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Productos  especiales  y  Formulas 
de  factorizacion 
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Propiedades  de  los  radicales 
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Propiedades  de  las  desigualdades 

Si  a  <  b,  entonces  a  +  c  <  b  +  c. 

Si  g  <  i>  y  c  >  0,  entonces  ac  <  be. 

Si  a  <  b  y  c  <  0,  entonces  ac  >  be. 

Valor  absoluto 


Numeros  complejos 
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Formulas  y  ecuaciones 


Formulas  de  distancia 

Ecuacion  de  un  circulo 

Pendiente  de  una  recta 

Ecuacion  punto-pendiente 
de  una  recta 

Ecuacion  de  una  recta 
pendiente-interseccion 

Formula  cuadratica 

Funciones 

Funcion  constante 
Funcion  lineal 
Funcion  cuadratica 
Funcion  polinomial 

Funcion  racional 

Funcion  exponencial 
Funcion  logaritmica 


Si  Pi  —  (^1,  y  ^2  =  (-*2,  yi)-,  la  distancia  desde  Pi  a  P2  es 
d{P\,  P2)  =  V'(x2  -  xif  +  {y2  -  y\f 

La  ecuacion  de  un  circulo  de  radio  r  con  centre  en  {h,  k)  es 
{x  —  hy  +  (y  ~  k)^  = 

La  pendiente  m  de  la  recta  que  contiene  los  puntos  Pi  =  (x],  yi)  y  P2  =  te,  yr)  es 
^2  -  y\ 

m  =  -  si  Xi  +  X2 

X2  -  Xi 

m  es  indefinida  si  jcj  =  X2 

La  ecuacion  de  una  recta  con  pendiente  m  que  contiene  al  punto  (x],  yO  es 
y  -  y\  =  m(x  -  xi) 

La  ecuacion  de  una  recta  con  pendiente  m  e  interseccidn-  y  b  es 

y  =  mx  +  b 

Las  soluciones  de  la  ecuacion  ax^  +  bx  +  c  =  0,  a  0,  son 

—  b  ±  y/b^  —  4ac 
^ 2a 

Si  b^  —  4(3c  >  0,  hay  dos  soluciones  reales  y  diferentes. 

Si  b^  -  Aac  =  0,  hay  una  solucidn  real  repetida. 

Si  b^  -  4ac  <  0,  hay  dos  soluciones  complejas. 

Ax)  =  b 

Ax)  =  inx  +  b,  m  es  la  pendiente,  b  es  la  interseccidn-y 
Ax)  =  cljA  +  bx  +  c 

Ax)  =  a„x''  +  a„-\x'‘~'  +  ■  •  ■  +  a\X  +  qq 

p{x)  anX"  +  an-ix”^'  +  -  •  ■  +  UiX  +  Up 
q(x)  b„,x"’  +  +  •  •  ■+  bix  +  bo 

Ax)  —  a^,  a  >  0,  a  I 

Ax)  =  logoX,  G  >  0,  fl  7^  1 
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RESPUESTAS  RES1 


I'NDICE  11 


For  mi  expericncia  como  profesor  en  una  universidad  publica  urbana  durante  mas 
de  30  anos,  estoy  consciente  de  las  diversas  necesidades  de  los  estudiantes.  He  cono- 
cido  desde  los  que  tienen  pocas  bases  matematicas  y  temen  a  los  cursos  de  esta  ma¬ 
teria,  hasta  quienes  cuentan  con  una  buena  educacion  en  la  disciplina  y  estdn  muy 
motivados.  Para  aJgunos  de  sus  estudiantes  este  serd  su  ultimo  curso  de  matemdticas, 
mientras  otros,  quiz^,  continuen  su  educacion  en  la  materia.  He  escrito  este  libro  para 
ambos  grupos.  Como  autor  de  textos  sobre  precalculo,  calculo  para  ingenieros, 
matematicas  finitas  y  cdlculo  para  administracion,  y  como  profesor,  comprendo  lo 
que  deben  saber  los  estudiantes  para  tener  dxito  en  cursos  de  mayor  nivel,  pero  como 
padre  de  cuatro,  tambien  entiendo  la  realidad  de  la  vida  colegial. 

Cambios  en  la  cuarta  edicion 

Los  elementos  que  ban  demostrado  tener  exito  en  las  ediciones  anteriores  continiian 
en  esta  edicion.  Sin  embargo,  se  ban  realizado  mucbos  cambios,  algunos  obvios, 
otros  sutiles,  como  resultado  de  comentarios  y  sugerencias  de  colegas  y  estudiantes 
que  utilizaron  las  ediciones  anteriores.  Con  base  en  esas  aportaciones,  que  agradezco 
sinceramente,  esta  edicion  serd  un  mejor  instrumento  de  ensenanza  para  los  profe- 
sores  y  una  berramienta  mds  util  en  el  aprendizaje  de  los  estudiantes. 

Material  revisado  y  reorganizado  Fundones  exponendales  y  logan'tmicas.  La 
primera  seccion  sobre  funciones  exponenciales  va  seguida  por  secciones  que  se  re- 
fieren  a  las  funciones  logaritmicas  y  sus  propiedades,  de  modo  que  sea  clara  la 
conexion  entre  ambos  tipos.  Una  seccion  nueva  relativa  a  las  ecuaciones  exponen¬ 
ciales  y  logan'tmicas,  distingue  con  cuidado  entre  las  soluciones  exactas  obtenidas 
mcdiante  propiedades  matematicas  y  las  soluciones  aproximadas  obtenidas  por 
medio  de  un  dispositive  de  graficacidn. 

Fundones  trigonomctricas.  Este  capitulo  ba  sido  mejorado  con  nuevos  ejemplos  y 
ejercicios  en  los  que  se  plantea  problemas  comunes  del  calculo. 

Grdficas  de  las  fundones  trigonometricas.  Este  capitulo  fue  reorganizado  y  am- 
pliado.  Primero  se  analizan  las  graficas  de  las  funciones  seno  y  coseno,  seguidas 
por  las  graficas  senoidales,  y  se  dedica  una  seccidn  nueva  a  aplicaciones  que  tratan 
la  vibracion  amortiguada  y  el  movimiento  armonico.  En  el  resto  del  capi'tulo,  se 
estudlan  las  graficas  de  las  demas  funciones  trigonomdtricas  y  se  hace  un  analisis 
de  las  funciones  trigonomdtricas  inversas. 
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Sistemas  de  desigualdades.  Esta  seccidn  ha  sido  ampliada  de  manera  que  comprenda 
las  desigualdades  lineales  y  no  lineaJes.  La  programacidn  lineal  aparece  despuds  de 
los  sistemas  de  desigualdades,  como  una  aplicacidn  de  las  desigualdades  lineales. 
Induccion,  sucesiones,  conjuntos,  conteo  y  probabilidad.  Lo  nuevo  de  esta  edicion 
son  tres  secciones  relativas  a  los  conjuntos,  el  conteo  y  la  probabilidad.  Este  mate¬ 
rial  se  combina  en  un  solo  capi'tulo  con  los  conceptos  de  sucesiones,  induccion  y  el 
teorema  del  binomio.  Dos  secciones  independientes,  dedicadas  a  las  sucesiones  arit- 
meticas  y  geomdtricas,  forman  parte  de  la  reorganizacion  del  capi'tulo. 


Por  favor,  consulte  el  Panorama  incluido  en  el  prefacio  para  el  esiudiante. 

Uso  funcional  del  color.  En  este  nuevo  diseho  se  utiliza  el  color  con  la  intencion  de 
que  sea  mas  eficaz  y  funcional  la  identificacion  de  defmiciones,  teoremas,  fdrmulas 
y  procedimientos.  En  el  prefacio  para  el  estudiante,  se  incluye  una  explicacion  ge¬ 
neral  de  la  forma  en  la  que  estos  usos  del  color  pueden  apoyar  la  etapa  de  estudio. 
Se  ban  incorporado  muchas  ilustraciones  novedosas  a  fin  de  proporcionar  cierto  di- 
namismo  en  algunos  ejemplos  y  ejercicios.  Los  simbolos  de  graficacidn  y  las  figu- 
ras  ban  sido  generados  por  computadora  para  obtener  consistencia  y  precision.  Para 
mayor  claridad,  las  figuras  utilizan  dos  colores.  Con  mas  de  1200  ilustraciones  en 
todo  el  texto,  mi  objetivo  es  ayudar  al  estudiante  a  que  visualice  las  matemdticas  y 
demostrar  que  la  visualizacidn  grafica  puede  contribuir  realmente  a  resolver  proble- 
mas  matemdticos. 


Ejemplos.  Ademas  de  los  tradicionales  y  solidos  ejemplos  de  las  ediciones  ante- 
riores,  se  ban  agregado  muchos  nuevos  (que  ahora  suman  mas  de  600)  al  texto.  Se 
incremento  el  uso  de  ejemplos  de  aplicaciones  y  tecnologia  para  mayor  motivacidn 
y  realismo.  Los  problemas  ilustrativos  se  resuelven  adecuadamente  y  en  detalle  par- 
tiendo  de  los  sencillos  y  razonables  hasta  Ilegar,  de  manera  gradual,  a  los  mas  desa- 
fiantes.  Muchos  ejemplos  tienen  relacidn  con  aplicaciones  que  se  veran  en  c^lculo 
y  otras  disciplinas. 


Aplicaciones.  Se  ha  aprovechado  cada  oportunidad  propicia  para  la  presentacidn 
de  aplicaciones  comprensibles  y  realistas,  consistentes  con  las  habilidades  del  estu¬ 
diante,  extrafdas  de  fuentes  como  las  tablas  para  calculo  de  impuestos,  el  libro  Gui- 
ness  de  marcas  mundiales,  asi  como  articulos  de  peribdicos.  Para  mayor  interes,  al¬ 
gunos  de  los  ejercicios  de  aplicacidn  son  adaptaciones  de  libros  de  texto  que  el 
estudiante  podrfa  estar  utilizando  en  otros  cursos  (como  econorrua,  qm'mica,  fi'sica, 
etcetera). 


Tecnologia.  Esta  edicidn  continua  apoyando  el  uso  de  la  tecnologia  actual  cuando 
resulta  necesaiia  o  util.  Sea  un  programa  de  computadora  o  una  calculadora  grafica, 
estos  dispositivos  pueden  proporcionar  al  estudiante  nuevos  formas  de  visualizar 
las  matematicas.  El  nuevo  Apendice  sobre  dispositivos  de  graficacidn  i  lustra  algu- 
nas  de  las  caracteristicas  del  uso  de  calculadoras  graficas  y  de  programas  de  compu¬ 
tadora  para  graficar.  Se  ban  agregado  muchos  ejemplos  y  ejercicios  nuevos  en 

los  cjue  es  necesario  utilizaj-  la  graficacidn.  Se  distinguira  con  el  simbolo  ^ 
cuando  se  necesite  o  sugiera  el  uso  de  un  dispositive  dc  graficacidn.  Hemos  puesto 
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un  cuidado  especial  en  estos  ejemplos  y  ejercicios:  la  mayor  parte  de  ellos  pide  con- 
clusiones  que  no  se  pueden  obtener  mediante  los  procesos  algebraicos  comunes. 
Esto  sirve  para  reforzar  el  uso  potencial  de  la  tecnologia  al  resolver  problemas. 


Comunicacion  y  pensamiento  cn'tico.  Como  en  las  ediciones  anteriores,  ilustro  el 
papel  que  tienen  la  escritura,  la  verbalizacidn,  la  investigacidn  y  el  pensamiento 
cn'tico  en  las  matemdticas.  En  esta  edicion  he  creado  ejercicios  con  un  diseno  es¬ 
pecial  para  animar  a  los  estudiantes  a  que  participen  de  manera  activa  en  estas 

actividades.  Estos  ejercicios  estan  indicados  con  el  srmbolo  .  Recomenda- 

ciones  del  National  Council  of  Teachers  of  Mathematics,  la  American  Association 
of  Two  Year  Colleges  y  la  Mathematics  Association  of  America  apoyan  este  tipo 
de  ejercicios.  Espero  que  usted  los  encuentre  tan  positivos  como  yo. 


TrabajOS  en  equipo.  En  cada  capitulo  se  dedica  una  pdgina  completa  al  aprendizaje 
en  grupo.  Los  proyectos  comprenden  varias  tareas.  Fueron  escritos  por  Hester 
Lewellen,  coautordel  University  of  Chicago  High  School  Mathematics  Project,  para 
ayudar  a  los  estudiantes  a  reunirse  y  resolver  problemas  de  manera  objetiva.  Al- 
gunos  de  los  proyectos  tienen  sugerencias  para  el  uso  de  dispositivos  de  graficacidn; 
todos  requieren  un  andlisis  cn'tico  y  ser  discutidos  conjuntamente  por  los  integrantes 
del  equipo  de  trabajo. 


Ejercicios.  Los  ejercicios  anadidos  a  esta  edicidn  son  principalmente  de  tres  tipos: 
visual  (en  los  que  se  pide  a  los  estudiantes  llegar  a  una  conclusidn  a  partir  de  una 

grafica);  tecnoldgico  (ahi  se  necesita  un  dispositive  de  graficacidn  ^9 ;  y  abierlo 
(el  cual  exige  un  desempeno  mental  cn'tico,  escribir,  labores  de  investigacidn  o  tra¬ 
bajo  en  equipo  .  )  Tambien  se  ha  modificado  casi  la  tercera  parte  de  los  ejer¬ 
cicios  tradicionales.  El  texto  contiene  ahora  mds  de  5500  ejercicios,  de  los  cuales 
mas  de  900  son  problemas  de  aplicacidn.  Los  conjuntos  de  ejercicios  inician  con 
problemas  disenados  para  dar  confianza,  en  seguida  se  piantean  los  problemas  que 
se  relacionan  con  los  ejemplos  resueltos  en  el  texto  y  al  final  vienen  problemas  mas 
desafiantes.  Muchos  de  los  ejercicios,  en  particular  los  iniciales,  tienen  un  cardcter 
visual,  como  mostrar  una  grafica  y  pedir  las  conclusiones. 

Al  final  del  libro  aparecen  las  soluciones  de  los  problemas  impares. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Prefacio  Al  instructor 


Agradecimientos 

Los  libros  de  texto  son  escritos  por  un  autor,  claro  esta,  pero  desde  que  surge  la  idea 
hasta  lograr  la  forma  final  se  requiere  el  esfuerzo  de  muchas  personas.  Tengo  un 
agradecimiento  especial  para  Don  Dellen,  quien  primero  lo  sugirio  y  despues  fue 
testigo  de  la  culminacidn  de  este  libro  y  los  dem^s  de  mi  serie  Precalculo. 

Existen  muchas  personas  a  las  que  deseo  agradecer  su  informacidn,  dnimo, 
paciencia  y  apoyo  que  generosamente  dieron  para  lograr  concluir  esta  cuarta  edi- 
cion.  Todas  las  que  en  seguida  menciono  contribuyeron  tanto  en  las  primeras  tres 
ediciones  como  en  la  revision  actual.  Les  expreso  mi  mas  profundo  agradecimiento 
y  aprecio  y  espero  se  me  disculpe  cualquier  involuntaria  omisidn  .  .  . 

James  Africh,  Brother  Rice  High  School 
Steve  .Agronsky,  Cal  Poly  State  University 
Joby  Milo  Anthony,  University  of  Central  Florida 
James  E.  Arnold,  University  of  Wisconsin,  Milwaukee 
Agnes  Azzolino,  Middlese.x  County  College 
Wilson  P.  Banks,  Illinois  State  University 
Dale  R.  Bedgood,  East  Texas  State  University 
William  H.  Beyer,  University  of  Akron 
Richclie  Blair,  Lakeland  Community  College 
Trudy  Bratlen,  Grossmont  College 

William  J.  Cable,  University  of  Wisconsin — Stevens  Point 

Lois  Calamia,  Brookdale  Community  College 

Roger  Carlscn,  Moraine  Valley  Community  College 

Denise  Corbett,  East  Carolina  University 

Theodore  C.  Coskey,  South  Seattle  Community  College 

John  Davenport,  East  Texas  State  University 

Duane  E.  Deal,  Ball  State  University 

Vivian  Dennis,  Eastfield  College 

Karen  R.  Dougan,  University  of  Florida 

Louise  Dyson,  Clark  College 

Paul  D.  East,  Lexington  Community  College 

Don  Edmondson,  University  of  Texas,  Austin 

Christopher  Ennis,  LIniversity  of  Minnesota 

Garret  J.  Etgen,  University  of  Houston 

W.  A.  Ferguson,  University  of  Illinois,  Urbana/Champaign 

Iris  B.  Fetts,  Clemson  University 

rMason  Flake,  estudiante  de  Edison  Community  College 

Merle  FricI,  Humboldt  State  University 

Richard  Fritz,  Moraine  Valley  Community  College 

Dewey  Furness,  Ricke  College 

Wayne  Gibson,  Rancho  Santiago  College 

Joan  Goliday,  Santa  Fc  Community  College 

Frederic  Gooding,  Goucher  College 

Ken  Gurganus,  University  of  North  Carolina 

James  E.  Hall,  University  of  Wisconsin,  Madison 

Judy  Hall,  West  Virginia  University 

Edward  R.  Hancock,  DeVry  Institute  of  Technology 

Brother  Herron,  Brother  Rice  High  School 

Kim  Hughes,  California  State  College,  San  Bernardino 

Ron  Jamison,  Brigham  Young  LIniversity 

Richat'd  A.  Jensen,  Manatee  Community  College 

Sandra  G.  Johnson,  St.  Cloud  State  University 

Moana  H.  Karsteter,  Tallahassee  Community  College 

Arthur  Kaufman,  College  of  Staten  Island 

Thomas  Kearns,  North  Kentucky  University 

Keith  Kuchar,  Manatee  Community  College 

Tor  Kwembe,  Chicago  State  University 

Linda  J.  Kyle,  Tarrant  County  Jr.  College 

H.  E.  Lacey,  Texas  .'k  &  M  University 

Christopher  Lattin,  Oakton  Community  College 

Adele  LeGere,  Oakton  Community  College 


Prefacio  Al  instructor  XV 


Slanley  Lukawecki,  Clemson  University 

Virginia  McCarthy,  Iowa  Stale  University 

James  McCollow,  DeVry  Institute  of  Technology 

Laurence  Maher,  North  Texas  Slate  University 

James  Maxwell,  Oklahoma  State  University,  Stillwater 

Carolyn  Meiller,  Concordia  University 

Eldon  Miller,  University  of  Mississippi 

James  Miller,  West  Virginia  University 

Michael  Miller,  Iowa  Slate  University 

Jane  Murphy,  Middlesex  Community  College 

James  Nymann,  University  of  Texas,  El  Paso 

Sharon  O’Donnell,  Chicago  State  University 

Seth  F.  Oppenheimer,  Missis.sippi  Slate  University 

E.  James  Peake,  Iowa  State  University 

Thomas  Radin,  San  Joaquin  Delta  College 

Ken  A.  Ragcr,  Metropolitan  State  College 

Elsi  Reinhardt,  Truckee  Meadows  Community  College 

Jane  Ringwald,  Iowa  State  University 

Stephen  Rodi,  Austin  Community  College 

Howard  L.  Rolf,  Baylor  University 

Edward  Rozema,  University  of  Tennessee  at  Chattanooga 

Dennis  C.  Runde,  Manatee  Community  College 

John  Sanders,  Chicago  Slate  University 

Susan  Sandmeyer,  Jamestown  Community  College 

A.K.  Shamma,  University  of  West  Florida 

Martin  Sherry,  Lower  Columbia  College 

Timothy  Sipka,  Alma  College 

John  Spellman,  Southwest  Texas  State  University 

Becky  Stamper,  Western  Kentucky  University 

Neil  Stephens,  Hinsdale  South  High  School 

Tommy  Thompson,  Brookhaven  College 

Richard  J.  Tondra,  Iowa  State  University 

Marvel  Townsend,  University  of  Florida 

Jim  Trudnowski,  Canoll  College 

Richard  G.  Vinson,  University  of  Southern  Alabama 

Darlene  Whilkenack,  Northern  Illinois  University 

Chris  Wilson,  West  Virginia  Universi.y 

Carlton  Woods,  Auburn  University 

George  Zazi,  Chicago  State  University 


Hago  un  reconoclmiento  particular  a  las  siguientes  personas  para  agradecer- 
les  sinceramente  su  valiosa  ayuda  en  la  preparacidn  de  este  volumen:  Jerome  Grant, 
por  su  apoyo  y  compromiso;  Sally  Denlow,  por  su  autentico  interes  y  eficiente  di- 
reccion;  Bob  Walters  por  su  habilidad  organizativa  como  supervisor  de  produccidn; 
Jolene  Howard  por  sus  innovadores  esfuerzos  de  comercializacidn;  Ray  Mullaney 
por  sus  comentarios  editoriales  especfficos;  Charles  Fenn  por  sus  utiles  sugerencias 
durante  la  revision;  a  todo  el  equipo  de  ventas  de  Prentice  Hall  por  su  confianza;  y 
a  Katy  Murphy  y  Michael  Sullivan  III  por  verificar  las  respuestas  a  todos  los  ejer- 
cicios.  Un  agradecimiento  especial  a  Michael  Sullivan  III  por  realizar  todas  las  figu- 
ras  de  las  gr^ficas. 


Michael  Sullivan 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


A1  iniciar  el  estudio  del  precdiculo,  es  probable  que  usted  se  sienta  abrumado  por 
la  cantidad  de  teoremas,  procedimientos  y  ecuaciones  que  supone  que  enfrentara. 
Incluso  podria  preguntarse  si  serd  capaz  de  aprender  todo  ese  material  en  un  unico 
curso.  Para  la  mayoria  de  las  personas  en  el  nivel  de  estudio  similar  al  suyo,  este 
podria  ser  su  ultimo  curso  de  matematicas,  mientras  que  para  otros  solo  el  primero 
de  una  larga  serie.  No  se  preocupe,  de  cualquier  forma  este  libro  fue  escrito,  pen- 
sando  en  usted.  Aunque  he  escrito  libros  de  matematicas  para  niveles  superiores, 
tambien  soy  padre  de  cuatro  estudiantes  que  muchas  veces  ban  regresado  a  casa  con 
frustracion  y  preguntas;  asi  que  jse  por  lo  que  usted  estd  pasando! 

Este  libro  fue  disenado  para  ayudarlo  a  dominar  la  terminologfa  y  los  con- 
ceptos  basicos  del  precalculo.  Tales  objetivos  ban  sido  basicos  para  conformar  to- 
dos  y  cada  uno  de  los  aspectos  del  libro.  El  formato  del  texto  incorpora  muchos 
apoyos  para  el  aprendizaje,  facilitando  el  estudio  de  la  materia  y  haciendolo  mas 
gratificante.  Imagine  que  tiene  en  sus  manos  una  “mdquina  para  el  aprendizaje”, 
que  le  ayudara  a  concentrar  sus  esfuerzos  y  obtener  lo  mas  posible  del  tiempo  y 
energia  invertidos. 

He  aquf  algunas  de  las  sugerencias  que  doy  a  mis  estudiantes  al  inicio  del 

curso. 

1.  Aproveche  la  caracten'stica  PREPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO.  Al  empezar  cada 
capi'tulo  he  preparado  una  lista  de  conceptos  de  repaso.  Dedi'queles  el  tiempo  necesario; 
le  ayudaran  a  avanzar  mas  rdpido  y  con  mayor  confianza. 

2.  Lea  el  material  antes  de  tomar  la  clase.  Si  sabe  qu6  esperar  y  lo  que  contiene  el  libro,  es- 
cribir^  menos  notas  y  ocupara  mas  tiempo  en  escuchar  y  comprender  la  exposicidn  de  su 
profesor. 

3.  Despuds  de  cada  clase,  reescriba  sus  notas  mientras  vuelve  a  leer  el  tema  tratado,  remar- 
cando  los  conceptos  adicionales  que  parezcan  utiles.  Asegurese  de  trabajar  siempre  la 
parte  titulada.  Ahora  resuelva  el  problema  x,  al  avanzar  en  cada  seccion.  Despuds  de  con- 
cluir  una  seccion  tiene  que  resolver  los  problemas  asignados.  Las  respuestas  a  los  proble- 
mas  impares  estan  en  la  parte  final  del  libro. 

4.  Si  algo  le  confunde  es  aconsejable  que  consulte  de  inmediato,  pero  en  horas  habiles,  a  su 
profesor  antes  de  atrasarse.  En  tal  caso  lleve  sus  tentativas  de  .solucidn  a  los  ejercicios  con 
usted,  para  que  el  profesor  ubique  con  claridad  sus  puntos  problematicos. 

5.  Al  prepararse  para  un  examen  repase  sus  notas  y  consulte  el  Repaso  del  capi'tulo.  Este 
contiene  un  resumen  de  todo  lo  importante  del  capi'tulo.  Si  no  esta  seguro  de  algun  con- 
cepto  estudielo  de  nuevo.  Asegurese  de  resolver  los  Ejercicios  de  repaso  como  prdctica. 

Recuerde  las  dos  “reglas  de  oro”  del  precalculo: 

1.  iNO  SE  ATRASE!  El  curso  es  muy  rapido  y  recuperarse  resulta  difi'cil. 

2.  RESUELVA  MUCHOS  PROBLEMAS.  Todo  necesita  prSctica  y  los  problemas  le  des- 
cubrirSn  los  puntos  en  los  que  necesite  aplicarse  mfis.  Si  no  puede  resolver  los  ejercicios 
de  tarea  sin  ayuda,  no  lograra  resolverlos  en  los  examenes. 

Le  recomiendo  que  examine  el  siguiente  panorama,  que  contiene  aJgunos  con- 
sejos  acerca  de  c6mo  utilizar  este  libro. 


jLe  deseo  lo  mejor! 
Michael  Sullivan 
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La  mayor  parte  de  lo.s  capftulos  comienza  con  un  analisis 
histdrico  breve,  titulado  "De  ddnde  procede  este  material”.  Es 
imporiante  comprender  la  forma  en  que  otra.s  personas 
crearon  y  utilizaron  las  ideas  planteadas  cn  cada  capitulo  para 
resolver  su.s  problemas  cotidianos. 

Los  terrninos  nuevos  aparecen  en  negritas  en  el  punto  en  el 

que  son  definidos. 

Las  definicioncs  prineipalcs  vienen  cn  un  lipo  de  letra  mayor, 
encerrados  en  una  pantalla  de  color,  Estos  son  elemcntos 
importantes  del  voeabulario  que  usted  debe  conocer. 
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Cada  capitulo  empieza  con  una  fotograffa  y  una  aplicacion  que 
muestra  al  algebra  utilizada  en  nueslro  entomo.  La  fotogralYa  va 
acompafiada  por  un  problcma  matematico  que  usted  aprendera  a 
resolver  en  el  capitulo,  Esto  le  permitira  comprender  el  tipo  de 
aspectos  que  seran  cubierlos.  asi  como  la  forma  en  que  pueden  ser 
utilizados  en  el  “mundo  real". 


de  cada  capitulo.  a  partir  del  segundo,  viene  una  lisla  de 
conceptos  vistos  en  los  capftulos  precedentes  que  usted  debe 
comprender  perfectamente  antes  de  pasar  al  siguiente  capitulo.  Al 
revisar  esa  lista  y  asegurarse  de  manejar  con  comodidad  el  material 
que  cubre.  comenzara  a  observar  que  el  aprendizaje  del  algebra  cs 
un  proceso  de  construccion.  ;E1  acto  de  repasar  le  asegura  la 
colocacion  de  bases  firmes! 


Tambien,  en  la  primera  pagina  de  cada  capitulo  aparecc  un  esquema 
de  los  temas  tratados  dentro  de  el,  lo  cual  es  una  buena  forma  de 
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Las  Caracten'sticas  historicas  iibican  a  las  malemalicas  que  usted  va  , 

aprendicndo  en  su  contexto  historico.  Al  conocer  la  forma  en  que  otras 
personas  Iran  utilizado  conceptos  similares,  podra  coinprender  mejor  el 
edmo  aplicaiios  en  su  propio  entomo.  En  algunos  casos  vienen  ejercicios 
historicos  adicionales  para  que  los  resuelva  segun  su  propio  criterio. 


Los  teoremas  se  indican  mediante  la  palabra  “Teorema"  en 
azul  y  es  importante  estudiarlos.  Cuando  se  proporciona  la 
-demostracion  de  un  teorema  tambien  aparecc  la  palabra 
“Demostracion”. 

_  Todas  las  formulas  y  conceptos  importantes  estan 
encerradas  en  un  rccuadro  de  color. 

Los  ejemplos  son  fiiciles  de  localizar  y  tienen  un  ti'tulo 
para  que  listed  sepa  de  lo  que  tratan.  Aunque  la  solucion 
•  se  desaiTolla  en  forma  completa  debe  seguirla  con  papel  y 
lapi/.  .Si  licne  problcmas  con  un  cjcrcicio  dc  tarca  cs 
probable  que  encuenlre  un  ejemplo  que  haya  sido  resuello 
al  exponer  la  teon'a  del  capi'lulo.  Muchas  soluciones  traen 
una  Verificacidn.  Siempre  que  sea  posible,  compruebe  las 
soluciones. 

La  indicacidn  "Ahora  resuelva  el  problema"  le  pide 

resolver  un  problema  parliculai'  antes  de  continual'  con  _ 

la  scccidn.  Esto  garanlizara  que  usted  ha  logrado  dorninar 
el  material  recien  presentado.  La  practica  constante  de 
resolver  estos  ejercicios  le  hara  ganar  confianza  y  ahorrara 
liempo. 


Los  ti'tulos  de  los  procedimientos  y  pasos  importantes  aparecen 
a  la  izquierda  del  texto  y  en  este,  enlre  dos  li'neas  horizontales 
dc  color,  los  conceptos  de  que  se  trate.  Listed  debera  conocer  y 
dorninar  estos  procedimientos  y  pasos  para  que  logre  resoh  er 
los  problcmas  de  tarca  sin  dificultad.  Tambien  le  sera  facil 
Libicarlos  al  preparursc  para  los  examenes. 

Las  sugerencias  y  advertcncias  aparecen  oportunamente  en  los 
espacios  adccuados  para  seiialar  cuando  sea  posible  abreviar  un 
procedimiento.  o  poner  ax'iso  acerca  de  ciTorcs  comuncs  que 
los  cstudiantes  deben  conocer. 

El  simbolo  de  calcuiadora  grafica  lo  encotilrara  en  todo  el  libro 
siempre  que  sett  necesario  hacer  uso  de  clla  o  de  un  programa 
de  computadora  para  graficar. 
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Muchos  estudiantes  disponen  de  una  calculadora 
grafica  o  tienen  acceso  a  programas  de  computadora 
que  realizan  graficacidn.  Para  ayudarle  a  conocer  el 
manejo  y  capacidad  de  tales  dispositivos  he  incluido 
el  Apendice  B,  al  final  del  libro,  bajo  el  ti'tulo 
“Dispositivos  de  graficacidn”.  Muchos  ejemplos  y 
ejercicios  del  libro  requieren  el  uso  de  un  graficador. 
Tales  problemas  han  sido  elegidos  con  cuidado  pero 
la  mayor  parte  pide  conclusiones  que  no  pueden 
obtenerse  mediante  los  procesos  comunes  del 
algebra.  E.sto  le  ayudara  a  observar  el  poder  de  la 
tecnologi'a  actual  para  resolver  muchos  problemas 
matematicos. 


DlSPuSmVOS  DE  GRAFICACIDN 


Misidn  posible;  En  el  “mundo  real”,  quienes  nos 
rodean  colaboran  con  frecuencia  para  resolver 
problemas  diffciles  o  que  pueden  tener  mas  de  una 
respuesta.  Todos  los  capi'tulos  de  este  libro 
incluyen  una  "Misidn  posible”  para  que  usted  y 
sus  companeros  colaboren  en  su  resolucidn.  Esos 
proyectos  le  piden  que  comunique  en  forma  verbal 
o  escrita  sus  respuestas.  Una  buena  capacidad  de 
comunicacidn  es  importante  para  tener  exilo  en 
cualquier  campo  que  u.sted  se  desempene  en  el 

futuro. 
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El  Repaso  del  capi'tulo  le  servird  para  verificar  su 
comprension  de  lo  esencial  de  la  teon'a  estudiada. 
“Conceptos  fundamentales”  es  el  mejor  lugar  para 
comenzar.  Verifique  sus  habilidades  de  manejo  de 
los  conceptos  ahi'  enumerados.  Despues  demuestrese 
a  SI  mismo  que  sabe  cdmo  resolver  incluso  en 
detalle  el  contenido  de  la  seccion,  “Complete  los 
espacios”  determinara  su  habilidad  con  el 
vocabulario.  “Cierto  o  falso”  comprueba  su 
conocimiento  de  las  definiciones.  Si  no  esta  seguro 
de  algun  concepto  vuelva  al  capi'tulo  y  estudielo  de 
nuevo.  No  deje  de  resolver  los  Ejercicios  de  repaso 
como  practica;  hacerlo  sirve  para  asegurar  el  exito 
en  este  curso;  haga  buen  uso  de  ellos. 


El  si'mbolo  de  lapiz  y  cuademo  indica  preguntas 
abiertas  que  requieren  cierto  analisis,  escritura, 
investigacion  o  trabajo  en  equipo. 
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Panorama  ^Que  tan  lejos  puede  ver? 

El  edificio  habitado  mas  alto  en  Estados  Unidos  es  la  Torre  Scars  de 
Chicago*  Si  el  mirador  de  la  torre  se  encuentra  a  1454  pies  sobre  el  nivel 
del  piso,  ique  tan  lejos  puede  ver  una  persona  que  se  encuentre  en  el? 
[Problema  101  en  el  ejercicio  1.1.]  ■ 


■  Fucnic:  Libra  Guinne.^.s  dc  nuircas  mundkdes. 
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a  investigacion  sobre  ecuaciones  y  sus 
soluciones  han  jugado  un  papel  central  en 
el  Algebra  durante  cientos  de  ahos.  De  he- 
cho,  en  el  ano  200  a.C.,  los  babilonios  tem'an  un  al¬ 
gebra  tan  desarrollada  que  incluia  una  solucion  para 
las  ecuaciones  cuadraticas.  Mas  tarde,  el  estudio 
de  las  desigualdades  (seccion  1.4)  fue  igualmente 
importante.  La  idea  de  utilizer  un  sistema  de  coor- 
denadas  rectangulares  tambien  se  remonta  a  la 
epoca  mencionada,  cuando  tales  sistemas  eran  uti- 
lizados  para  la  medicion  y  planeacion  de  la  traza  de 


las  ciudades.  El  uso  esporddico  de  las  coordenadas 
rectangulares  continue  hasta  el  siglo  XVII;  en  ese 
tierripo  el  algebra  estaba  suficientemente  desarro¬ 
llada,  de  manera  que  a  Rene  Descartes  (1596-1650) 
y  Pierre  Fermat  (1601-1665)  les  fue  posible  dar  el 
peso  crucial  de  utilizer  coordenadas  rectangula¬ 
res  para  traducir  problemas  de  geometha  en  proble- 
mas  algebraicos  y  viceversa.  Este  peso  permitio 
tanto  a  geometras  como  a  algebristas  concebir 
nuevas  ideas  acerca  de  sus  objetos  de  estudio  y 
con  ello,  hacer  posible  el  desarrollo  del  calculo. 


Repaso  de  temas 
de  algebra 
y  geometria 


Conjuntos 

Cuando  queremos  tratar  con  una  coleccion  de  objetos  de  la  misma  especie,  pero  dis- 
tintos  entre  si,  como  un  todo,  utilizamos  la  idea  de  coi^unto.  For  ejemplo,  el  conjunto 
de  digitos  est4  formado  por  la  eoleccidn  de  los  numeros  0,  1,2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  y  9.  Si 
utilizamos  el  simbolo  D  para  denotar  este  conjunto,  entonces  podemos  escribir 

D  =  (0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9} 

En  esta  notacidn,  las  Haves  {  }  son  utilizadas  para  encerrar  los  objetos,  o 

elementos,  del  conjunto.  Esta  prdctica  de  denotar  a  un  conjunto  es  llamada  metodo  de 
eniuneracion.  Una  segunda  manera  de  denotar  a  un  conjunto  es  utilizando  la  notacion 
de  construedon  de  conjuntos,  donde  el  conjunto  D  que  nos  ocupa  seria  escrito  como 

D  =  {  X  I  es  un  digito } 


{  ■ 

(a)  E  =  {jc|jc  es  un  digito  par}  =  (0,  2,  4,  6,  8} 

(b)  O  =  {jc|jc  es  un  digito  impar}  =  (1,3,  5,  7,  9}  ■ 

En  el  listado  de  los  elementos  de  un  conjunto  no  se  debe  repetir  ningun 
elemento  ya  que  se  supone  que  todos  son  distintos.  Tambien,  el  orden  en  el  que  los 
elementos  se  enlisten  no  tiene  importancia.  Asi,  por  ejemplo,  (2,  3}  y  (3,  2} 
representan  al  mismo  conjunto. 

Si  cada  elemento  de  un  conjunto  A  es  tambien  un  elemento  de  un  conjunto  B, 
entonces  decimos  que  A  es  un  subconjunto  de  B.  Si  dos  conjuntos  Ay  B  tienen  los 
mismos  elementos,  decimos  que  A  es  igual  a  B.  Por  ejemplo,  (1,  2,  3}  es  un 
subconjunto  de  (1,  2,  3,  4,  5);  y  (1,  2,  3}  es  igual  a  (2,  3,  1}. 

Numeros  reales 

Los  numeros  reales  se  representan  por  simbolos  como 

25,  0,  -3,  0.125,  V2,  77,  0.666... 

El  conjunto  de  numeros  naturales  es  el  conjunto  { 1,  2,  3,  4,  .  .  .  }.  (Los  tres  pun- 
tos  constituyen  una  forma  gramatical  llamada  eiipsis,  la  cual  indica  que  el  patrdn 
mostrado  continua  de  manera  indefinida.)  El  conjunto  de  los  numeros  enteros  es  el 
{.  .  .  ,  —3,  —2,  —1,0,  1,  2,  3,  .  .  .}.  Un  niimero  racional  es  un  numero  que  puede 
ser  expresado  como  un  cociente  aJb  de  dos  enteros,  donde  el  entero  b  no  puede  ser  0. 
2  Ejemplos  de  numeros  racionales  son  |,  j,  y  —  Ya  que  a/1  =  a  para  todo  entero  a. 


Seccidn  1.1  Repaso  de  temas  de  digebra  y  geometna 


FIGURA  1 
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FIGURA  2 

Recta  de  los  nilmeros  reales. 

2  unidades 


todo  entero  tambidn  es  un  numero  racional.  Los  numeros  reales  que  no  son  racionales 
se  llaman  irracionales.  Ejemplos  de  numeros  irracionales  son  \fl.  y  tt  (la  letra 
griega  pi),  que  es  igual  a  la  raz6n  constante  de  la  circunferencia  al  diametro  de  un 
cfrculo.  Vease  la  figura  1. 

Los  numeros  reales  pueden  ser  representados  como  decimales.  Los  numeros 
reales  racionales  tienen  representaciones  decimales  que  terminan  o  que  tienen  un 
grupo  de  digitos  que  se  repite.  For  ejemplo,  |  =  0.75,  termina;  j  =  0.666...  ,  donde 
el  dfgito  6  se  repite  indefinidamente.  Los  numeros  reales  irracionales  tienen  re¬ 
presentaciones  decimales  que  no  serepiten  ni  terminan.  For  ejemplo,  \/l.~  1.414213... 
y  TT  =  3.14159...  .  En  la  prdctica,  los  numeros  irracionales  generalmente  son  repre¬ 
sentados  por  aproximaciones.  Utilizamos  el  stmbolo  ~  (se  lee  “aproximadamente 
igual  a”)  para  escribir  \fl  ~  1.4142  y  tt  =  3.1416. 

A  menudo  se  utilizan  letras  para  representar  numeros.  Si  la  letra  es  utilizada 
para  representar  a  cualquier  numero  de  un  conjunto,  se  hard  referenda  a  ella  como 
una  variable.  Una  constante  es  un  numero  fijo,  tal  como  5,  \/2,  etc.,  o  una  letra 
que  represente  un  numero  fijo  (tal  vez  no  especificado).  En  general,  se  sigue  la  prac- 
tica  de  utilizar  las  primeras  letras  del  abecedario,  tales  como  a,  b,  c,  para  represen¬ 
tar  constantes  y  las  ultimas,  x,  y  y  z  para  las  variables. 

Al  trabajar  con  expresiones  o  fdrmulas  que  involucran  variables,  estas  solo 
pueden  tomar  valores  de  cierto  conjunto  de  numeros,  llamado  dominio  de  la  varia¬ 
ble.  For  ejemplo,  en  la  expresion  1/jc,  la  variable  x  no  puede  tomar  el  valor  de  0,  ya 
que  la  divisidn  entre  cero  no  puede  hacerse. 

Es  posible  demostrar  que  existe  una  correspondencia  uno  a  uno  entre  los 
numeros  reales  y  los  puntos  de  una  recta.  Esto  es,  cada  numero  real  corresponde  a 
un  punto  en  la  recta  y,  a  la  inversa,  cada  punto  en  la  recta  tiene  un  unico  numero 
real  asociado.  Establecemos  esta  correspondencia  de  numeros  reales  con  puntos  en 
una  recta  de  la  siguiente  forma. 

Empezamos  con  una  recta  que  por  conveniencia  es  dibujada  de  manera  hori¬ 
zontal.  Seleccionamos  un  punto  en  la  recta  y  lo  marcamos  con  O,  por  origen.  Luego 
seleccionamos  otro  punto  a  una  distancia  fija  a  la  derecha  de  O  y  lo  marcamos  con 
U,  por  unidad.  La  distancia  fija,  que  puede  ser  una  pulgada,  un  centimetre,  un  afio 
luz,  o  cualquier  distancia  unitaria,  determina  la  escala.  Asociamos  el  numero  real 
0  con  el  origen  O  y  el  numero  1  con  el  punto  U.  Vease  la  figura  2.  El  punto  a  la 
derecha  de  U  que  estd  dos  veces  tan  lejano  de  O  como  U,  se  asocia  con  el  numero  2. 
El  punto  a  la  derecha  de  U  que  estd  tres  veces  tan  lejano  de  O  como  U,  se  asocia 
con  el  numero  3.  El  punto  a  la  mitad  entre  O  y  U  estd  senalado  con  el  numero  0.5 
0  5.  Los  puntos  correspondientes  a  los  anteriores  y  que  est^n  situados  a  la  izquierda 
del  origen  O  estdn  marcados  con  los  numeros  — j,  —  1,  —2,  —  3,  y  asi  sucesivamente. 
El  numero  real  x  asociado  con  un  punto  P  es  llamado  coordenada  de  P,  y  la  recta 
a  cuyos  puntos  se  les  ha  asignado  coordenadas  es  denominada  recta  de  los  numeros 
reales.  Observe  que  en  la  figura  2  colocamos  una  punta  de  flecha  en  el  extreme 
derecho  de  la  recta  para  indicar  la  direccion  en  la  cual  aumentan  los  numeros 
asignados.  La  figura  2  tambien  muestra  los  puntos  asociados  con  los  numeros  irra¬ 
cionales  V2  y  77. 

La  recta  de  los  numeros  reales  los  divide  en  tres  clases:  los  numeros  reales 
negativos,  son  las  coordenadas  de  puntos  que  se  encuentran  a  la  izquierda  del  ori¬ 
gen  O;  el  numero  real  cero,  es  la  coordenada  del  origen  O;  los  numeros  reales  posi- 
tivos,  son  las  coordenadas  de  los  puntos  ubicados  a  la  derecha  del  origen  O. 

Sean  a  y  b  dos  numeros  reales.  Si  la  diferencia  a  —  b  es  positiva,  entonces 
decimos  que  a  es  mayor  que  b  y  escribimos  a>  b.De  manera  altema,  si  a  —  es 
positive,  tambien  podemos  decir  que  b  es  menor  que  a  y  escribimos  b  <  a.  For 
♦anto,  a  >  b  y  b  <  a  son  proposiciones  equivalentes. 
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4  Capi'tulo  1  Preliminares 


I 


Sobre  la  recta  de  los  numeros  reales,  s'l  a>  h,  el  punto  con  coordenada  a  estd 
a  la  derecha  del  punto  con  coordenada  b.  Por  ejemplo,  0>  — 1,  7r>3,  y'\/2<2. 
Ademas, 

a  >  0  es  equivalente  a  que  a  sea  positiva 
<3  <  0  es  equivalente  a  que  a  sea  negativa 

Si  la  diferencia  a  —  />  de  dos  numeros  reales  es  positiva  o  cero,  esto  es,  si 
a  >  h  o  u  =  h.  entonces  decimos  que  a  es  mayor  que  o  igual  a  b  y  escribimos 
a  >  />.  De  manera  alterna,  si  a  s  /?,  tambien  podemos  decir  que  b  es  menor  que 
0  igual  a  a  y  escribimos  b  ^  a. 

Proposiciones  de  la  forma  a  <  b  o  b  >  a  son  denominadas  desigualdades 
estrictas;  proposiciones  de  la  forma  a  ^  b  o  b  ^  a  son  desigualdades  no  estric- 
tas.  Los  simbolos  >  .  <  ,  s  y  £  son  llamados  signos  de  desigualdad. 

Si  .V  es  un  ntimero  real  y  x  >  0,  entonces  x  es  positive  o  bien  es  cero.  Como 
consecuencia,  describimos  la  desigualdad  .v  S:  0  diciendo  que  x  es  no  negativo, 

Las  desigualdades  son  utiles  para  representar  ciertos  subconjuntos  de  numeros 
reales.  Para  hacerlo  pueden  utilizarse  otras  variaciones  de  la  notacidn  de  desigualdades. 


M  P  I.  ()  -  (,n:r, . Ic 

(a)  En  la  desigualdad  x  >  4,  x  es  cualquier  numero  mayor  que  4.  En  la  figura  3  uti- 
lizamos  un  parentesis  izquierdo  para  indicar  que  el  numero  4  no  es  parte  de  la 
grdfica. 


FIGURA  3 

X  >  4 


_l _ I _ I _ I _ I _ I _ L  I  I  I- 

-2-101  234567 


(b)  En  la  desigualdad  4  <  x  6,  x  es  cualquier  numero  entre  4  y  6,  incluso  6,  pero 
excluyendo  a  4.  En  la  figura  4  ulilizamos  un  corchete  derecho  para  indicar  que 
6  es  parte  de  la  grdfica. 


FIGURA  4 

X  >  4  y  X  <  6 


_l _ I _ I _ L 

-2-10  1 


-I - 1 - ^ - L 

2  3  4  5  6  7 


FIGURA  5 


a  b 

[a, 6];  a:sxsb 
(a)  Intervalo  cerrado 


^  Ahora  resuelva  el  problema  lb  (en  el  conjunto  de  ejercicios  al  final  de  esta 
seccion). 

Sean  ay  b  dos  numeros  reales  con  a  <  b:  un  intervalo  cerrado,  denotado  por 
[a,  b],  consta  de  todos  los  numeros  reales  x  para  los  cuales  a  <  x  £  /i.  Un  intervalo 
abierto,  denotado  por  («,  b),  consta  de  todos  los  numeros  reales  x  para  los  cuales 
a  <  X  <  b.  Los  intervalos  semiabiertos  o  semicerrados  son  (a,  ft],  constituidos  por 
todos  los  numeros  reales  x  para  los  cuales  a  <  x  s  ft,  y  [a,  ft),  integrados  por  todos 
los  numeros  reales  x  para  los  cuales  a  :£  x  <  ft.  En  cada  una  de  estas  definiciones 
a  es  el  extremo  izquierdo  y  ft  el  extremo  derecho  del  intervalo.  La  figura  5  ilus- 
tra  cada  tipo  de  intervalo. 

— < - ? - ►  - 5 - ^ ^  « - - - - 

a  b  a  h  a  b 

(a,b)\  a<x<b  [a, ft);  a^x<b  (a, ft];  a<x^b 

(b)  Intervalo  abierto  (c)  Intervalos  semiabiertos  (o  semicerrados) 


Secci6n1.1  Repaso  de  temas  de  algebra  y  geometria  5 


El  simbolo  oo  (se  lee  “infinito”)  no  es  un  numero  real,  sino  una  notacion  uti- 
lizada  para  indicar  que  no  hay  un  llmite  en  la  direccidn  positiva.  El  simbolo  — “o 
(se  lee  “menos  infinito”)  tampoco  es  un  numero  real,  sino  la  notacibn  utilizada  para 
indicar  que  no  hay  un  h'mite  en  la  direccibn  negativa.  For  medio  de  los  si'mbolos 
y  — podemos  definir  otras  cinco  clases  de  intervalos: 


[a,  °o) 

(a,  °°) 

(  —  00,  a] 

(  —  00.  a) 

( —  00^  00) 


consistc 

consiste 

consiste 

consiste 

consiste 


de  todos 
de  todos 
de  todos 
de  todos 
de  todos 


los 

los 

los 

los 

los 


numeros  reales  x  para  los  cuales  a  <  x  <  <»  (x  >  a) 

numeros  reales  x  para  los  cuales  a  <  x  <  {x>  a) 

numeros  reales  x  para  los  cuales  —  <  x  <  <3  (x  <  a) 

numeros  reales  x  para  los  cuales  —<=0  <  x  <  a  (x  <  a) 

numeros  reales  x  para  los  cuales  —0°  <  x  <  °°  (todos  los  numeros  reales) 


La  figura  6  ilustra  estos  tipos  de  intervalos. 


FIGURA  6 


a 

[a.co):  asx<<» 


a 

(ay-)\  a<x<<x> 


a 

(-CO,  a];  -K!  <  xs  a 


a 

(-K,  a);  -<»<x<a 


(-co^  co); 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  21  y  25. 

El  valor  absolute  de  un  numero  a  es  la  distancia  desde  el  punto  cuya  coor- 
denada  es  a  al  origen.  For  ejemplo,  el  punto  cuya  coordenada  es  —4  estd  a  4  unidades 
del  origen.  El  punto  cuya  coordenada  es  3  esta  a  3  unidades  del  origen.  Vease  la 
figura  7.  For  tanto,  el  valor  absolute  de  —4  es  4,  y  el  valor  absoluto  de  3  es  3. 


FIGURA  7 


'  "iiudef  S.inidE"'. 


_j - 1 ^ - 1 - 1 - tp — I - 1 - b — A- 

-5-4-3-2-10  1  2  3  4 


Una  definicibn  mas  formal  de  valor  absoluto  esta  dada  a  continuacibn. 


Valor  absoluto  El  valor  absoluto  de  un  numero  real  a,  denotodo  por  el  simbolo 
\a\,  esta  definido  por  los  reglos 


\a\  =  a  si  «  £  0  y  |«|  =  ~a  si  a  <  0 


For  ejemplo,  ya  que  —4  <  0,  entonces  la  segunda  regia  debe  ser  utilizada  para 
obtener  4|  =  -(—4)  =  4. 


K  J  K  M  I*  I.  O 


3 


Ct'i/fiilo  lit  Vtiliui.  \  ahsoliilo'y 

(a)  |8|  =  8  (b)  |0|  =  0 


(c)  |-15|  -  15 
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Distancia  entre  Py  Q 


\\  I '  1  ;  ■ 


FIGURA  8 


*  Ahora  resuelva  el  problema  29. 

Vea  de  nuevo  la  figura  7.  La  distancia  desde  el  punto  cuya  coordenada  es  —4 
al  punto  cuya  coordenada  es  3,  es  7  unidades.  Esta  distancia  es  la  diferencia 
3  —  (—4),  obtenida  restando  la  coordenada  menor  de  la  mayor.  Sin  embargo,  ya 
que  |3  —  (—4)1  =  |7|  =  7  y  |— 4  —  3|  =  |  — 7|  =  7,  podemos  utilizar  el  valor  absolute 
para  calcular  la  distancia  entre  dos  puntos  sin  preocupaxnos  acerca  de  cual 
coordenada  es  menor. 

Si  P  y  Q  son  dos  puntos  en  la  recto  de  los  numero  reoles  con 
coordenadas  ay  b,  respectivamente,  la  distancia  entre  Py  Q, 
denotada  por  d(P,  Q),  es 

diP,  Q)  =  \b-  a\ 


Ya  que  \b  —  a\  =  \a  ~  b\,  se  sigue  que  d{P,  Q)  =  d(Q,  P). 


Sean  P,  Qy  R  los  puntos  sobre  la  recta  de  los  numeros  reales  con  coordenadas  —5, 
7,  y  —  3,  respectivamente.  Encuentre  la  distancia: 

(a)  Entre  P  y  Q  (b)  Entre  Q  y  R 

(a)  d{P,  Q)  =  |7  -  (-5)1  =  |12|  =  12  {Vease  la  figura  8.) 

(b)  diQ,  R)  =  |-3  -  7|  =  1-10|  =  10 

_ i _ I _ ± _ U _ ^ ^ ^ _ I _ ^ _ 1 _ ^ ^ _ .j 

-5  -4  -3  -2  -1  0  1  2  3  4  5  6  7 


Exponentes 

Los  exponentes  enteros  nos  proporcionan  un  medio  abreviado  para  representar  mul- 
tiplicaciones  repetidas  de  un  numero  real. 

Si  a  es  un  numero  real  y  n  un  entero  positive,  entonces  el  simbolo  a"  repre- 
senta  el  producto  de  n  factores  de  a.  Esto  es, 

a"  =  a  ■  a  ■  ...  -  a 
n  factores 

donde  se  entiende  que  a'  =  a.  Por  lo  tanto,  =  a  ■  a,  =  a  ■  a  ■  a,  y  usi  sucesi- 
vamente.  En  la  expresion  a",  a  es  llamada  la  base  y  n  es  el  exponente  o  potencia. 
Leemos  a"  como  ''a  elevado  a  la  potencia  n”  o  “a  a  la  enesima  potencia”.  Gene- 
ralmente  leemos  como  “a  cuadrada”  y  como  “a  cubica”. 
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Leyes  de  los  exponentes 


J  K  M  P  1  O  ? 


Solui  Kin 


Se  debe  tener  cuidado  al  usar  par^ntesis  junto  con  exponentes.  Por  ejemplo, 
—2'*  =  —(2  ■  2  •  2  •  2)  =  — 16,  mientras  que  (— 2)^*  =  (—2)  •  (—2)  •  (—2)  ■  (—2)  =  16. 
Observe  la  diferencia:  el  exponente  se  aplica  solo  al  numero  o  expresidn  entre  paren- 
tesis  que  le  precede  inmediatamente. 

Si  fl  0,  definimos 


a*’  =  1  si  u  0 


Si  a  0  y  si  n  es  un  entero  positive,  entonces  definimos 


1 

si  a  y=  0 

a  "  =  — 

a" 

Con  estas  defmiciones,  el  significado  de  a"  queda  establecido  para  cualquier  numero 
entero  n. 


Las  propiedades  siguientes,  conocidas  como  leyes  de  los  exponentes,  pueden 
ser  demostradas  utilizando  las  defmiciones  anteriores.  En  esta  lista  ay  b  son  numeros 
reales,  y  my  n  son  enteros. 


(o'”)"  =  a"’"  (ab)"  =  oTb’' 


a'"  1 

—  =  a"*  "  = - 


si  a  0 


a  \"  a" 


b  b"' 


si  #  0 


Escribir  cada  expresi6n  de  modo  que  todos  los  exponentes  sean  positives. 

-2 


(a) 

(a) 

(b) 


— ,  X  0,  y  y=  0  (b)  I ,  X  0,  y  0 

x^y  X  —  y 

.  Ill  =  r5-3  .  =  r2v-3  =  ,-2  .  J_  =  jfl 

x^y  y  y  y 


xy 


X-'  -y-' 


^  xy  ^  xy  ^  (xy)(xy)  ^  x^y^ 

i _ J_  y  ~  X  y  -  X  y  -  X 

X  y  xy 


■  Ahora  resuelva  el  problema  57. 

La  enesima  raiz  principal  de  un  numero  a,  simbolizada  con  estd 
defmida  como  sigue; 


=  b  significa  a  =  b”  donde  a&OyfesOsines  par  y  a,  b  son 

cualesquiera  numeros  reales  si  n  es  impar 


Observe  que  si  a  es  negative  y  n  par,  entonces  V  a  no  esta  defmida.  Cuando 
lo  esta,  la  raiz  enesima  principal  de  un  numero  es  unica. 
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i:  .I  i:  M  P  I.  ()  7 


El  simbolo  "'^0  para  la  enesima  rafz  principal  de  a  a  menudo  es  denominado 
radical;  el  enterp  n  es  el  indice  y  a  el  radicando.  Si  el  indice  de  un  radical  es  2, 
nos  rcferimos  aV^  como  la  raiz  cuadrada  de  a  y  omitimos  el  indice  2  para  es- 
cribir  de  mancra  mas  sencilla  \/a.  Si  el  indice  es  3,  nos  referimos  a  \/~a  como  la 

raiz  cubica  de  a. 


Si/nidificacidn  dr  raicr.s  priiicipalr.s 

rnrsinui  v 

(a)  Vs  =  2  ya  que  8  =  2^ 

(b)  W  =  8  ya  que  64  =  8- 

(c)  V— 64  =  —4  ya  que  —64  =  (—4)^ 
(e)  Vo  =  0  ya  que  0  =  0^ 

(d)  fr6  =  1  ya  que  1  =  (i)'^ 

■ 

Estos  son  ejemplos  de  raices  perfectas.  De  este  modo,  8  y  —64  son  cubos 
perfectos,  ya  que  8  =  2^  y  —64  =  (—4)^;  64  y  0  son  cuadrados  perfectos,  ya  que 
64  =  8-  y  0  =  0"  y  s  es  una  raiz  cuarta  perl'ccta  de  ya  que  -j^  =  (t)^. 

En  general,  si  «  s  2  es  un  enlero  positive  y  a  un  ntimero  real, 


SI  n  es  impar 
si  n  es  par 


(la) 

(lb) 


Preste  atencion  a  la  neccsidad  del  valor  absolute  en  la  ecuacion  (lb).  Si  n  es  par, 
entonces  a"  es  positive  siendo  o  >  0  o  a  <0.  Pero  si  n  es  par,  la  enesima  raiz  prin¬ 
cipal  debe  ser  no  negativa;  he  aqui  la  razon  para  utilizar  el  valor  absolute:  obtener 
un  resultado  no  negative. 

Siinplijh  tu  ion  dr  radical fs 

(a)  Vs  =  W2  =  V4  •  V2  =  2V2 

(b)  V^  =  V^-V^=-2V^ 

(c)  vV  =  \x\  I 

■  Ahora  resuelva  el  problema  49. 

Los  radicales  son  usados  para  definir  exponentes  racionales.  Si  a  es  un 
numero  real  y  n  >  2  es  un  entero,  entonces 


suponiendo  que  Va  exista. 

Si  a  es  un  numero  real  y  m  y  n  son  enteros  que  no  tienen  factores  comunes 
con  n  S  2,  entonces 


a'"'”  =  W  =  (Va)™  (2) 


suponiendo  que  exista. 
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E  .1  E  M  P  L  O  8 


Monomio 


Polinomio 


Para  simplificar  a'”*',  puede  utilizarse  o  (XXo)'"  Por  lo  general,  se  pre- 
fiere  tomar  primero  la  rafz,  como  en  (X/a)'”. 

L-  so  ilr  la  .’2,' 

(a)  8^/3  =  =  23  =  4  (b)  163/2  =  (VI^)^  =  43  =  64 

(c)  (-8x3)'/3  =  .  ^2  ^  •X/(-2jc)3  ■  a-2  =  ^{-2x)H'x^ 

=  -2x2^  ■ 


Un  estudio  mas  detallado  de  radicales  y  exponentes  racionales  se  da  en  el 
apendice  A,  seccion  A. 2. 


B  Ahora  resuelva  el  problema  47. 

Polinomios 

Un  monomio  en  una  variable  es  el  producto  de  una  constante  por 
una  variable  elevada  a  una  potencia  entera  no  negativa.  Por 
tanto,  un  monomio  es  de  la  forma 

ax^ 

donde  o  es  una  constante,  x  una  variable,  y  /c>  0  un  entero, 


Dos  monomios  ax'^  y  bx!^,  al  ser  sumados,  o  restados  pueden  ser  reducidos  a 
uno  solo  utilizando  la  propiedad  distributiva.  Por  ejemplo, 

Zr2  +  5x2  =  (2  +  5)x2  =  7x2  y  _  5^3  =  (g  -  5)x3  =  3x3 

Un  polinomio  en  una  variable  es  una  expresion  algebraica  de  la 
forma 

■  +  fl|X  +  a^) 


donde  o^,  ,,  ,  .  .  ,  o,,  son  constantes,*  llamadas  coeficientes 

del  polinomio,  n>0  es  un  entero  y  x  una  variable.  Si  se  le 

llama  coeficiente  principal  del  polinomio,  y  n  es  el  grado  del  poll- 
nomio. 

Los  monomios  que  conforman  un  polinomio  son  llamados  terminos.  Si  to- 
dos  los  coeficientes  son  0,  el  polinomio  se  llama  polinomio  cero,  al  cual  no  se  le 
asigna  grado. 


La  notacion  a„  se  lee  "'a  submdice  n".  El  numero  n  es  denominado  submdice  y  no  debe  ser  confun- 
dido  con  un  exponenie.  Usamos  los  submdiccs  para  disiinguir  una  constante  de  otra  cuando  se  requiere 
de  un  numero  grande  o  indclcrminado  de  constantes. 
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Los  polinomios  por  lo  general  se  escriben  en  una  forma  estandar,  empezando 
con  el  termino  distinto  de  cero  de  mayor  grado  y  continuando  en  orden  descendente 
de  acuerdo  al  grado  de  cada  termino.  Ejemplos  de  polinomios  son 


POLINOMIOS 

COEFICIENTES 

GRADO 

3U  -  5  =  3U  +  0  ■  j:  +  (-5) 

3,  0,  -5 

2 

8  —  2jc  +  =  1  ■  —  2a‘  +  8 

i,  -2,  8 

2 

5a  +  Vi  =  5.r'  +  Vi 

5,  Vi 

1 

3  =  3  ■  1  =  3  ■ 

3 

0 

0 

0 

No  se  le  asigna 

Aunque  hemos  usado  x  para  representar  a  la  variable,  tambien  son  utilizadas 
comunmente  letras  tales  como  y  o  z.  Asf, 

3x^  -x^  + 2  es  un  polinomio  (en  x)  de  grado  4. 

9y^  —  2y^  -I-  y  —  3  es  un  polinomio  (en  y)  de  grado  3. 

-I-  TT  es  un  polinomio  (en  z)  de  grado  5. 

Un  estudio  mas  detallado  de  polinomios  se  encuentra  en  el  apdndice  A, 
seccidn  A.l. 


FIGURA  9 


Teorema  de  Pitagoras 

El  teoreina  de  Pitagoras  es  un  enunciado  acerca  de  tridngulos  rectdngulos.  Un  tridn- 
gulo  rectangulo  es  aquel  que  tiene  un  angulo  recto,  esto  es,  un  Angulo  de  90°.  El 
lado  opuesto  al  dngulo  de  90°  es  denominado  hipotenusa;  los  otros  dos  lados  son  los 
catetos.  En  la  figura  9  hemos  utilizado  c  para  representar  la  longitud  de  la  hipotenusa 
y  ay  b  para  las  longitudes  de  los  catetos.  Note  el  uso  del  simbolo  r  para  mostrar  el 
^gulo  de  90°.  A  continuacidn  establecemos  el  teorema  de  Pitagoras. 


En  un  tridngulo  rect^gulo,  el  cuadrado  de  la  longitud  de  la  hipotenusa  es  igual  a 
la  suma  de  los  cuadrados  de  las  longitudes  de  los  catetos.  Esto  es,  en  el  tridngulo 
rectdngulo  de  la  figura  9, 


(3) 


E  J  K  M  P  I.  O  IhU'nnimiciiin  di'  It;  hipi’ii  il(  un  i/iaii>^alt> 

En  un  triangulo  rect^gulo  un  cateto  tiene  longitud  4  y  el  otro  tiene  longitud  3. 
(,Cudl  es  la  longitud  de  la  hipotenusa? 

•SciiK  ion  Ya  que  el  tridngulo  es  un  triangulo  rectangulo,  utilizamos  el  teorema  de  Pitagoras 
con  a  =  4y  b-3  para  determinar  la  longitud  c  de  la  hipotenusa.  Asi,  de  la  ecuacidn 
(3),  tenemos 

=  a^  +  b^ 

c2  =  42  +  32  =  16  +  9  =  25 

c  =  5  ■ 


a  Ahora  resuelva  el  problema  69. 
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El  reci'proco  del  teorema  de  Pitagoras  tambidn  es  verdadero. 


Recfproco  del  teorema  de  En  un  triangulo,  si  el  cuadrado  de  la  longitud  de  un  lado  es  igual  a  la  suma  de  los 

Pitdgoras  cuadrados  de  las  longitudes  de  los  otros  dos  lados,  entonces  el  triangulo  es  un  tridn- 

gulo  rectdngulo.  El  dngulo  de  90°  es  el  opuesto  al  lado  mas  largo.  ■ 


E  J  E  M  P  L  O  10  Verificacidn  de  que  un  tridiif’ulo  es  un  tridn^uh)  rectdmf’uln 

Demostrar  que  un  triangulo  cuyos  lados  tienen  longitudes  de  5,  12  y  13  es  un  trian¬ 
gulo  rectangulo.  Identifique  la  hipotenusa. 


FIGURA 10  Solution 


5 


12 


Elevamos  al  cuadrado  las  longitudes  de  los  lados: 

25,  144,  169 

Observe  que  la  suma  de  los  primeros  dos  cuadrados  (25  y  144)  es  igual  al  tercer 
cuadrado  (169).  En  consecuencia,  el  triangulo  es  un  triangulo  rectangulo.  El  lado 
mds  largo,  13,  es  la  hipotenusa.  Vease  la  figura  10.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  79. 


Formulas  de  geometria 

Ciertas  formulas  de  geometria  son  utiles  para  la  solucion  de  problemas  de  dlgebra. 
A  continuacidn  listamos  algunas. 

Para  un  rectdngulo  de  largo  I  y  ancho  vv, 


Area  =  Iw  Perimetro  =  21  +  2w 


Para  un  tridngulo  con  base  b  y  altura  h. 


Area  =  —bh 
2 


Para  un  circulo  de  radio  r  (diametro  d  -  2r), 


Area  =  Circunferencia  =  lirr  =  rraf 


Para  una  caja  rectangular  de  longitud  /,  anchura  w  y  altura  h. 


Volumen  =  Iwh 


Calculadoras 

Las  calculadoras  son  mdquinas  finitas.  Como  consecuencia,  son  incapaces  de  des- 
plegar  decimales  que  tengan  un  numero  grande  de  digitos.  Por  ejemplo,  algunas 
calculadoras  s6lo  pueden  desplegar  ocho  digitos.  Cuando  un  numero  requiere  mds  de 
ocho  digitos,  la  calculadora  trunca  o  redondea.  Para  ver  c6mo  maneja  los  decimales 
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su  calculadora,  divida  2  entre  3.  ^Cu^ntos  di'gitos  puede  ver?  ^El  ultimo  digito  es 
un  6  o  un  7?  Si  es  6,  su  calculadora  trunca;  si  es  7,  redondea. 

Hay  diferentes  clases  de  calculadoras.  Una  calculadora  aritmetica  s61o  puede 
sumar,  restar,  multiplicar  y  dividir  nilmeros;  por  lo  tanto,  este  tipo  de  calculadora 
no  es  adecuado  para  el  presente  curso.  Las  calculadoras  cientificas  tienen  todas  las 
capacidades  de  las  aritmeticas  y  tambi6n  tienen  teclas  de  funcion  marcadas  con  In, 
log,  sen,  cos,  tan,  x-L  inv,  etc.  Conforme  avance  en  el  texto  descubrira  c6mo  utilizar 
muchas  de  las  teclas  de  funcidn.  Las  calculadoras  graficas  (o  graficadoras)  traen 
todas  las  capacidades  de  las  calculadoras  cientificas  y  tienen  una  pantalla  en  la  cual 
pueden  desplegarse  graficas. 

Para  quienes  tienen  acceso  a  una  calculadora  grdfica  hemos  incluido  comen- 
tarios,  ejemplos  y  ejercicios  marcados  con  un  19  para  indicar  que  se  requiere  el 
uso  de  una  calculadora  grafica.  Tambidn  incluimos  un  ap6ndice  que  explica  algunas 
de  las  capacidades  de  una  calculadora  grafica.  Si  se  desea,  los  comentarios,  ejem¬ 
plos  y  ejercicios  marcados  con  iT  pueden  ser  omitidos  sin  perdida  de  continuidad. 

Las  operaciones  aritmeticas  que  deba  efectuar  en  su  calculadora  las  senalamos 
a  lo  largo  del  texto  como  sigue; 


Suma 


Resta 


Multiplicacion 


Divisidn 


Su  calculadora  tambi6n  tiene  las  siguientes  teclas; 


AC 


o 


Para  borrar  la  memoria  y  la  ventana  de  despliegue  de  operaciones 
previas. 


El  ejemplo  siguiente  ilustra  un  uso  de  las  teclas  de  parentesis. 


(  y  ) 


EJEMPLO  11 


Uso  de  una  c  alculadora 

22  +  S, 


Evaluar: 


8-1-2 


Solucibn  Recuerde  que  trataremos  esta  expresidn  como  si  el  numerador  y  el  denominador  es- 
tuvieran  entre  parentesis. 


Teclear: 

Pantalla: 

Teclear: 

Pantalla: 


22 


) 


\ 


22 


I  30 


\ 


\ 


10 


Q 


iCuidado!  Si  realiza  ei  problema  del  ejemplo  11  sin  usar  parentesis,  obtendra 
22  -I-  8/8  -b  2  =  22  -b  1  -b  2  =  25. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  93. 
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Ejercicio  1.1 


En  los  problemas  del  I  a!  10,  reemplace  el  si'mbolo  de  interrogacion  por  <,  >  o  =,  el  que  sea  correcto. 

1.  ^?0  2.  5?6  3.  -l?-2  4.  -3  ?  -f  5.  7r?3.l4 

6.  V2  7  1.41  7.  1  7  0.5  8.  ^  7  0.33  9.  I  7  0.67  10.  \  10.25 

11.  En  la  recta  de  los  numeros  reales,  marque  los  puntos  con  coordenadas  0,  I,  —  I,  -2.5,  j,  y  0.25. 

12.  Repita  el  problema  1 1  para  las  coordenadas  0,  —2,  2,  —  1.5,  j.  y  |. 


En  los  problemas  del  13  al  20,  escriba  cada  enunciado  como  una  desigualdad. 


13. 

X  es  positivo 

14. 

z  es  negalivo 

15. 

X  es  menor  que  2 

16. 

y  es  mayor  que  —5 

17. 

X  es  menor  o  igual  a  1 

18. 

X  es  mayor  o  igual  a  2 

19. 

X  es  menor  que  5  y  x  es  mayor  que  2 

20. 

y  es  menor  o  igual  a  2  y  )■  es  mayor  que  0 

En  los  problemas  del  21  al  24,  escriba  cada  desigualdad  uiilizando  la  notacion  de  inten’alo  e  ilustrelas 
mediante  la  recta  de  los  numeros  reales. 


21.  0  <  .V  <  4 


22.  -  I  <  X  <  5  23.  4  <  X  <  6 


24.  -2  <  X  s  0 


En  los  problemas  del  25  al  28,  escriba  cada  intervalo  como  una  desigualdad  que  involucre  a  la  variable  x  e 
ilustre  cada  desigualdad  usando  la  recta  de  los  numeros  reales. 


25.  [2,  5J 

26.  (1,2) 

27. 

[4,  '^) 

28.  2j 

En  los  problemas  del  29  al  32.  encuentre  cl  valor  de 

cada  expresion,  si  x  =  2  y  y 

=  ~3. 

29.  |x  +  y| 

30.  ix-y| 

31. 

l-vl  +  |,y| 

32.  X  -  iyi 

En  los  problemas  del  33  al  52,  simplifique  cada  expresion. 

33.  30 

34.  32 

35. 

4-2 

36.  (-3)2 

37.  (f)2 

38.  (-^)2 

39. 

3-6 . 34 

40.  4-2 . 43 

41. 

42.  (2)-3 

43. 

23  .  32 

2  •  3‘  2 

44 

3  ■  5 

45.  93/2 

46.  I62« 

47. 

48.  (- 27)223 

49. 

50.  ^/24 

51. 

V  _ « 

V 

52- 

En  los  problemas  del  53  al  68,  simplifique  cada  expresion  de  modo  que  todos  los 

exponenles  sean  positivos. 

Cuando  un  exponenie  es  negativo  0  ceru,  suponemos  que  la  base  es  diferente  de  cero. 

53. 

54.  x-'y 

55. 

X  23, 

56.  x*y° 

—  2  ^ 

57.  " : 

xy’ 

58.  2^ 

xy- 

59. 

/4x\-2 

\5yj 

60.  (xv)-2 

61 

..  3x-2y-2 

63. 

(-2)-V(vz)2 

^x-2(3,)^ 

Oi.  . 

x\-3z 

32xy2y^ 

(-5)2xV.-  -2 

X-2 

j(~ '  +  y“ ' 

nx-'\-2 

X  2  +  y-2 

66.  ,  ,  _  ^  , 

67. 

W') 

(67^) 
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En  los  problemas  del  69  al  78,  ay  b  son  las  longitudes  de  los  catetos  de  tin  tridngiilo  rectdngiilo  v  c  es  la 
longitud  de  la  hipotenusa.  Encuentre  la  longitud  qiie  falte. 


69. 

a 

=  5,h  = 

12,  c  =  ? 

70. 

a  =  6,  b  = 

8,  c  =  ? 

71. 

a 

r-i 

11 

o' 

II 

72. 

a 

=  4,b  = 

3,  c  =  ? 

73. 

a  =  1,  b  = 

24,  c  =  ? 

74. 

a 

=  \4,b  =  48,  c  =  ? 

75. 

a 

=  3.  c  = 

5,b  =  l 

76. 

b  =  6,  c  = 

10,  fl  =  ? 

77. 

b 

=  7,  c  =  25,  u  =  ? 

78. 

a 

=  10,  c  = 

=  13,  6  =  ? 

En  los  problemas  del  79  al  84,  se  dan  las  longitudes  de  los  lados  de  un  tridngulo.  Determine  cudles  son 
tridngulos  rectdngulos  y  luego  identifique  en  ellos  la  hipotenusa. 

79.  3,  4,  5  80.  6,  8,  10  81.  4,  5,  6 

82.  2,2,3  83.  7,24,25  84.  10,24,26 

En  los  problemas  del  85  al  96,  utilice  una  calculadora  para  aproximar  cada  e.xpresion.  Redondee  su 
respuesta  a  dos  decimales. 


85. 

(8.51)2 

86. 

(9.62)2 

87. 

4.1  -h  (3.2)(8.3) 

88. 

(8.1)(4.2)  +  6.1 

89. 

(8.6)2  +  (6  1)2 

90. 

(3.1)2  +  (9  6)2 

91. 

8.6  +  ^ 

4.2 

92. 

9.1 

10.2 

93. 

2.3  -  9.25 

94. 

4.73  -  2.4 

95. 

77+8 

96. 

21.3  -  TT 

8.91  +  5.4 

81  +  6.39 

10.2  +  8.6 

6.1  +  8.8 

97.  Cifonwlriti  Encuentre  la  diagonal  de  un  rectangulo  de  8  pulgadas  de  largo  y  5  pulgadas  de  ancho. 

98.  '  il'iinwirui  Encuentre  la  longitud  de  un  rectangulo  con  una  anchura  de  3  pulgadas  si  su  diagonal  mide  20  pulgadas. 

99.  Determinacidr  ih  longitud  dc  un  cable.  Una  torre  de  transmisidn  de  radio  tiene  una  altura  de  100  pies.  ^,CuSl 
debe  ser  la  longitud  de  un  cable  que  se  conectara  desde  un  punto  situado  a  la  mitad  de  la  altura  de  la  torre  hasta 
otro  punto  que  se  encuentra  a  30  pies  de  la  base? 

100.  Resuelva  el  problema  99  si  el  cable  es  fijado  desde  la  parte  superior  de  la  torre. 

101.  .  Que  tan  lejos  piiede  \  er'.'  El  edificio  habitado  m<is  alto  de  Estados  Unidos  es  la  torre  Sears  en  Chicago.*  Si  el 
mirador  de  la  tone  estS  a  1454  pies  por  encima  del  nivel  del  suelo,  utilice  la  figura  dada  a  continuacion  para  de- 
terminar  qu6  tan  lejos  puede  ver  una  persona  que  se  encuentre  en  el  mirador  (con  la  ayuda  de  un  telescopio).  Utili¬ 
ce  3960  millas  para  el  radio  de  la  Tierra.  [Nota\  1  milla  =  5280  pies.] 


En  los  problemas  102,  103  y  104,  utilice  el  data  de  que  el  radio  de  la  Tierra  es  de  3960  millas. 

102.  i.Que  tan  lejos  puedes  ver  ’  La  torre  de  mando  del  USS  Silverside,  un  submarino  de  la  Segunda  Guerra  Mundial 
actualmente  estacionado  de  manera  permanente  en  Muskegon,  Michigan,  se  encuentra  aproximadamente  a  20  pies 
por  encima  del  nivel  del  mar.  iQu6  tan  lejos  puede  verse  desde  esa  tone  de  mando? 

103.  ,.Que  tan  lejos  puedes  ver.’  Una  persona  de  6  pies  de  altura  est^  parada  en  la  playa  en  Fort  Lauderdale,  Florida, 
mirando  hacia  el  Ocdano  AtlSntico.  De  repente,  aparece  un  barco  en  el  horizonte.  (,Qu6  tan  alejado  de  la  costa  se 
encuentra  el  barco? 


*Fuente:  Libra  Guinness  de  Marcas  Mundiales. 
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104.  /Qtie  tan  Ljos  puedes  vcr.  La  cubierta  de  un  buque  destructor  esta  a  100  pies  por  encima  del  nivel  del  mar. 
^QuiS  tan  lejos  puede  ver  una  persona  desde  la  cubierta?  ^Que  tan  lejos  pucde  vcr  una  persona  desdc  el  puente,  que 
se  encuentra  a  150  pies  por  encima  del  nivel  del  mar? 

105.  Si  a  <  6  y  c  >  0,  demostrar  que  ac  ^  be.  [Sugerencia:  Ya  que  a  ^  b,  se  deduce  que  a  —  h  ^  0.  Ahora  multiplique 
cada  lado  por  c.] 


106. 

107. 

108. 
109. 


Si  a  ^  b  y  c  <  0,  demuestre  que  ac  a  be. 

Si  a  <  b,  demuestre  que  a  <  {a  +  b)/2  <  b.  El  numero  {a  +  b)l2  es  llamado  la  media  aritmetica  At  a  y  b. 

Con  respecto  al  problema  107.  Demuestre  que  la  media  aritmetica  At  a  y  b  t%  equidistante  de  a  y  de  b. 

^Existen  numeros  reales  que  sean  a  la  vez  racionales  e  irracionales?  que  no  sean  de  ninguna  de  las  dos  clases? 
Explique  su  razonamiento. 


110.  Explique  por  qu6  la  suma  de  un  numero  racional  y  uno  irracional  debe  ser  irracional. 

111.  iQud  numero  racional  es  igua!  al  decimal  repetido  0.9999...? 


112.  ^Existe  un  numero  real  positive  “mis  cercano”  a  cero? 


IIJ.  jEstoy  pensando  un  numero!  Esta  entre  I  y  10;  su  cuadrado  es  racional  y  esta  entre  1  y  10.  El  numero  es  mayor 
que  77.  Con  dos  decimales  correctos,  diga  cual  es  el  numero.  Ahora  piense  en  su  propio  numero,  descrfbalo  y  rete 
a  un  compafiero  a  calcularlo. 


114. 

115. 


Escriba  un  parrafo  breve  que  i lustre  las  semejanzas  y  diterencias  entre  “menor  que”  (  <  )  y  “menor  o  igual  a”  (  s  ). 


HI  faro  de  la  eolina  de  Gibb,  Southampton,  liennitdas.  en  operacidn 
desde  1846,  se  levanta  117  pies  sobre  una  eolina  que  mide  245  pies  de  al- 
tura,  de  modo  que  el  rayo  de  luz  esta  a  362  pies  sobre  el  nivel  del  mar.  En 
un  folleto  se  afirma  que  la  luz  puede  verse  en  el  horizonte  a  cerca  de  26 
millas  de  distancia.  Verifique  la  veracidad  de  esta  informacidn.  En  el  folleto 
se  afuma  tambidn  que  barcos  a  una  distancia  de  40  millas  de  la  costa  pueden 
ver  la  luz  y  aviones  volando  a  10,000  pies  pueden  verlo  a  120  millas  de  dis- 
ttmeia.  Verifique  la  veracidad  de  estos  cnunciados.  ^Cual  es  la  suposicidn 
que  se  hace  en  el  folleto  acerca  de  la  altura  del  barco? 


116.  Usted  ticne  1000  pies  dc  horde  flexible  para  piscina  y  dcsca  construir  una.  Experimente  con  proyectos  de  piscinas 
rectangulares  cuyo  pen'metro  sea  de  1000  pies.  ^Como  vun'an  sus  ireas?  ^Cual  es  la  forma  rectangular  con  mayor 
urea?  Luego  calcule  el  area  encerrada  por  una  piscina  circular  con  peri'metro  (circunferencia)  de  1000  pies.  ^Cu4l 
sen'a  su  elecci6n  acerca  de  la  forma  de  la  piscina?  Si  es  rectangular,  i^cuil  es  su  preferencia  acerca  de  sus  dimen- 
siones?  Justifique  su  seleccion.  Si  su  unica  consideracidn  es  tener  una  piscina  que  encierre  la  mayor  drea,  ^que  forma 
debe  usar? 
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Ecuaciones  Una  ecuacion  en  una  variable  es  un  enunciado  en  el  que  dos  expresiones,  al  menos 

una  con  una  variable,  son  iguales.  Estas  expresiones  son  llamadas  miembros  o  la- 
dos  de  la  ecuacion.  Ya  que  una  ecuacion  es  una  proposicidn,  puede  ser  verdadera 
o  falsa,  dependiendo  del  valor  de  la  variable.  A  menos  que  se  indique  lo  contrario, 
los  valores  admisibles  de  la  variable  son  aquellos  que  estan  en  el  dominio  de  la 
variable.  Aquellos  valores  admisibles  de  la  variable,  si  los  hay,  que  hacen  verdadero 
el  enunciado  son  llamados  soluciones,  o  rakes,  de  la  ecuacion.  Resolver  una 
ecuacion  significa  encontrar  todas  las  soluciones  de  la  ecuacion. 

For  ejemplo,  las  siguientes  son  ecuaciones  en  una  variable,  x: 

-  4 

x  +  5  =  9  x^  +  5x  =  2x  ~  2  - —  =  0  x^  +  9  =  5 

X  +  1 

El  primero  de  estos  enunciados,  x  -(-  5  =  9,  es  verdadero  cuando  x  =  4  y  falso  para 
CLialquier  otro  valor  de  x.  Asi,  4  es  una  solucidn  de  la  ecuacion  x  -i-  5  =  9.  Tambien 
decimos  que  4  satisface  la  ecuacion  x  -i-  5  =  9,  ya  que,  cuando  x  es  reemplazada 
por  4,  resulta  en  un  enunciado  verdadero. 

Algunas  veces  una  ecuacion  tiene  mas  de  una  solucidn.  Por  ejemplo, 


tiene  a  x  =  —2  o  x  =  2  como  solucidn. 

Las  soluciones  de  una  ecuacion  se  escriben  a  veces  en  notacidn  de  conjuntos 
obteniendo  asi  el  llamado  conjunto  solucion.  Por  ejemplo,  el  conjunto  solucidn  de 
la  ecuacidn  x-  —  9  =  0  es  {—3,3). 

A  menos  que  se  indique  otra  cosa,  en  este  libro  nos  limitaremos  a  trabajar  con 
soluciones  que  scan  numeros  reales.  Por  ejemplo  .r-  -t-  9  =  5  no  liene  solucidn  real, 
ya  que  no  existe  ningun  numero  real  cuyo  cuadrado  sumado  con  9  sea  igual  a  5. 

Una  ecuacidn  que  se  satisface  para  toda  eleccidn  de  la  variable,  para  la  cual 
ambos  miembros  estan  definidos,  es  llamada  identidad.  Por  ejemplo,  la  ecuacidn 

3x  -(-  5  =  X  +  3  +  2x  +  2 

es  una  identidad,  ya  que  este  enunciado  es  verdadero  para  cualquier  numero  real  x. 

Dos  o  mas  ecuaciones  que  tienen  precisamente  las  mismas  soluciones  son  lla¬ 
madas  ecuaciones  equivalentes.  Por  ejemplo,  las  siguientes  ecuaciones  son  equiva- 
lentes  ya  que  cada  una  tiene  sdlo  la  solucidn  x  =  5: 

2x+3  =13 

2x  =  10 
X  =5 

Estas  tres  ecuaciones  ilustran  un  metodo  para  la  resolucidn  de  ecuaciones: 
Reemplace  la  ecuacidn  original  por  una  equivalente  y  continue  hasta  que  obtenga 
una  ecuacidn  con  una  solucidn  obvia,  tal  como  x  =  5.  La  pregunta  es,  desde  luego: 
“t,Y  como  hago  para  obtener  una  ecuacidn  equivalente?”  En  general,  hay  cinco 
maneras  de  lograrlo. 


ProCGdimientOS  QU©  E  Intercambiar  los  clos  miembros  de  la  ecuacion: 
conducen  a  ecuaciones  Reemplazar  3  =  x  por  X  =  3 

equivalentes 
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2.  Simplificar  los  miembros  de  la  ecuacidn  reduciendo  t6rminos  semejantes,  eliminando 
parentesis,  etcetera: 

Reemplazar  (x  +  2)  +  6  =  2x  +  (x  +  1 ) 
por  X  +  8  =  3x  +  I 

3.  Sumar  o  restar  la  misma  expresion  a  ambos  miembros  de  la  ecuacion: 

Reemplazar  3x  —  5  =  4 

por  (3x  —  5) +  5  =  4  +  5 

4.  Multiplicar  o  dividir  ambos  miembros  de  la  ecuacidn  por  una  misma  expresidn  diferente 
de  cero: 

Reemplazar  — — —  =  — - —  x  +  I 

X  —  1  X  —  1 

por  ■  (x  -  1 )  =  — ^  •  (x  -  1 ) 

5.  Si  un  miembro  de  la  ecuacidn  es  0  y  el  otro  puede  ser  factorizado,  entonces  se  puede  usar 
la  ley  del  producto*  y  hacer  cada  factor  igual  a  cero: 

Reemplazar  x(x  —  3)  =  0 

por  x  =  0  0  x-3  =  0 


Siempre  que  le  sea  posible  resolver  una  ecuacidn  mentalmente,  hagalo.  Por 
ejemplo: 

La  solucidn  de  2x  =  8  es  x  =  4. 

La  solucidn  de  3x  -  15  =  0  es  x  =  5. 

Aunque,  a  veces,  sea  necesario  un  reacomodo  de  los  terminos. 

E  J  E  M  P  L  O  1  Re',  (ilucidn  de  una  eeiuu  idn 

Resolver  la  ecuacidn:  (x  +  l)(2x)  =  (x  +  1)(2) 

Solucidn  Empezamos  colocando  todos  los  terminos  del  lado  izquierdo: 

(x  +  l)(2x)  =  (x  +  1)(2) 

(X  +  l)(2x)  -  (x  +  1)(2)  =  0 

(x  +  1  )(2x  —  2)  =  0  |•atl^l^l/ar- 
X+l=  0  O  2x  —  2=0  Aplicar  la  Icy  del  prixJuito. 

X  =  -1  2x  =  2 

X  =  1 

El  conjunto  solucidn  es  {  — 1,  1).  ■ 

E  .1  E  M  P  E  O  2  Resolucidn  de  una  ecuat  idn 

3x  3 

Resolver  la  ecuacidn: - h  2  = - 

X  —  1  X  —  1 


*La  )ey  del  producto  afirma  que  si  =  0  entonces  a  =  0oi>  =  0o  ambos  son  iguaies  a  0. 
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Solucidn  Primero,  obsen'amos  que  el  dominio  de  la  variable  es  {jc\.x  1).  Como  los  dos  co- 
cientes  en  la  ecuacidn  tienen  el  mismo  denominador,  x  —  podemos  simplificar  mul- 
tiplicando  ambos  miembros  por  x  —  1.  La  ecuacidn  resultante  es  equivalente  a  la  origi¬ 
nal,  pues  multiplicamos  por  a:  —  1,  que  no  es  cero  (recuerde  que,  x  +  1). 


3a 

A  -  1 


-h  2 


3 


A  -  1 


■(a 


1) 


+  2  ■  (A  -  1) 

A-— 'L 


3a  (2a  —  2) 
5a  -  2 
5a 

A 


T) 


Muliiplitar  ambus  mii-mbros  p<ir 
1  -  1 ;  cancelar  cn  el  laclu  dcrceho. 


3 

3 

3 

5 

1 


tllili/ar  la  |iMi|iiedail  disinbuliva  eii 
el  lado  i/quierdo;  caneelar  en  el 
ladii  i/quierdii. 

Simpliricar. 


•Suinar  2  i  —ida  lado. 

Dividir  ambos  lados  enlre  .S. 


La  solucidn  parece  ser  1.  Pero  recuerde  que  a  =  1  no  estd  en  el  dominio  de  la 
variable.  Asi,  la  ecuacion  no  tiene  solucidn.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  19. 


Pasos  para  resolver 
ecuaciones 


PASO  1: 
PASO  2: 

PASO  3: 

PASO  4: 


Listar  las  restricciones  que  rijan  sobre  el  dominio  de  la  variable. 

Simplificar  la  ecuacion  reemplazando  la  ecuacidn  original  por  una  sucesidn  de 
ecuaciones  equivalentes  siguiendo  los  procedimientos  vistos  li'neas  arriba. 

Si  el  resultado  del  paso  2  es  un  producto  de  factores  igual  a  cero,  utilizar  la  ley 
del  producto  y  hacer  cada  factor  igual  a  cero  (procedimiento  5). 

Verificar  la  solucidn  (o  las  soluciones). 


EJEMPLO  3  Risolucinn  de  una  ecuacidn 

Resolver  la  ecuacidn  x^  =  25a 

Soliicitin  Primero  acomodamos  la  ecuacidn  para  tener  un  cero  en  el  lado  derecho: 

A^  =  25x 
A^  —  25a  =  0 

Observamos  que  a  es  un  factor  de  cada  tdrmino  del  lado  izquierdo: 

a(a2  -  25)  =  0 

x(x  -l-  5)(a  ~  5)  =  0  Uii.  ■  [icui  dc  do  ciiadudo-. 

A  =  0  0  A  +  5  =  0  0  X  —  5  =0  Haccr  cada  I  actor  ipual  .1 U. 

A  =  —  5  0  A  =  5  Rc— I'.cr. 

El  conjunto  solucidn  es  {^5,  0,  5).  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  21. 

A  consecuencia  de  que  existen  dos  puntos  cuya  distancia  al  origen  es  de  5 
unidades,  —5  y  5,  la  ecuacidn  \x\  =  5  tendrS  el  conjunto  solucidn  {^5,  5}. 


Secci6n1.2  Ecuaciones  19 


EJEMPLO  4  Resnlucion  de  una  ecuacum  qiw  involucrci  un  valor  ahsoluto 

Resolver  la  ecuacidn:  |x  +  4|  =  13 

Solucion  Hay  dos  posibilidades: 

x  +  4=13  o  X  +  A  =—13 
x=9  X  = -n 

For  tanto,  el  conjunto  solucion  es  (  —  17,  9).  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  39. 

Ecuaciones  cuadraticas 

Se  supone  que  usted  esta  familiarizado  con  la  solucion  de  ecuaciones  cuadraticas; 
es  decir,  ecuaciones  equivalentes  a  una  escrita  en  la  forma  estandar  (o  general) 
ax^  +  bx  A-  c  =  Q,  donde  a,  b  y  c  son  numeros  reales  y  a  A  0. 

Cuando  una  ecuacidn  cuadratica  esta  escrita  en  la  forma  estandar, 
ax^  +  bx  +  c  =  0  es  posible  factorizar  la  expresidn  del  lado  izquierdo  como  el  pro- 
ducto  de  dos  polinomios  de  primer  grado.  Vease  el  apendice  A,  seccion  A.l,  para 
un  estudio  de  factorizacion. 
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La  ecuacion  s6lo  tiene  la  solucion  repetida  3.  ■ 

■  Ahora  resuelva  los  problemas  61  y  67. 

Las  ecuaciones  cuadraticas  tambien  pueden  resolverse  utilizando  \a  formula 
cuadrdtica.  Vease  el  apendice  A,  seccion  A. 3,  para  la  deduccidn  de  6sta. 

Tcorcma  Si  —  4ac  ^  0,  las  soluciones  reales  de  la  ecuacion  cuadratica 


[ 

I  ax^  -h  bx  -h  c  =  0  a  ^  0 

1 

(1) 

est^n  dadas  por  la  formula  cuadratica 

Fornnula  cuadratica 

1 

—  ±  \//j2  — 

^  “  2a 

(2) 

1 

■ 

La  cantidad  —  4ac,  es  llamada  discriminante  de  la  ecuacion  cuadratica 
porque  su  valor  nos  indica  si  la  ecuacion  tiene  soluciones  reales  y  cudntas  solu¬ 
ciones  esperar. 

Discriminante  de  una 
ecuacion  cuadrdtica 

Para  una  ecuaciOn  cuadratica  ax^  +  bx  +  c  =  0, 

1 .  Si  b~  —  4ac  >  0,  existen  dos  soluciones  reales  y  diferentes. 

2.  Si  b~  —  4ac  =  0,  hay  una  solucion  repetida,  una  rai'z  de  multiplicidad  dos. 

3.  Si  i)2  —  4flc  <0,  no  existe  solucidn  real. 

En  la  seccion  1.5  consideraremos  ecuaciones  cuadraticas  cuyo  discriminante 
es  negative. 


E  J  E  M  P  [.  ()  7  Re  sohicion  tie  iinti  ecuaridn  cuculrdlicti  utiUzuntlo  la  formula  euadrdiiea 

Utilizar  la  formula  cuadratica  para  encontrar  las  soluciones  reales,  si  las  hay,  de  la 
ecuacion;  3x^  —  5x  -I-  1=0 

Solucion  La  ecuacidn  est^  en  la  forma  estandar,  de  modo  que  la  comparamos  con 
+  bx  c  =  0  para  determinar  a,  b,  y  c: 

3x2  -  5x  -H  1  =  0 
ax^  +  bx  +  c  =  0 

Con  a  =  3,  b  =  —5,  y  c  =  1,  evaluamos  el  discriminante  b^  —  4ac: 

b^  -  4ac  =  (-5)2  -  4(3)(1)  =  25  -  12  =  13 

Como  b^  —  4ac  >0,  hay  dos  rafees  reates,  que  pueden  ser  encontradas  utilizando 
la  formula  cuadratica: 

—b  ±  '\//>2  —  4ac  5  ±  \/l3 
2a  ”6 

El  conjunto  solucion  es  ((5  —  \/~V3)l6,  (5  -I-  a/i3)/6).  ■ 
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■  Ahora  resuelva  el  problema  73. 

Fi  .1  K  M  P  L  C)  8  Rcsoliicinn  cic  iina  eciuu  idn  ciuulnhica  utiliramUi  la  formula  ciuulrdtica 

Utilizar  la  formula  cuadratica  para  encontrar  las  soluciones  reales,  si  las  hay,  de  la 
ecuacidn:  3jc^  +  2  =  4x 

Siilucion  La  ecuacidn,  como  aparece,  no  estS  en  la  forma  estandar. 

3jc^  +  2  =  4x 

'ix^  ~  4x  +  2  =  0  i.  ■jr!h!il:i  L-n  lu  forina  csljiiilar 

ax^  +  bx  +  C  =  0  ^  ‘--T>  con  la  iorni.*  ccU7u!.:. 

Con  a  =  3,  b  =  —4,  y  c  =  2,  encontramos 

b^  -  4ac  =  16  -  24  =  -8 

Ya  que  b^  —  4ac  <  0,  la  ecuacidn  no  tiene  solucidn  real.  ■ 


Ejercicio  1.2 


m 


En  los  problemas  del  1  al  72,  resuelva  cada  ecuacidn. 


1. 

4. 

7. 

10. 

13. 

15. 

17. 

19. 

21. 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

40. 


6  —  jc  =  2x  +  9 
3(2  -x)  =  2x  -  \ 

\x  -4  = 

0.9/  =  1  +  / 

(,v  +  T}(x  -  1)  =  (X  +  1)2 
x{2x  -  3)  =  (2x  +  1  )(.t  -  4) 
z(z^  +  1 )  =  3  + 


.x^  =  9x 
-  9/2  =  0 

2x  ^  _ 1_ 

a:2-4  x2-4  x  +  2 

x  _  \_ 

X +  2^  2 

3  ^  2 

Zt  -  3  X  +  5 

(X  +  2)(3x)  =  (X  +  2)(6) 

6/  +  7  ^  3/  +  8 
4/  -  I  ~  2/  -  4 

_2  3 _ 10  _ 

X  -  2  X  +  5  (x  +  5)(x  -  2) 
|2x|  =  6 
|3x  -  1|  =  2 


2. 

5. 

8. 

11. 


38. 

41. 


3  —  2x  =  2  —  X 

8x  -  (2x  +  1)  =  3x  -  10 

1  -  Iv  =  5 

^+‘^  =  3 
3'  y 


14. 

(x  +  2)(x  -  3)  = 

(A-  -  3)2 

16. 

x(l  +  2x)  =  (2x 

-  l)(.r  -2) 

18. 

iv(4  —  vi+)  =  8  - 

■ 

20. 

3x  —6 

-  2 

x+2  x+2 

22. 

x2  =  x2 

24. 

4z2  -  8z2  =  0 

26. 

^  1  ‘ 

3 

x2  -  9  '  X  +  3 

x2  -  9 

28. 

3x 

x-1  ^ 

30. 

-2  -3 

X  +  4  X  +  1 

32. 

(x  -  5)(2x)  =  (x 

-  5)(4) 

^4 

8u'  +  5  4vc  ■ 

-  3 

10^—7  5vc  +  7 


3. 

6. 

9. 

12. 


36.  - + - = - 

2x  +  3  X  -  1  (2x  +  3)(x  —  1) 

|3x|  =12  39. 

1  -  4/1  =  5  42. 


2(3  +  2x)  =  3(x  -  4) 
5  -  (2x  -  I )  =  1 0 
0.9/  =  0.4  +  0.!/ 


|2x  +  3|  =  5 
|l  -2z|=  3 
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43. 

00 

II 

1 

44. 

l-xl  =  1 

45. 

|-2|x  =  4 

46. 

|3|x  =  9 

47. 

ikl  8 

48. 

4^l'--< 

II 

SO 

49. 

r  2 

-  +  -  =  2 

3  5 

50. 

2^-^  =  1 

2  3 

51. 

|x-2|  =  -i 

52. 

|2-x|=  -1 

53. 

|x2  -  4|  =  0 

54. 

|x2  -  9|  =  0 

55. 

11 

1 

56. 

|x2  +  x(  =  12 

57. 

|x2  +  X  -  1  1  = 

58. 

|x2  +  3x  -  2  =2 

59. 

x2  =  4x 

60. 

x2  =  -8x 

61. 

z-  +  4z  -  12  =  0 

62. 

v2  +  7v  +  12  =  0 

63. 

2x2  -  5x  -  , 

64. 

3x2  +  5x  +  2  =  0 

65. 

x(x  -  7)  +  12  =  0 

66. 

x(x  +  1)  =  12 

67. 

4x2  +  9  =  j2x 

68. 

25x2  16  =  40x 

69. 

6x  -  5  =  ~ 

X 

70. 

12 

X  +  —  =  7 

X 

71. 

4(x-2)  1  3  -3 

X  -  3  X  x(x  -  3) 

72. 

— =  4  + 

X  +  4 

En  los  problemas  73  al  82,  encuentre  las  soluciones  reales,  si  las  hay,  de  cada  ecuacion.  Utilice  la  formula 
cuadrdtica. 


73. 

x2  -  4x  +  2  = 

0 

74. 

x2  +  4x  +  2  =  0 

75. 

x-  —  5x  —  1  =0 

76. 

x2  +  5x  +  3  = 

0 

77. 

2x2  -  5;c  +  3  =  0 

78. 

Zi-  +  5x  +  3  =  0 

79. 

4y2  —  y  +  2  = 

0 

80. 

4/2  +  /  +  1  =  0 

81. 

4x2  2  1  -  2.V 

82.  Zv-  =  I  -  Zv 

En  los  problemas  S3  al  86,  encuentre  las  soluciones  reales,  si  las  hay,  de  cada  ecuacion.  Utilice  la  formula 
cuadrdtica  y  exprese  las  soluciones  redondeadas  a  dos  decimoles. 

83.  .1-  -  4x  +  2  =  0  84.  -H  4x  -r  2  =  0 

85.  .v2  +  V3x  -  3  =  0  86.  -r  Vlx  -2  =  0 

En  los  problemas  87  al  92,  utilice  el  discriminante  para  determinar  si  cada  ecuacion  cuadrdtica  tiene  dos 
soluciones  reales,  una  solucidn  real  repetida  o  no  tiene  solucidn  real,  sin  resolver  la  ecuacion. 

87.  .1-  -  5.x^  -t-  7  =  0  88.  x-  -  5x  +  7  =  0  89.  9x-  -  30x  -H  25  =  0 

90.  25x-  -  20x  +  4  =  0  91.  3x-  +  5x  -  2  =  0  92.  2x-  -  3x  -  4  =  0 

93.  /■  '(((  . '  Una  pelota  cs  lanzada  verticalmente  hacia  arriba  de.sde  la  parte  superior  de  un  edificio  de  96  pies  de  altura 
con  una  velocidad  inicial  de  80  pies  por  segundo.  La  distancia  5  (en  pies)  de  la  pelota  al  piso  despiies  de  t  segun- 
dos  cs  s  =  96  -  80t  -  I6t‘. 

(a)  ),Despucs  de  cLuintos  scgundos  la  pelota  pegara  en  el  piso? 

(b)  ('.Dcspues  de  cucintos  segundos  la  pelota  pasara  por  la  parte  superior  del  edificio  en  su  camino  hacia  abajo? 

94.  /  Vv/t Un  objeto  cs  propulsado  verticalmente  hacia  arriba  con  una  velocidad  inicial  de  20  metros  por  segundo.  La 
distancia  .r  (en  metros)  del  objeto  desdc  el  piso  despues  de  i  segundos  es  s  =  —4.9/-  +  20/. 

(a)  ^Cuando  estara  cl  objeto  15  metros  por  encima  del  piso? 
fb)  ('Cuando  pegara  contra  el  piso? 

(c)  ^L1  objeto  alcanzard  una  altura  de  100  metros? 

(d)  ,',Cual  es  la  altura  maxima  que  alcanzara? 

95.  Demuestre  que  la  suma  de  las  rai'ces  de  una  ecuacidn  cuadriitica  es  -hla. 

96.  Demuestre  que  el  producto  de  las  rai'ces  de  una  ecuacion  cuadratica  es  da. 

97.  Encuentre  k  tal  que  la  ecuacion  kx-  -  x  +  k  =  0  tenga  una  solucidn  real  repetida. 

98.  Encuentre  k  tal  que  la  ecuacion  x^  —  kx  +  4  =  0  tenga  una  solucidn  real  repetida. 

99.  Demuestre  que  las  soluciones  reales  de  la  ecuacidn  a.x-  +  bx  +  r  =  0  son  los  negativos  de  las  soluciones  reales  de 
la  ecuacidn  <xr-  +  bx  +  c  =  0.  Suponga  que  b-  —  Auc  2:  0. 

100.  Demuestre  que  las  soluciones  reales  de  la  ecuacidn  r/x-  +  bx  +  c  =  0  son  los  reci'procos  de  las  soluciones  reales  de 
la  ecuacidn  a.x-  ~  bx  +  c  =  0.  Suponga  que  If  —  4ac  a  0. 
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101. 

102. 


104. 


105. 


106. 

107. 

108. 

100. 

no 


Suniu  cit  intents  <  niiseciilivos.  La  suma  de  los  enteros  consecutivos  I,  2,  3,  .  .  .  ,  n  estS  dada  por  la  fdrmula 
!,  n(n  +  I ).  (.Cuantos  enteros  consecutivos,  empezando  por  1,  se  debe  sumar  para  obtener  una  suma  de  666? 

Geiiinetnn.  Si  un  poh'gono  de  n  lados  tiene  \n(n  —  3)  diagonales.  ^cuantos  lados  tendrd  un  poli'gono  con  65  dia- 
gonales?  ^Existe  un  poh'gono  de  80  diagonales? 

Explique  cuSl  es  el  error  en  los  pasos  siguientes: 


X  =  2 

(1) 

3x  -  2x  =  2 

(2) 

3x  =  2x  +  2 

(3) 

x2  +  3x  =  x2  -1-  2x  -b  2 

(4) 

x2  -b  3x  -  10  =  x2  -b  2x  -  8 

(5) 

(x  -  2)(x  -b  5)  =  (x  -  2)(x  -b  4) 

(6) 

X  -b  5  =  X  -b  4 

(7) 

1  =  0 

(8) 

^Cudles  de  los  siguientes  pares  de  ecuaciones  son  equivalentes?  Explique, 

(a)  x^  =  9\x  =  3  (b)  ,v  =  Vo;  jc  =  3  (c)  (x  ~  l)(x  -  2)  =  (x  -  1)2;  x-2  =  x-  1 

La  ecuacibn 

5  8  +  X 

X  +  3  ^  ^  X  +  3 


no  tiene  solucion  a  pesar  de  que  por  medio  del  proceso  de  solucion  obtenemos  x  =  —3.  Escriba  un  breve  pirrafo 
para  explicar  la  causa  de  este. 

Construya  una  ecuacion  que  no  tenga  soluci6n  y  ddsela  a  un  companero  para  que  la  resuelva.  Pfdale  que  escriba 
una  cn'tica  sobre  su  ecuacion. 

Describa  tres  maneras  con  las  cuales  se  puede  resolver  una  ecuacion  cuadr^tica.  Determine  el  mdtodo  de  su  prefe- 
rencia  y  explique  por  qud  lo  seleccionb. 

Explique  los  beneficios  de  evaluar  el  discriminante  de  una  ecuacion  cuadrdtica  antes  de  intentar  resolverla. 

Invente  tres  ecuaciones  cuadraticas:  una  que  tenga  dos  soluciones  distintas,  una  que  no  tenga  solucibn  real,  y  una 
que  tenga  exactamente  una  solucibn  real. 

La  palabra  cuadratica  parece  significar  cuddruple  aunque  una  ecuacion  cuadratica  es  una  ecuacibn  que  involucra  un 
polinomio  de  grado  dos.  Invcstigue  el  origen  del  termino  cuadmtico  como  es  utilizado  en  la  expresibn  ecuacion 
cuadratica.  Escriba  un  breve  ensayo  de  sus  hallazgos. 


1.3 


Planteamiento  de 

ecuaciones: 

apiicaciones 


La  seccion  anterior  nos  proporciona  las  hetTamientas  para  resolver  ecuaciones.  Pero, 
desafortunadamente,  los  problemas  de  aplicacibn  no  vienen  en  la  forma,  “Resuelva 
la  ecuacion  En  lugar  de  eso,  son  relatos  que  suministran  informacion  — siendo 
optimistas —  suficiente  para  resolver  la  pregunta  que  inevilablemente  surge.  Asi, 
para  resolver  problemas  aplicados  debemos  ser  capaces  de  traducir  una  descripcion 
verbal  al  lenguaje  matematico.  Hacemos  esto  utilizando  sfmbolos  (por  lo  comun  le- 
tras  del  abecedario)  para  representar  cantidades  desconocidas  y,  despues,  determi- 
namos  las  relaciones  (tales  como  ecuaciones)  que  involucran  esos  simbolos.  El  pro¬ 
ceso  de  realizar  lo  anterior  es  llamado  modelacion  matematica. 

Cualquier  solucion  a  un  problema  matematico  debe  ser  verificada  contra  el 
problema  matembtico,  la  descripcion  verbal  y  el  problema  real. 

Veamos  algunos  ejemplos  que  le  ayudaran  a  traducir  ciertas  palabras  en  simbo¬ 
los  matembticos. 
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E  .I  K  M  P  E  ()  I 


Pasos  para  plantear 
problemas  aplicados 


Probiema 

teal 


Oescripcion 

verbal 


Lergeaie 

matematiro 


Problema 

maiemalicc 


\  Verificar 

\ 


'^Verificar 


I 

•  Verificar 

I 

\ 

\ 

\ 

\ 


I 


Solucldn 


I'niiliiccidii  tit  til M  ript  itiiH'.-.  \'t'rhi-l.‘\  a  iiinifiiitiiictis 

(a)  El  ^rea  de  un  rectangulo  es  el  producto  de  su  longitud  por  su  anchura. 

Traduccion-.  Si  A  es  utilizada  para  representar  el  4rea,  /  la  longitud  y  w  la  an¬ 
chura,  entonces  A  =  Iw. 

(b)  Para  el  movimiento  uniforme,  la  velocidad  de  un  objeto  es  igual  a  la  distancia 
recorrida  dividida  entre  el  tiempo  requerido  para  recorrer  esa  distancia. 
Traduccion:  Si  v  es  la  velocidad,  s  la  distancia  y  t  el  tiempo,  entonces  v  =  s/t. 

(c)  Un  total  de  $5000.00  son  invertidos,  una  parte  en  acciones  y  la  otra  en  bonos. 
Si  la  cantidad  invertida  en  acciones  es  x,  exprese  la  cantidad  invettida  en  bonos  en 
terminos  de  x. 

Traduccion:  Si  y  es  la  cantidad  invertida  en  bonos,  entonces  x  +  y  =  5000.  Asi, 
cuando  x  es  la  cantidad  invertida  en  acciones,  la  cantidad  invertida  en  bonos  es 
y  =  5000  —  X. 

(d)  Sea  X  un  numero. 

El  numero  5  veces  tan  grande  como  x  es  5x. 

El  numero  3  menor  que  x  es  x  —  3. 

El  numero  que  excede  a  x  en  4  es  x  -I-  4. 

El  numero  que,  cuando  se  suma  a  x  da  5  es  5  —  x.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 


Las  ecuaciones  matematicas  que  representan  situaciones  reales  debcn  ser  con- 
sistentes  en  los  terminos  de  las  unidades  utilizadas.  En  el  ejemplo  1(a),  si  I  es  mcdido 
en  pies,  entonces  w  tambien  debe  ser  expresado  en  pies  y  A  sera  expresado  en  pics 
cuadrados.  En  el  ejemplo  1(b),  si  v  es  medido  en  millas  por  hora,  entonces  la  distan¬ 
cia  s  debe  ser  expresada  en  millas  y  el  tiempo  t  en  horas.  Es  buena  practica  verificar 
las  unidades  de  medicion  para  asegurarse  de  que  son  consistentes  y  tienen  sentido. 

Aunque  cada  situacion  presenta  caracten'sticas  unicas,  podemos  proporcionar 
un  bosquejo  de  los  pasos  que  se  siguen  para  plantear  problemas  aplicados. 


I:  Lea  el  problema  cuidadosamente,  tal  vez  dos  o  trcs  veces.  Ponga  atencidn  espe¬ 
cial  a  la  pregunta  que  se  hace  para  identificar  que  es  lo  que  est^  buscando.  Si 
puede,  determine  posibilidades  realistas  para  la  respuesta. 

P.A.SO  2:  Asigne  una  letra  (variable)  para  representar  lo  que  esta  buscando  y,  si  es  nece- 
sario,  exprese  las  cantidades  desconocidas  restantes  en  terminos  de  esa  variable. 
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PAM)  -t.  Haga  una  lista  de  todos  los  dates  conocidos  y  escriba  cualquier  relacion  que  haya 
entre  ellos,  en  especial  cualquiera  que  involucre  a  la  variable.  Las  relaciones  pueden 
tomar  la  forma  de  una  ecuacion  (o,  rnas  adelante,  de  una  desigualdad)  que  involu¬ 
cre  a  la  variable.  Si  es  posible,  dibuje  un  diagrama  ideniificado  de  manera  apropia- 
da  para  que  le  ayude.  Algunas  veces  es  posible  auxiliarse  con  una  tabla  o  grafica. 

PASf)  4:  Resuel  va  la  ecuacion  para  la  variable  y  luego  responda  la  pregunta  planteada  en 
el  problema. 

PAM)  5:  Verifique  la  respuesta  con  los  dates  del  problema.  Si  coinciden,  jfelicidades!  Si 
no,  intentelo  de  nuevo. 


Veamos  un  ejetnplo. 


E  J  E  M  P  L  O  2  Dctcrmin  i;  -h'  ini  salarn-  /inr  hi‘ra 

Cecilia  recibio  US  $435.00  una  semana  por  trabajar  52  boras.  Su  patron  paga  1.5 
veces  cada  bora  extra,  por  encima  de  40.  Con  esta  informacion,  ^se  puede  deter- 
minar  el  salario  por  bora  normal  de  Cecilia? 


Solucion  PA, so  i:  Buscamos  un  salario  por  bora.  Nuestra  respuesta  estara  en  delates  por  bora. 

PASO  2:  Sea  r  el  salario  regular  por  bora;  r  es  medido  en  dolares  por  bora. 

P.A.SO  3:  Constinimos  una  tabla: 


HORAS  TRABAJADAS  SALARIO  POR  HORA  SALARIO 
- r~  - 

Regular  40  .r  40-v 

Tiempo  Extra  |  12 _ I  .S.r _ _ 1 2(  I  .S,v)  1 8.v 

La  SLima  del  salario  regular  mas  el  salario  por  el  tiempo  extra  es  US  $435.00.  Asl, 
de  la  tabla,  40r  -i-  I  S.r  =  435. 

PA.SO  4:  40r  4-  1 8r  =  435 

58r  =  435 
r  =  7.50 

En  consecuencia,  el  salario  regular  de  Cecilia  es  de  US  $7.50  por  bora. 

PASO  5:  Cuarenta  boras  dan  un  salario  de  40(7.50)  =  300.00,  y  12  boras  de  tiempo  extra 
resultan  en  12(l.5)(7.50)  =135.00,  para  un  total  de  US  $435.00.  B 


■  Abora  resuelva  el  problema  15. 

Interes 

El  ejemplo  siguiente  involucra  interes.  El  interes  es  el  dinero  pagado  por  el  uso  del 
dinero.  La  cantidad  total  prestada  (sea  por  un  banco  a  una  persona  en  la  forma  de  un 
credito  o  por  un  individuo  a  un  banco  en  la  forma  de  una  cuenta  de  aborros)  se  llama 
capital.  La  tasa  de  interes,  expresada  como  un  porcentaje,  es  la  cantidad  cargada 
por  el  uso  del  capital  durante  un  periodo,  por  lo  comun  sobre  una  base  anual. 

Si  un  capital  de  P  dolares  es  prestado  durante  un  periodo  de  /  afios  a  una  tasa 
anual  r,  expresado  como  un  decimal,  el  interes  /  cargado  sera 


Formula  del  interes  simple 


El  interes  cargado  de  acuerdo  con  la  formula  (I)  es  llamado  interes  simple. 
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E  J  E  M  P  L  O  3  I'laneucum  financiera 

Una  inversionista  con  US  $70,000.00  decide  colocar  parte  de  su  dinero  en  bonos 
corporativos  que  pagan  12%  anuaJ,  y  el  resto  en  un  Certificado  de  Deposito  que 
paga  8%  anual.  Si  ella  desea  obtener  una  ganancia  total  del  9%  anual,  ^cudnto  debe 
colocar  en  cada  inversidn? 


.Soliicion 


P.\S()  I;  La  pregunta  planteada  es  acerca  de  dos  cantidades  de  dinero;  el  capital  a  inver- 
tir  en  los  bonos  corporativos  y  ei  capital  a  invertir  en  el  Certificado  de  Deposito. 
I’V.SO  2:  Hagamos  que  x  represente  la  cantidad  (en  ddlares)  que  serd  invertida  en  los  bonos. 

Entonces  70,000  —  .r  sera  la  cantidad  a  invertir  en  el  certificado.  (^Advierte  por 
qu6?) 

I’.VSO  3:  Construimos  una  tabla: 


CAPITAL 

$ 

TASA 

TIEMPO  INTERES 
>r  $ 

Bonos 

A 

i2''/f  =  0.12 

1  O.I2x 

Certificado 

70,000  -  X 

8‘7c  =  0.08 

1  0.08(70,000  -  X) 

Total 

70,000 

9%  =  0.09 

1  0.09(70,000)  =  6300 

Ya  que  el  interes  total  de  las  inversiones  es  igual  a  0.09(70,000)  =  6300,  debe- 
mos  tener  la  ecuacidn 

0.I2JC  -H  0.08(70,000  -  x)  =  6300 

(Observe  que  las  unidades  de  medicidn  son  consistentes:  dblurcs  en  cada  lado.) 
I•A.S0  4:  0.12JC -f- 5600  -  0.08x  =  6300 

0.04x  =  700 
X  =  17,500 

Por  tanto,  la  inversionista  debe  colocar  US  $17,500.00  en  los  bonos  y  70,000  — 
17,500  =  52,500  en  el  certificado. 

I’.-V.SO  5;  El  inter6s  sobre  los  bonos  despuds  de  1  ano  es  de  0.12(17,500)  =  2100;  el  interes 
sobre  el  certificado  despuds  de  1  ano  es  de  0.08(52,500)  =  4200.  El  intends  anual 
total  asciende  a  US  $6300.00,  la  cantidad  requerida.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  23. 

Movimiento  uniforme 

Los  dos  ejemplos  siguientes  tratan  acerca  de  objetos  en  movimiento. 

Si  un  objeto  se  mueve  a  una  velocidad  media  v,  la  distancia  s  cubieita  en  el 
tiempo  l  est^  dada  por  la  formula 


Esto  es,  Distancia  =  Velocidad  •  Tiempo.  Sobre  los  objetos  que  se  mueven  de  acuerdo 
con  la  formula  (2)  se  dice  que  estan  en  movimiento  uniforme. 

E  J  E  M  P  L  O  4  /  isicci:  movimiento  uniforme 

Un  amigo  de  usted,  quien  es  corredor  de  distancia,  corre  a  una  velocidad  media  de 
8  millas  por  bora.  Dos  boras  despues  de  que  su  amigo  inicia  una  carrera  desde  su 
casa,  usted  sale  en  su  automdvil  y  sigue  la  misma  ruta  que  su  amigo  a  una  veloci¬ 
dad  media  de  40  milla.s  por  bora,  ^cudnto  tiempo  tardar^  en  darle  alcance  a  su  amigo? 
lA  qud  distancia  estaran  entonces  de  la  casa? 
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Solucion  Consulte  la  figura  11.  Utilizamos  t  para  representar  el  tiempo  (en  horas)  que  le  toma 
al  automovil  alcanzar  al  corredor.  Cuando  esto  ocurre,  el  tiempo  total  transcurrido 
para  el  corredor  es  ;  +  2  horas. 


FIGURA  11 


•  2  hr  ■ 


(=0 


-Tiempo  / 


f=0 


-Tiempo  t- 


Construya  la  tabla  siguiente: 


1  VELOCIDAD 

TIEMPO 

DISTANCIA 

miilas/horas 

horas 

millas 

Corredor 

8 

/  4-  2 

8(/  +  2) 

Automovil 

40 

/ 

40/ 

Ya  que  la  distancia  recorrida  es  la  misma,  establecemos  la  ecuacion  siguiente: 

8(/  +  2)  =  40/ 

8/  +  16  =  40/ 

32/  =  16 


En  5  bora  usted  alcanzara  a  su  amigo.  Cada  uno  habrd  recorrido  20  millas. 


Verificacidn:  En  2.5  horas,  el  corredor  cubre  una  distancia  de  (2.5)(8)  =  20  millas. 
En  {  hora,  el  automovil  recorre  f2)(40)  =  20  millas.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  51 . 


EJEMPLO  5  Fi.sica:  movimiento  imifonne 

Un  bote  de  motor  avanza  rio  arriba  una  distancia  de  24  millas  en  un  n'o  cuya  corrien- 
te  fluye  a  3  millas  por  hora.  El  viaje  de  ida  y  vuelta  es  de  6  horas.  Suponiendo  que 
el  bote  mantiene  una  velocidad  constante  relativa  al  agua,  ^cudl  es  su  velocidad? 


FIGURA  12 


Solucidn  Vmse  la  figura  12.  Utilizamos  v  para  representar  la  velocidad  constante  del  bote  de 
motor  relativa  al  agua.  Entonces  la  velocidad  verdadera  cuando  va  rio  arriba  es 
V  —  3  millas  por  hora,  y  la  velocidad  verdadera  cuando  va  n'o  abajo  es  v  +  3  mil¬ 
las  por  hora.  Ya  que  Distancia  =  Velocidad  X  Tiempo,  entonces  Tiempo  =  Distan- 
ciaA/elocidad.  Construimos  una  tabla. 


24  millas  - 


Rio  arriba 
Ri'o  abajo 


VELOCIDAD  DISTANCIA 
niilla,s/horas  millas 

y  -  3  24 

V  +  3  24 


TIEMPO  =  DISTANCTWEEOCIDAD 
horas 

24 

y  -  3 
2T 

,.  ..  3 
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Como  el  tiempo  total  de  ida  y  vuelta  es  de  6  horas,  tenemos 

24  24 

V  -  3  V  +  1) 

24(v  3)  24(v  -  3) 

(V  -  3)(v  +  3) 

48v 
-  9 
48v 

6v2  -  48v  -  54 
-  8v  -  9 
(V  -  9)(v  +  1) 

V  =  9  0  V 

Descartamos  la  solucion  v  =  -  1  milla  por  hora,  de  modo  que  la  velocidad  del  bote 
de  motor  relativa  al  agua  es  de  9  millas  por  hora.  ■ 

Otros  problemas  aplicados 

Los  dos  ejemplos  siguientes  ilustran  problemas  que  tal  vez  usted  vera  de  nuevo, 
aunque  en  forma  un  poco  diferente,  si  estudia  calculo. 

K  J  E  .M  P  E  ()  (>  Pri’sciiiiiriiin  ilc  tin  prohi  'iuii  dr  Kilcidu 

De  cada  esquina  de  una  hoja  metalica  cuadrada,  se  corta  un  cuadrado  de  9  centi- 
metros  por  lado.  Se  doblan  los  lados  para  construir  una  caja  sin  tapa.  Si  la  caja  debe 
contener  144  centimetres  cubicos,  (;,cuales  deben  ser  las  dimensiones  de  la  hoja 
metalica? 


=  6 

=  6 
=  6 

=  6(v2  -  9) 
=  0 
=  0 
=  0 
=  -1 


Sniiicibn  Utilizamos  la  figura  13  como  guia.  Hemos  marcado  con  x  la  longitud  de  un  lado  de 
la  hoja  metdiica.  La  caja  tendra  una  altura  de  9  centimetros  y  su  base  cuadrada  ten- 
dra  X  —  18  como  longitud  de  cada  lado.  Por  lo  tanto,  el  volumen  (Largo  X  Ancho  X 
Altura)  de  la  caja  sera 

9(x  -  18)(x  -  18)  =  9(x  -  18)2 


FIGURA  13 


xcm 


Como  el  volumen  de  la  caja  sera  de  144  centimetros  cubicos,  tenemos 


9(x  -  18)2  =  J44 
(X  -  18)2  =  16 
X  -  18  =  ±4 


X  =  1 8  ±  4 
X  =  22  0  X  =  14 
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Descartamos  la  solucion  x  =  14  (^Puede  advertir  por  que?)  y  concluimos  que  la 
hoja  metalica  debe  ser  de  22  por  22  centimetros. 

'  ‘  n/ii  </.  ■  Si  de  una  hoja  metalica  de  22  por  22  centimetros  cortamos  un  cuadrado 
de  9  centi'metros  de  cada  esquina  y  doblamos  los  lados,  obtendremos  una  caja  cuyas 
dimensiones  son  9  por  4  por  4,  con  volumen  9X4X4=  144  centimetros  cubi- 
cos,  como  se  pidid.  ■ 


■  Ahora  resuelva  cl  problcma  31 . 


I;  J  K  M  P  I>  O  7  lit  un  priihli  iiui  </c  ftilciilo 

Una  pieza  de  alambre  de  8  pics  de  longitud  sera  cortada  en  dos  partes  y  cada  parte 
se  doblara  para  formar  un  cuadrado.  4,En  donde  debe  cortarse  el  alambre  si  la  suma 
de  las  areas  de  los  cuadrados  debe  ser  de  2  pies  cuadrados? 


FIGURA14 


Alambre 

P 

X 

f-l  Corte 


pies 


Soliicii'tn  Utilizamos  la  figura  14  como  guia.  Hemos  marcado  con  x  la  longitud  de  una  de  las 
partes  del  alambre  despues  que  estc  ha  sido  cortado.  La  otra  parte  tcndra  longitud 
8  —  .r.  Si  cada  parte  se  dobla  para  I'ormar  un  cuadrado,  entonces  uno  de  esos  cuadra¬ 
dos  tendra  un  lado  de  longitud  xl4  y  el  otro  tendra  lados  de  (8  —  .v)/4.  Como  la  suma 
de  las  areas  de  estos  dos  cuadrados  es  2,  tenemos  la  ecuacidn 


64  —  1 6jr  +  X- 
—  + - - =  2 

16  16 

2x2  -  16x  -h  64  =  32 

2x2  —  16a'  -H  32  =  0  (■.'Xiil’irl.i  L'li  liirm;!  •  .i.iriil.inl, 
x2  —  8x  -t-  16  =  0  Di'.idii  eiila-  ' 

(x  “  4)2  =  0  l  ikliiii/ji 

.V  =  4 


Como  X  =  4,  8  —  X  =  4  y  la  pieza  original  de  alambre  debe  cortarse  en  dos  partes, 
cada  parte  debera  tener  una  longitud  de  4  pies. 


Si  la  longitud  de  cada  trozo  de  alambre  es  de  4  pics,  entonces  cada 
parte  puede  formar  un  cuadrado  cuyos  lados  midan  un  pic.  Por  lo  tanto,  el  area  de 
cada  cuadrado  es  de  1  pie  cuadrado,  de  modo  que  la  suma  de  sus  areas  totaliza 
2  pies  cuadrados,  como  se  pidid.  ■ 


■  r'- 

Ejercicio  1.3 

En  los  prohlemas  del  I  al  10,  traduzca  los  enunciados  a  una  ecuacidn  matemdtica.  Asegurese  de  idenlificar 
el  significado  de  todos  los  sfmbolos. 

1.  {icoiiifinti.  El  area  de  un  circulo  es  cl  producio  del  numero  77  por  el  cuadrado  del  radio. 

2.  ( ii  tiineinu.  La  circunferencia  de  un  circulo  es  el  producio  del  numero  tt  por  dos  veces  el  radio. 

3.  Gcomeiriit.  El  area  de  un  cuadrado  es  el  cuadrado  de  la  longitud  de  un  lado. 

4.  (ieonicirui.  El  perfmetro  de  un  cuadrado  es  cuatro  veces  la  longitud  de  un  lado. 

5.  /  isica.  La  fuerza  es  igual  al  producto  de  la  masa  por  la  aceleiacion. 
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6.  h'sicci.  Presion  es  fuerza  por  unidad  de  irea. 

7.  /■y.v/i'f/.  Trabajo  es  igual  a  fuerza  por  distancia. 

8.  Fi.\ica.  Energfa  cingtica  es  la  mitad  del  producto  de  la  masa  por  el  cuadrado  de  la  velocidad. 

9.  in\.  El  costo  total  de  fabricar  x  maquinas  para  lavar  platos  es  de  US  S150.00  por  unidad  por  el  numero  de 
lavadoras  fabricadas. 

10.  Nc^ix  io.s.  El  ingreso  total  obtenido  por  la  venta  de  x  lavadoras  de  platos  es  de  $250.00  por  unidad  por  el  total  vendido. 

11.  FimuKas  Se  invertiran  US  $20,000.00,  una  parte  en  bonos  y  otra  en  Certificados  de  Depdsiio  (CD).  Si  la  cantidad 
invertida  en  bonos  excedera  la  de  CD  en  US  $2000.00,  ^cuiSnto  sera  invertido  en  cada  tipo  de  inversion? 

12.  /-//((//i-r/.s,  US  $10,000.00  ser^n  divididos  entre  Isela  y  Miguel,  61  recibird  US  $2000.00  menos  que  Iscla.  ^.Coanto 
recibira  cada  uno? 

13.  Fiiuiuziis.  Una  hercncia  de  US  $900,000.00  se  repartir^  entre  Katy,  Miguel  y  Daniel  de  la  siguiente  manera:  Miguel 
recibira  de  lo  que  obtenga  Katy,  mientras  que  Daniel  obtendni  la  mitad  de  lo  que  reciba  Katy,  ^Cuanto  recibira 
cada  uno? 

14.  Rc/uirHr  cl  costo  cic  mid  i>i:zd  Miguel  y  Carlos  convicnen  en  dividir 
el  costo  de  una  pizza  de  US  $18.00  con  base  en  la  cantidad  que  comio 
cada  uno.  Si  Carlos  comio  5  de  la  cantidad  que  comio  Miguel,  (;,cuanto 
debe  pagar  cada  uno? 

15.  CcUculo  (Ic  dll  sdUirio  por  hard.  Un  trabajador  que  recibe  taj  ifa  y  media 
por  cada  bora  extra  que  trabaja  despues  de  40  boras,  tuvo  un  salario  total 
semanal  de  US  $442.00  por  48  boras  de  trabajo.  ^Cual  es  el  salario  regu¬ 
lar  por  bora? 

16.  Cdlcido  lie  un  salario  por  kora.  A  Cecilia  se  le  pag6  tarifa  y  media 
por  cada  bora  trabajada  despues  de  40  boras  y  el  doble  por  las  boras  tra- 
bajadas  en  domingo.  Si  Cecilia  recibid  un  sueldo  semanal  de  US  $342.00 
por  trabajar  50  boras,  4  de  las  cuales  fueron  en  domingo,  ^cuSl  es  el  salario 
regular  por  bora  de  Cecilia? 

17.  l  iilhol  aiiicricaiio.  En  un  juego  de  futbol  americano,  un  equipo  anotd 
41  puntos,  incluyendo  un  safety  (2  puntos)  y  dos  goles  de  campo  (3  pun- 
tos  cada  uno).  Despues  de  anotar  un  touchdown  (6  puntos),  a  un  equipo  se  le  da  la  oportunidad  de  anotar  un  punto 
extra.  El  equipo  en  cuestidn  fallo  2  puntos  extra  despuds  de  anotar  touchdowns.  ^.Cuantos  de  estos  fueron  anotados? 

18.  Hascpiclhol  En  un  juego  de  basquetbol,  un  equipo  anotd  un  total  de  70  puntos  e  bizo  el  triple  de  canastas  (2  pun- 
los  cada  una)  que  de  tiros  libres  (1  punto  cada  uno).  ^,Cuantas  canastas  anotd? 

19.  (li’onwtna.El  perimetro  de  un  rectangulo  es  de  60  pies.  Encuentre  su  longitud  y  su  anebura 

si  la  longitud  es  8  pies  mayor  que  la  anebura.  F 

20.  (icoiiii'tria.  El  pen'metro  de  un  rectangulo  es  dc  42  metros.  Encuentre  su  longitud  y  su  an-  | 

ebura  si  la  longitud  es  el  doble  dc  la  anebura.  I 

21.  Ccrcar  mi  janh'ii.Vn  yardi'mcm  ticne  46  pies  de  cerca  que  sera  utilizada  para  rodear  un  jardt'n  1 

rectangular  con  un  borde  de  2  pies  de  anebo  (veasc  la  figura).  j 

(a)  Si  la  longitud  del  Jardm  es  cl  doble  de  su  anebura.  cuales  son  las  diinensiones  del  jardin?  i 

(b)  ^Cual  cs  el  area  del  jardm?  | 

(c)  Si  la  longitud  y  la  anebura  del  jardm  fueran  iguales,  ^cuales  sen'an  las  dimctisiones  del 

jaidm?  I 

(d)  tCual  sen'a  el  area  del  jardm  cuadrado?  | 

22.  Quimica:  moicciilas-  dc  aziicar.  Una  molecula  de  azucar  tiene  el  doble  de  atomos  de  i _ I 

btdrogeno  que  dc  oxi'gcno  y  un  atomo  mas  dc  carbono  que  de  oxfgeno.  Si  una  molecula 

de  a/ricar  tienc  un  total  de  45  atomos,  ^cuantos  son  de  oxfgeno  y  cuantos  de  hidrugeno? 

23.  Flaiicacioit  liiiancicra.Xdnd  recien  jubilada  necesita  US  $6000.00  adicionales  por  ano.  Ella  ticne  US  $50,000.00 
para  invertir  en  bonos  tipo  B  que  pagan  el  15%  anual  o  en  un  Certificado  de  Deposito  (CDj  que  paga  un  19c  anual. 
,^Cuanto  dinero  debe  invertir  en  cada  instrumento  para  obtencr  exactamcnle  US  $6000,00  de  intcres  anual? 

24.  Flaiicaciihi  I'liiancicra.  Despues  de  2  afios,  la  jubilada  del  problema  23  determina  que  necesita  US  $7000.00  anua- 
les.  Suponiendo  que  la  informacion  restante  es  la  misma,  ^.corno  debe  scr  reinvertido  el  dinero? 

25.  liaiica.Un  banco  presto  US  $12,000.00,  parte  a  una  tasa  del  8$i  anual  y  el  rcsto  al  18$(  anual.  Si  el  intercs  recibido 
totalizo  US  $1000.00,  ^cuanto  fue  prestado  al  8%  anual? 


Parte  de  Carlos 


'  Parte  de  Miguel 
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26. 

27. 

28. 

29. 

30. 


31. 


32. 

33. 


34. 


35. 


36. 


37. 

38. 

39. 

40. 

41. 


Menu  II.  La  encargada  de  los  prestamos  en  un  banco  tiene  US  $1,000,000.00  para  prestar  y  sc  necesita  obtener  una 
ganancia  promedio  del  ISUr  anual.  Si  puede  prestar  al  19%  o  al  16%,  ^cuanto  puede  otorgar  al  IbLi  y  aun  cumplir 
con  el  requeriiniento  senalado? 

Dimensiones  dc  unci  venictna.  El  area  del  vano  de  una  ventana  rectangular  sera  de  143  pies  ctiadrados.  Si  la  lon- 
gitud  debera  tener  2  pies  mas  que  la  anchura,  ^cudles  ser^n  las  dimensiones  de  la  ventana? 


Dinwn.sioinw  dc  unci  vemenut.  El  area  de  un  vano  rectangular  sera  de  306  centimetres  cuadrados.  Si  la  longitud 
excedera  a  la  anchura  en  1  centlmetro,  ^cudles  serSn  sus  dimensiones? 


Gcomctrici.  Encuentre  las  dimensiones  de  un  rect^ngulo  con  perlmetro  de  26  metros  y  area  de  40  metros  cuadrados. 


Kc'f’cindo  un  i  cnnpo.  Un  aspersor  que  roci'a  agua  con  un  patrdn  circular 
es  colocado  en  el  centro  de  un  terreno  cuadrado  con  Srea  de  1250  pies 
cuadrados  (vea.se  la  figura).  ^CuM  es  el  radio  m^s  pequefio  que  puede 
usarse  si  el  campo  debe  estar  totalmente  contenido  dentro  del  clrculo? 


Const nu  c  ion  dc'  inui  c  cijci.  Una  caja  sin  tapa  sera  construida  de  una 
hoja  de  metal  a  la  cual  se  le  quitara  de  cada  esquina  un  cuadrado  de  I  pie 
por  lado.  y  se  doblara  hacia  arriba  los  lados.  Si  la  caja  tendra  capacidad 
para  4  pies  cubicos,  (.cuales  deben  ser  las  dimensiones  de  la  hoja  metulica? 


Conslniccii'in  de  unci  vaju.  Vuelva  a  hacerel  problema  31  considerando 
que  la  hoja  de  metal  es  un  rectangulo  cuya  longitud  es  el  doble  que  su 
anchura. 


f-isic'ci  Una  pelota  es  lanzada  verticalmente  hacia  aniba  desde  la  parte  su¬ 
perior  de  un  edificio  de  96  pies  de  altura  con  una  velocidad  inicial  de 
80  pies  por  segundo.  La  distancia  s  (en  pies)  de  la  pelota  con  respecto  al  piso 
despues  de  t  segundos  es  ^  =  96  +  80/  —  16/-. 

(a)  j.Cuantos  segundos  tardara  la  pelota  en  chocar  contra  el  piso? 

(bj  (.Despues  de  cuantos  segundos  en  su  calda  la  pelota  pasarS  por  la  parte  superior 
del  edificio? 


Constnu  cidn  dc  un  hate  /wrci  ccijc.  Un  bote  de  39  onzas  de  cafe  necesita  188.5 
pulgadas  cuadradas  de  aluminio  para  ser  construido.  Si  su  altura  es  de  7  pulgadas, 
^cudl  sera  su  radio?  (El  area  de  la  superficie/l  de  un  cilindro  es  a  Itti^  +  Inrh,  donde 
r  es  el  radio  y  ft  la  altura.) 


Comerrio:  prcc  io  rehcijcido.  Un  fabricante  de  casas  rodantes  reduce  el  precio  de 
un  modelo  en  un  15%.  Si  el  precio  nuevo  es  de  $125,000.00,  ^cual  era  su  precio  origi¬ 
nal?  ^Cuanto  se  puede  ahorrar  al  comprar  el  modelo? 


Goteo 

flutomjli'W 


^/LLS  BROS-* 

cafe 


7  pulgadas 


39  onzas 


'^oinercio:  precio  rehcijcido.  Un  distribuidor  de  automdviles,  en  una  liquidacidn  de  fin  de  afio,  reduce  el  precio  de 
lista  de  los  modelos  del  ano  anterior  en  un  15%.  Si  cierto  modelo  de  cuatro  puertas  tiene  un  precio  rebajado 
de  $8000.00,  ^cual  era  su  precio  de  lista?  ,),Cucinto  puede  ahorrarse  al  comprar  un  ultimo  modelo? 

Nefiorios:  Una  libren'a  escolar  fija  los  precios  de  venta  aumentando  el  precio  que  le  paga  al  editor  en  un  25%.  Si 
el  precio  de  venta  de  un  libro  es  de  S56.00,  ^cuanto  pag6  la  libren'a  por  el  libro? 

Finanzas  personedes:  costa  dc  un  cnitonun  il.  El  precio  de  lista  sugerido  para  un  automovil  nuevo  es  de  $12,000.00. 
El  costo  del  distribuidor  es  el  85%  del  precio  de  lista.  ^Cudnto  pagara  usted  si  el  distribuidor  csta  dispucsto  a  acep- 
tar  $100.00  sobre  el  costo  del  automdvil? 


Trciheijo  en  ecpiipo.  Miguel  reparte  sus  periddicos  en  30  minutos.  A  Daniel  le  toma  20  minutos  realizar  la  misma 
ruta.  (,Cuanto  tiempo  tardarfin  en  entregar  los  periddicos  si  trabajan  juntos? 

Trcdwjo  cn  ccpiipo.  Un  pintor  puede  pintar,  el  solo,  cuatro  cuartos  en  10  horas,  con  un  ayudante  realiza  el  mismo 
trabajo  en  6  horas.  Si  deja  que  el  ayudante  trabaje  solo.  ^,cuanto  tiempo  tardard  este  en  pintar  cuatro  cuartos? 

Ccilciilo  de  ccililiccicioih  ■.  Carlos  obtuvo  calificaciones  en  los  exdmenes  parciales  de  80,  83,  71,  61  y  95.  Va  a  pre- 
sentar  un  ultimo  examen  que  cuenta  como  dos  exdmenes  parciales.  ()Cudnto  necesita  obtener  para  alcanzar  un  promedio 
de  80? 


42.  Ccilciilo  de  ccdiftcticiones.  Daniel  obtuvo  calificaciones  en  los  exdmenes  parciales  de  86.  80,  84  y  90.  Va  a  presen- 
tar  cl  examen  final  que  cuenta  por  dos  tercios  de  la  calificacidn  final.  (,Que  necesita  para  merecer  una  B  que  se  ob- 
tiene  con  una  calificacidn  promedio  de  80?  (,Que  necesita  para  merecer  una  A  que  se  otorga  con  un  promedio  de  90? 
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43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 

49. 


50. 

51. 


52. 


53. 


54. 


■  ‘•I  Un  ala  ccrrada  puede  coner  100  yardas  en  12  .se- 

guiidos  y  un  apoyador  dcTensivo  lo  hace  en  10  segundos.  El  ala  comple- 
ta  un  pasc  en  la  yarda  20  de  su  propio  campo  estando  el  apoyador  en  la 
yarda  15.  {Vcase  la  figura.)  Si  ningun  otro  jugador  se  encuentra  cerca,  gen 
que  yarda  el  apoyador  atrapara  al  ala? 

Debbie,  una  agente  foranea  de  ventas,  utiliia  su 
autorndvil  para  uabajar  y  para  iiso  particular,  El  ano  pasado  recorrid 
30.000  millas  utilizando  900  galones  de  gasolina.  Su  automdvil  rindc  40 
millas  por  galon  en  la  carretera  y  25  en  la  ciudad.  Si  en  su  declaracion  de 
impucstos  ella  puede  deducir  todo  lo  recorrido  en  carretera,  gcuantas  mil- 
las  dcbe  dcclarar  como  gastos  de  operacion? 

ili  /■  Un  jardinero  que 

acaba  de  llcnar  con  flores  un  jardi'n  rectangular  de  6  por  8  pics  encarga 
un;i  yarda  ciibica  dc  cemento  premezctado  para  hacer  un  horde  de  anchura 
unil’orme  alrededor  del  jardi'n.  Si  el  horde  tendra  una  altura  de  3  pulgadas, 
(.CLuinto  medira  de  ancho?  (1  yai'da  cubica  =  27  pics  cubicos  y  12  pul- 
gadas  =  1  pie.) 

■  ii  ti.  Un  objcto  es  impulsudo  vertical niente  hacia  arriba  con  una  ve- 
locidad  inicitil  de  20  metros  por  segundo.  La  distancia  .v  (en  metros)  del 
objcto  al  piso  dcspucs  de  /  segundos  es  .?  =  -4.9t-  -(-  20i. 

(a)  gCuando  estara  el  objeto  15  metros  por  an'iba  del  piso? 

(b)  gCinindo  chocara  contra  el  piso? 

(c)  (  Podra  el  objcto  alcanzar  una  altura  de  100  metros)’ 

(d)  gCual  es  la  altura  maxima  aicanzada? 

-•  uiki  .  Una  barra  gigante 

de  chocolate  mide  12  centfmetros  de  largo,  7  de  ancho  y  3  de  grosoi'.  De- 
bido  a  alzas  en  los  costos  de  la  cocoa,  el  fabricante  decide  rediicir  el  volu- 
men  de  la  barra  en  un  10%.  Asf.  la  nueva  presentacion  debera  tener  los 
mismos  3  centi'metros  de  grosor  pero  el  largo  y  el  ancho  se  reduciran  cn 
un  ntimero  igual  de  centfmetros.  gCiuiles  seran  las  nuevas  dimensiones  de 
la  barra  de  chocolate? 
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X  j 

V 

r 

®  X  1  xDB 

X|X  X  X 

OlO  o  o 


I 

o 


cli  iiiui  /  ."•■(/(•  Vuelva  a  resolver  cl  problema  47  si 

la  reduccibn  es  del  20  por  ciento. 

‘II  'll  I . lilt  ill  it.  Alrededor  de  una  piscina  circular 

con  diametro  de  10  pies  se  hard  un  borde  de  ancho  unil'ormc  utilizando  un  pie  cubico  de 
concrcto.  Si  el  borde  tendra  una  altura  de  3  pulgadas,  gcual  dcbe  ser  su  ancho?  (1  yarda 
cubica  =  27  pies  cubicos  y  12  pulgadas  =  I  pie.) 


C  ■  ■■  '  ll  III  'th  ■  ill  ■  Vuelva  a  resolver 

si  la  altura  del  borde  es  de  4  pulgadas. 

l  isii  ,::  ■  'iiii!  Un  bote  de  motor  puede  mantencr  una 

vclocidad  constante  de  16  millas  por  hora  con  relacion  al  agua.  El  bote 
realiza  un  viaje  a  cierto  punto  n'o  arriba  en  20  minutos.  el  regreso  le  toma 
15  minutos.  (,Cual  cs  la  velocidad  de  la  corriente?  (Vcase  la  figura.) 


el  problema  49 


I’lii'.  - 1 1  Jt’l  I  III'  La  pureza  del  oro  se  mide  en  quilates.  el  oro  puro  es  de  24 
quilates.  Oiras  purezas  se  expresan  como  partes  proporcionales  de  oro  puro. 
Asf.  oro  de  18  quilates  es  o  75%  de  oro  puro;  oro  de  12  quilates  es  It,  o 
50%  de  oro  puro.  y  asf  sucesivamente.  gCuanto  oro  de  12  quilates  debc  ser 
mezclado  con  oro  puro  para  obtener  60  gramos  de  16  quilates? 

.  .  Jr  Miguel  puede  comer  una  milla  en  6  minutos  y  Daniel  en 
9  minutos.  Si  Miguel  le  da  a  Daniel  ventaja  de  1  minuio,  (.a  partir  del 
punto  de  arranque.  dondc  rebasara  Miguel  a  Daniel?  (Vease  la  figura.) 
('.Cuanto  tiempo  le  tomara? 

/)?-■  '11111  'iiiifi  III  Lin  bote  de  motor  va  rfo  aniba  en  un  rfo 

que  tiene  una  corriente  de  3  millas  por  hora,  El  viaje  rfo  amiba  toma  5 
horas  y  el  regreso  2.5  horus.  hCtiiil  es  la  velocidad  del  bote?  (Suponga 
que  sc  mantiene  una  velocidad  constante  con  rcspecto  al  agua.) 


Daniel  Miguel 
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55.  H,  ■  -ii  ■/  Un  barc'o  en  peligro  de  hundirse  envfa  por  radio  iin  mensaje  de  auxiiio  a  la  guaidia  cosiera. 
Cuando  la  embarcacidn  de  rescate  parte  de  su  estacidn  el  barco  se  encuentra  a  60  millas  y  se  dirige  directamente  ha- 
cia  la  estacidn.  Si  la  velocidad  promedio  del  barco  es  de  lO  millas  por  bora  y  la  de  la  embtircacion  de  rescate  es  de 
20  millas  por  bora,  (;,cuanto  tiempo  le  tomara  a  esta  ultima  llegar  al  barco?  (Vease  la  figura.) 

-•—10  mi/hr 

20  mi/hr  ■  '  ___ 

- 60  mi - ► 


56.  ■  ■  'If  ‘Ilf  -  Dos  autos  entran  a  la  autopista  de  Florida  en  el  Boulevard  Comercial  a  las  8:00  de 

la  manana  rumbo  a  Wildwood.  La  velocidad  promedio  de  un  auto  es  de  10  millas  por  bora  mas  que  el  otro.  El  auto 
mas  rapido  llega  a  Wildwood  a  las  1 1 :00  am.  media  bora  antes  que  cl  otro.  ^Cual  es  la  velocidad  promedio  de  cada 
automdvil?  ^Que  distancia  recorrio  cada  uno? 

57.  .  />'  .'/(  ,  Un  camion  cisterna  de  petroleo  puede  ser  vaciado  por  una  bomba  prin¬ 

cipal  en  4  boras  y  por  una  bomba  auxiliar  en  9  boras.  Si  la  bomba  principal  arranc6  a  las  9:00  de  la  manana.  ^cuindo 
debe  ser  activada  la  bomba  auxiliar  de  modo  que  el  camidn  estd  vacfo  al  mediodi'a? 

58.  Una  bolsa  de  20  libras  contiene  25%  de  cemento  y  75%  de  arena.  ^.Cuanto  cemento  puro  se 
debe  agregar  para  producir  una  mezcia  de  cemento  al  40  por  ciento? 

59.  Una  tina  de  bano  se  llenara  en  15  minutos  si  sus  dos  Haves  permanecen  abiertas  y  se  tapa  el  de- 
sagtie.  Con  ambas  Haves  cen'adas  y  quitando  el  tapon  la  tina  se  vaciard  en  20  minutos.  ^En  cuanto  tiempo  se  llenara 
la  tina  si  ambas  Haves  estan  abiertas  y  no  estd  puesto  el  tapon? 

60.  >i<  Un  avidn  de  rescate  vuela  a  300  millas  por  bora  con  el  viento  en  calma.  Si  Heva  com¬ 

bustible  para  5  boras  de  vuelo  y  despues  del  despegtie  encuentra  un  viento  de  30  millas  por  bora.  ^qu6  tan  lejos  puede 
ir  y  regresar  de  manera  segura?  (Suponga  que  el  viento  permanece  constante.) 

61.  'n  Suponga  que  obtiene  una  hipoteca  por  $100,000.00  de  la  cual  s61o  bara  pagos  por  los  intereses 

mensuales  a  una  taza  dc  10%  de  interds  anual,  pagando  todo  el  capital  dentro  de  cinco  aiio.s.  Listed  decide  inveiiir  parte 
del  prestarao  en  un  certificado  de  deposito  a  5  anos  que  paga  el  9%  compuesto  y  que  sc  paga  por  mes.  La  otra  parte  la 
invierte  en  un  bono  pagadero  a  5  anos  que  rinde  el  12%  compuesto  y  tambien  se  ptiga  mensuaimente.  ^Cual  es  la  mayor 
cantidad  que  puede  invertir  en  el  certificado  de  deposito  para  asegurarse  de  que  el  pago  mensual  del  prcstamo  se  realice? 

62.  til  En  los  Juegos  Ob'mpicos  de  1984,  Carl  Lewis  de  Estados  Unidos  gano  la  medalla 

de  oro  en  la  carrera  de  los  100  metros  con  un  tiempo  de  9.99  segundos.  En  los  Juegos  Ob'mpicos  de  1896,  Tbomas  Burke, 
tambi6n  de  Estados  Unidos,  gano  la  medalla  de  oro  en  la  inisma  prueba  en  12  segundos.  Si  ellos  pudieran  competir  en- 
tre  si  en  la  misma  carrera  repitiendo  sus  respectivos  tiempos,  ^por  cudntos  metros  le  ganarfa  Lewis  a  Burke? 

6.1.  ‘h  ■  '  De  Chicago  a  Atlanta  un  automdvil  promedia  45  millas  por  bora,  y  de  Atlanta 

a  Miami  promedia  55  millas  por  bora.  Si  Atlanta  estci  a  la  mitad  del  camino  entre  Chicago  y  Miami,  d.cutil  es  la  ve¬ 
locidad  promedio  desde  Chicago  hasta  Atlanta?  Exponga  una  soluci6n  intuitiva  y  escriba  un  parrafo  defendiendola. 
Despu6s  resuelva  el  problema  de  manera  algebraica  y  diga  si  su  solucion  intuitiva  resultb  igual  a  la  algebraica?  Si 
no  es  asi',  encuentre  el  error. 

64-  ■  uliui  III!  li. .  En  un  vuelo  reciente  de  Phoenix  a  Kansas,  a  una  distancia  de  919  millas  nauticas,  el  avi6n 

llegt)  20  minutos  antes  de  lo  previsto.  A  la  salida  del  avion  le  preguntd  al  capitan  cu3l  habi'a  sido  nuestro  viento  a 
favor.  El  contestb  que  no  lo  sabia  pero  que  nuestra  velocidad  respecto  a  la  tierra  fue  de  550  nudos.  ^Como  puede 
usted  determinar  si  se  tiene  suficiente  informacibn  para  encontrar  la  velocidad  del  viento  a  favor?  Si  es  posible  en¬ 
cuentre  dicha  velocidad.  (1  nudo  =  I  milla  nautica  por  bora.) 

65.  I’  i  lit  n'lii  Usted  es  el  administrador  de  una  tienda  de  ropa  y  acaba  de  comprar  100  camisas  de  vestir  en 
$20.00  cada  una.  Despuds  de  un  mes  de  venta  a  precio  regular,  planea  ofrecer  el  40%  de  descuento  sobre  el  precio 
original.  Sin  embargo,  aun  quierc  obtener  una  ganancia  de  $4.00  por  camisa.  ^Cu^l  debe  ser  el  precio  de  venta  origi¬ 
nal  para  asegurar  la  ganancia  deseada?  Si  en  lugar  del  40%-  ofrece  el  50'/i  de  descuento,  ^.en  cuanto  se  reduciran  las 
ganancias? 

66.  --  III  '■■II  I  III,  ,  -  Redacte  un  problema  que  requiera  resolver  una  ecuacibn  lineal  como  parte  de  su  solucibn. 
Intercambie  problemas  con  un  companero  y  escriba  una  critica  del  problema  de  su  compafiero. 

67.  /  Sin  resolver,  expbque  lo  que  es  errbneo  en  el  siguiente  problema  de  mezclas:  ^Cuantos  litros 

de  etanol  al  25%  deben  ser  agregados  a  20  biros  de  etanol  al  48%  para  obtener  una  solucibn  al  58%?  Luego  resuelva  de 
manera  algebraica  y  expbque  el  resultado. 
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Una  desigualdad  en  una  variable  es  un  enunciado  que  involucra  dos  expresiones, 
donde  al  menos  una  expresion  contiene  la  variable,  separada.s  por  uno  de  los  sfm- 
bolos  de  desigualdad  <,<,>,  o  s  .  Resolver  una  desigualdad  significa  encon- 
trar  todos  los  vaJores  de  la  variable  para  los  cuales  el  enunciado  cs  cierto.  Estos 
valores  son  llamados  soluciones  de  la  desigualdad. 

Por  ejemplo,  las  siguientes  son  desigualdades  que  involucran  una  variable,  x.- 

T  .V  -b  1 

x-l-5<8  2x-3>4  x2-1<3  - ;r  >  0 

X  —  2 

Al  trabajar  con  desigualdades  necesitaremos  conocer  ciertas  propiedades  que 
estas  cumplen: 

Empecemos  por  la  propiedad  de  tricotomia,  la  cual  establece  que  cua- 
lesquiera  dos  numeros  son  iguales  o  uno  de  ellos  es  menor  que  el  otro. 

Para  cualquier  par  de  numeros  reales  a  y  b. 


a<boa  =  hob<a 

\  _  I 

Si  /)  =  0,  la  ley  de  tricotorm'a  establece  que,  para  cualquier  numero  a, 
a  <0  0  (2  =  0  o  a  >  0 

Esto  es,  cualquier  numero  real  es  negativo,  cero  o  positive,  un  hecho  que  ya  habiamos 
notado. 

Para  cualquier  numero  real,  tenemos 

>  0 


En  las  propiedades  siguientes,  a,  b  y  c  son  numeros  reales. 

Si  a  <  b  y  b  <  c,  entonces  a  <  c. 

Si  a  >  b  y  b  >  c,  entonces  a>  c. 


Si  a  <  b,  entonces  a  +  c  <  b  +  c. 
Si  a>  b,  entonces  a  +  c  >  b  +  c. 


La  propiedad  de  suma  afirma  que  el  sentido,  o  direccidn,  de  una  desigual¬ 
dad  no  cambia  si  se  suma  el  mismo  numero  a  cada  lado. 


Si  (2  <  />  y  si  c  >  0,  entonces  ac  <  be. 

Si  a  <  b  y  si  c  <  0,  entonces  ac  >  be. 

Si  a  >  b  y  si  c  >  0,  entonces  ac  >  be. 

Si  a  >  b  y  si  c  <  0,  entonces  ac  <  be. 
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Propiedad  del  reciproco 
para  desigualdades 


Procedimientos  que  no 
alteran  el  simbola  de 
desigualdad 


Procedimientos  que  invierten 
el  sentido  o  direccion  del 
simbolo  de  desigualdad 


E  .1  E  M  P  E  O  1 


Las  propiedades  de  multiplicacion  afirman  que  el  sentido,  o  direccion,  de 
una  desigualdad  no  cambia  si  cada  iado  se  multiplica  por  un  numero  real  positivo', 
pero  si  cada  iado  se  multiplica  por  un  numero  real  negaiivo,  si  se  invertird  la 
direccion. 

La  propiedad  del  reciproco  afirma  que  el  reciproco  de  un  numero  real  posi¬ 
tivo  es  positivo  y  el  de  un  numero  real  negativo  es  negative. 


Si  a  >  0,  entonces  —  >  0. 

a 


Si  a  <  0,  entonces  —  <  0. 

a 


Resolucion  de  desigualdades 

Dos  desigualdades  que  tienen  exactamente  el  mismo  conjunto  solucion  son  11a- 
madas  desigualdades  equivalentes. 

Como  en  las  ecuaciones,  un  metodo  para  resolver  una  desigualdad  es  reem- 
plazarla  por  una  serie  de  desigualdades  equivalentes,  hasta  que  se  obtenga  una  de¬ 
sigualdad  con  una  solucion  obvia,  tai  como  x  <  3.  Obtenemos  desigualdades 
equivalentes  aplicando  alguna  de  las  operaciones  que  se  usaron  para  encontrar 
ecuaciones  equivalentes.  La  propiedad  de  adicion  y  las  propiedades  de  multipli¬ 
cacion  constituyen  la  base  para  proceder  como  sigue: 


1.  Simplificar  ambos  iados  de  la  desigualdad  reduciendo  t^rminos  semejantes  y  eliminando 
par^ntesis: 

Reemplazar  {x  +  2)  +  6  >  lx  +  (x  +  I) 
por  X  -r  8  >  3x  -I-  1 

2.  Sumar  o  restar  la  misma  expresidn  a  ambos  Iados  de  la  desigualdad: 

Reemplazar  3x  -  5  <  4 

por  (3x  —  5)  -I-  5  <  4  -f  3 

3.  Multiplicar  o  dividir  ambos  Iados  de  la  desigualdad  por  la  misma  expresibn  positiva: 


Reemplazar 


4x  >  1 6  por 


4  4 


1.  Intercambiar  los  Iados  de  la  desigualdad: 

Reemplazar  3  <  x  por  x  >  3 

2.  Multiplicar  o  dividir  ambos  Iados  de  la  desigualdad  por  la  misma  exprcsion  ncpaliva: 

Reemplazar  —  2x  >  6  por  — ^  ^ 


Ri’sohu  u'm  tit  unci  (Icsigualiliul 

Resolver  la  desigualdad  4x  -f  7  S;  2x  —  3,  y  hacer  la  grafica  del  conjunto  solucion. 
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FIGURA  15 

—5  s  .V  <  “  0  [  —  5. 
- 1 _ r  !  : 


-4  -3 


.1  F  M  P  I  () 
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-1-  7  > 

2x  - 

3 

4x  7 

-7  2: 

2x  - 

3-7 

II 

4x  > 

2x  — 

10 

4x  - 

IV 

2x  — 

O 

1 

U.  -  : 

2x  ^ 

-10 

2x 

-10 

—  > 

-..iihL-.  s.;-.,  -  .  ‘  •  I  ! 

2 

2 

Ill  I.!t»  :  la  /  ;■  ;l- 1.  V  111*  .  w  1 

X  > 

-5 

solucion 

es  {x\ 

-5  < 

X  <  oo)  0 

,  utilizando  notacion  de  intervales,  to- 

dos  los  numeros  en  el  intervalo  [  —  5,  °°). 

Vease  la  grdfica  en  la  figura  15.  ■ 

■  Ahora  resiielva  el  problema  1. 

Rl  lil/i 

Resolver  la  desigualdad  — 5  <  3x  —  2  <  1,  y  tracer  la  grafica  del  conjunto  solucion. 
La  desigualdad 

-5  <  3.r  -  2  <  1 


FIGURA  16 

-1  <,V<  1  0  (-1,  1) 

- ^ - 1 - ^ ^ _ i - L 

-3-2-10  i  2 


es  equivalente  a  las  dos  desigualdades 

—  5  <  3a:  ~  2  y  3a:  —  2  <  1 

Resolveremos  cada  una  de  eslas  desigualdades  por  separado.  Para  la  primera 
desigualdad, 


-5 

< 

3x  - 

-  2 

-5  -H  2 

< 

3x  - 

-2  +  2 

-3 

< 

3x 

-3 

3^ 

3 

3 

-1 

< 

X 

La  segunda  desigualdad  se  resuelve  como  sigue: 

3a:  -  2  <  1 

3x-2-h2<l-^2  V.:.:- 

3x  <  3  ...i.iiliiii 


X  <  1  ill 


;i<  I. 


El  conjunto  solucion  de  la  pareja  de  desigualdades  original  consiste  de  todas  las  x 
para  las  cuales 

—  1  <  X  y  X  <  1 

Lo  cual  puede  ser  escrito  de  manera  mcis  breve  como  {x  |  —  1  <  x  <  1 ) .  En  notacion 
de  intervales,  la  solucidn  es  (—1,  1).  Vease  la  grffica  en  la  figura  16.  ■ 
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FIGURA  17 

-oo  <  X  <  4  0  3 

( — “o.  —4)0  (3,  o«) 
-j _ i _ \ — I — I — L_ 

-5  -4  -3  -2  -1  0 


Observemos  en  este  proceso  que  la  solucion  de  ambas  desigualdades  requirieron 
exactamente  de  los  mismos  pasos.  Una  foirna  abreviada  de  resolver  la  desigualdad 
original  es  tratar  con  las  dos  desigualdades  al  mismo  tiempo,  como  sigue: 

-5  <  3x  -  2  <1 

—  5  +  2  <  3x  —  2  +  2  1  +  2 


-3  < 

3x 

<  3 

-3 

^  3 

- < 

3 

3 

3 

-1  < 

.X 

<  1 

B  Ahora  resuelva  el  problema  11. 

Para  resolver  desigualdades  que  contengan  polinomios  de  grado  2  o  mayores,  asi 
como  expresiones  racionales,  las  reacomodamos  de  modo  que  la  expresion  polinomial 
0  racional  este  en  el  lado  izquierdo  y  el  cero  del  lado  derecho.  Un  ejemplo  nos  mostrara 
el  por  que. 

E  ()  3  ..  (li  1 

Resolver  la  desigualdad  x-  +  x  —  12  >  0,  y  hacer  la  grafica  del  conjunto  solucion. 

‘'■■riiCiiMi  Factorizamos  el  lado  izquierdo,  obteniendo 

X-  +  X  -  1 2  >  0 
(x  +  4)(,v  -  3)  >  0 

El  producto  de  dos  nilmeros  reales  es  positivo  si  ambos  factores  son  positivos  o  si 
ambos  factores  son  negatives. 


<  .v  < 


,\MBOS  NFX.AIIVOS  O 

x  ■  4  <  0  y  X  -  3  <  0 
X  <  -4  y  .V  <  .S 
Lo.s  mnncnis  .v  que  son  menore.s  que 
—4  y  al  mismo  tiempo  menores 
que  3  son  simplemenle 

.t  <  -4  0 


AMBOS  POSITIVOS 

x  +  4  >  0  y  .V  -  3  >  0 

.V  >  —4  y  ..V  >  3 
Los  numeros  .v  que  son  mayores  que 
-4  y  al  mismo  tiempo  mayores 
que  3  son  simplemcnte 

X  ■  3 


III.!-  El  conjunto  solucion  es  {xj  — oo  <  x  <  —4  o  3  <  x  <  oo}.  En  notacion  de  interva- 

1  2  3  4  5  los  escribimos  la  solucion  como  (-o°,  -4)  o  (3,  Vease  la  figura  17.  B 


Tambien  podemos  obtener  la  solucion  a  la  desigualdad  del  ejemplo  3  por  otro 
metodo.  Factorizamos  el  lado  izquierdo  de  la  desigualdad  de  modo  que  se  trans¬ 
forme  en  (x  +  4)(x  —  3)  >  0,  como  antes.  Luego  usumos  la  recta  de  los  numeros 
reales  para  construir  una  grafica  que  utilice  las  soluciones  de  la  ecuacion 

X-  +  X  -  1 2  =  (X  +  4)(x  ~  3)  =  0 

que  son  x  =  —4  y  x  =  3.  Estos  numeros  dividen  la  recta  de  los  numeros  reales  en 
tres  intervalos:  —oc  <  .v  <  —4,  —4  <  x  <  3,  and  3  <  x  <  o®.  Vease  la  figura  18(a). 
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FIGURA18 


<  x<  -4 


-4  <x<3 


3  <  x<  “ 


(a) 

(b) 


_ I _ I _ I _ L 


-j — 4- 


-6  -5  -4  -3  -2  -1  0  1  2  3  4  5 


x+4:  -  -  - 
x-3: - 


(c)  (x+4)(x-3):  +  +  + 


+  +  +  +  +  +'+  +  +  + 

-  -  -  -  -  -I+  +  +  + 


(d) 


+  +  +  + 


J _ I _ L 


-6  -5  -4  -3  -2  -1  0  1  2  3  4  5  6  7 


Ahora,  si  x  <  —4,  entonces  x  -I-  4  <  0.  Indicamos  este  hecho  acerca  de  la  ex- 

presion  x  -I-  4  colocando  signos  menos  ( - )  a  la  izquierda  de  —  4.  Vease  la  figura 

18(b).  Si  X  >  —4,  entonces  x  -t-  4  >  0.  Indicamos  este  hecho  acerca  de  x  -I-  4  colo¬ 
cando  signos  mas  a  la  derecha  de  —  4. 

De  manera  analoga,  si  x  <  3,  entonces  x  —  3  <  0.  Indicamos  este  hecho  acerca 
de  X  —  3  colocando  signos  menos  a  la  izquierda  de  3.  Si  x  >  3,  entonces  x  -  3  >  0, 
lo  cual  indicamos  colocando  signos  mas  a  la  derecha  de  3.  Vease  la  figura  18(b). 

Ahora  preparemos  la  figura  18(c):  como  sabemos  que  las  expresiones  x  -b  4 
y  X  —  3  son  ambas  negativas  para  x  <  -  4,  deducimos  que  su  producto  es  positivo 
para  x  <  —  4.  Como  sabemos  que  x  —  3  es  negative  y  x  -I-  4  es  positivo  para 
—  4  <  X  <  3,  deducimos  que  su  producto  es  negative  para  —  4  <  x  <  3.  For  ultimo, 
como  ambas  expresiones  son  positivas  para  x  >  3,  su  producto  es  positivo  para  x  >  3. 
Colocamos  signos  mas  y  menos  como  se  muestra  en  la  figura  18(c)  para  indicar  lo 
anterior. 

For  ultimo,  en  la  figura  18(d)  mostramos  sobre  la  recta  numerica  en  donde  es 
positiva  la  expresion  (x  -I-  4)(x  —  3).  Como  antes,  la  solucion  a  la  desigualdad  ori¬ 
ginal  (x  +  4)(x  —  3)  =  x~  -b  X  —  12  >  0  es  [x\  —°o  <  x  <  —4  o  3  <  x  <  oo). 

El  estudio  precedente  demuestra  que  el  signo  de  cada  factor  en  una  expresidn 
es  el  mrsmo  en  cada  intervale  en  que  fue  dividida  la  recta  de  los  numeros  reales. 
En  consecuencia,  un  enfoque  altemo  y  m^s  sencillo  para  obtener  la  figura  18(c) 
serfa  seleccionar  un  numero  de  prueba  en  cada  intervale  y  usarlo  para  evaluar  cada 
factor  a  fin  de  ver  si  es  positivo  o  negative.  Fodemos  seleccionar  cualquier  numero 
del  intervale. 

En  la  figura  19(a),  los  numeros  de  prueba  —  5,  1,4  que  seleccionamos  est^n 
en  azul.  Fara  x  -b  4,  insertamos  signos  menos  debajo  de  —0°  <  x  <  —4,  porque,  pai'a 
el  numero  de  prueba  —5,  el  valor  de  x  -b  4  es  — 5  -b  4  =  —  1,  un  numero  negative. 


<  x<  -4 


-4  <  X  <  3 


3  <  X  < 
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(d) 


I 

I  I  ^  I  I  I  I 

1 

1141 

1 

-6  -5  -3  -2  -1  0 

12  3  4 

5 

x+4:  -  -  -1  +  +  +  + 

+  +  '  +  + 

+ 

+ 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

-  -  +  + 

+ 

+ 

x-3):  +  +  +  -  -  -  - 

1 

-  -  ,  +  + 

+ 

+ 

^  11^1 _ 1 _ 1 _ ^ _ 

J _ ^ ^ ^ _ 

-6  -5  -4  -3  -2  -1  0  1  2  3  4  5  6  7 


FIGURA  19 


T 
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Continuando,  insertamos  signos  mas  debajo  dt  —4  <  x  <  3  porque,  para  el  numero 
de  prueba  1,  el  valor  de  .«  +  4  es  1  +  4  =  5,  un  numero  positivo.  Este  proceso  se 
continua  para  cada  factor  y  cada  intervalo  con  el  fin  de  obtener  la  figura  19(b).  El 
resto  de  la  figura  19  se  obtiene  como  antes. 

Emplearemos  el  metodo  de  utilizar  un  numero  de  prueba  para  resolver  de¬ 
sigualdades  en  otro  ejemplo  que  muestra  todos  los  detalles. 

EJEMPLO  4  Resolmiim  de  ima  desiguaUkul  cuadrdtica 

Resolver  la  desigualdad  4x  +  12,  y  hacer  la  grdfica  del  conjunto  solucion. 

SdlucitMi  Primero  reacomodamos  la  desigualdad  de  modo  que  en  el  lado  derecho  estd  el  0: 

^  4x  +  12 
x^  -  4x-  12  <  0 

(.V  -I-  2)(x  —  6)  :£  0  l  iieliiri/ar 

Luego  hacemos  el  lado  izquierdo  igual  a  0  y  resolvemos  la  ecuacidn  resultante: 

{x  +  2)(x  —  6)  =  0 

Las  soluciones  de  la  ecuacion  son  — 2  y  6,  y  dividen  la  recta  de  los  numeros  reales 
en  tres  intervalos: 


—  oo  <  X  <  — 2  —2<x<6  6  <  X  <  oo 


Vease  la  figura  20. 


FIGURA  20 


-•y-  <x<-2 


-2  <  X  <  6 


6  <  x<  cc 


(a) 

(b) 

(c)  I 

(d) 


1 

1  1  ^  1  1 

1 

1  1  1  1  1  ^ 

1  , 

-4  -3  -2  -1  0 

1  2  3  4  5  6 

■7 

8 

x+ 2:  -  --|+  +  +  +  +  +  +  +  +  +  '+ 

+ 

+ 

1 

1 

J 

1 

1 

1 

UD 

1 

- + 

+ 

+ 

x-6):  +  +  +  ' -  - 4- 

1 

+ 

+ 

— '  '  ■ 

-J _ \ _ ^ _ I _ 1 

_L_ 

— 1 - - 

-4  -3  -2  -1  0  1  2  3  4  5  6  7 


Ahora,  para  el  numero  de  pmeba  —3,  encontramos  quex  -1-2  =  —3!  2  -  — 1, 
un  numero  negative,  de  modo  que  colocamos  signos  menos  debajo  del  intervalo 

—  CO  •<  X  <  —2.  Para  el  numero  de  prueba  1,  encontramos  x  -I-  2  =  1  -I-  2  =  3,  un 
numero  positivo,  de  modo  que  colocamos  signos  mas  debajo  del  intervalo 

—  2  <  X  <  6.  Continuando  de  esta  manera  obtenemos  la  figura  20(b). 

Ahora  colocamos  los  signos  del  producto  (x  +  2)(x  -  6)  de  la  figura  20(c). 
Como  queremos  conocer  en  donde  es  negative  el  producto  (x  -I-  2)(x  -  6),  con- 
cluimos  que  las  soluciones  son  los  numeros  x  para  los  cuales  — 2  <  x  <  6.  Sin  em¬ 
bargo,  ya  que  la  desigualdad  original  no  es  estricta,  los  numeros  x  que  satisfacen  la 
ecuacion  x^  4^  -1-  12  tambien  son  soluciones  de  la  desigualdad  x^  s  4x  -7  12.  Por 
tanto,  incluimos  —2  y  6,  y  el  conjunto  solucion  de  la  desigualdad  dada  es  {xj  —  2 
<  X  ^6},  esto  es,  todas  las  x  en  [  — 2,  6].  Vease  la  figura  20(d).  ■ 

■  Ahora  rcsuelva  los  problemas  15  y  21. 
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Hemos  resuelto  desigualdades  reacomodando  las  expresiones  de  modo  que 
aparezca  un  cero  en  el  lado  derecho,  haciendo  el  lado  izquierdo  igual  a  cero  y  re- 
solviendo  la  ecuacidn  rcsultante.  Las  soluciones  son  utilizadas  para  dividir  la  recta 
de  los  numeros  reales  en  intervalos.  ^Pero  que  pasa  cuando  la  ecuacion  resultante 
no  tiene  solucion  real?  En  ese  caso  contamos  con  el  resultado  siguiente. 

Ti-orcmii  Si  una  ecuacion  polinomial  no  tiene  soluciones  reales,  el  polinomio  siempre  es  posi¬ 
tive  0  siempre  es  negative.  ■ 

Por  ejemplo,  la  ecuacion 

-l-  5x'  -)-  8  =  0 

no  tiene  soluciones  reales.  (^Advierte  por  que?  Porque  su  discriminante,  Ir  —  Aac  = 
25  —  32  =  —7  es  negative.)  Por  lo  tanto,  el  valor  de  x-  +  5x  -I-  8  siempre  sera  po¬ 
sitive  o  negative.  Para  ver  cual  es  el  sentido  cierto,  probamos  su  valor  en  algun 
numero  (0  es  el  mas  facil).  Ya  que  0‘  -I-  5(0)  +  8  =  8  es  positive,  concluimos  que  x'- 
-I-  5x  -I-  8  >  0  para  toda  x. 


C  J  F  \I  P  [  ()  5  Rcsdliirion  //  ;f/‘"  ilcsiy  idlihul  polinoitin: 

Resolver  la  desigualdud  x"*  <  x  y  hacer  la  grafica  del  conjunto  solucion. 

Siilucioii  Reescribimos  la  desigualdad  de  modo  que  0  este  en  el  lado  derecho: 

.x'’  <  X 

x”*  -  X  <  0 

Despues  procedemos  a  factorizar  el  lado  izquierdo: 

x'*  -  X  <  0 
x(x^  -  1 )  <  0 
x(x  —  l)(x^  +  X  -h  1)  <  0 

Las  soluciones  de  la  ecuacidn 

x(x  -  l)(x^  +  X  +  1)  =  0 

son  solo  0  y  1,  ya  que  la  ecuacion  x‘  +  x  -I-  1  =  0  no  tiene  soluciones  reales.  Nota- 
mos  que  la  expresion  .x-  +  x  -I-  1  siempre  es  positiva.  (^.Advierte  por  qu^?)  Ahora 
usamos  0  y  1  para  separar  la  recta  de  los  numeros  reales  en  tres  intervalos: 

-oo<x<0  0<x<l  l<x<°° 

Despucs  construimos  la  figura  21  que  muestra  los  signos  de  x,  x  —  1  y  x‘  -t-  x  +  1. 
Observe  que  como  x-  -h  x  +  1  >  0  para  toda  x,  colocamos  signos  mas  a  continua- 
cion  de  ella. 


FIGURA  21  — <x<0  I  0<x<1  I  1<x<c» 

^ - «-!-< - >-1-. - 

I  I 

- ^ - 4 - 4 - ^ - 

-1  0  I  1  2 

x:  -  --  --  +  +  +  +  +  +  +  + 

x-1:  -  --  --  I-  -  -  +  +  +  +  + 

x^+x+1:  +  +  +  +  +1+  +  +i+  +  +  +  + 


x(x- 1)(x^+ x+ 1):  +  +  +  +  +  I 


-  -  I  +  +  +  +  + 
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FIGURA  22 

0  £  .1  ^  I  0  [0,  1 J 

- 1 - 1 - 1 - L 

-10  12 


fc  J  K  M  P  L  ()  ft 


Como  queremos  saber  en  donde  x'*  <  j:  o,  de  manera  equivalente,  donde 
x(x  —  l)(x^  +  X  +  1)^0,  concluimos  de  la  figura  21  que  el  conjunto  solucion  es 
{x|0  <  X  <  1 ),  esto  es,  toda  x  en  [0,  1],  Vease  la  figura  22.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 

Kr  .  ihn  ,,>n  cl(  iiiui  ill  .iklail  nii  iiiiuil 

4,r  +  5 

Resolver  la  desigualdad  — ^  ^  —  3,  y  hacer  la  grafica  del  conjunto  solucion. 


Soliiciiin  Primero  observamos  que  el  dominio  de  la  variable  consiste  de  todos  los  numeros 
reales  exceptuando  a  —2.  Reacomodamos  los  tdrminos  de  modo  que  0  aparezca  en 
el  lado  derecho: 


4x  +  5 
- >  3 

X  +  2 


FIGURA  23 

--j-<x<-2  -2<x<^ 

I  I 

.. - - 

I  I 

_ I _ I _ ^ _ I _ I _ 4 _ I _ I _ 

-4  -2-10123 

x-1: - I - >  +  + 

x+ 2:  -  --'+  +  +  +  +  +  + 

Xjll-  +  +  +1 - 1+  +  + 

x+  2' 

FIGURA  24 

— '*><.v<— 2o  1  <x<“ 

(  -CO,  -2)  O  [1  ,  °o) 

J, _ I _ I _ ^ _ I _ I _ f _ I _ I _ It, 

-5-4-3-2-10  1  2  3  4 


4x  +  5 
X  +  2 


-  3  >  0 


4x  +  5  -  3(x  +  2) 

X  +  2 


kccsiTihii 


X  ~  1 

X  +  2 


>  0 


■  iniplilii  !r 


iim*  ?r. 


El  signo  de  la  expresidn  racional  depende  de  los  signos  de  su  numerador  y  de  su  de- 
nominador.  Por  tanto,  para  una  expresidn  racional,  separamos  la  recta  de  los  numeros 
reales  en  intervalos  utilizando  los  numeros  obtenidos  haciendo  el  numerador  y  el  de- 
nominador  iguales  a  cero.  Para  este  ejemplo,  son  —2  y  1.  Vease  la  figura  23. 

La  Ifnea  inferior  en  la  figura  23  revela  los  numeros  x  para  los  cuales 
(x  —  l)/(x  +  2)  es  positiva.  Sin  embargo,  queremos  conocer  en  donde  la  expresion 
(x  —  l)/(x  +  2)  es  positiva  o  cero.  Ya  que  (x  —  1  )/(x  +  2)  =  0  solo  si  x  =  1,  con¬ 
cluimos  que  el  conjunto  solucion  es  [x|  — <  x  <  — 2  o  1  <  x  <  '»),  esto  es,  to- 
das  las  x  en  (  —  OO^  -2)0  [1  ).  Ve'ase  la  figura  24.  ■ 

En  el  ejemplo  6,  tal  vez  se  sorprendio  porque  no  multiplicamos  primero  am- 
bos  lados  de  la  desigualdad  por  x  +  2  para  quitar  el  denominador.  La  razon  es  que 
no  sabemos  si  x  -I-  2  es  positive  o  negative  y,  como  consecuencia  de  ello,  no  sabe- 
mos  si  podemos  inveitir  el  sentido  del  signo  de  la  desigualdad  dcspues  de  multiplicar 
por  X  -I-  2.  Sin  embargo,  no  hay  nada  que  nos  irnpida  multiplicar  ambos  lados  por 
(x  +  2)^,  que  siempre  es  positive,  ya  que  x  A  —2.  (^Advierte  por  que?)  Entonces 


4x  +  5  ,  , 

— (X  +  2)^  ^  3(x  +  2)^ 

(4x  -h  5)(x  +  2)  >  3(x-  +  4x  +  4) 
4x2  -5  13x  10  >  3x2  +  i2j.  +  12 

x2  X  -  2  >  0 

(x 2)(x  -  1)  >  0  X  ^  -2 


Esta  ultima  expresion  conduce  al  mismo  conjunto  solucion  obtenido  cn  el  ejemplo  6. 
■  Ahora  resuelva  el  problema  41. 
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Veamos  una  desigualdad  que  involucra  valor  absoluto. 


E  J  E  M  P  L  O  7 


Resolitcian  Je  una  desiguahlail  que  involucra  un  valor  absoluto 

Resolver  la  desigualdad  |j:|  <  4  y  hacer  la  grafica  del  conjunto  solucidn. 


Solucion 

FIGURA25  -4<x<4o(-4, 4) 

I  A  menos  de  4  unidades  i 
-  de  origen  - 

-I _ _ L_^ _ ^ _ I  I  _ I _ ^ 

-5-4-3-2-10  1  2  3  4 


Estamos  buscando  todos  los  puntos  cuya  distancia  ai  origen  sea  menor  que 
4  unidades.  Para  una  ilustracion  vease  la  figura  25.  Puesto  que  cualquier  ;i:  entre 
— 4  y  4  satisface  la  condicidn  \x\  <  4,  el  conjunto  solucion  consiste  de  todos  los 
numeros  x  para  los  cuales  —4  <  x  <  4,  esto  es,  todas  las  x  en  (—4,  4).  ■ 


E  J  E  \1  P  L  O  8 


Resolucibn  de  una  desi^’ualdad  que  involucra  un  valor  ahsoluli' 

Resolver  la  desigualdad  |x|  >  3  y  hacer  la  grafica  del  conjunto  solucidn. 


Solucion 


FIGURA  26 

-oo  <  X  <  — 3  0  3  <  X  < 

( -  —  3)  0  (3,  “>) 

_ I _ ^ I — I _ I — ^ ^ t ^ 

-5  -4  -3-2-101234 


Buscamos  todos  los  puntos  x  cuya  distancia  al  origen  sea  mayor  que  3  unidades.  La 
figura  26  ilustra  la  situacidn.  Concluimos  que  cualquier  x  menor  que  —3  o  mayor 
que  3  satisface  la  condicidn  |x|  >  3.  En  consecuencia,  el  conjunto  solucidn  consiste 
de  todos  los  numeros  x  para  los  cuales  — 0°  <  x  <  —3  o  3  <  x  <  °<>,  esto  es,  todas 
las  x  en  (  — °°,  —3)  0  (3,  00),  ■ 

Llegamos  asi  a  los  resultados  siguientes; 


Tcorenia  Si  a  es  cualquier  numero  positive,  entonces 


i 

\u\ 

<  a 

es  equivalente 

<  u  <  a 

1 

(1)  f 

<  a 

es  equivalente 

—a  <  ii  s  a 

(2)  1 

>  a 

es  equivalente 

u  <  ~a  0  u  >  a 

(3) 

|h| 

>  a 

es  equivalente 

—a  0  a 

(4) 

E  J  E  M  P  L  O  9 


Resolucibn  de  una  desigualdad  que  involucra  un  valor  absoluto 

Resolver  la  desigualdad  j2x  4!  <  3  y  hacer  la  grafica  del  conjunto  solucidn. 


Solucion 


FIGURA  27 


-J - L_(J _ ^ 1 - ^  ! - L 

-5  _Z  -2  _10  2  4 

2  2 


|2x  +  4|  <3 

-  3  <  2x  -f  4  <3 
-3-4<2x  +  4-  4<3 


twin  lieni.-  la  fnrma  dc  la  prllpn^icin^  (2);  la  expresirin 
u  =  lx  ^4  cMa  dfiUro  dc  las  harras  dc  valnr  ahsoluln. 

Aplicar  la  ecuacidn  (2). 

4  kestar  4  de  cada  parte 


2x  <-l 


Simplificar. 


-7  2^ 

2  ~  2 

7 


1 

~  Dividit  cnirc  2  cada  pane 

1 

~  Simplincar. 


El  conjunto  solucidn  es  {x|  — |  <  x  ^  —5),  esto  es,  todas  las  x  en  [— |,  — :j].  Vease 
la  figura  27. 
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■  Ahora  resuelva  el  problema  49. 


E  .1  E  M  P  L  O  1  0 


Rcsohn  ion  ilc  inui  drsiniuihiad  qm  involiu  ra  vidor  tih.uduh- 
Resolver  la  desigualdad  \lx  —  5|  >  3,  y  hacer  la  grdfica  del  conjunto  solucidn. 


Solucion 


\lx  -  5|  >  3 


KsK)  licnc  Li  lorma  dc  la  pn>pt>‘»icmn  cxprcsion 
»  li  —  csii'i  dcnlro  ilc  1.;-  harras  do  valor  absoUuo, 


2x  —  5  <  —3 
2jc-5  +  5<-3  +  5 
2x  <  2 
lx  ^  7^ 

T  2 

a:<  1 


0  2a:  —  5  >  3 

o  2x  —  5  +  5>3  +  5 
o  2x  >  8 


o  X  >  4 


Aplicar  la  cciiavion  (.<1 
Siimar  5  a  cada  par»t . 
Siinpliricar. 

|)i\idir  ciiirc  J  .  !a  parte 
Sinipldicar. 


FIGURA  28 

-oo  <  X  <  1  o  4  <  X  <  °°; 

( —  I )  0  (4, 

,  I  I _ I _ 4 - 1 - 1 - !(. _ L 

-2  -1  0  1  2  3  4  5 


J _ L 

6  7 


El  conjunto  solucidn  es  {x|  — oo<x<l  o4<x<«>},  esto  es,  todas  las  x  en 
(— oo,  1)  o  (4,  <=o).  Vease  la  figura  28.  ■ 


Advertencia:  Un  error  cornun  es  escribir  la  solucidn  x  <  1  o  x  >  4,  como  1  >  x  >  4,  lo  cual 
es  incorrecto,  ya  que  no  existen  numeros  x  para  los  que  x  <  1  y  x  >  4.  Otro  error  cornun  es 
“mezclar”  los  sfmbolos  y  escribir  1  <  x  >  4,  lo  que,  por  supuesto,  no  tiene  sentido. 


Ejercicio  1.4 


Eu 


los  problemas  del  1  al  56,  resuelva  cada  desigualdad  y  haga  la  grdfica  del  conjunto  solucion 
1.  .3x  -  1  >  3  +  X  T.  _  0  >  X  -c  V  X  -or.  X  xr  ^ 


4. 


-3(1  -  x)  <  12 


7.  kx-A)>x  + 


2.  2x-  2>  3  +  X 
5.  4  -  3(1  -  x)  <  3 

8.  3x  +  4  >  j(x  -  2) 


3. 

6. 

9. 


-2(x  -r  3)  < 
8  -  4(2  -  x) 

—  &  I  -  — 

2  4 


<  -2.V 


10. 

X  „  X 

—  >  2  +  — 

3  6 

11. 

0  <  2x  -  6  <  4 

13. 

-5  <  4  -  3x  £  2 

14. 

-3  <  2  -  2x  <  9 

16. 

(x  -  l)(x  +  2)  <  0 

17. 

-x2  -b  9  >  0 

19. 

.1-2  -rx>  12 

20. 

x2  +  7x  <  -  12 

22. 

x(x  -t-  1)  >  2 

23. 

4x2  -b  9  <  6x 

25. 

(x  -  l)(x2  -r  X  +  1)  >  0 

26. 

(x  +  2)(x2  -  X  -b  1)  >  0 

28. 

(x  -b  l)(x  +  2)(x  -b  3)  <  0 

29. 

-x2  -b  2x2  -b  3x  <  0 

31. 

X'*  >  x2 

32. 

x2  <  4x 

34. 

x-^  <  3x2 

35. 

'  <0 

1  -  X 

37. 

(X-  l)(x-b  1) 

X 

38. 

(x~3)ix  +  2) 

X  -  1 

12.  4<2x  +  2<10 

15.  (x  -  5)(x  -r  2)  <  0 

18.  -x2  -I-  1  >  0 

21.  x(x  -  7)  >  8 

24.  25x2 -r  16  <  40x 

27.  (x  -  l)(x  -  2)(x  -  3)  <  0 

30.  — x^  —  2x2  +  8;f  <  0 


33.  x^  >  x2 


36. 

39. 


3  -  .y 
X  +  1 


<0 


(X  -  2)2 
x2-  1 


>0 
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X  +  5 

X  +  4 

X  +  2 

40. 

-  s - s  0 

41. 

- <  1 

42. 

- a  1 

X-  -  4 

X  -  2 

X  -  4 

2x  r-  5  X  -1-  1 

1  3 

43. 

44. 

45. 

A 

oo 

X  +  1  X  —  1 

X  E  2  X  -r  1 

46. 

[3x1  -  12 

47. 

|3x|  :>  12 

48. 

|2x|  >  6 

49. 

lx  -  2|  <  1 

50. 

|x  +  4!  <  2 

51. 

|3?  -  2|  <  4 

52. 

\2u  +  5!  <  7 

53. 

|x  -  3|  >  2 

54. 

|x  -h  3!  s  2 

55. 

1 1  -  4x|  <  5 

56. 

1 1  ~  2x|  <  3 

57.  E.\prese  el  hecho  de  que  x  difiere  de  2  en  menos  de  ^  como  una  desigualdad  que  involucre  valor  absolute.  Resuelva  para  x. 

58.  Exprese  el  hecho  de  que  x  difiere  de  -  I  en  menos  de  I  como  una  desigualdad  que  involucre  valor  absolute.  Resuelva  parax. 

59.  Exprese  el  hecho  de  que  x  difiere  de  -3  por  mas  de  2  como  una  desigualdad  que  involucre  valor  absolute.  Resuelva  para  x. 

60.  Exprese  el  hecho  de  que  x  difiere  de  2  en  mSs  de  3  como  una  desigualdad  que  involucre  valor  absolute.  Resuelva  para  x. 

61.  /( ■'  ...  La  temperatura  “normal”  del  cuerpo  humane  es  de  98.6  °  F.  Si  una  temperatura  x  que  difiere  de 

la  normal  por  al  menos  1.5°  es  considerada  no  Sana,  escriba  la  condicidn  para  una  temperatura  no  Sana  x  como  una  de¬ 
sigualdad  que  involucre  valor  absolute,  y  resuelva  para  x. 

62.  ■  .  ■  .  En  Estados  Unidos  el  voltaje  casero  normal  es  de  1 15  voltios.  Sin  embargo,  no  es  raro  que  el  voltaje 

real  difiera  del  normal  en  5  voltios,  cuando  mucho.  Exprese  esta  situacion  como  una  desigualdad  que  involucre  valor  ab¬ 
solute.  Utilice  X  como  el  voltaje  real  y  resuelva  para  x.. 

63.  i  El  cargo  en  verano  por  consumo  de  electricidad  de  la  compafii'a  Commonwealth  Edison  es  de 

10.819  centavos  por  kilowatt-hora.‘  Ademas,  mensualmente  la  factura  de  electricidad  lleva  un  cargo  fijo  de  $9.06.  Si  la 
factura  del  ultimo  verano  varid  desde  $82.14  hasta  S279.63,  ^en  que  range  vario  el  consumo  (en  kilowatts-hora)? 

64.  /  ..  ,'n,  -  ■  i.cmi  La  Villa  de  Oak  Lawn  cobra  a  los  usuarios  domesticos  ,$17.76  por  trimestre  mas  $1.34  por  cada 
1000  galones  de  agua  utilizada  despuds  de  12,000  galones.'''  En  1991,  la  factura  trimestral  de  una  persona  varid  desde 
$49.92  hasta  $28.48.  ,^En  qu6  rango  varid  el  consumo  de  agua? 

65.  .  .Tp  ■  .■.■■■  ■  El  aumento  sobre  el  costo  del  distribuidor  de  un  automdvil  nuevo  vari'a  desde  un  12  hasta 

un  18%.  Si  cl  precio  marcado  es  de  $8800.00,  ^en  qud  range  variai'a  el  costo  del  distribuidor? 

66.  /'■  i,  ■  ,,.7  '  Una  prueba  cstandar  de  inteligencia  tiene  una  calificacidn 

promedio  de  100.  De  acuerdo  con  la  teon'a  estadi'stica,  de  las  personas  que 
toman  la  prueba,  el  2.5%  con  las  calificaciones  mis  alias  tendran  califica- 
ciones  superiores  en  mas  de  1.95crpor  arriba  del  promedio,  donde  tr  (sigma, 
un  numero  llamado  la  desviacion  estdndar)  depende  de  la  naturaleza  de  la 
prueba.  Si  cr  =  12  para  esta  prueba  y  no  hay  (en  principio)  Ifmite  superior 
para  la  calificacidn  de  la  prueba,  escriba  el  intervalo  de  calificaciones  posi- 
bles  para  las  personas  que  logren  ubicai'se  en  el  2.5%  superior. 

67.  En  la  clase  de  economi'a  usted  obtuvo  calificaciones  de  68,  82,  87  y  89  en 
sus  primeros  cuatro  de  cinco  eximenes.  Para  obtener  una  calificacidn  de 
B,  el  promedio  de  los  cinco  eximenes  debe  ser  mayor  o  igual  que  80  y 
menor  que  90.  Resuelva  una  desigualdad  para  encontrar  el  rango  de  la  cal¬ 
ificacidn  que  necesita  en  el  ultimo  examen  para  obtener  una  B. 

68.  Repita  el  problema  67  si  el  quinto  examen  cuenta  el  doble  que  cualquiera 
de  los  otros. 

69.  .  ,  .  Una  pelota  es  lanzada  verticalmente  hacia  arriba  con  una  velocidad 
inicial  de  80  pics  por  segundo.  La  distancia  x  (en  pies)  de  la  pelota  al  suelo 
despues  de  /  segundos  es  s  80t  —  I6t‘.  ^Calcule  el  intervalo  de  tiempo  en 
que  la  pelota  esta  a  mas  de  96  pies  del  suelo?  (Veasc  la  figura.) 

70.  Repita  el  problema  69  para  determinar  cuando  la  pelota  esta  a  menos 
de  64  pies  del  suelo. 

71.  El  ingreso  mensual  obtenido  por  la  venta  de  x  relojes  de  pulsera 
scra.v(40  0.2x)  ddlares.  El  costo  al  mayorco  de  cada  reloj  es  de  US  $28.00. 

^Cudntos  relojes  deben  venderse  cada  mes  para  obtener  una  ganancia  (in¬ 
greso  -  costo)  de  al  menos  US  ,S  1 00.00  ddlares? 

Fiu'nw.  Commonwealth  Edison  Co.,  Chicago,  Illinois,  1991. 

'’Fuenie-.  Villa  de  Oak  Lawn,  Illinois,  1991. 
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72.  El  ingrcso  mensual  obtenido  por  la  venta  de  .v  cajas  de  dulces  sera  ,r(5  —  0..5x)  ddlares.  El  costn  al  mayo- 
rco  dc  cada  caja  es  de  Si. 50.  ^Cuantas  cajas  deben  venderse  cada  mes  para  obtener  una  ganancia  de  al  menos  S60.00 
ddlares? 

73.  Si  a  >  0,  demuestre  que  el  conjunto  solucion  de  la  desigualdad 

X-  <  a 

consisie  de  todos  los  numeros  x  para  los  cuales 

-Vn  <x<  Va 

74.  Si  a  >  0,  demuestre  que  el  conjunto  solucidn  de  la  desigualdad 


consiste  de  todos  los  numeros  .v  para  los  cuales 

X  >  Va  0  .V  <  -  V a 


En  los  prohlemas  del  75  cd  82,  ulilice  los  resultados  de  los  problemas  72  y  74  para  resolver  cada 
desipualdad. 


75. 

79. 

83. 

84. 

85. 
Sft. 


.V-  <  I  76.  .v2  <  4  77.  .r-  ^  9 

.r2<)6  80.  81.  .v2>4 

Encuentre  k  tal  que  la  ecuacion  x-  +  /a  +  1  =  0  no  tenga  solucion  real. 

Encuentre  k  tal  que  la  ecuacion  kx'  -  2.v  +1=0  tenga  dos  soluciones  reales  distintas. 
Construya  una  desigualdad  que  no  tenga  solucion  y  una  que  tenga  exactamente  una  solucion. 
La  desigualdad  x-  +  I  •  —5  no  tiene  solucidn.  Explique  por  qu6. 


78.  x^  >  I 
82.  .r-  >  1 6 


Numeros  complejos  Una  propiedad  de  un  numero  real  es  que  su  cuadrado  es  no  negalivo.  Por  ejemplo, 

no  existe  numero  real  x  para  el  cual 

x-  =  - 1 


Para  remediar  esta  situacion,  introducimos  un  numero  llamado  unidad  imaginaria, 
que  denotamos  por  t  y  cuyo  cuadrado  es  —  1.  Asi, 


Esto  no  debe  sorprenderlo.  Si  nuestro  universo  consisticra  solo  de  enteros,  no 
habria  numero  x  para  el  cual  2x  fuera  igual  a  uno.  Esta  circunstancia  desafortunada 
se  remedio  al  introducir  en  el  dmbito  matematico  el  uso  dc  numeros  talcs  como  s  y 
L  los  numeros  racionales.  Si  nuestro  universo  consisticra  solo  de  los  numeros 
racionales,  no  habria  numero  x  cuyo  cuadrado  fuera  igual  a  2.  Esto  es,  no  habn'a 
una  X  tal  que  x^  fuera  igual  a  dos.  Para  remediar  esto  se  introdujeron  numeros  tales 
como  V2  y  'N/s,  los  numeros  irracionales.  Los  numeros  reales,  recordemos,  con- 
sisten  de  los  numeros  racionales  y  de  los  irracionales.  Ahora,  si  nuestro  universo 
consistiera  solo  de  numeros  realcs,  entonccs  no  habria  numero  x  cuyo  cuadrado  fuera 
—  1.  Para  remediar  esto  fue  que  se  introdujo  el  numero  /,  cuyo  cuadrado  cs  —  1. 

Asf,  cada  vez  que  los  matematicos  se  han  encontrado  ante  una  situacion  im- 
propia,  la  han  resuelto  introduciendo  un  sistcma  nuevo  y  adecuado  de  numeros. 
Cada  nuevo  sislema  de  numeros  contiene  al  sistema  anterior  como  un  suhconjunto. 
El  sistema  numerico  que  resulto  al  introducir  el  numero  i  es  llamado  sistema  de  los 
numeros  complejos. 
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Numeros  complejos 


Iguoldad  de  numeros 
complejos 


Sumo  de  numeros 
complejos 


Resto  de  numeros 
complejos 

E  J  K  M  P  I.  ()  1 


Los  numeros  complejos  son  aquellos  que  tienen  la  forma  a  +  bi, 
donde  ay  b  son  numeros  reales.  El  numero  real  a  es  llamado  parte 
real  del  numero  o  -t-  bi,  el  numero  real  b  es  la  parte  imaginaria  de 
o  bi. 

Por  ejemplo,  el  numero  complejo  —5  -I-  6/  tiene  parte  real  -5  y  parte 
imaginaria  6. 

Cuando  un  numero  complejo  est^  escrito  en  la  forma  a  -L  bi,  donde  ay  b  son 
numeros  reales,  decimos  que  esta  en  forma  est^ndar.  Pero  si  la  parte  imaginaria 
de  un  numero  complejo  es  negativa,  tal  como  en  3  -I-  (  — 2)(,  convenimos  en  es- 
cribirlo  en  la  forma  3  —  2i. 

Tambien,  el  numero  complejo  a  +  0/  por  lo  comtin  se  escribe  s61o  como  a. 
Esto  sirve  para  recordamos  que  los  numeros  reales  son  un  subconjunto  de  los 
numeros  complejos.  El  numero  complejo  0  -I-  bi  por  lo  comiin  se  escribe  como  bi. 
Algunas  veces  el  numero  complejo  bi  es  llamado  un  numero  imaginario  puro. 

La  igualdad,  suma,  resta  y  multiplicacion  de  numeros  complejos,  estdn 
definidas  de  modo  que  se  conserven  las  reglas  del  dlgebra  para  los  numeros  reales. 
Por  tanto,  dos  numeros  complejos  son  iguales  si,  y  solo  si,  sus  partes  reales  son 
iguales  y  sus  partes  imaginarias  son  iguales.  Esto  es, 


a  +  bi  =  c  +  di  si  y  solo  si  a  =  cyb  =  d  (1) 


A1  sumar  dos  numeros  complejos  se  forma  otro  numero  complejo  cuya  parte 
real  es  la  suma  de  las  partes  reales  de  los  numeros  complejos  originales,  y  cuya 
parte  imaginaria  es  la  suma  de  las  partes  imaginarias  de  dichos  numeros.  Esto  es, 


(a  -H  bi)  -I-  (c  -I-  di)  =  (a  +  c)  +  (b  +  d)i  (2) 


Para  restar  dos  numeros  complejos,  seguimos  la  regia 


{a  +  bi)  —  (c  +  di)  =  (a  —  c)  +  (b  —  d)i  (3)  | 


Sinmi  y  n  sui  dv  niimeros  rompU'Jn.s 

(a)  (3  50  +  (-2  -h  30  =  [3  -H  (-2)]  -I-  (5  +  3)i  =  I  +  8i 

(b)  (6  40  -  (3  -t-  60  =  (6  -  3)  (4  -  6)i  =  3  4-  (-2);  =  3-2/  ■ 


Q  Ahora  resuelva  el  problema  5. 


El  producto  de  numeros  complejos  se  calcula  como  se  ilustra  en  el  ejemplo  2. 
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K  ,1  E  M  P  L  O  2  Miilripliciicithi  dc  ntinu  ros  cnmpk  jn^ 

(5  +  30  ■  (2  +  70  =  5  •  (2  +  70  +  3((2  +  70  =  10  +  35;  +  6;  4-  2l0 

IVopiidi’  l  l))slribuli\*i  ) Dt'^lnhnlu.. 

=  10  +  4h'  +  21(-1) 

/  I 

=  -11+41/  ■ 

Con  base  en  el  procedimiento  del  ejemplo  2,  definimos  el  producto  de  dos 
numeros  complejos  por  la  fdrmula 


Producto  de  numeros 
Complejos 


{a  +  bi)  ■  (c  +  di)  =  {ac  —  bd)  +  {ad  +  bc)i  (4) 


No  se  preocupe  por  memorizar  la  formula  (4).  En  lugar  de  eso,  siempre  que  sea 
necesaiio  multiplicar  dos  numeros  complejos,  siga  las  reglas  de  la  multiplicacidn  de 
dos  binomios,  como  en  el  ejemplo  2,  recordando  que  =  —  1.  Por  ejemplo, 

(2/)(2/)  =  4/2  =  -4 

(2  +  /)(1  —  /)  =  2  —  2/  +  /  —  (2  =  3  —  / 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1 1 . 

Las  propiedades  conmutativa,  asociativa  y  distributiva  de  la  suma  y  la  multi- 
plicacion,  son  ciertas  para  los  numeros  complejos.  Sin  embargo,  la  propiedad  de 
que  todo  numero  complejo  distinto  de  cero  tiene  un  inverso  muUiplicativo,  o 
recfproco,  requiere  un  analisis  mds  cuidadoso. 


Conjugados 


Conjugodo  S\  z  =  a  +  bi  es  un  numero  complejo,  entonces  su  conjugado, 
denotado  por  z,  se  define  como 


z  =  a  +  bi  =  a  —  bi 


Por  ejemplo,  2  +  3/  =  2  —  3/  y  —6  —  2/  =  —6  +  2/. 

E  J  !•  M  P  L  O  3  Miillinlii  di  /iii  i-  .i-  ;  pur  \  i  ---liir 

Encuentre  el  producto  de  los  numeros  complejos  z  =  3  +  4/  y  su  conjugado  z. 

Como  z  =  3  —  4/,  tenemos 


ZZ  =  (3  +  4/)(3  -  4/)  =  9  +  12/  -  12/ 


16/2  =  9  +  15  =  25 
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El  resultado  obtcniclo  en  el  cjempio  3  tiene  una  generalizacion  imporlante: 

Ic'iiviiu;  El  producto  de  un  numero  complejo  por  su  conjugado  es  un  numero  real  no  nega¬ 
tive.  For  tanto,  si  s  =  a  +  bi,  entonces 

z;  =  (5) 

Si  z  =  <3  -I-  bi,  entonces 

zz  =  (a  +  bi)(a  —  bi)  =  —  ibi)^  =  —  b-fl  =  +  b^  ■ 

Para  expresar  el  reciproco  de  un  numero  complejo  distinto  de  cero,  z  en  la 
forma  estandar,  multiplicamos  el  numerador  y  el  denominador  por  su  conjugado  z. 
Por  tanto,  si  z  —  a  +  bi  es  un  numero  complejo  distinto  de  cero,  entonces 

1  =  g  "  bi 

a  +  bi  z  z  z  zz  («  +  t)i)(a  -  bi) 

a  —  bi 
-t-  b^ 


4 


a  b 

+  b^  +  b^ 


Escriba - en  forma  estandar  a  bi,  esto  es,  encuentre  el  reciproco  de  3  -I-  4/. 

3  +  4(  ^ 


iC:!  ■  !(>:  La  idea  es  multiplicar  el  numerador  y  el  denominador  por  el  conjugado  de  3  -I-  41, 
es  decir,  por  el  numero  complejo  3  —  Ai.  El  resultado  es 

1  _  1  3  -  4/  _  3  -  41  _  J _ 

3  -h  4(  3  -1-  4;  '  3  -  4/  9  +16  25  25' 


Para  expresar  el  cociente  de  dos  numeros  complejos  en  la  forma  estandar,  mul¬ 
tiplicamos  el  numerador  y  el  denominador  del  cociente  por  el  conjugado  del 
denominador. 


! 


M  P  I  ()  5  '  ’  UO'  ^  ■,  itKIli.  ■  ■  7' 

Escribir  cada  uno  de  los  siguientes  cocientes  en  la  forma  estandar: 


(a) 

5  -  12/ 

(b)  TT 

3/ 

(a) 

1  +  4/ 

1  +  4/ 

5  + 

12i  _ 

5  +  20/  +  12/  +  48/2 

5  -  12/  “ 

5  -  12( 

’  5  + 

12/  “ 

25  +  144 

-43  +  32f  -43  32  . 

169  ~  169  169' 

2-3/  2  -  3/  4  +  3/  8 -12/ +  6/  -9/^  17-6/  _17  _ 

4  -  3/  “  4  -  3/  '  4  +  3/  “  16  +  9  “  25  “  25  25' 


■  Ahora  resuelva  el  problema  19. 
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M  P  I.  O  6 


SuliiLKtn 


inn  -  •■!(inil(ir  lit  ;  r  i;in‘.sit)ri<  . 

Si  4  =  2  —  3i  y  vv  =  5  +  2i,  escribir  cada  una  de  las  expresiones  siguientes  en  forma 
estandar: 

(a)  —  (b)  z  +  w  (c)  z  +  z 

w 

Z  _  z  ‘  w  _  (2  —  3/)(5  —  2i)  _  10  —  15/  —  4/  +  6r 

“  w  •  (5  +  20(5  -  20  "  25  +  4 

_  4  -  19/  _  4  19. 

29  “29  29' 

(b)  z  w  =  (2  —  30  +  (5  +  2/)  =  1  ~  i  =  1  +  i 

(c)  z  +  z  =  {2  -  30  +  (2  +  30  =  4  ■ 

El  conjugado  de  un  numero  complejo  tiene  ciertas  propiedades  generales  que 

nos  seran  utiles  mas  adelante.  Veamos:  _ 

Para  un  numero  real  a  =  a  +  0/,  el  conjugado  es  a  =  a  +  Oi  =  a  —  0/  =  a. 

As\, 


El  conjugado  de  un  numero  real  es  el  mismo  numero  real.  ■ 

Otras  propiedades  del  conjugado,  consecuencias  directas  de  su  definicidn,  se 
dan  en  seguida.  En  cada  enunciado  zy  w  representan  numeros  complejos. 


El  conjugado  del  conjugado  de  un  numero  complejo  es  el  numero  complejo  mismo: 


(!)  =  4 

(6) 

El  conjugado  de  la  suma  de  dos  numeros  complejos 

es  igual  a  la  suma  de  sus 

conjugados: 

z  +  w  =  z  +  vv 

(7) 

El  conjugado  del  producto  de  dos  numeros  complejos 

es  igual  al  producto  de  sus 

conjugados: 

z  •  H>  =  z  •  VV 

(8) 

Le  dejamos  como  ejercicio  demostraciones  de  las  ecuaciones  (6),  (7)  y  (8). 
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Potencias  de  i 

Las  potencias  de  i  siguen  un  patr6n  que  es  util  conocer 


1 

II  II 

(2  =  d  ■ 

fi  =  p . 

i  =  l  •  i  =  i 

(2  =  -1 

(2  =  (2  •  (  =  -(' 

11 

II 

J 

d  =  c--p  =  {-\){-\)=\ 

1 

1  II 

1 

d  =  \  1 

Y  asf  sucesivamente.  For  tanto,  las  potencias  de  /  se  repiten  cada  cuarta  potencia. 


E  J  E  M  P  L  O  7  Kviilititi  iihi  d(  potcm  his  dc  i 

(a)  (27  =  j24  .  .  -3  =  16  .  ,-3  =  _,■ 

(b)  ('°'  =  (■'“  ■  (‘  =  ■  i  =  l25  -1  =  1  ■ 

E  J  E  M  P  L  O  8  honiiii  esidndar  dc  Ui.\  p:>h  fh  iii<  dc  iin  nihiicrt)  coniplcjo 

Escribir  (2  -I-  i)^  en  forma  estandar. 

•Sdluciv)!!  Usamos  la  fbrmula  del  producto  notable  {x  +  d)^ 

(.r  +  a)2  =  +  3ax^  +  3cdx  -f 

For  tanto, 

(2  -b  ()3  =  2^  -b  3  •  (■  •  22  -H  3  ■  (2  •  2  -b  (2 
=  8  -b  12(  -b  6(-l)  -b  (-(■) 

=  2 -bill  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 

Ecuaciones  cuadraticas  con  discriminante 
negative 

Las  ecuaciones  cuadrdticas  con  discriminante  negative  no  tienen  solucion  en  los 
numeros  reales.  Fero  si  extendemos  nuestro  sistema  numerico  hasta  admitir  numeros 
complejos,  siempre  encontraremos  una  solucidn  para  las  ecuaciones  cuadrdticas.  Ya 
que  la  solucidn  de  una  ecuacibn  cuadratica  involucra  la  rafz  cuadrada  del  discrimi¬ 
nante,  empecemos  con  el  estudio  de  las  rafees  cuadradas  de  numeros  negatives. 

Ralz  cuadrada  principal  Si  /V  es  un  numero  real  positivo,  definimos  la  raiz  cuadrada  princi- 

de  -N  pal  de  -N,  denotada  por  V^,  como 


donde  /  es  la  unidad  imaginaria  P-  =  - 1 . 
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E  J  K  M  P  L  ()  9 

E  J  E  M  P  L  O  1  0 

Soluciim 


Tmrcn:a 

Formula  cuadratico 

i;  .1  1.  M  F  L  (J  I 

Siilucioii 


Evahtacioti  dc  la  rai'z  ciiaciratia  dc  minh-n'-  m'i>ati\  os 

(a)  =  V\i  =  i  (b)  =  V4(  =  2/ 

(c)  =  V8(  =  2V2/  ■ 


R<  olacion  dr  ecitarioncs 

Resolver  cada  ecuacion  en  el  sistema  de  niimeros  complejos. 

(a)  =  4  (b)  =  —9 

(a)  =  4 

X  =  ±  V4  =  ±  2 

La  ecuacion  tiene  dos  soluciones,  —  2  y  2. 

(b)  x2  =  -9 

X  =  ±  \/  — 9  =  ±  \/9i  =  ±  3/ 

La  ecuacion  tiene  dos  soluciones,  —3/  y  3/.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  45. 

Advertencia:  Cuando  trabajamos  con  rai'ces  cuadradas  de  niimeros  negativos.  no  podemos 
afirmai'  que  la  rafz  cuadrada  de  un  producto  es  igual  al  pioducto  de  las  rai'ces  cuadradas  (In 
que  si'  puede  hacerse  con  niimeros  positivos).  Para  ver  por  qud,  observe  estc  catculo:  sabe- 
mos  que  'S/loo  =  10.  Sin  embargo,  tambidn  es  cierlo  que  100  =  (-25)(— 4),  de  modo  que 

10  =  VIOO  =  V(-25)(-4)  = 

=  (V^OCVa')  =  (5()(20  =  =  -10 

Como  hemos  definido  la  raiz  cuadrada  de  un  niimero  negative,  ahora  podemos 
volver  a  plantear  la  fdrmula  cuadrdtica  sin  restriccion. 

En  el  sistema  de  niimeros  complejos,  las  soluciones  de  la  ecuacion  cuadrdtica 
ax-  +  6x  +  c  =  0,  donde  a,  b  y  c  son  niimeros  reales  y  a  A  0,  estan  dadas  por  la 
formula 


—b  —  4ac 

2a 

(9) 

R,  .//!  ,lr  r:  i:!r':-iu  \  Uiidrdlii  r.  .  •■s'i  i  ;  unidi  ;.  ■ 

Resolver  la  ecuacion  x^  —  4x  +  8  =  0  en  el  sistema  de  niimeros  complejos. 

En  este  caso  a=  \,b  =  —4,  c  =  S,  y  b^  —  4ac  =  16  -  4(8)  =  — 16.  Utilizando  la 
ecuacidn  (9),  encontramos 

4±V-16  4±Vi6/  4  ±  4; 


La  ecuacion  tiene  el  conjunto  '■nlucidn  (2  —  2/,  2  +  2/). 
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Verificacion: 

2  +  2i\  (2  +  2;)^  -  4(2  2/)  -H  8  =4  +  8;  +  4fl  -  8  -  8;  -f-  8 

=4-4=0 

2  -  2/;  (2  -  2i)^  -  4(2  -  2;)  8  =  4  -  8/  -H  4/2  -  8  8/  +  8 

=4-4=0  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  51. 

El  discriminante,  —  4ac,  de  una  ecuacion  cuadrdtica  aun  sirve  como  una 
vfa  para  determinar  el  carScter  de  la  solucidn. 


Discrinninante  de  una  En  el  sistema  de  numeros  complejo.s,  considere  una  ecuacion  cuadrdtica  ax^  + 
ecuacion  cuadratica  bx  +  c  =  0  con  coeficientes  reales. 

1.  S>'\  b'  ~  4ac  >0,  la  ecuacidn  tiene  dos  soluciones  reales  distintas. 

2.  Si  h~  —  4ac  =  0,  la  ecuacion  tiene  una  solucidn  real  repetida  — una  rafz  doble. 

3.  Si  b-  —  4ac  <  0,  la  ecuacidn  tiene  dos  soluciones  complejas  que  no  son  reales.  Las  solu¬ 

ciones  son  conjugadas  una  de  la  otra. 


Ejercicio  1.5 

En  los  problemas  del  1  al  38,  escriba  cada  expresion  en  la  forma  estdndar  a  -I-  bi. 


1. 

(2  -  3/)  -1-  (6  +  8/) 

2. 

(4  +  5/)  +  (  —  8  +  2/) 

3. 

(-3  -H  2i)  -  (4  -  4/) 

4. 

1 

m 

1 

I 

1 

ro 

5. 

(2  -  5i)  -  (8  +  6i) 

6. 

T 

CO 

+ 

1 

1 

to 

7. 

3(2  -  60 

8. 

-4(2  -f-  8/) 

9. 

2i{2  -  3i) 

10. 

3/(-3  i  4/) 

11. 

(3  -  40(2  +  0 

12. 

(5  -H  3/)(2  -  /) 

13. 

(-6  +  i)(-6  -  /) 

14. 

(-3  -r  0(3  -H  0 

15. 

10 

16. 

13 

3-4/ 

5  -  12/ 

17. 

2  *f  / 

18. 

2  -  / 

19. 

6  —  / 

20. 

2  -r  3/ 

i 

-2; 

1  -H  / 

1  -  / 

21. 

(i  V')’ 

22. 

/V3  1  .V 

-Vj 

23. 

(1  +  0’- 

24. 

(1  -  0- 

25. 

26. 

27. 

/-'5 

28. 

/  ■  -5 

29. 

/®  -  5 

30. 

4  -r  d 

31. 

6P  -  4/5 

32. 

4P  -  2P  -H  1 

33. 

(1  +  if 

34. 

(3  if  +  1 

35. 

P(\  +P) 

36. 

2P{  1  -e  /-) 

37. 

d  +  d  +  r  +  \ 

38. 

P  +  d  +  P  +  i 

En  los  problemas  del  39  al  44,  realice  las  operaciones  indicadas  y  exprese  su  respuesta  en  la  forma  a  -I-  bi 
39.  40.  41. 

42.  43.  V(3  -r  40(4/  -  3)  44.  V{4  +  3/)(3/  -  4) 


En  los  problemas  del  45  al  64,  resuelva  cada  ecuacion  en  el  sistema  de  los  numeros  complejos. 


45. 

a-  +  4  =  0 

46. 

X-  -4  =  0 

47. 

to 

1 

0^ 

II 

0 

48. 

x2  +  25  =  0 

49. 

X-  ~  6x  +  13  =  0 

50. 

x^  +  4x  +  8  =  0 

51. 

x2  -  6x  +  10  =  0 

52. 

x2  -  2x  +  5  =  0 

53. 

8;t:2  -  4,y  +  1  =  0 

54. 

lOx-  +  6x  +  1  =  0 

55. 

5x2  +  2x  +  1  =  0 

56. 

1 3x2  ^  6x  +  I- 

57. 

+  x  +  1  =  0 

58. 

x2  -  X  +  1  =  0 

59. 

0 

II 

00 

1 

"2^ 

60. 

x2  +  27  =  0 

61. 

0 

11 

50 

1 

62. 

x‘‘  -  1  =  0 

63. 

.L*  +  13x2  +  36  =  0 

64. 

x'*  +  3x2  -  4  =  0 
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En  los  problemas  del  65  al  70,  sin  resolver,  determine  el  cardcter  de  las  soluciones  de  cada  ecuacion  en  el 
sistema  de  los  niimeros  complejos. 

65.  3.V-  -  3a-  +  4  =  0  66.  2a-—  4a  +  I  =  0  67.  2a'  +  3a  -  4  =  0 

68.  a2  +  2a  +  6  =  0  69.  Qa-  -  1 2r  +  4  =  0  70.  4a2  +  1 2v  +  9  =  0 

71.  2  -f  3/  es  una  soluci6n  de  una  ecuacidn  cuadralica  con  coeficientes  reales.  Encuentre  la  olra  soiucion. 

72.  4  —  /  es  una  solucidn  de  una  ecuacidn  cuadratica  con  coeficientes  reales.  Encuentre  la  otra  solucidn. 


En  los  problemas  del  73  al  76,  z  —  3  —  4i  y  w  =  8  +  3i.  Escriba  cada  expresion  en  la  fomui  estdndar  a  +  bi. 

73.  c  +  r  74.  w  —  w  75.  a;  76.  z  ~  'v 

77.  Utilice  :  =  a  +  hi  para  demostrar  que  r  +  z  =  2a  y  que  z  -  z  =  2bi. 

78.  Utilice  z  —  a  +  bi  para  demostrar  que  (z)  =  z. 

79.  Utilice  z  —  a  +  bi  y  w  =  c  +  di  para  demostrar  que  z  +  u-  =  z  +  iv. 

80.  Utilice  z  =  a  +  biyw  =  c  +  di  para  demostrar  que  z  ■  vr  =  z  ■  vr. 

’81.  Explique  a  un  companero  c6mo  suman'a  y  c6mo  multiplicaria  usted  dos  numeros  complejos.  Expliqtie  las  diferen- 
cias  entre  sus  dos  explicaciones. 

82.  Escriba  un  pdirafo  breve  donde  compare  el  mdtodo  usado  para  racionalizar  el  denominador  de  una  expresidn  racional 
y  el  mdtodo  para  escribir  un  numero  complejo  en  la  forma  estandar. 


Coordenadas 
rectangulares  y 
graficas 


FIGURA  29 


-2  0 
-2 


-4^ 


Ubicamos  un  punto  en  la  recta  de  los  numeros  reales  asignandole  un  solo  numero 
real,  llamado  coordenada  del  punto.  Para  trabajar  en  un  piano  de  dos  dimensiones, 
ubicamos  puntos  utilizando  dos  numeros. 

Empezamos  con  dos  rectas  de  numeros  reales  en  el  mismo  piano:  una  horizon¬ 
tal  y  otra  vertical.  A  la  recta  horizontal  le  llamamos  eje  X,  a  la  vertical  eje  Y,  y  al 
punto  de  interseccion  de  ellas  origen  O.  Asignamos  coordenadas  a  cada  punto  de  es- 
tas  rectas  de  numeros,  como  se  describio  anteriormente  (seccion  1.1)  y  se  muestra  en 
la  figura  29,  utilizando  una  escala  conveniente.  En  matematicas,  por  lo  comun  uti- 
lizamos  la  misma  escala  en  cada  uno  de  los  ejes;  en  aplicaciones,  con  frecuencia  se 
utilizan  escalas  diferentes  en  cada  eje.  El  origen  O  tiene  un  valor  de  cero  en  los  dos 
ejes.  Seguitnos  la  convencion  usual  de  que  puntos  a  la  derecha  de  O  estdn  asociados 
con  numeros  reales  positives  y  puntos  a  la  izquierda  de  O  tienen  coordenada  nega- 
tiva.  Los  puntos  por  encima  de  O  estan  asociados  con  numeros  reales  positives  y  aque- 
llos  abajo  del  origen  se  asocian  con  numeros  reales  negatives.  En  la  figura  29  el  eje 
A  y  el  eje  Y  estan  marcados  con  .v  y  y,  respectivamente,  y  hemos  utilizado  una  flecha 
en  los  extremes  superior  y  derecho  de  cada  eje  para  indicar  la  direccion  positiva. 

El  sistema  de  coordenadas  descrito  lineas  arriba  es  llamado  sistema  rectan¬ 
gular  0  cartesiano*  de  coordenadas.  El  piano  formado  por  los  ejes  X  y  Y  algunas 
veces  es  llamado  piano  xy,  y  nos  referimos  al  eje  a  y  al  eje  como  los  ejes  de 
coordenadas. 

Cualquier  punto  P  en  el  piano  Ay  puede  ser  local izado  utilizando  una  pareja 
ordenada  {x,  y)  de  numeros  reales.  Sea  x  la  distancia  con  signo  desde  P  al  eje  y 
(con  signo  quiere  decir  que  si  P  esta  a  la  derecha  del  eje  y  entonccs  x  >  0,  y  si  P 
esta  a  la  izquierda  del  eje  y,  entonces  x  <  0)  y  y  la  distancia  con  signo  desde  P  al 
eje  X.  La  pareja  ordenada  (x,  y),  tambien  llamada  coordenadas  de  P,  nos  dan  sufi- 
ciente  informacidn  para  localizar  al  punto  P  en  el  piano. 

Por  ejemplo,  para  localizar  al  punto  cuyas  coordenadas  son  (-3,  1 ),  avanzamos 
3  unidades  a  lo  largo  del  eje  x  hacia  la  izquierda  de  O,  despuds  avanzamos  una  unidad 

*Llamado  as!  en  honor  de  Rene  Descartes  (1596-I6.S0),  un  matematico,  fildsofo  y  teologo  Trances. 
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FIGURA  30 


yj 

4 

^  (.1  2) 

I  3  li  ‘i' 

d'  1  1  1 

‘  2 

1  1  1  1  , 

-4 

^42  X 

1  -’(3  2) 

'  • 

-2  -01  — 

2 

hacia  arriba.  Marcamos  este  punto  colocando  un  punto  en  ese  lugar.  Vease  la  figura 
30,  en  la  cual  estdn  marcados  los  puntos  (  —  3,  1),  (—2,  -3),  (3,  —2)  y  (3,  2). 

El  origen  tiene  coordenadas  (0,  0).  Cualquier  punto  en  el  eje  x  tiene  coorde- 
nada  (x,  0)  y  cualquier  punto  en  el  eje  y  tiene  coordenada  (0,  y). 

Si  (x,  y)  son  las  coordenadas  de  un  punto  P,  entonces  x  es  llamada  coorde¬ 
nada  X,  0  abscisa,  de  P  y  y  es  la  coordenada  y,  u  ordenada,  de  P.  Identificamos 
al  punto  P  mediante  sus  coordenadas  (x,  y)  escribiendo  P  =  (x,  y).  Por  lo  comtin, 
solo  diremos  “el  punto  (x,  y)”,  en  lugar  de  “el  punto  cuyas  coordenadas  son  (x,  y)”. 

Los  ejes  de  coordenadas  dividen  al  piano  xy  en  cuatro  secciones,  llamadas 
cuadrantes,  como  se  muestra  en  la  figura  31.  En  el  primer  cuadrante  las  coorde¬ 
nadas  X,  y  de  todos  los  puntos  son  positivas;  en  el  segundo  cuadrante  x  es  negativa 
y  y  positiva;  en  el  tercer  cuadrante,  tanto  x  como  y  son  negativas;  en  el  cuarto 
cuadrante  x  es  positiva  y  y  negativa.  Los  puntos  que  se  ubiquen  sobre  los  ejes  co- 
ordenados  no  pertenecen  a  ningun  cuadrante. 


FIGURA  31 


y‘ 

Cuadrante  II 

Cuadrante  1 

x<  0,  y>  0 

x>  0,  y>  0 

Cuadrante  III 

Cuadrante  IV 

x<  0,  y  <  0 

x>  0,  y<  0 

Comentario:  En  una  calculadora  grdfica  puede  establecer  la  escala  de  cada  eje  y  luego  obtener 
la  ventana  o  pantalla  de  visualizacion.  Vease  la  figura  32  para  conocer  una  ventana  tipica. 
Ahora  es  momento  de  leer  la  seccidn  B.l,  La  ventana  (pantalla)  de  visualizacion,  en  el 
apendice  B. 


Si  se  utilizan  las  mismas  unidades  de  medida,  tales  como  pulgadas,  cen- 
timetros,  pies,  metros,  etc.,  en  ambos  ejes,  entonces  todas  las  distancias  en  el  piano 
xy  podran  ser  medidas  utilizando  esta  unidad  de  medida.  'Lz.  formula  de  distancia 
proporciona  un  m6todo  directo  para  calcular  la  distancia  entre  dos  puntos  en  el  piano 
xy. 

t 

Tviiciiui  La  distancia  entre  dos  puntos  P[  =  (xi,  yO  y  P2  —  (x2,  y?.),  denotada  por 

diP\^  Pj),  es 


Formula  de  distancia 


d{Pu  P2)  =  V(X2  -  X,)2  +  (>-2  -  y,)2 


(1) 
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E  J  E  M  P  1.  O  1  Dcicrniindcidn  de  la  disiancia  cnlrc  das  pionas 

Encontrar  la  distancia  d  entre  los  puntos  (—4,  5)  y  (3,  2). 

Sokicion  Utilizando  la  formula  (1),  la  solucion  se  obtiene  como  sigue: 

d  =  V[3  -  (-4)]2  +  (2  -  5)2  =  V72  +  (-3)2 

=  V49  +  9  =  V58  «  7.62  ■ 


DL'iiiostrucioii  lie  lu  lomiula  Sean  {x\,  yi)  las  coordenadas  del  punto  P\  y  (x2,  >2)  las  coordenadas  del  punto  P2- 
do  di.stiincia  Suponga  que  la  recta  que  une  P\  y  P2  no  es  horizontal  ni  vertical.  Vease  la  figura  33(a). 

Las  coordenadas  de  Pj,  son  (x2,  yi).  La  distancia  horizontal  de  Pi  a  P3  es  el  valor 
absolute  de  la  diferencia  de  sus  coordenadas  x,  o  |x2  —  xi|.  La  distancia  vertical 
desde  P3  hasta  P2  es  el  valor  absoluto  de  la  diferencia  de  sus  coordenadas  y,  0 
bz  “  yi|-  Lease  la  figura  33(b).  La  distancia  d(Pi,  P2)  que  buscamos  es  la  longitud 
de  la  hipotenusa  del  triangulo  rectangulo;  de  modo  que,  por  el  teorema  de  Pitago- 
ras,  deducimos 

[d{P\,  P2)f  =  1x2  -  +  |y2  -  yip 

=  (-^2  -  +  (y2  -  yi)^ 

d(Pi,  P2)  =  V(X2  -  X|)2  +  (y2  -  yi)^ 


FIGURA  33 


_L_ 


(a) 


^2~  ^"^2’  -^2^ 

/f' 


y-.  >ti 


P]  -  ('''1 .  L )  *  i  *^1  I  ‘ 


(b) 


Ahora,  si  la  recta  que  une  a  P]  y  a  /L  es  horizontal,  entonces  la  coordenada 
y  de  Pi  es  igual  a  la  coordenada  y  de  P2,  esto  cs.  yi  =  vt.  Lease  la  figura  34(a).  En 
este  caso,  la  formula  de  distancia  (1)  aun  sir\e.  ya  que,  para  yi  =  y2,  se  reduce  a 

d{P\,  P2)  =  \/(x2  —  X|)^  +  0-  =  \  (xi  ~  -fi)"  =  |a'2  —  X|| 


De  manera  semejante,  este  argumento  es  cierto  si  la  recta  que  une  a  P\y  Pi  es  ver¬ 
tical.  Lease  la  figura  34(b).  Por  lo  tanto,  la  formula  de  distancia  es  valida  en  todos 
los  casos. 


FIGURA  34  y 


Pi 


P2  =  (^2'yi) 
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- IXj-X,! - 
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X.|  Xj  X 


*  ^P2  =  {Xyy2) 

! 

!  I 

^Pi  =  {^,.y,) 


J _ ^ 

X,  X 


(a) 


(b) 
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I.  .1  t  M  I*  L  ()  2 


La  distancia  entre  dos  puntos  Pi  =  y  Pi  =  fe,  y?)  nunca  es  un  numero 

negative.  Ademas,  la  distancia  entre  dos  puntos  es  cero  solo  cuando  los  puntos  son 
identicos  — esto  es,  cuando  X|  =  xi  y  Vi  =  yi-  Tambien,  puesto  que  {xj  —  xi)^  = 
(xi  —  xi)^  y  iyi  ^  v'l)^  =  O'l  “  y2)~,  no  hay  diferencia  si  la  distancia  es  calculada 
de  Pi  a  P2  o  desde  Pj  a  Pi  — esto  es,  d(_P\,  Pi)  =  diPi,  P|). 

Las  coordenadas  rectangulares  nos  permiten  traducir  problemas  de  geome- 
tria  a  problemas  de  algebra,  y  viceversa.  El  ejemplo  siguiente  mueslra  c6mo  el  alge¬ 
bra  (la  formula  de  distancia)  puede  ser  utilizada  para  resolver  un  problema  de  geometn'a. 

/..wi  ihi'i  an  piohlt  r’  ;  u?  c/v? 

Considerar  los  tres  puntos  A  =  (  —  2,  1),  fi  =  (2,  3)  y  C  =  (3,  1). 

(a)  Marcar  cada  punto  y  format  el  triangulo  ABC. 

(b)  Encontrar  la  longitud  de  cada  lado  del  triangulo. 

(c)  Verificar  que  el  triangulo  es  un  triangulo  rectSngulo. 

(d)  Encontrar  el  area  del  triangulo. 


FIGURA  35 


y. 

■  S=(2, 3) 

3 

.m 

1  1  1  1  1 

I  I  I  I  i  ^ 

-3  0 

3  X 

II 


(a)  En  la  figura  35  se  marcan  los  puntos  A,  B,  C  y  el  triangulo  ABC. 

(b)  d(A,  S)  =  V[2  -  (-2)]^  +  (3  -  1)^  =  VTb  +  4  =  Vw  =  iVs 
d{B,  Q  =  V(3  -  2)2  +  {[  -  3)2  =  Vl  +  4  =  Vs 

diA,  Q  =  V[3  -  (~2)]2  +  (1  -  1)2  =  V  5^  -H  02  =  5 

(c)  Para  demostrar  que  el  triangulo  es  un  triangulo  rectangulo,  necesitamos  com- 
probar  que  la  suma  de  los  cuadrados  de  las  longitudes  de  los  dos  lados  m^s  pe- 
quefios  es  igual  al  cuadrado  de  la  longitud  del  lado  mas  grande.  (^Por  que  es 
esto  SLificiente?)  Al  observar  la  figura  35,  parece  razonable  conjeturar  que  el  an- 
gulo  recto  estd  en  el  vertice  B.  Por  tanto,  verificaremos  que 


\d{A,  B)f  +  [d{B,  QY  =  [£/(A,  QY 


Encontramos 

[d(A,  B)Y  +  [d(B,  C)]-  =  (2V5)2  -b  (VsY 

=  20  +  5  =  25  =  [d{A,  r)]2 


FIGURA  36 


de  modo  que  se  deduce  del  reci'proco  del  tcorema  de  Pitagoras  que  el  triangulo 
ABC  cs  un  triangulo  rectangulo. 

(d)  Ya  que  el  angulo  recto  esta  en  B,  los  lados  AB  y  BC  forman  la  base  y  la  altura 
del  triiingulo.  Por  lo  tanto,  su  area  es 

Area  =  j(Base)(Altura)  =  1(2A/5)('\/5)  =  5  bases  cuadradas  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  19. 

Ahora  deduciremos  una  formula  para  las  coordenadas  del  punto  medio  de 
un  segmento  de  recta.  Sean  Pi  =  (xi,  vq)  y  P2  =  (xi,  >’2)  los  extremes  de  un 
segmento  de  recta,  y  sea  M  =  (x,  _y)  el  punto  del  segmento  de  la  recta  que  esta  a 
la  misma  distancia  de  P|  y  de  Pi-  Vea.se  la  figura’  36.  Los  triangulos  P]AM  y 
MBPi  son  congruentes.’^  [i^Advierte  por  que?  Porque  e)  angulo  AP\M  =  angulo 


*La  proposicion  siguiente  es  un  teorcnia  de  geometrfa.  Dos  triangulos  son  congruentes  si  sus  lados  son 
de  la  misma  longitud  (LLL),  o  si  dos  lados  y  el  angulo  incluido  son  iguales  (LAL),  o  si  dos  angulos  u 
el  lado  incluido  son  iguales  (ALA). 
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BMP2*  El  angulo  P\MA  =  Angulo  MP2B,  y,  por  hipotesis,  d(P\,  M)  =  d{M,  P2). 
Asi  que  tenemos  Angulo-Lado-Angulo.]  En  consecuencia,  los  lados  coirespondi- 
entes  son  de  la  misma  longitud.  Esto  es. 


X  —  X\  =  X2~  X 

lx  —  X\  X2 
X\  +  -ya 


y 


y  ~  y\  =  yi-  y 

2y  =  Vj  +  y2 

yi  +  ■V2 

2 


y  = 


El  punto  medio  (x,  y)  del  segmento  de  recta  P\  =  (x\,  yi)  a  P2  =  (X2,  ^2)  dado 
por 


Formula  del  punto  medio 


U,  y) 


f  xi  +  X2  y I  +  >'2  \ 

I  2  ’  2  j 


(2) 


Por  tanto,  para  encontrar  el  punto  medio  de  un  segmento  de  recta  promedia- 
mos  las  coordenadas  x,  y  las  coordenadas  3'  de  los  puntos  extremos 


Encontrar  el  punto  medio  del  segmento  de  recta  que  va  de  P\  =  (—5,  3)  a  P2  =  (3,  1). 
Marcar  los  puntos  y  P2  Y  su  punto  medio.  Verificar  la  respuesta.. 


Ill  Aplicamos  la  formula  del  punto  medio  (2)  utilizando  x\  =  —5,  X2  =  3,  yi  =  3,  y 
y2  =  1.  Vease  la  figura  37.  Entonces  las  coordenadas  (x,  y)  del  punto  medio  M  son 


X  = 


X\  +  X2 
2 


-5  -4-  3 
2 


=  -1 


y  y  = 


3  y-  1 

-  =  2 

2 


FIGURA  37 


y. 

5 

- 

: 

• 

W=(-1,2) 

1  1  1  1  1  1 

11 

- 

-5  0 

5  X 

Esto  es,  M  =  (- 1,  2). 

Ya  que  M  es  el  punto  medio,  revisamos  la  respuesta  verificando  que 

d{Pu  M)  =  d{M,  JP2): 

d{Pu  M)  =  V[-l  -  (-5)]2  +  (2  -  3)2  =  V16  +  1  =  Vn 
d{M,  P2)  =  V[3  -  (-1)]2  +  (1  -  2)2  =  V16  +  1  =  VT? 

Ahora  resuelva  el  problema  5. 


Graficas  de  ecuaciones 

La  grafica  de  una  ecuadon  de  dos  variables  x  y  y  esta  constituida  por  el  conjunto 
de  puntos  en  el  piano  xy  cuyas  coordenadas  satisfacen  la  ecuacidn. 

Veamos  algunos  ejemplos. 


"^‘Otra  proposicion  de  ]a  gconiclrfa  afirina  que  la  transversal  P\P2  forina  anj:uIos  correspondientes  igualcs 
con  las  rcclas  paralclas  F{A  y  MB. 
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K  .1  K  M  P  I,  ()  4  (inijlca  ih  uno  ruacion 

Hacer  la  grafica  de  la  ecuacidn:  y  =  2x  +  5 

^•:)kici()ii  Queremos  encontrar  todos  los  puntos  {x,  y)  que  satisfacen  la  ecuacion.  Para  localizar 
algunos  (y  as!  tener  una  idea  del  patron  de  la  grafica),  asignamos  algunos  numeros 
a  a:  y  encontramos  los  vaJores  correspondientes  para  y: 


SI 

ENTONCES 

PUNTO  DE  LA  GRAFICA 

x  =  0 

>■  =  2(0)  +  5  =  5 

(0,  5) 

X  =  1 

>>  =  2(1) +  5  =  7 

(1,7) 

X  =  -  5 

>■  2(-5)  +  5  =  -5 

(-5.  -5) 

11 

o 

>■  =  2(10)  +  5  =  25 

(10,  25) 

Marcamos  estos  puntos  y  conectdndolos  despuds,  obtenemos  la  grafica  de  la 
ecuacidn  (una  Imea  recta),  como  se  muestra  en  la  figura  38.  ■ 


FIGURA  38 

y  =  Ir  -t-  5 


E  J  E  \1  P  ()  5  (^nijlcd  ih  una  t  cuaciun 

Hacer  la  grafica  de  la  ecuacidn:  y  = 

Sokicion  La  tabla  1  proporciona  varios  puntos  de  la  grdfica.  En  la  figura  39,  marcamos  estos 
puntos  y  los  conectamos  con  una  curva  suave  para  obtener  la  grdfica  (una  parabola). 


TABLA  1 


X 

■> 

y  =  x- 

-  4 

lb 

(-4.  16) 

-3 

9 

(-3.  9) 

-2 

4 

(-2,  4) 

-  1 

1 

(-1,  1) 

0 

0 

(0,  0) 

1 

1 

(1,  1) 

2 

4 

(2,  4) 

3 

9 

(3.9) 

4 

16 

(4.  16) 

Las  grdficas  de  las  ecuaciones  mostradas  en  las  figuras  38  y  39  no  muestran 
todos  los  puntos.  Por  ejemplo,  en  la  figura  38  el  punto  (20,  45)  es  una  parte  de  la 
grdfica  de  y  =  2x  -I-  5,  pero  no  se  muestra.  Ya  que  la  grdfica  de  y  =  2x  +  5  podria 
ser  extendida  tanto  como  quisidramos,  utilizamos  flechas  para  indicar  que  el  patron 
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FIGURA  40 


mostrado  continua.  Asi,  cuando  se  ilustre  una  grafica,  es  importante  presentar  una 
parte  suficiente  de  ella  para  que  cualquiera  pueda  “ver”  el  resto  como  una  continua- 
cidn  obvia  de  lo  que  aparece.  Esto  se  llama  una  grafica  completa. 

Una  manera  de  obtener  una  grafica  completa  de  una  ecuacion  es  marcando 
un  numero  suficiente  de  puntos  de  la  grdfica  hasta  que  sea  evidente  un  patrdn.  Luego 
esos  puntos  se  conectan  mediante  una  curva  suave  que  siga  el  patrdn  sugerido.  Pero, 
^cudntos  puntos  son  suficientes?  Algunas  veces  el  conocimiento  de  la  ecuacion  nos 
lo  dice.  Por  ejemplo,  aprenderemos  en  la  seccidn  siguiente  que,  si  una  ecuacion  es  de 
la  forma  y  =  mx  +  b  entonces  su  grafica  es  una  Imea  recta.  En  este  caso,  dos  pun¬ 
tos  sen'an  suficientes  para  obtener  la  grafica. 

Un  objetivo  de  este  libro  es  investigar  las  propiedades  de  las  ecuaciones  con 
el  fin  de  poder  decidir  cuando  una  grdfica  es  completa.  En  esta  seccidn  haremos  gra- 
ficas  de  ecuaciones  marcando  un  numero  suficiente  de  puntos  de  la  grdfica  hasta  que 
sea  evidente  un  patrdn;  luego  conectaremos  esos  puntos  con  una  curva  suave  que  siga 
el  patrdn  sugerido.  En  resumen,  investigaremos  varias  tecnicas  que  nos  permitirtin 
hacer  la  grafica  de  una  ecuacion  sin  tener  que  marcar  demasiados  puntos. 

Comentario:  Otra  manera  de  obtener  la  grafica  de  una  ecuacidn  es  utilizando  un  instrumento 
de  graficacidn.  Lea  la  seccidn  B.2,  Graficacion  de  ecuaciones  mediante  un  dispositive  de 
graficacion,  en  el  apdndice  B. 

Dos  tecnicas  que  reducen  el  numero  de  puntos  necesarios  para  hacer  la  gra¬ 
fica  de  una  ecuacidn  involucran  la  determinacidn  de  intersecciones  y  la  verificacidn 
de  simetna. 

Los  puntos,  si  los  hay,  en  los  cuales  la  grafica  cruza  los  ejes  de  coordenadas 
son  llamados  intersecciones.  La  coordenada  x  de  un  punto  en  el  cual  la  grdfica  cruza 
o  toca  el  eje  x  es  una  interseccl6n-x,  y  la;coordenada  y  de  un  punto  en  el  que  la  gra¬ 
fica  cruza  o  toca  el  eje  y  es  una  interseccion-y.  Por  ejemplo,  la  grafica  de  la  figura 
40  tiene  tres  intersecciones  —3,  y  4.5,  y  tres  intersecciones  —3.5,  — j,  y  3. 


Procedimiento  para 
encontrar  intersecciones 


1 .  Para  encontrar  las  intersecciones-.r,  si  las  hay,  de  la  grSfica  de  una  ecuacidn,  se  debe  hacer 
y  =  0  en  la  ecuacidn  y  resolver  para  x. 

2,  Para  encontrar  las  intersecciones-y,  si  las  hay,  de  la  grdfica  de  una  ecuacidn,  se  debe  hacer 
X  =  0  en  la  ecuacidn  y  resolver  para  y. 


Comentario:  En  muchas  ecuaciones  puede  no  ser  facil  encontrar  las  intersecciones,  En  tales 
casos  un  dispositivo  de  graficacidn  puede  ser  utilizado.  Lea  la  seccidn  B.3,  funciones  TRACE, 
ZOOM-IN  y  BOX,  en  el  apdndice  B  para  encontrar  como  un  dispositivo  de  graficacidn  lo- 
caliza  las  intersecciones. 


Otra  herramienta  util  para  la  graficacidn  de  ecuaciones  involucra  la  simetna; 
en  particular,  la  simetna  con  respecto  al  eje  x,  al  eje  y  y  al  origen. 


Simetna  con  respecto 
al  eje  x 


Una  grafica  es  simetrica  con  respecto  al  eje  xsi,  para  coda  punto 
(x,  /)  en  la  grafica,  el  punto  (x,  -/)  tambien  estd  en  la  grafica, 


Simetria  con  respecto 
ai  eje  y 


Una  grafica  es  simetrica  con  respecto  al  eje  y  si,  para  coda  punto 
(x,  /)  en  la  grafica,  el  punto  (-x,  y)  tambien  esta  en  la  grafica. 


Simetria  con  respecto 
al  eje  centra 


Una  grafica  es  simetrica  con  respecto  al  origen  si,  para  coda 
punto  (x,  /)  en  la  grafica,  el  punto  (-x,  -/)  tambien  estd  en  ia 
grafica. 
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Simetrica  con  respecto 
al  eje  x 


Pruebas  de  simetria 


f;  .)  !.  \M’  l  (-  h 


SdllR  .;i 


La  figura41  ilustra  la  definici6n.  Observe  que,  cuando  una  gr^fica  es  simetrica 
con  respecto  al  eje  x,  la  parte  de  la  grafica  por  encima  de  ese  eje  es  una  reflexion 
de  la  parte  que  esta  abajo  de  y  viceversa.  Y  cuando  una  grifica  es  simetrica  con 
respecto  al  eje  y,  la  parte  de  la  grafica  a  la  derecha  de  ese  eje  es  una  reflexidn  de 
la  parte  que  esta  a  la  izquierda  de  61,  y  viceversa.  La  simetria  con  respecto  al  ori- 
gen  puede  verse  de  dos  maneras: 

1 .  Como  una  reflexibn  con  respecto  al  eje  y  seguida  de  una  reflexion  con  respecto  al  eje  x. 

2.  Como  una  proyeccidn  a  lo  largo  de  una  recta  que  pasa  por  el  origen  de  modo  que  las 
distancias  desde  el  origen  son  iguales. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  29. 


Cuando  la  grafica  de  una  ecuacion  es  simdtrica,  se  reduce  el  niimero  de  pun- 
tos  que  se  necesita  trazar  para  ver  el  patrdn  que  sigue  la  grafica.  Por  ejemplo,  si  la 
grdfica  de  una  ecuacidn  es  simetrica  con  respecto  al  eje  y,  entonces,  una  vez  que 
los  puntos  a  la  derecha  de  ese  eje  son  trazados,  se  puede  obtener  un  numero  igual 
de  puntos  de  la  grafica  reflejdndolos  con  respecto  al  eje  y.  Asi,  antes  de  que  haga- 
mos  la  grafica  de  una  ecuacidn,  primero  determinemos  si  tiene  alguna  simetria.  Las 
pruebas  siguientes  son  utilizadas  con  ese  fin. 


Para  verificar  la  simetria  de  la  grafica  de  una  ecuacidn  con  respecto  al: 

Eje  X.'  Reemplazar  y  por  — y  en  la  ecuacion.  Si  se  obtiene  una  ecuacidn  equivalente,  la 
grafica  de  la  ecuacion  es  simdtrica  con  respecto  al  eje  x. 

Eje  y:  Reemplazar  x  por  — x  en  la  ecuacidn.  Si  se  obtiene  una  ecuacidn  equivalente,  la 
grafica  de  la  ecuacidn  es  simdtrica  con  respecto  al  eje  y. 

Origen:  Reemplazar  .r  por  -x  y  y  por  — y  en  la  ecuacidn.  Si  se  obtiene  una  ecuacidn 
equivalente,  la  grafica  de  la  ecuacidn  es  simetrica  con  respecto  al  origen. 


(  I ;  i/, . .  O!  i/(  ■in,!  i  .  Jt  ;<  r/n  :ii 

!,i  \i:nri.,(i 

Hacer  la  grafica  de  la  ecuacidn  y  =  Primero  encontrar  las  intersecciones  con  los 
ejes  y  verificar  la  simetria. 

Primero,  buscamos  las  intersecciones  con  los  ejes.  Cuando  x  =  0,  entonces  y  =  0; 
y  cuando  y  =  0,  entonces  x  =  0.  Por  tanto,  el  origen  (0,  0)  es  la  linica  interseccidn 
con  los  ejes.  Ahora  verificamos  la  simetria: 

Eje  x:  Reemplazar  y  por  — y,  Como  el  resultado,  — y  =  r’,  no  es  equivalente  a  y  =  .C, 
la  grafica  no  es  simetrica  con  respecto  al  eje  x. 

Eje  y:  Reemplazar  x  por  ~x.  Como  el  resultado,  y  =  -x^,  no  es  equivalente  a  y  =  x-^, 
la  grafica  no  es  simdtrica  con  respecto  al  eje  y. 
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Driven:  Reemplazar  .v  por  -ar  y  y  por  - y.  Como  el  resullado,  — y  =  -x^,  es  equivalente 
a  y  =  .v\  la  grafica  es  simetrica  con  respecto  al  origen. 

Como  consecuencia  de  la  simetn'a,  solo  necesitamos  localizar  puntos  de  la  grafica 
para  .r  >  0,  tales  como  (0,  0),  (1,  1)  y  (2,  8).  La  figura  42  muestra  la  grafica. 


FIGURA  42 

Simetn'a  con  respecto  al  origen 


y  ‘ 

-  •  (2,  8) 

8 

. 

\IV\  ,  ,  , 

(-1,-1)/ 

/ 

F 

h  6  X 

L 

I 

j 

(-2,-8)*  -8 

- 

y= 

3  Ahora  resuelva  el  problema  35. 


I  ,!  I  \i  I'  1  .  -  7 

Hacer  la  grafica  de  la  ecuacion  x  =  y^.  Primero  encontrar  las  intersecciones  con  los 
ejes  y  vcrificar  la  simetria. 


La  linica  interseccion  con  los  ejes  es  (0,  0).  La  grafica  es  simetrica  con  respecto  al 
eje  X.  (^y\dvierte  por  que?  remplace  y  por  -y.)  La  figura  43  muestra  la  grafica.  ■ 


FIGURA  43 


Simetn'a  con  respecto  al  eje  x 


FIGURA  44 

v  =  ^ 


6| 

- 

I 

— 

(9,3) 

:(i,i),^2i^--' 

(0,0) 

1  1  1  1  1  1  1  1  . 

-2 

5  10 

y= 

6 

:(i,i)j/^^^- 
1  1  1  1  1  1 

(9^ 

1  1  1  1  , 

-2 

r«  5 

to  tr 

1,-1)" 

:  (4,-^ 

- — ^ 

(9,-3) 

Si  restringimos  y  de  modo  que  y  S  jl,  la  ecuacion  x  =  y-,  y  &  0,  puede  ser  es- 
crita  de  manera  equivalente  como  y  =  \  x.  Por  lo  tanto,  la  parte  de  la  grafica  x  =  y^ 
en  el  primer  cuadrante  es  la  grafica  de  y  =  \/x.  Vease  la  figura  44. 

Comentario:  Para  ver  la  grafica  de  la  ecuacion  x  =  y-  en  una  calculadora  grafica,  nece- 
sitaremos  haccr  las  gn'ificas  de  dos  ecuaciones,  y  =  3/  x  y  y  =  — "V^-.  Se  analizard  la  raz6n 
en  el  capi'tulo  siguicnle.  Wease  la  figura  45. 
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FIGURA  45  4 

Rango 
xMm  =  -1 
xM4x  =  5 
xEscala  =1 
y  M(n  =  -4 
y  Max  =  4 
y  Escala  =  1 

-4 

x  =  y2 

K  .1  K  .M  V  I.  (>  8  {inificdi  ion  tic  itna  eciuuinn 

Hacer  la  gr^fica  de  la  ecuacidn:  y  =  — 

X 

Primero  encontrar  las  intersecciones  con  los  ejes  y  verificar  la  simetna. 

Sokicion  Primero  buscamos  las  intersecciones  con  los  ejes.  Si  hacemos  x  =  0  obtenemos  un  0 
en  el  denominador,  lo  cual  no  estd  permitido.  En  consecuencia,  no  hay  intersec- 
ciones-y.  Si  hacemos  y  =  0,  obtenemos  la  ecuacidn  1/x  =  0,  que  no  tiene  solucidn. 
De  aquj  que  no  haya  intersecci6n-x.  Por  tanto,  la  grdfica  de  y  =  1/x  no  cruza  los 
ejes  de  coordenadas. 

Ahora  verificamos  la  simetn'a: 

Eje  x:  Reemplazando  y  por  — y  se  obtiene  — y  =  1/x,  que  no  es  equivalente  a  y  =  1/x. 

Eje  y:  Reemplazando  x  por  — x  se  obtiene  y  =  -  1/x,  que  no  es  equivalente  a  y  =  1/x. 

Origen:  Reemplazando  x  por  — x  y  y  por  — y  se  obtiene  — y  =  —  1/x,  que  si  es  equivalente 
a  y  =  1/x. 

La  grafica  es  simdtrica  con  respecto  al  origen. 

Por  ultimo,  construimos  la  tabla  2  enlistando  varios  puntos  de  la  grafica.  Como 
consecuencia  de  la  simetria  con  respecto  al  origen,  solo  usamos  valores  positivos  de  x. 
De  la  tabla  2  inferimos  que,  si  x  es  un  niimero  positivo  grande,  entonces  y  =  1/x  es  un 
numero  positivo  cercano  a  cero.  Tambien  podemos  deducir  que,  si  x  es  un  numero 
positivo  cercano  a  cero,  entonces  y  =  1/x  es  un  numero  positivo  grande.  Con  base  en 
esta  informacion,  podemos  hacer  la  grdfica  de  la  ecuacion.  La  figura  46  ilustra  algunos 
de  estos  puntos  y  la  grafica  de  y  =  1/x.  Observe  c6mo  fue  utilizada  la  ausencia  de  in¬ 
tersecciones  con  los  ejes  y  la  existencia  de  simetria  con  respecto  al  origen. 


TABLA  2 


X 

y  =  1/x 

tx,  >•) 

1 

in 

10 

>0) 

( 

3 

3 

(i  3) 

1 

2 

2 

(1.  2) 

1 

1 

(1,  1) 

2 

1 

2 

(2,  1) 

3 

1 

3 

(3.  j) 

10 

.1- 

!() 

(10. 
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Comentario:  La  figura  47  muestra  la  grifica  de  y  =  Mx  utilizando  un  dispositivo  de  grafi- 
cacidn.  De  la  grafica  inferimos  que  no  hay  intersecciones  con  los  ejes.  Tambidn  podemos 
conjeturar  que  hay  simetria  con  respecto  al  origen.  La  funcion  TRACE  proporciona  m^s  evi- 
dencia  de  esta  simetria,  Conforme  la  grafica  se  va  trazando  se  obtienen  los  puntos  (-x,  -y) 
y  (x,  y).  For  ejempio,  la  pareja  de  puntos  (—0.95238,  —  1.05)  y  (0.95238,  1.05)  pertenecen  a 
la  grafica. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  77. 


Circulos 

Una  de  las  ventajas  de  un  sistema  de  coordenadas  es  que  nos  permite  traducir  un 
enunciado  geometrico  en  uno  algebraico,  y  viceversa.  For  ejempio,  considere  el 
siguiente  enunciado  geombtrico  que  define  un  ci'rculo. 


Clrculo  Un  circulo  es  un  conjunto  de  puntos  en  el  piano  xy  que  eston  a 
una  distancia  fija,  r,  de  un  punto  fijo  (h,  k).  La  distancia  fija  res 
llamada  radio,  y  el  punto  fijo  (h,  k)  es  el  centre  del  circulo. 


FIGURA  48 


La  figura  48  muestra  la  grafica  de  un  cfrculo.  (,Hay  una  ecuacidn  que  tenga  esta 
grafica?  Siendo  asi,  ^cual  es  esa  ecuacidn?  Para  encontrarla,  hacemos  que  {x,  y) 
represente  las  coordenadas  de  cualquier  punto  en  el  cfrculo  con  radio  r  y  centre  en 
(h,  k).  Entonces  la  distancia  entre  los  puntos  (x,  y)  y  (h,  k)  siempre  debe  ser  igual 
a  r.  Esto  es,  por  la  formula  de  distancia, 

V(A-  -  hf  +  (y  -  kf  =  r 

o,  de  manera  equivalente, 

(x  —  /?)“  +  (_v  ~  kf-  = 

La  forma  estandar  de  la  ecuacidn  de  un  cfrculo  con  radio  r  y  centro  (h,  k) 
es 


Forma  estandar  de  la 
ecuacidn  de  un  circulo 


(a  —  hY  +  (y  —  kY  =  Y 


(3) 


De  igual  manera,  invirtiendo  los  pasos,  concluimos:  la  grdfica  de  cualquier 
ecuacidn  de  la  forma  de  la  ecuacidn  (3)  es  un  cfrculo  con  radio  r  y  centro  (/?,  k). 
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Hacer  la  grafica  de  la  ecuacion:  (x  -I-  3)-  +  ( v  —  2)-  =  16 


Si-i;,v.  II 

FIGURA  49 


Comparando  la  ecuacion  dada  con  la  I'orma  estandar  de  la  ecuacion  de  un  circulo, 
concluimos  que  la  grafica  de  la  ecuacion  dada  cs  un  cfrculo.  Ademas,  la  compara- 
cion  da  informacion  acerca  del  ci'rculo: 

(.v  +  3)2  -f  (v  -  2)2  =  16 
l.v  ~(~3)J2  +  (  V  -2)2  =  42 
(.V  —  h)-  4-  ( V  —  k)^  =  r2 

Vemos  quo  h  =  —3,  k  =  2,  y  r  =  4.  En  consecuencia,  el  cfrculo  tiene  centro  en 
(  —  3,  2)  y  un  radio  de  4  unidades.  Para  Irazar  este  circulo  primero  marcamos  el  centro 
(  —  3,  2).  Como  el  radio  es  4,  localizamos  cuatro  punto.s  sobre  el  circulo  al  ir4  unidades 
a  la  iztjuierda,  a  la  derccha,  hacia  arriba  y  hacia  abajo  del  centro.  Estos  cuatro  puntos 
pueden  ser  utilizados  como  gui'as  pmii  obtener  la  grafica.  Vease  la  figura  49.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  61. 

Comentario:  Lea  la  seccidn  B.4,  Pantallas  cuadradas.  en  el  apendice  B. 


1-,  ,1  I-:  \I  r  I.  C  I  (»  I  . .  z ' -Oi  or/i  ■;  /l-.o  c ;  O  .  1  .  :  ; :  n  ^  1 '  ■  ;  i/i ' 

Hacer  la  grafica  de  la  ecuacion:  +  y-  =  4 

Si  li.Lii'ri  Esta  es  la  ecuacion  de  un  cfrculo  con  centro  en  el  origen  y  radio  2.  Para  hacer  su 
grafica  primero  debemos  resolver  para  y. 

A-2  -r  _v2  =  4 

.y-  =  4  -  .1-2 _ 

)'  =  ±  \/  4  —  x~ 

Debernos  hacer  las  graficas  de  dos  ecuaciones:  primero  haremos  la  grafica  de 
y  =  —  x2  y  despues  y  =  — V4  —  x2  en  la  misma  pantalla  cuadrada.  (Su  cfrculo 

parecera  ovalo  si  no  utiliza  una  pantalla  cuadrada.)  Vease  la  figura  50.  ■ 


FIGURA  50 

,r2  -h  y2  =  4 


-2 

x2  +  y2  =  4 


.  ‘1111,-1  !.  i/i  (<;  1  I  lliH  liiii  ih  Hi:  1  iniilfi 

Escribir  la  forma  estandar  de  la  ecuacion  del  cfrculo  con  radio  3  y  centro  (1,  -2). 


E  J  1:  M  I*  L  0  II 
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-Siikici''!!  Usando  la  forma  de  la  ecuacidn  (3)  y  sustituyendo  los  valores  r=  3,  /?  =  I,  y 
k  =  —2,  tenemos 

{x  —  hY  +  (y  ^ 

U  -  1)2  +  (y  +  2)2  =  9  ■ 

La  forma  estandar  de  la  ecuacion  de  un  circulo  de  radio  r  con  cenlro  en  el 
origen  (0,  0),  es 


Si  el  radio  es  igual  a  uno,  el  cfrculo  cuyo  centro  esta  en  el  origen  es  llamado 
circulo  unitario  y  tiene  la  ecuacion 


FIGURA  51 

Cfrculo  unitario  x- 

y- 

1 

j  1 

'  -  ^  1 

\ 

1  '  1 

-1 0* 

Vcase  la  figura  5 1 . 

Si  eliminamos  los  parentcsis  en  la  forma  estandar  de  la  ecuacidn  de  un  cfrculo 
obtenida  en  el  ejemplo  11,  tenemos 

(X  -  1)2  +  (y  +  2)2  =  9 
^2  -  2jc  +  1  +  y2  +  4y  +  4  =  9 
que  encontramos,  despues  de  simplificar,  que  es  cquivalente  a 

jr2  +  y2  —  2jr  +  4_v  —  4  =  0 

Completando  los  cuadrados  en  los  terminos  de  x  y  de  y,  puede  demostrarse 
que  cualquier  ecuacion  de  la  forma 


x2  +  y2  +  ax  +  i>y  +  c  =  0 


tiene  una  grafica  que  es  un  cfrculo,  un  punto  o  que  no  representa  ninguna  grafica. 
For  ejemplo,  la  grafica  de  la  ecuacion  x2  +  y2  =  0  es  el  unico  punto  (0, 0).  La  ecuacion 
x2  +  y2  +  5  =  0,  0  x2  +  y2  =  —  5,  no  tiene  grafica,  ya  que  la  suma  de  cuadrados  de 
niimeros  reales  nunca  es  negativa.  Cuando  su  grdfica  es  un  cfrculo,  la  ecuacion 


Forma  general  de  la 
ecuacion  de  un  circulo 


x2  +  y2  +  ax  +  by  +  c  =  0 


recibe  el  nombre  de  forma  general  de  la  ecuacion  de  un  circulo. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  45. 

El  siguiente  ejemplo  muestra  cdmo  transfonnai'  una  ecuacion  que  csta  en  la 
forma  general  en  una  ecuacion  equivalente  que  tenga  fornia  estandar.  Como  dijimos 
antes,  la  idea  es  utilizar  el  metodo  de  completar  cuadrados  en  los  terminos  x  y  y. 

f  .  •  o/i '  \  O  ,  '  \lr  II  hi  jlll  nUt  ;/ 

Hacer  la  grafica  de  la  ecuacion:  x2  +  v2  +  4.r  -  6y  +  12  =  0 


I  M  I 
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Reacomodamos  la  ecuacion  como  sigue: 

-I-  4x)  +  (y^  —  6y)  =  — 12 

Ahora,  completamos  el  cuadrado  de  cada  expresion  entre  parentesis.  Recuerde  que 
cualquier  numero  que  se  sume  del  lado  izquierdo  tambien  debe  sumarse  del  lado 
derecho: 

(x^  -I-  4x  -H  4)  -I-  (y^  —  6y  +  9)  =  -12-1-4-1-9 

U  +  2)2  +  (3.  -  3)2  =  1 

Reconocemos  esta  ecuacion  como  la  forma  estdndar  de  la  ecuacion  de  un  ci'rculo 
23  oj  T~x  con  radio  1  y  centro  (-2,  3).  La  figura  52  ilustra  la  grdfica.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  63. 


Ejercicio  1.6 

En  los  problemas  1  y  2  marque  cada  punto  en  el  piano  xy.  Diga  en  que  cuadrante  o  en  que  eje  coordemido 
estd  cada  punto. 

1.  (a)  4  =  (-3.  2)  (b)  B  =  (6,  0)  (c)  C  =  (-2,  -2) 

(d)0  =  (6.  5)  (e)£=(0, -3)  (0  £  =  (6,  -3) 

2.  (a)  4  =  (I,  4)  (b)B  =  (-3,  -4)  (c)C=(-3,  4) 

(d)£)  =  (4,  1)  (e)£  =  (0,  1)  CO  £=(-3,0) 

3.  Marque  los  puntos  (2,  0),  (2,  -3),  (2,  4),  (2,  1)  y  (2,  —  1).  Describa  el  conjunto  de  todos  los  puntos  de  la  forma  (2,  y), 
donde  y  es  un  numero  real. 

4.  Marque  los  puntos  (0,  3),  (1,  3),  (-2,  3),  (5,  3)  y  (—4,  3).  Describa  todos  los  puntos  de  la  forma  (x,  3),  donde  x  es 
un  numero  real. 

En  los  problemas  del  5  al  10  encuentre  la  distancia  d(P\,  Pj)  entre  los  puntos  Pi  y  £2-  Tambien  encuentre  el 
punto  medio  del  segmento  de  recta  que  une  a  Py  y  Pj- 


) 


9. 

£1 

=  (3,-4);  £2  =  0,  1) 

10. 

£1 

=  (-1,0);  £2  =  (2,1) 

11. 

£1 

=  (-3,  2);  £2  =  (6,  0) 

12. 

£i 

=  (2,  -3);  Pi  =  (4,  2) 

13. 

£1 

=  (4,  -3);  £2  =  (6,  1) 

14. 

£1 

=  (-4,-3);  £2  =  (2,2) 

15. 

£1 

=  (-0.2,  0.3);  £2  =  (2.3,  1.1) 

16. 

£1 

=  (1.2,  2.3);  £2  =  (-0.3,  1.1) 

17. 

£1 

=  (a,  b)\  Pi  =  (0,  0) 

18. 

£1 

=  (a,  fl);  Pi  =  (0,  0) 

En  los  problemas  del  19  al  22,  marque  cada  punto  y  forme  un  tridngulo  ABC.  Verifique  si  el  tridngulo 
es  un  tridngulo  rectdngulo  y  encuentre  su  drea. 

19.  4  =  (-2,  5);  B  =  (l,3);  C  =  (-1,0)  20.  4  =  (-2.  5);  S  =  (12,  3);  C  =  (I0,  -II) 

21.  4  =  (-5,  3);  fi  =  (6,  0);  C  =  (5,  5)  22.  4  =  (-6.  3);  B  =  (3,  -5);  C  =  (-l,5) 


FIGURA  52  Solucibn 

x^  +  y'^  +  4x  —  6y  +  12  =  0 


T 
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23.  Encuentre  todos  los  puntos  que  tengan  coordenada  x  igual  a  2  y  cuya  distancia  al  punto  (—2,  I)  sea  5. 

24.  Encuentre  todos  los  puntos  que  tengan  coordenada  y  igual  a  — 3  y  cuya  distancia  al  punto  (1,  2)  sea  13. 

25.  Encuentre  todos  los  puntos  sobre  el  eje  x  que  esten  a  5  unidades  del  punto  (2,  —3), 

26.  Encuentre  todos  los  puntos  sobre  el  eje  y  que  esten  a  5  unidades  del  punto  (—4,  4). 

En  los  pwblemas  del  27  al  34  marque  cada  punto  y  su  simetrico  con  respecto: 

(a)  Al  eje  X  (b)  Al  eje  y  (c)  Al  origen 

27.  (3,4)  28.  (5,3)  29.  (-2,1)  30.  (4,-2) 

31.  (1,1)  32.  (-1.-1)  33.  (-3,-4)  34.  (4,0) 


En  los  problemas  del  35  al  44  se  da  la  grdfica  de  una  ecuacidn. 

(a)  Enliste  las  intersecciones  con  los  ejes  de  cada  grdfica. 

(b)  Diga  si  cada  grdfica  es  simetrica  con  respecto  al  eje  x,  al  eje  y  y/o  al  origen. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


b8  Capitulo  1  Preliminares 


En  los  pwblemas  del  45  al  50,  escriba  la  forma  estdndar  de  la  ecuacion  y  la  forma  general  de  la  ecuacion 
de  cada  clrculo  de  radio  r  y  centra  (h,  k). 

45.  r  =  2\  (/-!,«  =  (0,  2)  46.  r  =  3;  {h,k)  =  (\,0)  47.  r  =  5;  (/i,  A)  =  (4.  -3) 

48.  r  =  4;  (ft,  A)  =  (2,  -3)  49.  r  =  2;  (ft,  ft)  =  (0,  0)  50.  r  =  3;  (ft,  ft)  =  (0,  0) 


En  los  problemas  del  51  al  54  encuentre  el  centra  y  el  radio  de  cada  clrculo.  Escriba  la  forma  estdndar  de 
la  ecuacion. 


En  los  problemas  del  55  al  58  relacione  cada  grdfica  con  la  ecuacion  correcta. 

(a)  (x  -  3)2  -r  (>  -t-  3)2  =  9  (c)  (x  -  if  4  (y  +  if  =  4 

(b)  (X  +  1)2  +  (>-  -  2)2  =  4  (d)  (X  +  3)2  +  (>-  -  3)2  =  9 


En  los  problemas  del  59  al  68,  encuentre  el  centra  (h,  k)  v  el  radio  r  de  cada  clrculo.  Haga  la  grdfica  del 
clrculo. 


59.  .v2  +  y2  =  4 
62.  (A-  +  I )-  +  (y  -  I  )2  =  2 

65.  A—  +  —  .V  +  2\'  +  1  =  0 

68.  2x2  +  2v2  +  8a  +  7  =  0 


60.  a2  +  (y  —  if  =  I 

63.  a2  +  >2  +  4a  -  4y  -  I  =  0 

66.  a2  +  y-  +  X  +  y  —  i  =  0 


61.  (A  -  3)2  +  y2  =  4 

64.  .v2  +  y2  —  6a  +  2y  +  9  =  0 

67.  2a2  +  2y2  -  1 2v  +  8y  -  24  =  0 


En  los  problemas  del  69  al  72,  ulilice  la  grdfica  anexa. 

69.  Exlienda  la  grafica  para  hacerla  simetrica  con  respecto  al  eje  a. 

70.  E.xtienda  la  grafica  para  hacerla  siin^trica  con  respecto  al  eje  y, 

71.  Extiendti  la  grafica  para  hacerla  simetrica  con  respecto  al  origen, 

72.  Extienda  la  gnil'ica  para  hacerla  simetrica  con  respecto  al  eje  .v,  al  eje  y 

y  al  origen. 


4 


(-2,1) 


-4 


-4 


(41) 


(2,-1) 
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En  los  problemas  del  73  al  86,  enliste  las  intersecciones  con  los  ejes  }'  verifique  la  simetn'a. 


73. 

.V“  =  V 

74. 

\“  =  .V 

75. 

y  =  3x 

76. 

y  =  -5.r 

77. 

o 

II 

Os 

1 

+ 

78. 

1 

1 

II 

o 

79. 

4x-  +  9y~  =  36 

80. 

s  4y~ 

81. 

V  =  .v^  -  27 

82. 

y  =  .  v**  -  1 

83. 

y  =  T-  -  3,r  -  4 

84. 

7 

y  =  .r- 

85. 

.r 

86. 

x2  -  ,4 

9 

— 

A' 

87.  Jl  En  el  juego  de  bbisbol,  el  “diamante"  en  realidad 

1  es  un  cuadrado  de  90  pies  por  lado  (veasc  la  figura).  Sobre- 

1  poniendo  un  sistema  de  coordenadas  en  el  diamante  de  mane- 

1  ra  que  el  origen  este  en  el  home,  la  direccibn  positiva  del  eje 

1  .V  en  la  dircccibn  de  home  a  primera  base,  y  la  direccibn  pos¬ 

itive  del  eje  y  apunte  del  home  a  la  tercera  base: 

1  (a)  (.Cuales  son  las  coordenadas  de  la  primera,  segunda  y 

90  pies 

tercera  bases?  Utilice  pies  como  la  unidad  de  medida. 

1  (b)  Si  el  jardinero  derecho  estti  ubicado  en  (310,  15),  ,)aquc’ 

'\ 

Monticulo  de 

1  distancia  estti  de  la  segunda  base? 

(c)  Si  el  jardinero  central  csta  en  (300,  300),  ga  que  distan¬ 

90  pies 

cia  esta  de  la  tercera  base? 

lanzamiento 

Altnohadilla 
de  home 

88.  -  La  dispnsici6n  de  un  campo  dc  bcisbol  dc  liga  infantil  cs  un  cuadrado  de  60  pies  por 

lado.*  Sobieponiendo  un  siMema  rectangular  sobre  el  diamante  de  mode  que  el  origen  este  en  el  home,  el  sentido 
positive  del  eje  .v  este  en  la  direccion  dc  home  a  primera  base,  y  la  direccion  positiva  del  eje  y  vaya  de  home  a  la 
terccra  base: 


89. 


90. 


91. 


(a)  (Cuales  son  las  coordenadas  de  la  primera,  segunda  y  tercera  bases?  Utilice  pies  como  la  unidad  de  medida. 

(b)  Si  cl  jardinero  derecho  csta  ubicado  en  (180,  20),  que  distancia  estd  de  la  segunda  base? 

(c)  Si  el  jardinero  central  esta  ubicado  en  (220,  220),  que  distancia  estd  de  la  tercera  base? 

Un  automrtvil  y  un  camitin  pasan  por  unu  interseccibn  al  mismo  tiempo.  El  automovil  va  rumbo  al  este  a  una  velocidad 
promedio  dc  40  millas  por  bora,  mientras  que  el  camion  va  hacia  el  sur  a  una  velocidad  promedio  de  30  millas  por 
bora.  Encuentre  una  expresibn  para  la  distancia  entre  cstos 
vehi'cLilos  d  (en  millas)  despues  de  t  boras. 


Un  globo  acrostatico  que  va  bacia  el  este,  a  una  velocidad 
promedio  de  15  millas  por  bora  y  altitud  constante  de 
100  pics,  pasa  sobre  una  inlerscccibn  (veaso  la  figura).  En¬ 
cuentre  una  expresibn  para  la  distancia  d  (medida  cn  pics) 
del  globo  a  la  interseccibn  /  segundos  despues. 


La  Tierra  estd  representada  en  un 
mapa  de  una  parte  del  Sistema  solar  de  modo  que  su  superfi- 
cie  es  cl  cj'rculo  con  ecuacibn  x-  +  +  2x  +  4v  —  409 1  =  0. 

Un  satelite  da  vueltas  alrededor  de  la  Tierra  0.6  unidades  por 
aiTiba  de  ella  con  el  centro  de  su  brbita  circular  en  el  ceniro 
del  planeta.  Encuentre  la  ecuacibn  para  la  brbita  del  satblite 
en  CSC  mapa. 


'■'Fueiile:  Lillie  League  Baseball.  Official  Regiilaiions  and  Playing  Rules.  1 99 1 
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Iff' 


el  problema  92  puede  utilizar  una  calculadora  grdfica,  pew  en  realidad  no  se  necesita. 

(a)  Haga  la  grdfica  de  y  =  Vx^,  y  =  x,  y  =Ja|,  y  y  =  (Vx)^,  tome  nota  de  cudles  graficas  son  iguales. 

(b)  Expiique  por  qu6  las  grdficas  de  ><  =  v  x^  y  y  =  Jx|  son  iguales. 

to  Expiique  por  qud  las  grdficas  de  y  =  x  y  y  =  (  v  x)^  no  son  iguales. 

(dj  Expiique  por  qud  las  grdficas  de  y  =  y  y  =  x  no  son  iguales. 

Construya  una  ecuacion  con  intersecciones  (2,  0),  (4,  0)  y  (0,  1).  Compare  su  ecuacidn  con  la  de  un  compafiero  y 
comente  sus  semejanzas. 

Se  estd  verificando  la  simelria  de  una  ecuacidn  con  respecto  al  eje  x,  al  eje  y  y  al  origen.  Expiique  por  que,  si  dos 
de  estas  simetrias  estan  presentes,  la  restante  debe  estarlo  tambien. 

Dibuje  una  grdfica  que  contenga  los  puntos  (—2,  —  I),  (0,  1),  (1,  3)  y  (3,  5).  Compare  su  grdfica  con  las  grdficas  de 
otros  estudiantes.  ^,Son  la  mayon'a  lineas  rectas?  ^Cudntas  estan  curvas?  Analice  las  diferentes  maneras  en  que  po- 
dn'an  ser  conectados  los  puntos. 


La  linea  recta 


FIGURA  53 


■  Elevacion 


Recorrido 


En  esta  seccion  estudiaremos  un  tipo  de  ecuacidn  que  tiene  dos  variables,  la  ecuacion 
lineal,  y  su  grat’ica,  la  linea  recta. 

Pendiente  de  una  recta 

Considere  la  escalera  ilustrada  en  la  figura  53.  Cada  escalon  tiene  exactamente  el 
mismo  recorrido  horizontal  y  la  misma  elevacion  vertical.  La  razon  de  la  elevacidn 
al  recorrido,  llamada  pendiente,  es  una  medida  numerica  de  la  inclinacion  de  la  es¬ 
calera.  Por  ejemplo,  si  el  recorrido  se  aumenta  y  la  elevacion  permanece  sin  cam- 
bio,  la  escalera  se  vuelve  menos  inclinada.  Si  el  recorrido  se  mantiene  igual  pero  se 
aumenta  la  elevacidn,  la  escalera  se  vuelve  mas  inclinada.  Esta  caracteristica  im- 
portante  de  una  recta  se  define  mejor  utilizando  coordenadas  rectangulares. 


Pendiente  de  una  recta 


Sean  P  =  (xi,  /i)  y  Q  =  (X2,  yi)  dos  puntos  distintos  con  xi  y=  X2.  La 
pendiente  m  de  la  recta  no  vertical  L  que  contiene  a  Py  Q  esta 
definida  por  la  formula 


>’2  .Vl 

XT  “  X| 


X'l  ^  .v? 


Si  xi  =  X2,  L  es  una  recta  vertical  y  la  pendiente  m  de  L  esta 
indefinida  (ya  que  resulta  en  una  division  entre  0). 


FIGURA  54 


La  figura  54(a)  proporciona  una  ilustracidn  de  la  pendiente  de  una  recta  no  verti¬ 
cal;  la  figura  54(b)  ilustra  una  recta  vertical. 


9  -  (^2’ 

Elevacion  =  y2  -fi 


— "^Recorrido  =  Xj  -x, 


L 

1 

'  0=(x,,y2) 

y^ 

« 

'  P=(x,,y,) 

1  , 

'^1 

(a)  La  pendiente  de  Lesm  = 


(b)  Pendiente  indefinida 
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Como  puede  apreciarse  en  la  figura  54(a),  la  pendiente  in  de  una  recta  no  ver¬ 
tical  puede  ser  vista  asf: 


yi  ~  y\  _  Elevacidn 
X2  ~  Recorrido 


Tambien  podemos  expresar  la  pendiente  m  de  una  recta  vertical  como 

y2  >’!  Gambia  en  v 

m  = - = - =  ~ — 

-*2  ■“  -^i  Gambia  en  x  Ax 


Esto  es,  la  pendiente  m  de  una  recta  no  vertical  L  es  la  razdn  del  cambio  en  las  coor- 
denadas  y  de  Pa  Q,  t^y  =  y2  —  y\,  al  cambio  de  las  coordenadas  x  de  E  a  2, 
Ax  =  X2  -  Xi. 

Dos  comentarios  acerca  de  la  pendiente  de  una  recta  no  vertical  pueden 
semos  utiles: 


I.  Cuatesquiera  dos  puntos  distintos  sobre  la  recta  pueden  ser  utilizados  para  calcular  la  pen¬ 
diente  de  la  recta.  (Vease  la  figura  55  pai'a  una  justificacion.) 


FIGURA  55 

Los  iridngulos  ABC  y  PQR  son 
semejantes  (angulos  iguales). 
Ln  consecuencia,  las  razones  de  los  lados 
corrcspondientes  son  proporcionales. 

For  tanto: 

Pendiente  usando  P  y  Q  =  - - — 

X2  -  Xl 


=  pendiente  usando  A  y  B  = 


d(B,  Q 
d(A,  Q 


2.  La  pendiente  de  una  recta  puede  ser  calculada  de  E  =  (X|,  yi)  a  Q  =  (x2,  ¥2)  0  de  2  a  E, 
porque 


yz "  yi 

X2  -  Xl 


Xl  -  X2 


■  Ahora  resuelva  el  problema  71. 


Para  comprender  mejor  el  significado  de  pendiente  m  de  una  recta  L,  con- 
sidere  el  ejemplo  siguiente. 

K  J  E  M  P  I.  O  1  Dclcniiiiuicidii  </(■  ltd  pt'iulit'iilf\  ilf  vtiriits  nt  itt^  t/ih'  lifiu’ii  I'l  nuAiiio 

piinli  '  i2.  •' 

Calcular  las  pendientes  de  las  rectas  Li,  L2,  L3  y  L4  que  tienen  los  siguientes  pares 
de  puntos.  Hacer  las  graficas  de  las  cuatro  rectas  en  el  mismo  conjunto  de  ejes 
coordenados. 


Li: 

P  =  (2,  3) 

Gi 

=  (-1,  -2) 

L2'. 

E  =  (2,  3) 

02 

=  (3,  -1) 

L3: 

E  =  (2,  3) 

23 

=  (5,  3) 

u. 

E  =  (2,  3) 

04 

=  (2,  5) 

Sean  wi,  W2,  m3  y  m4  las  pendientes  de  las  rectas  L\,  L2,  E3  y  L4,  respectivamente. 
Entonces 
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de  modo  que  por  cada  movimiento  horizontal  de  -5  unidades  (un  movimiento 
hacia  la  izquierda)  habrd  un  correspondiente  movimiento  vertical  de  4  unidades  (ha- 
cia  arriba).  Este  enfoque  nos  lleva  al  punto  (  —  2,  6),  que  tambidn  se  muestra  en  la 
gr^fica  de  la  figura  59.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 

Ecuaciones  de  rectas 

Una  vez  asimilado  el  concepto  de  pendiente  de  una  recta,  estamos  preparados  para 
deducir  ecuaciones  de  rectas.  Como  veremos,  hay  varias  formas  de  la  ecuacidn  de 
una  recta.  Iniciemos  con  un  ejemplo. 


Iv  .1  P'  .M  P  I,  O  3  Uiiijiriiciiin  dc  una  rrcia 

Hacer  la  grafica  de  la  ecuacidn:  x  =  3 

SokiciiMi  Buscamos  todos  los  puntos  (x,  y)  en  el  piano  para  los  cuales  x  =  3.  Asi,  no  importa 
que  coordenada  y  se  utilice,  la  correspondiente  coordenada  x  siempre  sera  igual  a  3. 
En  consecuencia,  la  grafica  de  la  ecuacidn  x  =  3  es  una  recta  vertical  con  intersec- 
cion-jc  igual  a  3  y  pendiente  indefinida.  Vease  la  figura  60. 


FIGURA  60  yt 

X  =  3  5 

(3,3) 

1 

(3,  2) 

(3,1) 

1 

I  I 

k  1  1  1 

-1  0 

(3,  0) 

5  / 

-1 

(3,-1) 

Como  se  sugirio  por  el  ejemplo  3,  tenemos  el  resultado  siguiente: 


'Icorcma  Una  recta  vertical  esta  dada  por  una  ecuacidn  de  la  forma 


Ecuacion  de  una  recta 
verticai 


donde  a  es  la  interseccion  — 


Comentario:  Para  hacer  la  grafica  de  una  ecuacidn  utilizando  un  dispositive  de  graficacidn 
necesitamos  expresar  la  ecuacidn  en  la  forma  y  =  expresidn  en  x.  Pero  ar  =  3  no  puede  ser 
puesta  en  esta  forma.  Sin  embargo,  la  mayoria  de  los  dispositivos  de  graficacidn  tiene  mane- 
ras  especiales  de  dibujar  rectas  verticales.  LINE,  PLOT  y  VERT  estin  entre  las  mis  comunes. 
Consulte  su  manual  para  determinar  el  metodo  coirecto  a  utilizar. 


Ahora  sea  L  una  recta  no  vertical  con  pendiente  m  y  con  el  punto  (jti,  yq). 
Vease  la  figura  61.  Para  cualquier  otro  punto  (x,  y)  sobre  L,  tenemos 
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FIGURA  61 


y, 

L 

{x.y) 

(^i,yi)  \y-y^ 

x-x, 

X 

m 


y  -y\ 

X  —  Xi 


o  y  ~  yi  =  in{x 


X]) 


Il’oil'II  Una  ecuacion  de  una  recta  no  vertical  con  pendiente  m  que  pasa  por  el  punto 
(xu  3'i)  es 


Forma  punto-pendiente  de 
la  ecuacion  de  una  recta 


y  -  yi  =  in(x  --xi) 


(2) 


C  I  i;  M  IM  4 


Una  ecuacidn  de  la  recta  con  pendiente  4  y  que  pasa  por  el  punto  (1,2)  puede  ser 
encontrada  utilizando  la  forma  punto-pendiente  con  m  =  4,  xi  =  I,  y  yi  =2: 

y  -  y\  =  mix  -x,) 
y  -  2  =  4(x  -  1) 
y  =  4x  -2 

Vease  la  figura  62.  — 


FIGURA  62 

y  =  4x  -2 


(1,2). 


(2,6) 

Elevacion  =  4 


Recorrido  =  1 

_ I _ \ _ I _ \ _ I _ L 


-2  0 


y=4x-2 


_j _ 

10  X 


I  j  i:  M  i»  I  o 


i  )i  :  r.-‘ iU'  r!  c  (  >‘l  ilc  t  Ul  rHa; 

Hallar  una  ecuacion  de  la  recta  horizontal  que  pasa  por  el  punto  (3,  2). 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


76  Capftulo  1  Preliminares 


•Solucion  La  pendiente  de  una  recta  horizontal  es  0.  Para  obtener  una  ecuacion,  utilizamos  la 
forma  punto-pendiente  con  m  =  0,  Xi  =  3,  y  yi  =  2: 

y  ->'i  =  mix  -X|) 
y  -  2  =  0  ■  (x  -  3) 
y  -  2  =  0 
y  =  2 

Vease  la  figura  63  para  la  grafica. 


FIGURA  63 

y  =  2 


y- 

5 

1 

f-  •  * 

1  1  1  1  1  . 

-1  0 

5  X 

-1 

CM 

II 

Como  es  sugerido  por  el  ejemplo  5,  tenemos  el  resultado: 
Icnrcma  Una  recta  horizontal  esta  dada  por  una  ecuacion  de  la  forma 

Ecuacion  de  una  recta 
horizontal 


donde  b  es  la  interseccidn 


-f- 


K  ,F  !■’  M  P  L  O  6  •  ^'-icrniiiuti  ibn  dc  unit  i  ciuf  ibn  dr  inm  rc'  ti:  liaih^s  -  pimins 

Encontrar  una  ecuacidn  de  la  recta  L  que  pasa  por  los  puntos  (2,  3)  y  (^4,  5).  Hacer 
la  grafica  de  la  recta  L. 

FIGURA  64 

^  3  =  -|(.y  -  2)  Si)liicii)ii  Ya  que  tenemos  dos  puntos,  primero  calculamos  la  pendiente  de  la  recta: 


5-3 


-4-2  -6  3 

Utilizamos  el  punto  (2,  3)  y  el  hecho  de  que  la  pendiente  m 
forma  punto-pendiente  de  la  ecuacion  de  la  recta: 


——  para  obtener  la 


y  -  3  =  -—{x  -  2) 


Para  la  grafica  vease  la  figura  64. 
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Forma  general  de  la 
ecuaclon  de  una  recta 


En  la  solucion  del  ejemplo  6,  podriamos  haber  usado  el  otro  punto  (—4,  .“S), 
en  lugar  del  (2,  3).  La  ecuacidn  que  resulta,  aunque  pairece  diferenle,  es  equivalente 
a  la  obtenida  en  el  ejemplo.  (Intentelo.) 

Otra  forma  de  la  ecuacidn  de  la  recta  del  ejemplo  6  puede  ser  obtenida  mul- 
tiplicando  ambos  miembros  de  la  ecuacidn  punto-pendiente  por  3  y  agrupando 
tdrminos: 


y  -  3  =  -j(x  -  2) 

3(3'  —  3)  =  3(— — )(jr  —  2)  Muliiplii  ■!  in-i 

3y  -  9  =  -  l(x  -  2) 

3y  -  9  =  -X  +  2 
X  +  3y  -  1 1  =  0 

La  ecuacidn  de  una  recta  L  estd  en  forma  general  cuando  estd 
escrita  como 

Ax  +  By+C  =  0  (3) 

donde  A,  By  C  son  tres  numeros  reales  y  Ay  B  no  son  ambos 
cero. 

■  Ahora  resuelva  los  problemas  31  y  35. 

Toda  recta  tiene  una  ecuacidn  que  es  equivalente  a  la  escrita  en  la  forma 
general.  Por  ejemplo,  una  recta  vertical  cuya  ecuacidn  es 

X  =  a 


puede  ser  escrita  en  la  forma  general 

1  ■  X  +  0  •  y  —  a  =  0  i  I  II.  ( 

Una  recta  horizontal  cuya  ecuacidn  es 

y  =  b 

puede  ser  escrita  en  la  forma  general 

0  •  X  +  1  ■  y  —  =  0  1  (I.  /<  I  ■ 

Rectas  que  no  sean  verticales  ni  horizontales  tendnin  ecuaciones  generales  en  la  forma 
Ax  +  By  +  C  =  0 

Ya  que  la  ecuacidn  de  toda  recta  puede  ser  escrita  en  la  forma  general,  cualquier 
ecuacidn  equivalente  a  (3)  es  llamada  ecuacidn  lineal. 

Otra  ecuacidn  util  de  una  recta  se  obtiene  cuando  la  pendiente  m  y  la  inter- 
seccidn  con  el  eje  y  son  conocidas.  En  este  caso,  conocemos  tanto  la  pendiente  m 
de  la  recta  como  un  punto  (0,  h)  sobre  la  recta;  asf,  podemos  utilizar  la  forma  punto- 
pendiente,  ecuacidn  (2),  para  obtener  la  ecuacidn: 


y  —  b  =  m(x  —  0)  o  y  =  mx  +  b 
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K  nriMna  Una  ecuacion  de  una  recta  L  con  pendiente  m  e  interseccidn-)'  igual  a  />  es 


Forma  pendiente- 
interseccion  de  una 
ecuacion  de  una  recta 


y  =  mx  +  b 


(4) 


Exploracion:  En  la  niisma  pantalla,  haga  las  graficas  de  las  siguientes  rectas  {vease  la 
figura  65); 

3^  =  2 

y  —  X  +  2 
y=-x  +  2 
y  =  3x+  2 
y  =  -3x  +  2 


i,Qu6  puede  concluirse  de  las  rectas  y  =  fnx  +  2? 


FIGURA  65  y=-3x+2  y=3x+2 


-4 

En  la  misma  pantalla,  haga  ahora  las  grdftcas  de  las  siguientes  rectas  (vease  la 
figura  66): 

y  =  2x 
y  =  2x  +  I 
y  =  2;r  -  1 
y  =  2x  +  4 
y  =  2x  —  4 

puede  concluirse  de  las  rectas  y  =  2x  +  bl 


FIGURA  66 

y  =  2x  +  b 


y=2x+  1 


-4 
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ISION  POSIBLE  !■ 

I 

r 
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L  m  URO  DF.  LOS  KVLNTOS  DF  PISi  A  EN  I  OS 
.11  EGOS  OLI.MPICOS 

Algunas  personas  piensan  que  las  mujeres  atletas  estan  empezando  a  “alcanzar”  a  los  hombres  en 
los  eventos  de  pista  en  los  Juegos  Olfmpicos.  De  hecho,  investigadores  de  la  UCLA  publicaron  en  1992 
datos  que  parecian  indicar  que  dentro  de  65  afios  los  mejores  corredores  hombres  y  mujeres  podrian 
competir  en  igualdad  de  condiciones.  Otros  investigadores  no  coinciden  con  esto.  A  continuaci6n 
estdn  los  datos  de  la  carrera  de  200  metros  con  los  tiempos  ganadores  en  los  Juegos  Olfmpicos  de 
diferentes  anos. 


TIEMPO  EN  SEGUNDOS  PARA  VARONES  TIEMPO  EN  SEGUNDOS  PARA  UAMAS 


1948 

21.1 

24.4 

1952 

20.7 

23.7 

1956 

20.6 

23.4 

I960 

20.5 

24.0 

1964 

20.3 

23,0 

1968 

19.83 

22.5 

1972 

20.00 

22.40 

1976 

20.23 

22.37 

1980 

20.19 

22.03 

1984 

19,80 

21.81 

1988 

19,75 

21.34 

1992 

19.73 

21.72 

(Note  que  la  introduccidn  de  mejores  dispositivos  de  cronometraje  significa  medidas  mds  precisas, 

a  partir  de  1968  para  los  varones  y  de  1972  para  las  damas.) 

1.  Inicie  su  investigacion  acerca  de  la  conjetura  de  UCLA  haciendo  una  grSfica  de  estos  datos.  Para  obtener  la 
clase  de  precisidn  que  necesita  debe  utilizar  papel  milimelrico.  Trabajara  s61o  en  el  primer  cuadrante.  En  su 
eje  X  coloque  el  ano  de  las  Olimpiadas  desde  1948  hasta  2048,  de  cuatro  en  cuatro.  En  su  eje  y  ponga  los 
numeros  desde  15  hasta  25,  que  representan  los  segundos;  si  utiliza  papel  milim^trico  tome  cuatro  cuadros 
para  cada  segundo.  Utilice  X  para  representar  los  tiempos  de  los  varones  y  O  para  los  de  las  mujeres,  Esto 
formara  lo  que  llamamos  grdfica  de  dispersidn,  no  es  una  Imea  o  curva  bien  definida, 

2.  Con  una  regia  o  una  escuadra,  dibuje  una  recta  que  represente  aproximadamente  la  pendiente  y  direccidn 
indicadas  por  las  marcas  de  los  varones.  Haga  lo  mismo  con  las  marcas  de  las  damas.  Escriba  una  o  dos 
oraciones  explicando  por  qu6  piensa  que  su  recta  es  una  buena  representacidn  de  la  grJfica  de  dispersidn, 

3,  Ahora  encuentre  la  ecuacidn  de  cada  recta  utilizando  su  grdfica  para  estimar  la  pendiente  y  la  intersecci6n-y 
de  cada  una.  Trate  de  ser  lo  mas  precise  posible,  recordando  sus  unidades  y  usando  los  puntos  en  donde  la 
recta  cruza  intersecciones  de  la  cuadrfcula.  La  pendiente  estarS  en  segundos  por  ano, 

4.  ^Parece  que  sus  dos  rectas  se  cruzan?  ^En  que  ano  se  cruzan?  Si  resuelve  las  dos  ecuaciones  algebraica- 
mente,  ^obtiene  la  misma  respuesta? 

5,  (Opcional)  Algunas  calculadoras  grdficas  le  peimiten  hacer  este  problema  en  el  modo  de  estadfstica,  mar- 
cando  los  puntos  individuales  que  usted  teclee  y  encontrando  una  regresidn  lineal  que  represente  los  datos. 
Si  tiene  una  calculadora  grafica  compruebe  si  las  ecuaciones  de  la  calculadora  coinciden  con  las  de  usted. 

6,  Tome  una  decisidn  con  el  grupo  acerca  de  si  piensa  que  los  tiempos  de  las  damas  alcanzaran  a  los  de  los 
varones.  Escriba  dos  o  tres  oraciones  explicando  por  qu6  si  o  por  qud  no  cree  que  lo  harJn. 
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Cuando  la  ecuacion  de  una  recta  esta  escrita  en  la  forma  pendiente-intcrsec- 
cion,  es  facil  encontrar  la  pendiente  m  y  la  interseccidn-y  b  de  la  recta.  Por  ejem- 
plo,  suponga  que  la  ecuacion  de  la  recta  es 

y  =  -lx  3 

\ 

Compdrela  con  y  =  mx  +  b:  i 

y  =  -2x  3  ‘ 

?  I 
.  ■■■,  -  h 


La  pendiente  de  esta  linea  es  —2  y  su  intersecci6n-y  es  3. 

Veamos  otro  ejemplo. 

K  J  E  M  P  L  O  7  D<’ti . iiiiniK  iiin  (fr  la  pfiulifiitr  .  fli  l<i  into  .-.  I  iihi  'l<‘  iiiui 

Hallar  la  pendiente  m  y  la  interseccion-y  b  de  la  recta  2jc  -I-  4y  —  8  =  0.  Haga  la 
grafica  de  la  recta. 

.SoluciDn  Para  obtener  la  pendiente  y  la  intersecci6n-y,  transformamos  la  ecuacion  a  su  forma 
pendiente-interseccidn.  Por  tanto,  necesitamos  resolver  para  y: 

2r  -H  4y  -  8  =  0 

4y  =  —2x  -l-  8 
y  =  -ir  +  2 

El  coeficiente  de  x,  —  es  la  pendiente,  y  la  interseccion-y  es  2.  Podemos  hacer  la 
grdfica  de  la  recta  de  dos  maneras: 

I.  Usando  el  hecho  de  que  la  interseccion-y  es  2  y  la  pendiente  es  —  j.  Despues,  iniciando 
en  el  punto  (0,  2),  yendo  a  la  derecha  2  unidades  y  hacia  abajo  I  unidad  hasta  el  punto 
(2,  1).  Vease  la  figura  67. 

O 


2.  Localizando  las  intersecciones  con  los  ejes.  Ya  que  la  intersecci6n-y  es  2,  sabemos  que 
una  interseccidn  es  (0,  2).  Para  obtener  la  interseccidn-a:,  hacemos  y  =  0  y  resolvemos 
para  x.  Cuando  y  =  0,  tenemos 


2jt-l-4-0-8=  0 

2x  -  8  =  0 

.Y  =  4 


Por  lo  tanto,  las  intersecciones  con  los  ejes  son  (4,  0)  y  (0,  2).  Vease  la  figura  68. 


FIGURA  67 

2x  -I-  4y  -  8  =  0 


yi 

5 

- 

J 

~  2 

(0,  2)'^ 

1) 

1  1  1  1 

,  ,  ,  ,  , 

-3  0 

3 

FIGURA  68 

2x  -t  4y  -  8  =  0 

y.. 

5  - 


■  Ailora  resuelva  el  problema  63. 
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Rectas  paralelas  y  perpendiculares 

Cuando  en  un  piano  dos  rectas  no  tienen  puntos  en  comun  se  dice  que  son  parale¬ 
las.  Vease  la  figura  69.  Ahi  trazamos  dos  rectas  y  tridngulos  rectangulos  dibujando 
lados  paralelos  a  los  ejes  coordenados.  Estas  rectas  son  paralelas  si,  y  solo  si,  los 
tridngulos  rectangulos  son  semejantes.  (^Advierte  por  qu6?  Porque  dos  dngulos  son 
iguales.)  Pero  los  triiingulos  son  semejantes  si,  y  solo  si,  las  razones  de  los  lados 
correspondientes  son  iguales. 


FIGURA  69 

Las  rcclas  son  paralelas  si,  y  solo  si, 
sus  pendientes  son  iguales 


L 


Elevacion  / 

XH 


Elevacion 


/ifiecorrido  /Recorrido 

- - : 


Esto  sugiere  el  resultado  siguiente: 


'IViircni.:  Dos  rectas  no  verticales  distintas  son  paralelas  si,  y  solo  si,  sus  pendientes 
son  iguales.  ■ 

El  uso  de  las  palabras  “si,  y  s61o  si”  en  el  teorema  anterior  significa  que  en 
realidad  se  estan  haciendo  dos  enunciados,  uno  es  el  reciproco  del  otro. 


Si  dos  rectas  no  verticales  distintas  son  paralelas,  entonces  sus  pendientes  son  iguales. 
Si  dos  rectas  no  verticales  distintas  tienen  pendientes  iguales,  entonces  son  paralelas. 


H  ■  i;  M  I*  I.  o  s 


FIGURA  70 

Rectas  paralelas 


H  .1  K  M  r  I  ()  9 


/E  vm.-s/f ih  tli)s  re-  ins  .\i>n  panili'his 

Demostrar  que  las  rectas  dadas  por  las  ecuacioncs  siguientes  son  paralelas: 

L:  2jc  +  3y  —  6  =  0  M\  4x  +  6y  =  0 

Para  determinar  si  estas  rectas  tienen  pendientes  iguales,  escribimos  cada  ecuacion 
en  la  forma  pendiente-interseccidn: 

L.  2x  +  3y  —  6  =  0  M:  4x  +  6y  =  0 

3y  =  —2x  +  6  6y  =  —4x 

y  =  -yV  +  2  y  =  -3.y 

Pendiente  =  — |  Pendiente  =  — | 

Puesto  que  estas  rectas  tienen  la  misma  pendiente,,  — pero  diferentes  intersec- 
ciones-y,  conciuimos  que  son  paralelas.  Vease  la  figura  70.  ■ 

Di  '  '//  ;/.  ijlll  'J  '  ■  jU"-  ■•/V;  -  s/t  -.I: '  'adit 

Hallar  una  ecuacion  de  la  recta  que  contenga  al  punto  (2,  —3)  y  sea  paralela  a  la 
recta  2x  +  y  —  6  =  0. 


S;)lii  -:i)ii  Buscamos  que  la  pendiente  de  la  recta  sea  igual  a  la  pendiente  de  2;c  +  y  —  6  =  0, 
ya  que  las  dos  rectas  serdn  paralelas.  Asi,  empezamos  escribiendo  la  ecuacidn  de  la 
recta  2a'  +  y  —  6  =  0  en  la  forma  pendiente-interseccion: 

2x  +  y  —  6  =  0 

y  =  —  2n:  +  6 
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La  pendiente  es  —2.  Como  queremos  que  la  recta  contenga  al  punto  (2,  —3), 
usamos  la  forma  punto-pendiente  para  obtener 

-b  3  =  -2{x  -  2) 

2x  +  y  —  \  =  0  'ifU'-.i! 

y  =  — 2jC  H"  1  liMUM  MCLL'n 

Esta  recta  es  paralela  a  la  recta  2x-l->'  —  6  =  0  y  contlene  al  punto  (2,  —3). 
Vease  la  figura  7 1 . 


Cuando  dos  rectas  se  cortan  formando  un  dngulo  recto  (90°),  se  dice  que  son 
perpendiculares.  Vease  la  figura  72. 


El  resultado  siguiente  nos  da  una  condicion,  en  tdrminos  de  sus  pendientes, 
para  que  dos  rectas  sean  perpendiculares: 

Tciireni,;  Dos  rectas  no  verticales  son  perpendiculares  si,  y  sdlo  si,  el  producto  de  sus  pen¬ 
dientes  es  —  1.  ® 

Aqui  comprobaremos  la  parte  “solo  si”  del  enunciado: 

Si  dos  rectas  no  verticales  son  perpendiculares,  entonces  el  producto  de  sus  pendientes 
es  - 1 . 

En  el  problema  100  se  le  pide  que  demuestre  la  parte  “si”  del  teorema;  esto  es. 

Si  dos  rectas  no  verticales  tienen  pendiente  cuyo  producto  es  —1,  entonces  son 
perpendiculares. 
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I’ruLl-'ci 


FIGURA  73 


Sean  m\  y  m-i  las  pendientes  de  las  dos  rectas.  No  hay  perdida  de  generalidad  (esto 
es,  ni  el  angulo  ni  las  pendientes  estan  afectadas)  si  colocamos  las  rectas  de  modo 
que  se  corten  en  el  origen.  Vease  la  figura  73.  El  punto  A  =  (1,  m2)  estd  sobre  la 
recta  que  tiene  pendiente  mj  y  el  punto  B  =  (I,  mi)  sobre  la  recta  que  tiene  pen- 
diente  mi.  (^Advierte  por  que  esto  es  cierto?) 

Suponga  que  las  rectas  son  perpendiculares.  Entonces  el  triangulo  OAB  es  un 
triangulo  rectangulo.  Como  consecuencia  del  teorema  de  Pitdgoras,  se  deduce  que 

[d(0,  A)]2  +  [d(0,  5)]2  =  [d(A,  B)f  (5) 

Por  la  fdrmula  de  distancia,  podemos  escribir  cada  una  de  estas  distancia  como 
[d(0,  A)]2  =  (1  -  0)2  +  (m2  -  0)2  =  1  + 

[d(0,  S)]2  =  (1  -  0)2  +  (mi  -  0)2  =  1  +  m^ 

[d(A,  S)]2  =  (1  —  1)2  +  (m2  —  /ni)2  =  m\  —  2mim2  + 

Utilizando  estos  hechos  en  la  ecuacidn  (5),  obtenemos 

(1  +  mj)  +  (1  +  m\)  =  m\  —  2mim.2  +  m\ 


lo  cual,  despues  de  la  simplificacidn,  puede  escribirse  como 


mim2  =  ~  1 

Por  tanto,  si  las  rectas  son  perpendiculares,  el  producto  de  sus  pendientes  sera  —  1.  ■ 


Puede  que  le  sea  mds  fdcil  recordar  la  condicion  necesaria  para  que  dos  rec¬ 
tas  no  verticales  sean  perpendiculares,  observando  que  la  igualdad  mim2  =  —1  sig- 
nifica  que  mi  y  m2  son  reciprocos  negativos  uno  del  otro;  esto  es,  nii  =  —l/fth  0 
m2  =  —  \/mi. 


F  .1  E  VI  P  E  (I  I  0  A'.  .■.vW'-'-H/./ri;/ ;/<  /.j dr  tiiui  r  !<■  p  >  i‘.  iiliiru  mra 

Si  una  recta  tiene  pendiente  |,  cualquier  recta  que  tenga  pendiente  — |  es  perpen¬ 
dicular  a  ella.  ■ 

r  J  F-  M  P  !.  O  11  / >.  tcnnn.ii,  I, ■-  ,  u;  pr- a  Dtra 

Hallar  una  ecuacidn  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  (1,  —  2)  y  es  perpendicular  a 
la  recta  x  +  3y  —  6  =  0.  Hacer  la  grdfica  de  las  dos  rectas. 

N:ilufii!ii  Primero  escribimos  la  ecuacidn  de  la  recta  dada  en  la  forma  pendiente-interseccidn 
para  encontrar  su  pendiente 

X  +  3y  —  6  =  0 

3y  =  -X  +  6 
y=-^x  +  2 

La  recta  dada  tiene  pendiente  —  j.  Cualquier  recta  perpendicular  a  esta  tendra  pen¬ 
diente  3.  Ya  que  necesitamos  que  el  punto  (1,  —2)  este  sobre  esta  recta  con 
pendiente  3,  usamos  la  forma  punto-pendiente  de  la  ecuacidn  de  una  recta 

y  -  (-2)  =  3(x  -  1) 
y  2  =  3(x  -  1) 

Esta  ecuacidn  es  equivalente  a  las  formas 

Tv  -  V  ~  5  n 
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Vease  la  figura  74.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  51. 


Advertencia:  Asegurese  de  utilizar  una  pantalla  cuadrada  cuando  haga  graficas  de  rectas 
perpendiculares;  de  otra  forma  el  Angulo  entre  las  rectas  aparecerS  distorsionado. 


Ejercicio  1.7 

En  los  problemas  del  I  al  4,  encuentre  la  pendienle  de  la  recta. 


3. 


(-1,3)  X 


y 

3 

''H, 


\ 


y. 

(2, 2)  , 

2 

(-1,1) 

1 

1  1  , 

-2  0 

2 

-2 

- 
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i 


En  los  prohleinas  del  5  al  14,  marque  coda  pareja  de  pantos  y  determine  la  pendiente  de  la  recta  que  los 
contiene.  Haga  la  grdfica  de  la  recta. 

5.  (2,  3);  (4,0)  6.  (4,  2);  (3,  4)  7.  (-2,  3);  (2,1)  8.  (-1,1);  (2,  3) 

9.  (-3,  -1);  (2,  -1)  10.  (4,  2);  (-5,  2)  11.  (- 1.  2);  (- 1,  -2)  12.  (2,  0);  (2,  2) 

13.  (V2,  3);  (1.  V3)  14.  (-2\/2,  0);  (4,  Vs) 

En  los  problemas  del  15  al  22,  luiga  la  grafted  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  P  >■  tiene  la  poidiente  m. 


15. 

P  =  (1,  2);  m  =  3 

16. 

P  =  (2,  1);  n?  =  4 

17.  P  =  (2,4);m=f 

18. 

P  =  (1,  3);  m  =  3“ 

19. 

P  =  (-1,  3);  m  =  0 

20.  P  =  (2,  -4);  m  =  0 

21. 

P  =  (0,  3);  pendiente  indefinida 

22. 

P  =  (—2,  0);  pendiente  indefinida 

En  los  problemas  del  23  al  30  encuentre  una  ecuacion  de  cada  recta.  Exprese  su  respuesta  usando  la  forma 
general  o  la  forma  pendiente-interseccion  de  la  ecuacion  de  una  recta,  la  que  usted  prefiera. 
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En  los  problemas  del  31  al  54  encuentre  una  ecuacion  de  la  recta  con  las  propiedades  dadas.  Exprese  su 
respuesta  usando  la  forma  general  o  la  forma  pendiente-interseccion  de  la  ecuacion  de  una  recta,  la  que 
usted  prefiera. 

31.  Pendiente  =  3;  pasa  por  (-2,  3)  32.  Pendiente  =  2;  pasa  por  (4,  -3) 

33.  Pendiente  =  — pasa  por  (1,-1)  34.  Pendiente  =  pasa  por  (3,  1) 

35.  Pasa  por  (1,  3)  y  (— 1,  2)  36.  Pasa  por  (—3,  4)  y  (2,  5) 

37.  Pendiente  =  —3;  interseccion-y  =  3  38.  Pendiente  =  —2;  interseccion-y  =  -2 

39.  intersecci6n-x  =  2;  intersecci6n-y  =  —  I  40.  intersecci6n-x  =  —4;  intersecci6n-y  =  4 

41.  Pendiente  indefinida;  pasa  por  (2,  4)  42.  Pendiente  indefinida;  pasa  por  (3,  8) 

43.  Paralela  a  la  recta  y  =  2x\  pasa  por  (—1,  2) 

44.  Paralela  a  la  recta  y  =  -3x;  pasa  por  (—1,  2) 

45.  Paralela  a  la  recta  Ir  —  y  -t-  2  =  0;  pasa  por  (0,  0) 

46.  Paralela  a  la  recta  x  —  2y  4-  5  =  0;  pasa  por  (0,  0) 

47.  Paralela  a  la  recta  x  =  5;  pasa  por  (4,  2) 

48.  Paralela  a  la  recta  y  =  5;  pasa  por  (4,  2) 

49.  Perpendicular  a  la  recta  y  =  jx  4-  4;  pasa  por  (1,  —2) 

50.  Perpendicular  a  la  recta  y  =  2x  —  3;  pasa  por  (1,  —2) 

51.  Perpendicular  a  la  recta  2x  4-  y  —  2  =  0;  pasa  por  (  —  3,  0) 

52.  Perpendicular  a  la  recta  x  —  2y  4-  5  =  0;  pasa  por  (0,  4) 

53.  Perpendicular  a  la  recta  x  =  8;  pasa  por  (3,  4) 

54.  Perpendicular  a  la  recta  y  =  8;  pasa  por  (3,  4) 


En  los  problemas  del  55  al  74,  encuentre  la  pendiente  y  La  interseccion-y  de  coda  recta.  Haga  la  grdfica  de 
la  recta. 


55. 

y  =  2x  4-  3 

56. 

y  =  -3x  4-  4 

57. 

^  =  X  -  1 

58. 

jx  4-  y  =  2 

59. 

y  =  yx  4-  2 

60. 

y  =  2x  4-  ^ 

61. 

X  4-  2y  =  4 

62. 

—X  4-  3y  =  6 

63. 

2x  —  3y  =  6 

64. 

3x  4-  2y  =  6 

65. 

X  +  y  =  1 

66. 

X  -  y  =  2 

67. 

X  =  -4 

68. 

y  =  -1 

69. 

y  =  5 

70. 

X  =  2 

71. 

o 

II 

1 

72. 

X  y  =  0 

73. 

2y  -  3x  =  0 

74. 

3x  4-  2y  =  0 

75.  Encuentre  una  ecuacion  del  eje  x. 

76.  Encuentre  una  ecuacidn  del  eje  y. 


En  los  problemas  del  77  al  80  relacione  coda  grdfica  con  la  ecuacion  correcta: 
(a)  y  =  X  (b)  y  =  2x  (c)  y  =  x/2  (d)  y  =  4x 

77. 


-6 


6  -12 


12 
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En  los  problemas  del  81  a!  84  esc  riba  una  ecuacion  de  cada  recta.  Exprese  su  respuesta  usaiido  la  forma 
general  o  la  forma  pendiente-interseccion  de  la  ecuacion  de  una  recta,  la  que  usted  prefiera. 


85.  La  relaci6n  entre  los  grades  Celsius  (°C)  y  los  Fahrenheit  (°F)  para  medir  la  tempera- 
tura  es  lineal.  Encuentre  una  ecuacidn  que  relacione  °C  y  °F,  si  0°C  corresponde  a  32°F  y  100°C  corresponden  a 
2I2°F.  Utilice  la  ecuacidn  para  hallar  la  medida  Celsius  de  70°F. 

86.  La  escala  Kelvin  (K)  para  medicion  de  temperatura  se  obtiene  sumando  273  a  la  tem- 
peratura  Celsius. 

(a)  Escriba  una  ecuacidn  que  relacione  K  y  "C. 

(b)  Escriba  una  ecuacion  que  relacione  K  y  °F  (vease  el  problema  85). 

87.  .  Cada  domingo  un  estanquillo  vende  X  copias  de  cierto  periddico  a  $1.00  cada 

una.  El  costo  del  distribuidor  es  de  $0.50  por  periddico  y  se  paga  un  costo  fijo  de  almacenaje,  envfo,  etc.,  de  $100.00 
cada  domingo. 

(a)  Escriba  una  ecuacion  que  relacione  la  ganancia  P  con  el  nilmero  x  de  copias  vendidas.  Haga  la  grafica  de  esa 
ecuacidn. 

(b)  ^.Cudl  es  la  ganancia  para  el  estanquillo  si  se  venden  1000  copias? 

(c)  lY  si  se  venden  5000  copias? 
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88. 

89. 


90. 


91. 


92. 


93. 

94. 

95. 


96. 

97. 

98. 

99. 

100. 

-  m. 

103. 

104. 


■  m  .' ■/(  ;  iiU  ulo  lit  y’diuiiicui.  Repita  el  problema  87  si  el  coslo  del  disiribuidor  es  de  $0.45  por  copia  y  el 
costo  fijo  de  $125.00  por  domingo. 

<-  D.si'  ■  lit  ■•Ifririi  iiiiul.  Ell  1991,  la  compani'a  Commonwealth  Edison  suministro  electricidad  en  los  meses  de  vera- 
no  a  clientes  residenciales  por  tin  cargo  mensual  de  $9.06  mas  10.819  centavos  por  kilowatt-hora  de  consume.*  Es- 
criba  una  ectiacion  que  relacione  el  cargo  mensual  C  con  el  numero  x  de  kilovvatts-hora  en  el  mes.  Haga  la  grfifica 
de  esa  ecuacidn.  ^Cual  es  el  cargo  mensual  por  consumir  300  kilowatts-hora?  ^Por  consumir  900  kilowatts-hora? 

Demuestre  que  una  ecuacion  para  una  recta  con  interseccion-.r  e  interseccidn-v  puede  ser  escrita  como 


dondc  a  es  la  interseccidn-jc  y  b  \a  interseccidn-y.  Esta  es  la  llamada  forma  de  intersecciones  (o  sim6trica)  de  la 
ecuacidn  de  una  recta. 

La  recta  tangente  a  un  circulo  puede  ser  definida 
como  la  recta  que  corta  al  circulo  en  un  solo  punto,  lla- 
mado  punto  de  tangencia  {vease  la  figura).  Si  la 
ecuacidn  del  circulo  es  x~  +  y-  =  y  la  ecuacidn  de  la 
recta  tangente  es  y  =  m.r  +  b,  demuestre  que: 

(a)  r-(l  +  nr)  =  h-  [Sugerencia:  La  ecuacidn  cua- 
dratica  x~  +  (nix  +  h)-  =  r-  tiene  exactamente  una 
solucidn.l 

(b)  El  punto  de  tangencia  es  {~rm/h,  r^/b). 

(c )  La  recta  tangente  es  perpendiculai'  a  la  recta  que  con- 
tiene  cl  centro  del  circulo  y  el  punto  de  tangencia. 

El  metodo  griego  para  encontrar  la  ecuacidn  de  la  recta 
tangente  a  un  ci'rculo,  usaba  el  hecho  de  que  en  cualquier 
punto  sobre  el  ci'rculo  la  recta  que  contiene  al  radio  y 
la  tangente  son  pcrpendiculares  (veaxe  el  problema  91), 

Utilice  este  mdtodo  para  hallar  una  ecuacidn  de  la  recta 
tangente  al  ci'rculo  .v-  +  y-  =  9  en  el  punto  (1,  2V2). 

Utilice  el  metodo  griego  descrito  en  el  problema  92  para 
encontrar  una  ecuacidn  de  la  recta  tangente  al  circulo 
.V-  +  y-  — 4.V  +  6y  i  4  =  0  en  el  punto  (3,  2V2  —  3). 

Refiriendosc  al  problema  91.  La  recta  x  —  2y  +  4  =  0  es  tangente  al  circulo  en  (0,  2).  La  recta  y  =  2ar  —  7  es  tan¬ 
gente  al  mismo  ci'rculo  en  (3,  -  1).  Encuentre  el  centro  del  ci'rculo 

EncuenU’e  una  ecuacidn  de  la  recta  que  contiene  los  centres  de  los  dos  cfrculos 

,v-  +  y-  —  4.V  +  6y  +  4  =  0  y  .t-  7-  y-  +  (xx  +  4y  +  9  =  0 

Demuestre  que  la  recta  que  contiene  los  puntos  (a,  b)  y  (b,  a)  es  perpendicular  a  la  recta  y  =  x.  Tambidn  demuestre 

que  el  punto  medio  de  (a,  b)  y  {h,  a)  pertenece  a  la  recta  y  =  x. 

La  ecuacidn  2x  -  y  +  C  =  0  define  una  familia  de  rectas,  una  recta  para  cada  valor  de  C.  En  un  conjunto  de  ejes 

de  coordenadas,  haga  las  graficas  de  los  miembros  de  la  familia  cuando  C  =  -4,  C  =  0,  y  C  =  2,  ^Puede  sacar  una 

conclusidn  acerca  de  cada  miembro  de  esta  familia  de  rectas,  a  partir  de  la  grufica? 

Repita  el  problema  97  para  la  familia  de  rectas  Cx  +  y  +  4  =  0. 

Si  un  ci'rculo  de  radio  2  se  hace  rodar  a  lo  largo  del  eje  x,  |[,cual  sera  la  ecuacidn  para  la  trayectoria  del  centro  del 
ci'rculo? 


Probar  que  si  dos  rectas  no  verticales  tienen  pendientes  cuyo  producto  es  —1,  entonces  son  perpendiculartes 
[Sugcie/icia:  Consulte  la  figura  73. | 

^Cual  forma  de  la  ecuacidn  de  una  recta  es  la  que  prefiere  utilizar?  Justifique  su  posicidn  con  un  ejempio  donde 
muestre  que  su  eleccidn  es  mejor  que  otra,  De  razones. 

i,Todas  las  rectus  pueden  ser  escritas  en  la  forma  pendiente-interseccidn?  Explique  su  respuesta. 

^Todas  las  rectas  tienen  dos  intersecciones  con  los  ejes  distintos?  ^Hay  rectas  que  no  tienen  intersecciones  con  los 
ejes?  Explique  stis  respuesias 

^Qiie  puede  decir  acerca  de  dos  rectas  que  tienen  pendientes  iguales  e  intersecciones-y  iguales? 
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I  OK. 


^Que  puede  decir  accrca  de  dos  rectas  con  la  misma  interseccidn-x  y  la  misma  intersecci6n-v.  Suponga  que  la  in- 
terscccidn-x  no  es  0. 

Si  dos  rectas  tienen  la  misma  pendiente,  pero  diferente  interseccidn-.v:,  ^pueden  tener  la  misma  interseccidn-y? 

Si  dos  rectas  tienen  la  misma  interseccidn-y,  pero  diferentes  pendientes,  ^pueden  tener  la  misma  interseccidn-jr? 
i^Cual  e.s  la  unica  manera  en  que  esto  puede  suceder? 

El  si'mbolo  adoptado  para  denotar  la  pendiente  de  una  recta  es  la  letra  m.  Investigue  el  origen  de  este  simbolismo.  Em- 
piece  consultando  en  un  diccionario  de  Frances  la  palabra  monter.  Escriba  un  breve  ensayo  acerca  de  sus  hallazgos. 


109.  El  tdnnino  declive  es  utilizado  para  describir  la  inclinacidn  de  una  carretera.  ..^Cdmo  se  relaciona  este  termino  con 
la  nocidn  de  pendiente  de  una  recta?  ^Un  declivc  del  49(-  es  muy  inclinado?  Investigue  los  declives  de  algunas 
carreteras  montafiosas  y  determine  sus  pendientes.  Escriba  un  breve  ensayo  acerca  de  sus  hallazgos. 


110.  (  1(1  Los  caipinteros  utilizan  el  tdrmino  inclinacidn  para  describir  la  pendiente  de  escaleras  y  tejados. 

^Cdmo  se  relaciona  la  inclinacidn  con  la  pendiente?  Investigue  inclinaciones  ti'picas  para  escaleras  y  tejados. 
Escriba  un  breve  ensayo  acerca  de  sus  hallazgos. 
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CONCEPTOS  FuNDAMENTALES _ 

Valor  absoluto  |a|  =  a  si  a  &  0,  |o|  =  ~o  si  a  <  0. 

Raiz  cnesima  principal  de  a  X/a  =  b  significa  a  =  b",  donde  a  s  0  y  b  s  0  si  n  es  par  y  a,  b,  son  cualesquiera  numeros 

reales  cuando  n  es  impar. 

Polinoinio  Expresidn  algebraica  de  la  forma  <3,pr"  -t-  rtn-ix""'  -!-••  +  a]X  +  aq;  si  a„  i=-  0,  entonces 

n  es  el  grado  del  polinomio 

Teorema  de  Pit^goras  En  un  tridngulo  rectangulo,  el  cuadrado  de  la  longitud  de  la  hipotenusa  es  igual  a  la  suma 

de  los  cuadrados  de  las  longitudes  de  los  catetos. 


Formulas 


—  b  ±  \/ b^  —  4ac 


Hctiacidn  cuadratica 
V  Idrmuia  cuadratica 


Si  ax^  +  bx  +  c  =  0.  a  0,  entonces  a:  = 


2a 
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Discriminanle 


Valor  absolute 

F6rmula  de  la  distancia 
Fdrmula  del  punto  medio 

Pendiente 

Rectas  paralelas 
Rectas  perpendiculares 


Si  b-  -  Aac  >  0,  exislen  dos  soluciones  reales  distintas. 

Si  —  Aac  =  0,  hay  una  solucidn  real  repetida. 

Si  b~  —  Aac  <Q,  existen  dos  soluciones  complejas  distintas  que  no  son  reales;  las 
soluciones  son  el  conjugado  una  de  la  otra. 

Si  |m|  =  a,  a  >  0,  entonces  u  =  —a  o  u  =  a. 

Si  |«|  ^  a,  a>  0,  entonces  —a^u^a. 

Si  |«|  a  a,  a  >  0,  entonces  u  ^  —a  o  «  a  a. 

d  =  V(.X2  -  X|)2  +  0-2  -  yi)^ 

/XI+X2  yi+.y2\ 

=  2  ) 

y2  ~  yi 

m  =  ,  St  x\  ^  x~i\  indefinida  si  x\  =  xi 

X2-  Xi 

Pendientes  iguales  (mj  =  m2) 

El  producto  de  las  pendientes  es  —  1  (mi  •  mi  =  —  1) 


Ecuaciones 


Recta  vertical  .v  =  a 


Recta  horizontal 
Forma  punto-pendiente  de  la 
ecuacion  de  una  recta 
Forma  general  de  la  ecuacion 
de  una  recta 

Foima-pendiente-intersecci6n  de 
la  ecuacidn  de  una  recta 
Forma  estandard  de  la  ecuacion 
de  un  ci'rculo 

Forma  general  de  la  ecuacidn 
de  un  cfrculo 


y  =  fc 

y  ~  yi  =  rn(2c  —  x\)\  m  es  la  pendiente  de  la  recta,  (.vi,  yj)  es  un  punto  de  la  recta 
Ax  +  By  +  C  =  0,  A,  B  no  siendo  ambos  cero  0 
y  =  mx  +  b',  m  ss  \a  pendiente  de  la  recta,  b  es  la  intersecci6n-y. 

(x  —  h)^  +  (y  -  k)^  =  r^;  r  es  el  radio  del  cfrculo,  (/t,  k)  es  el  centro  del  cfrculo 
X-  +  y^  +  ax  +  by  +  c  =  0 


Como  hacer  para _ 

Resolver  ecuaciones 

Resolver  desigualdades 

Resolver  problemas  aplicados 

Utilizar  la  fdrmula  de  distancia 

Hacer  graficas  de  ecuaciones  trazando  puntos 

Encontrar  las  intersecciones  con  los  ejes  de  una  grdfica 

Verificar  la  simetrfa  en  una  ecuacion 


Encontrar  el  centro  y  el  radio  de  un  cfrculo,  dada  la  ecuacion. 
Obtener  la  ecuacion  de  un  cfrculo. 

Hacer  grdficas  de  cfrculos. 

Encontrar  la  pendiente  y  las  intersecciones  con  los  ejes  de  una 
recta,  dada  la  ecuacion. 

Hacer  grdfica  de  rectas. 

Obtener  la  ecuacidn  de  una  recta. 


Complete  en  los  espacios _ 

1.  Dos  ecuaciones  (o  desigualdades)  que  tienen  precisamente  el  mismo  conjunto  solucidn  son  llamadas _ 

2.  Una  ecuacidn  que  se  satisface  para  toda  eleccidn  de  la  variable  para  la  cual  ambos  miembros  tienen  sentido  es  lla- 

mada  un(a) _ 
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3.  La  cantidad  —  Aac  es  llamada _ de  una  ecuacidn  cuadratica.  Si  es _ ,  la  ecuacidn  no  tiene 

solucion  real. 

4.  Si  a  <  0,  entonces  \a\  = _ . 

5.  = _ 

6.  Si  cada  lado  de  una  desigualdad  se  multiplica  por  un  numero _ entonces  la  direccion  de  la  desigualdad  se 

invierte. 

7.  En  el  numero  complejo  5  +  2i,  el  numero  5  es  llamado  la  parte _ ;  el  numero  2  es  la  paite _ 

y  el  numero  i  se  denomina _ 

8.  Si,  para  todo  punto  (x,  y)  en  la  grafica,  el  punto  {—x,  y)  tambien  esta  en  la  grdfica,  entonces  la  grdfica  es  simelrica 

con  respecto  al _ 

9.  El  conjunto  de  puntos  en  el  piano  xy  que  estdn  a  una  distancia  fija  de  un  punto  fijo  es  llamado _ A  la  dis- 

tancia  fija  se  le  llama _ ;  al  punto  fijo  se  llama _ 

10.  La  pendiente  de  una  recta  vertical  es _ ;  la  pendiente  de  una  recta  horizontal  es _ 

11.  Dos  rectas  no  verticales  tienen  pendientes  mj  y  m2,  respectivamente.  Las  rectas  son  paralelas  si.  las  rectas  son  per- 

pendiculares  si _ . 


ClERTO  O  FALSO _ 

r  F  1.  Los  numero  racionales  tambidn  son  numero  reales 
C  F  2.  Los  numeros  irracionales  tienen  decimales  que  ni  termina  ni  se  repiten. 

C  F  3.  El  conjunto  de  2  +  a/S;  es  —  2  +  \^i. 

C  F  4.  La  circunferencia  de  un  ci'rculo  de  didmetro  d  es  tirf. 

C  F  5.  Si  el  discriminante  de  una  ecuacidn  cuadrdtica  es  positive,  entonces  tiene  dos  soluciones  complejas  que  son 

conjugadas  una  de  la  otra. 

C  F  6.  La  expresion  ^  +  .r  +  1  es  positiva  para  cualquier  numero  real  x. 

1.  Si  a  <  y  c  <  0,  ^cudles  de  las  siguientes  afirmaciones  son  verdaderas? 

C  F  (a)  a  ±  c  <  b  ±  c 

C  F  (b)  a  ■  c  <b  ■  c 

C  F  (c)  ale  >  h/c 

C  F  8.  Las  rectas  verticales  tienen  pendiente  indefinida. 

C  F  9.  La  pendiente  de  la  recta  2y  =  3x  +  5  is  3. 

r  F  10.  Las  rectas  perpendiculares  tienen  pendientes  que  son  reciprocos  una  de  la  otra 
C  F  11.  Ei  radio  del  ci'rculo  x-  +  y^  =  9  is  3. 


Ejercicios  de  repaso 


En  los  problenias  del  1  al  24,  encuentre  todas  las  soluciones  reales,  si  las  hay,  de  cada  ecuacion  (Donde 
aparezean,  a,  b,  m,  y  n  son  constantes.) 


1.  2--  =  5  2.  -  -2  =  4 

3  4 

4.  (6  -  3x)  -  2(1  +  X)  =  6x  ■  f  "  I2 


3.  -2(5  -  3x)  +  8  =  4  +  5x 


7. 


9.  x(  1  —  x)  =  6 
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10.  x(l  +  x)  =  2 

11.  Ifx-')=3._x 

12. 

1  -  3x  X  +  6 

+  1 

13.  (x  -  1  )(Xv  +  3)  =  3 

2\  3/46 

14.  x(2  -  x)  =  3(x  -  4) 

15. 

4  3 

2x  +  3  =  4x2 

2 

16.  1  +  6x  =  4x2 

17.  Vx2  -1=2 

18. 

X''  1  +  ,r2  =  3 

19.  x(x  +  1)  2-  2  =  0 

20.  3x2  -  X  +  1  ^  Q 

21. 

|2x  -  3|  =  5 

22.  |3x  +  1|  =  5 

23.  1 0fl2v2  —  2abx  —  36b-  =  0 

24. 

i  ^  1  _ 

X  —  m  X  —  n 

tl 

I  to 

En  los  problemas  2J)  al  44,  resuelva  cada  respuesta. 


'^x  —  3  X 

25.  — - ^  +  I  <  - 

5  2 

2v  —  2 

28.  -4  <^—<6 


5  —  X 

26.  — - —  s  6,v  — 


29.  6  >  ^  >  2 


12 


27.  -9  <  7 

30.  6  >  >  -3 


31.  2x-  +  5x  -  12  <  0 


-2 

34.  - ^  <  ~  1 

1  -  3x 

(v  -  2)fr  -  I) 

37.  - — - -  >  0 

X  -  3 

vfr-  +  X  —2) 

40.  —  -^^0 

x2  +  9x  +  20 

43.  |2x  -  5|  >  7 


32.  3x‘  -  2x  -  I  >  0 

35.  <  2 

I  -  X 

38.  <  0 

x(x  -  5) 

41.  |3x  +  4j  < 

44.  |3x  +  l|  2:  2 


33. 


X  +  2 
3  -  Xr 

36.  ^  >  2 

2x  5 

-JO  ~  8x  ~  12 
X-  -  16 

42.  |1  -  2x| 


>0 


En  los  problemas  del  45  al  52,  resuelva  cada  ecuacion  en  el  sistema  de  los  numeros  complejos. 

45.  X-  +  X  +  1  =  0  46.  x^  -  X  +  1  =  0  47.  2x-  +  x  -  2  =  0 

48.  3x2  _2x-\  =  0  49.  x2  +  3  =  X  50.  +  I  =  2x 

51.  x(l  -  x)  =  6  52.  x(l  +  x)  =  2 


En  los  problemas  del  53  al  58,  escriba  cada  ecuacion  de  modo  que  todos  los  exponentes  sean  posit ivos. 

(x-v)-‘' 


53. 


54. 


r-l\2 


3' 


55.  (xv)' 


56. 


57.  (25x-‘*2>-2«)3/2 


58.  (I6x 


En  los  problemas  del  59  al  68,  utilice  el  sistema  de  los  numeros  complejos  y  escriba  cada  expresion  en  la 
forma  estdndard  a  +  bi. 

59.  (6  -  3/)  -  (2  +  4i)  60.  (8  +  3;)  +  (-6  -  2i)  61.  4(3  -  ;)  +  3(-5  +  2i) 

62.  2(1  +  i)  -  3(2  -  30  63.  — ^  64. 

3+4  2-1 

65.  fi*'  66.  4-1  67.  (2  + 

68.  (3  ~  24)2 

En  los  problemas  69  al  78,  encuentre  una  ecuacion  general  de  la  recta  que  tiene  las  caracteristicas  dadas. 

69.  Pendiente  =  —2;  pasa  por  (2,  —  I) 

70.  Pendiente  =  0;  pasa  por  (  —  3,  4) 
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71.  Pendiente  indefinida;  pasa  por  (-3,  4) 

72.  interseccion  -v  =  2;  pasa  por  (4,  —5) 

73.  interseccion-v  =  -2;  pasa  por  (5,  -3) 

74.  Pasa  por  (3,  —4)  y  (2,  1) 

75.  Paralela  a  la  recta  2jc  —  3y  +  4  =  0;  pasa  por  (—5,  3) 

76.  Paralela  a  la  recta  .v  +  y  —  2  =  0;  pasa  por  (1,  —3) 

77.  Perpendicular  a  la  recta  x  +  y  —  2  =  0;  pasa  por  (1,  —3) 

78.  Perpendicular  a  la  recta  3.r  —  y  +  4  =  0;  pasa  por  (—2,  2) 

En  los  problemus  del  79  al  84,  haga  la  grdfica  de  coda  recta  y  marque  las  inlersecciones  cun  los  ejes 

79.  4r  -  5y  +  20  =  0  80.  3x  +  4y  -  12  =  0  81.  {x  -  ^y  +  ^  =  0 

82.  +  }y  =  0  83.  Vlx  +  Vsy  =  V6  84.  ^  +  =  =  1 

En  los  problemas  del  85  al  88,  encuentre  el  centra  y  el  radio  de  cada  circulo 
85.  .y2  +  y2  -  2a-  +  4y  -  4  =  0  86.  +  y^  +  4a  -  4y  -  1  =  0 

87.  3a-  +  3y2  -  6a  +  12y  =  0  88.  Ix'^  +  2y2  -  4a  =  0 

En  los  problemas  del  89  al  96,  cnliste  las  intersecciones  con  los  ejes  y  verifique  la  simetrla 
89.  2a  =  3y2  90.  y  =  5a  91.  4a-  +  y-  =  I 

92.  A^  -  9y2  =  9  93.  y  =  a''  +  +  1  94.  y  =  a^  -  a 

95.  A-  +  A  +  y'  +  2y  =  0  96.  a^  +  4a  +  /  -  2y  =  0 

97.  En  el  vuelo  reciente  a  San  Francisco,  el  piloto  anuncio  que  estaban  a 

139  millas  de  la  ciudad,  volando  a  una  altura  de  35,000  pies.  El  piloto  afirmo  que  podfa  ver  el  puente  Golden  Gate 
y  mas  alia.  ^Estaba  diciendo  la  verdad?  t,Que  tan  lejos  podia  ver  en  realidad? 


San  Francisco 


98.  Un  hombre  camina  paralelamente  a  una  via  ferrea  a  una  velocidad  de  4  millas  por 

hora  .  Un  tren  de  carga  que  va  en  la  misma  direccion  a  una  velocidad  promedio  de  30  millas  por  bora  requiere  de  5 
segundos  para  rebasar  al  hombre.  ^CuSl  cs  la  longitud  del  tren  de  carga?  D6  su  respuesta  en  pies.  (Vease  la  figura 
siguiente). 


30  mi/hr 


f=0  - - 5seg. - ^  1=5 
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99.  Un  avi6n  de  rastreo  mantiene  una  velocidad  de  crucero  de  250  miilas  por  hora  y  lleva 

combustible  para  un  mdximo  de  5  boras  de  vuelo.  Si  hay  un  viento  que  promedia  30  miilas  por  hora,  y  la  direccidn  de 
busqueda  es  a  favor  del  viento  de  ida  y  en  contra  de  regreso,  ^qud  tan  lejos  puede  hacer  un  recorrido  este  avion? 


100. 


Si  el  avi6n  de  rastreo  descrito  en  el  problema  99  puede  agregar  un  tanque  adicional 
de  combustible  que  le  permita  2  horas  mis  de  vuelo,  ^cuinto  mis  lejos  puede  extender  su  recorrido? 

■  ■  En  una  carrera  de  100  metros  Miguel  cruza  la  meta  5  metros  adelante  de  Daniel.  Para 

nivelar  las  cosas,  Miguel  sugiere  a  Daniel  que  corran  otra  vez  pero  con  Miguel  5  metros  alris  de  la  Imea  de  salida. 

(a)  Suponiendo  que  Miguel  y  Daniel  corren  al  mismo  ritmo  que  antes,  ^la  segunda  carrera  finalizara  en  empate? 

(b)  Si  no,  ^qui6n  gana? 

(c)  El  que  gana,  ^por  cuintos  metros  lo  hace? 

(d)  iQue  tan  atris  debe  iniciar  Miguel  de  modo  que  la  carrera  termine  en  empate? 


Despuds  de  correr  la  segunda  vez  Daniel  se  coloca  5  metros  adelante  de  la  linea  de  salida  y  vuelven  a  correr. 

(e)  Suponiendo  otra  vez  que  corren  al  mismo  ritmo  que  en  la  primera  carrera,  ^,el  resultado  ahora  es  un  empate? 

(f)  Si  no  es  asi,  ^quidn  gana? 

(g)  iPor  cuintos  metros? 

(h)  lA  qud  distancia  debe  colocarse  Daniel  delante  de  la  linea  de  salida  para  que  la  caixera  termine  empatada? 


102.  Explique  las  diferencias  enlre  los  siguientes  tres  problemas.  ^Hay  alguna  similitud  en  sus  soluciones? 

X  ,  X 


(a)  Escriba  la  expresidn  como  un  solo  cociente: 


X  -  2  x^  —  4 


(b)  Resuelva:  — H — —  =  0 
x  -  2  -  4 


X  X 

(c)  Resuelva: - —  +  - <  0 

X  -  2  -  4 


103.  Redacte  cuatro  problemas  de  lo  que  se  podria  hacer  dados  los  dos  puntos  (—3,  4)  y  (6,  1).  Cada  problema  debe  in- 
volucrar  un  concepto  diferente.  Asegurese  de  establecer  instrucciones  de  manera  clara. 

104,  Describa  cada  una  de  las  grificas  siguientes.  D6  una  justificacion. 

(a)  X  =  0  (b)  y  =  0  (c)  x  +  y  =  0  (d)  xy  =  0  (e)  x^  +  y-  =  0 


Capi'tul 


PREPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 

Antes  de  comenzar  este  capUulo,  repase  los  siguientes  conceptos: 


Dominio  de  una  variable  [p.  3). 

Graficas  de  ciertas  ecuaciones  (ejempio  5,  p.  58; 
ejcmpio  6,  p.  60;  ejempio  7,  p.  61;  ejempio  8,  p.  62). 
Criterios  para  la  simetrla  de  una  ecuacion  (p.  59). 

Pasos  para  plantear  problemas  de  aplicacion  (pp.  24-25). 


2.1 

2.2 

2.3 

2.4 


2.5 

2.6 


Panorama  Para  ir  de  una  isla  a  una  poblado 

Una  i>Ia  se  encuentra  a  2  millas  del  pimto  mas  cercano  P  de  una  costa 
nxtii  Lin  poblado  estd  a  12  millas  de  dicha  costa  desde  el  punto  P. 

Ill)  Si  una  persona  puede  remar  en  un  bote  a  una  velocidad  promedio  de 
5  millas  por  hora,  y  luego  caminar  a  2  millas  por  hora,  exprese  el 
ticmpo  T  que  tarda  en  ir  de  la  isla  al  poblado  como  una  funcidn  de  la 
distnncia  x  de  P  hasta  donde  la  persona  deja  anclado  el  bote, 
ib)  iCiidnto  tiempo  tardard  dicha  persona  en  ir  de  la  isla  al  poblado  si 
deja  anclado  el  bote  a  4  millas  de  P.^ 

(c)  lY  si  deja  anclado  el  bote  a  8  millas  de  P.^  [Ejempio  9  de  la 
scccidn  2.1.] 


tdi  lExiste  un  lugar  para  dejar  el  bote  de  modo  que  el  tiempw  de 

rccorrido  sea  niinimo?  ^Piensa  listed  que  este  lugar  es  mas  cercano 
111  poblado  0  aP?  Analice  las  piosibilidades  y  justifique  su  respuesta. 
[Problemas  63  y  64  en  el  cjcrcicio  2.1.]  ■ 


Funciones 

M^s  acerca  de  funciones 
Tecnicas  de  graficacidn 
Operaciones  con 
funciones;  composicion 
de  funciones 
Funciones  uno  a  uno; 
funciO'ne?s  inversas 
Modelos  matem^ticos: 
construccidn  de 
funciones 

Repaso  del  capitulo 
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s  posible  que  la  idea  central  en  matem^ticas  sea 
el  concepto  de  functdn.  Este  importante  capitulo 
trata  de  lo  que  es  una  funcion,  de  cdmo  hacer 
la  grafica  de  funciones  y  la  manera  de  utilizarlas  en  apli- 
caciones. 

Al  parecer,  la  palabra  funcion  lue  introducida  por  Rene 
Descartes  en  1637.  Para  el,  una  funcion  significaba  tan  solo 
cualquier  potencia  entera  positiva  de  una  variable  x.  Gottfried 
Wilhelm  von  Leibniz  (1646-1716),  quien  siernpre  enfatizo  el 
lado  geometrico  de  las  matematicas,  utilize  la  palabra  fun¬ 
cion  para  denotar  cualquier  cantidad  asociada  con  una  curva, 


tal  como  las  coordenadas  de  un  punto  sobre  la  curva. 
Leonhard  Euler  (1707-1783),  identificaba  cualquier  ecua- 
cidn  0  formula  que  contuviera  variables  y  constantes  con 
la  palabra  funcion;  esta  idea  es  similar  a  la  utilizada  ahora 
con  frecuencia  en  los  cursos  que  preceden  al  de  calculo. 
Posteriormente,  el  uso  de  funciones  en  el  estudio  de  las 
ecuaciones  sobre  el  flujo  de  calor  condujo  a  una  defini- 
cidn  muy  amplia,  debida  a  Lejeune  Dirichlet  (1805-1859), 
la  cual  describe  a  una  funcion  como  una  regia  de  corres- 
pondencia  entre  dos  conjuntos.  Esta  es  la  definicion  que 
utilizaremos  aquL 


Funciones  En  muchas  aplicaciones,  con  frecuencia  existe  cierta  correspondencia  entre  dos 

conjuntos  de  numeros.  Por  ejemplo,  la  ganancia  R  que  resulta  de  la  venta  de  .v 
articulos  vendidos  a  $10.00  cada  uno,  es/f  =  lO.r.  Si  conocemos  el  numero  de  articu- 
los  vendidos,  entonces  podemos  calcular  la  ganancia  por  medio  de  la  regia  R  =  lO.v. 
Esta  regia  es  un  ejemplo  de  funcion. 

Otro  ejemplo,  si  un  objeto  es  lanzado  desde  una  altura  de  64  pies  sobre  el  suelo, 
la  distancia  s  (en  pies)  del  objeto  hasta  el  suelo  despues  de  t  segundos  esta  dada  (aproxi- 
madamente)  por  la  fdnnula  s  =  64  ~  16?-.  Cuando  t  =  0  segundos,  el  objeto  esta  a 
64  pies  sobre  el  suelo  y  luego  de  1  segundo  esta  a  .v  =  64  —  16(1)-  =  48  pies  sobre 
el  suelo.  Despues  de  2  segundos  el  objeto  golpea  el  suelo.  La  formula  s  =  64  —  16?- 
proporciona  una  forma  para  determinar  la  distancia  .s-  cuando  el  tiempo  /  (0  ^  r  s  2)) 
es  conocido.  Existe  una  correspondencia  entre  cada  tiempo  t  en  el  interxalo  0  s  ?  <  2 
y  la  distancia  s.  Decimos  que  la  distancia  .v  esta  en  funcion  del  tiempo  t  ya  que: 

1.  Existe  una  correspondencia  entre  el  conjunto  de  tiempo, s  y  el  de  distancias. 

2.  Existe  exactamente  una  distancia  ,v  obtenida  para  cada  tiempo  l  en  el  intervalo  0  <  /  <  2. 

Veamos  ahora  la  definicion  de  funcion. 

Definicion  de  funcion 


Funcion 


FIGURA  1 


Sean  X  y  Y  dos  conjuntos  no  voclos  de  numeros  reales.*  Una 
funcion  de  X  en  /  es  una  regia  o  correspondencia  que  asocia  a 
cada  elemento  de  X  un  unico  elemento  de  Y.  El  conjunto  X  es  el 
dominio  de  la  funcion.  Para  cada  elemento  x  en  X,  el  elemento 
correspondiente  /  en  /  es  el  valor  de  la  funcion  en  x,  o  la  Imo¬ 
gen  de  X.  El  conjunto  de  todas  las  imdgenes  de  los  elementos 
del  dominio  es  el  rongo  de  la  funcion. 


Observe  la  figura  1.  Como  algunos  elementos  en  Y  podrfan  no  ser  la  imagen 
de  algun  elemento  .v  en  X,  el  rango  de  una  funcion  podria  ser  un  subconjunto  de  Y. 

La  regia  (o  correspondencia)  mencionada  en  la  definicidn  de  funcidn  se  pro- 
porciona  con  mayor  frecuencia  como  una  ecuacion  con  dos  variables,  denotadas 
por  lo  general  con  x  y  y. 


Dominio 


'"Los  dos  documenlos  X  y  Y  tambien  pueden  ser  conjuntos  de  numeros  complejos,  y  entonces  lendremos 
det'inida  una  funcion  compleja.  En  la  definicion  amplia  (debida  a  Lejeune  Dirichlet),  X  y  Y  pueden  ser 
dos  conjuntos  cualesquiera. 


Seccion  2.1  Funciones 


Comentario:  Al  hacer  la  grafica  de  una  fuiicion  en  una  calculadora  grafica,  los 
valores  de  Xmfn,  Xmax  indican  el  dominio  que  queremos  ver,  mientras  que  Yini'n, 
Ymdx  nos  dan  el  rango  que  queremos  ver.  Pero,  por  lo  general,  esios  valores  no 
representan  el  dominio  y  el  rango  reales  de  la  funcidn. 


Considere  la  funcion  definida  por  la  ecuacion 

y  =  2a-  -  5  I  <  A  <  6 

El  dominio  1 S  a  ^  6  especifica  que  el  numero  a  esla  re.stringido  a  lo.s  numeros  reales 
entre  1  y  6,  inclusive.  La  regia  y  =  2a  —  5  establece  que  el  numero  a  se  multiplica 
por  2  y  que  despues  se  resta  5  del  resultado  para  obtener  y.  Por  ejempio,  el  valor  de 
la  funcion  en  a  =  }  decir,  la  imagen  de  a  =  |)  es  y  =  2  ■  §  —  5  =  —2. 

Con  frecuencia,  las  funciones  se  denotan  por  letras  como  f,  F,  g,  G,  y  as/  suce- 
sivamente.  Si/es  una  funcion,  para  cada  numero  a  en  su  dominio  la  imagen  co- 
rrespondiente  en  el  rango  es  designada  por  el  simbolo /(a),  el  cual  se  lee  “/de  a”. 
Nos  referimos  a  /(a)  como  el  valor  de  /  en  el  numero  a.  Asi,  f{x)  es  el  numero 
obtenido  cuando  a  es  conocido  y  se  aplica  la  regia  para/; /(a)  no  significa  “/por  .r”. 
Por  ejempio,  la  funcion  dada  en  el  ejempio  1  puede  ser  escrita  como  f(x)  =  2a  -  5, 
1  <  A  <  6. 

La  figura  2  ilustra  algunas  otras  funciones.  Observe  que  en  cada  una  existe 
un  valor  en  el  rango  para  cada  a  en  el  dominio. 


FIGURA  2 


1  • 

.1  =  t{1)  =  tH) 

-1  • 

0  • 

II 

o 

• 

•  2  =  fG2) 

X  — 

— f(x)  =  x^ 

Dominio 

Rango 

(a)  f(x)  =  x^ 


-2  • 

•-1=F(-2) 

-1  • 

•  -1  =F{-1) 

4  • 

• 

II 

J>l 

X  - ► 

II 

Dominio 

Rango 

(b)  F{x)  = 

1 

X 

0  • 

•  0  =  g(0) 

0  • 

•3  =  e(0)  =  G(-2)  =  fi(3) 

1  • 

-2  • 

2  • 

•  V2  =  g{2) 

3  • 

4  • 

•  2  =  5(4) 

X  - 

— ^  g{x)  =Vx 

X  - 

— e(x)  =  3 

Dominio 

Rango 

Dominio 

Rango 

(c)  g(x}=ix  (d)  6(x)  =  3 
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K  J  K  M  1  1. 


S I !  t ;  ^  u  I 


Resumen  de  hechos 
importantes  acerca  de  las 
funciones 


!h  .  ll'i' II 

Para  la  funcion 

/(a)  =  A-  +  3a  -  4  -5  <  A  <  5 

determinar  el  valor  de  fen: 

(a)  A  =  0  (b)  A  =  1  (c)  A  =  —4  (d)  a  =  5 

(a)  Para  determinar  el  valor  de  /  en  a  =  0,  reemplazamos  a  por  0  en  la  regia 
establecida.  Asf, 


/(O)  =  02  +  3(0)  -  4  =  -4 

(b)  /(I)  =12  +  3(1)  -  4=  l+  3-  4  =  0 

(c)  /(-4)  =  (-4)2  +  3(-4)  -  4=16-12-4  =  0 

(d)  /(5)  =  52  +  3(5)  -  4  =  25  +  15  -  4  =  36  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 

En  general,  cuando  la  regia  que  define  a  una  funcidn  /  esta  dada  por  una 
ecuacion  en  a  y  y,  decirnos  que  la  funcion  tiene  forma  implfcita.  Si  cs  posible  des- 
pejary  en  terminos  de  a  en  la  ecuacion,  entonces  escribimos  y  =/(a)  y  decirnos  que 
la  funcidn  esta  dada  en  forma  explicita.  De  hecho,  por  lo  general  escribimos:  “la 
funcidn  y  =  fix)"  para  decir  “la  funcidn  /'definida  por  la  ecuacidn  y  =  fix)".  Aunque 
este  uso  no  es  completamente  correcto,  es  muy  comiin  y  no  debe  causar  confusion 
alguna.  Por  ejemplo: 

FORMA  IMPLICITA  FORMA  EXPLICITA 

3,v  +  y  =  5  y  =  /(a)  =  -3a  +  5 

a2  -  y  =  6  y  =f(x)  =  X-  -  6 

xy  =  4  y  =  fix)  =  4/a 

No  todas  las  ecuaciones  en  a  y  y  definen  una  funcion  y  =  fix).  Si  se  despeja 
y  en  una  ecuacion  y  se  pueden  obtener  dos  o  mas  valores  de  y  para  una  a  dada,  en¬ 
tonces  la  ecuacion  no  define  una  funcion  y  =  /(a).  Por  ejemplo,  considerc  la  ecuacion 
a2  +  y2  =  1,  que  define  un  circulo.  Si  despejamos  y,  obtenemos  y  =  ±v"l  —  a2,  de 
modo  que  los  numeros  entre  —  1  y  1  producen  dos  valores  de  y.  Asi,  a2  +  y2  =  1 
no  define  una  funcidn. 


Comentario:  La  forma  explicita  dc  una  funcion  es  la  que  se  necesita  para  emplear 
una  calculadora  grafica.  [Ve  ahora  por  que  es  necesario  hacer  la  grafica  de  una  cir- 
cunferencia  en  dos  “secciones"? 


A  continuacion,  daremos  un  resumen  de  algunos  hechos  relatives  a  una  fun¬ 
cion /que  son  importantes  de  recordar. 


1.  fix)  es  la  imagen  de  a,  0  el  valor  de  /  en  a,  cuando  se  apiica  la  regia  /a  una  a  en  el 
dominio. 

2.  Para  cada  a  en  el  dominio  de  /,  existe  una  y  s6lo  una  imagen /(a)  en  el  rango. 

3.  /es  el  si'mbolo  que  utilizamos  para  denotar  una  funcidn.  Representa  el  dominio  y  la  regia 
que  utilizamos  para  obtener.  a  partir  de  una  a  en  el  dominio,  una  fix)  en  el  rango. 
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Calculadoras 

Casi  todas  las  calculadoras  tienen  teclas  especiales  que  permiten  determinar  el  valor 
de  muchas  funciones.  En  su  caJculadora,  usted  puede  determinar  la  funcion  cuadrado, 
f(x)  =  la  funcion  rafz  cuadrada, /(a:)  =  vx;  la  funcion  reciproca, /(x)  =  l/x;  y 
muchas  otras  que  seran  analizadas  mas  adelante  en  este  libro  (como  In  x  y  log  x). 
Si  usted  introduce  x  y  despues  oprime  una  de  estas  teclas  de  funcidn,  obtendrd  el 
valor  de  esa  funcion  en  x.  Intentelo  con  las  funciones  enumeradas  en  el  ejemplo  3. 

K  .I  M  i*  L  tt  3  ....  >. 

(a)  /(x)  =  x2;/(1.234)  =  1.522756 

(b)  Fix)  =  l/x;  f(1.234)  =  0.8103727 

(c)  gix)  =  Vx;  g(  1.234)  =  1.1108555  ■ 

Dominio  de  una  funcion 

Con  frecuencia,  el  dominio  de  una  funcion  /no  se  especifica,  s61o  se  da  una  regia 
0  ecuacion  que  define  a  la  funcidn.  En  esos  casos  decimos  que  el  dominio  de/es 
el  conjunto  mas  grande  de  numcros  reales  para  los  cuales  tiene  sentido  la  regia  o, 
mds  precisamente,  los  valores  para  los  que /(x)  es  un  niimero  real.  Asi,  el  dominio 
de/es  igual  al  de  la  variable  x  en  la  cxpresi6n/(x). 


I-.  !  I  M  1’  1  :)  ,  .  ■■  ,  - 

Determinar  el  dominio  de  cada  una  de  las  siguientcs  funciones: 

(a)  fix)  =  (b)  g(x)  =  V4  -  3x 

(a)  La  regia /indica  que  debemos  dividir  3x  entre  x"  —  4.  Como  no  es  posible  la 
division  entre  0,  el  dcnominador  x^  —  4  no  puede  anularse.  Asf,  x  no  puede  ser 
2  ni  —2.  El  dominio  de  la  funcidn/es  (x|x  F  —2,  x  A  2}. 

(b)  La  regia  g  indica  que  debemos  calcular  la  raiz  cuadrada  de  —  3x.  Pero  sdlo  los 
numeros  no  negativos  tienen  raices  cuadradas  reales.  Por  lo  tanto,  necesitamos  que 

4  -  3x  >  0 
-3x  >  -4 


El  dominio  de  g  {x|—  “  <  x  <  j}  o  el  intervalo  (—  ,  y].  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  41. 

Si  X  esta  en  el  dominio  de  una  funcidn  /  diremos  que /  esta  definida  en  x,  o 
que  fix)  existe.  Si  x  no  esta  en  el  dominio  de/  diremos  que  /no  esta  definida  en  x, 
0  que  fix)  no  existe,  Por  ejemplo,  si  fix)  =  x/(x-  —  1 ),  entonces  /(O)  existe,  pero 
/(I)  y /(“  1)  no-  (/.Puede  advertir  por  que?) 

No  hemos  hablado  de  cdmo  determinar  el  rango  de  una  funcidn.  La  razdn 
de  esto  es  que,  cuando  una  funcidn  esta  definida  por  una  ecuacion,  con  frecuen¬ 
cia  es  dificil  encontrar  el  rango.  Por  lo  tanto,  nos  conformaremos  con  determinar 
el  dominio  de  una  funcidn  cuando  sdlo  conozcamos  su  regia  de  correspondencia. 
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Expresaremos  el  dominio  de  una  funcidn  mediante  la  notacion  de  intervales,  la  no- 
tacion  de  conjuntos  o  con  palabras,  segun  sea  mds  conveniente. 

En  aplicacioncs  prdcticas  de  las  funciones,  el  dominio  puede  presentar  res- 
tricciones  fisicas  o  geometricas.  For  ejemplo,  el  dominio  de  la  funcion  /dada  por 
f{x)  =  X"  es  el  conjunto  de  todos  los  niimeros  reales.  Sin  embargo,  si/es  utilizada 
como  la  regia  para  obtener  el  area  de  un  cuadrado,  conociendo  la  longitud  de  un 
lado,  enlonces  debemos  restringir  el  dominio  de /a  los  numeros  reales  positives,  ya 
que  la  longitud  de  un  lado  no  puede  ser  nunca  0  o  negativa. 

Variable  independiente;  variable  dependiente 

Considere  una  funcion  y  =  f(x).  La  variable  x  se  denomina  variable  independiente, 
ya  que  puede  asumir  cualquier  mimero  permisible  del  dominio.  La  variable  y  es  la 
variable  dependiente  porque  su  valor  depende  de  x. 

Cualquier  sfmbolo  puede  ser  utilizado  para  representor  las  variables  independien¬ 
te  y  dependiente.  Por  ejemplo,  si  /es  \a  funcion  cubica,  entonces  puede  ser  defmida 
por/(x)  =  y?,  fit)  =  ofiz)  =  z^.  Las  tres  reglas  son  identicas:  cada  una  indica  que 
debemos  obtener  el  cubo  de  la  variable  independiente.  En  la  practica,  los  simbolos 
utilizados  para  las  variables  independiente  y  dependiente  se  basan  en  el  uso  comiln. 


El  costo  por  pie  cuadrado  para  construir  una  casa  es  de  $110.00.  Exprese  el  costo 
C  como  funcion  de  x,  es  el  numero  de  pies  cuadrados.  ^Cual  es  el  costo  de  cons- 
truccion  para  una  casa  de  2000  pies  cuadrados? 

El  costo  C  de  construccion  para  una  casa  con  x  pies  cuadrados  es  de  1  lOx.  Una  fun¬ 
cion  que  expresa  esta  relacion  es 

Cfx)  =  IlOx 

donde  x  es  la  variable  independiente  y  C  la  variable  dependiente.  En  este  contexto 
el  dominio  es  {x|x  >  0)  ya  que  una  casa  no  puede  tener  cero  o  una  cantidad  nega¬ 
tiva  de  pies  cuadrados  construidos.  El  costo  de  construccidn  para  una  casa  de  2000 
pies  cuadrados  es 

C(2000)  =  110(2000)  =  $220,000 

Es  importante  observar  que  en  la  solucion  al  ejemplo  5  utilizamos  el  sfmbolo 
C  de  dos  formas:  para  nombrar  la  funcion  y  para  simbolizar  la  variable  dependiente. 
Este  uso  doble  es  comun  en  las  aplicaciones  y  no  debe  causarle  dificultad  alguna. 


Exprese  el  drea  de  un  cfrculo  como  funcidn  de  su  radio. 

Sabemos  que  la  fdrmula  para  el  area  A  de  un  cfrculo  con  radio  r  es  A  =  TTn.  Si  uti¬ 
lizamos  r  para  representar  la  variable  independiente  y  A  para  la  variable  dependien¬ 
te,  la  funcion  que  expresa  esta  relacion  es 

Air)  =  TTi^ 

En  este  caso  el  dominio  es  [r\r  >0}.  (^Advierte  por  que?) 


Ahora  resuelva  el  problema  61. 
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Graflca  de  una  funcion 

En  las  aplicaciones,  es  frecuente  que  una  grafica  muestre  la  relacion  entre  dos  varia¬ 
bles  con  mayor  claridad  que  una  ecuacion  o  una  tabla.  For  ejemplo,  la  figura  3  mues- 
tra  el  precio  por  accidn  (eje  vertical)  de  la  empresa  McDonald’s,  al  final  de  cada 
semana,  del  4  de  noviembre  de  1994  al  27  de  enero  de  1995  (eje  horizontal).  En  la 
grafica  podemos  ver  que  el  precio  de  las  acciones  estaba  a  la  baja  durante  los  dias 
anteriores  al  25  de  noviembre  y  que  subi6  entre  el  20  y  el  27  de  enero.  La  grafica 
tambien  muestra  el  precio  mas  bajo  en  ese  periodo,  ocunido  el  9  de  diciembre,  y  el 
mds  alto,  27  de  enero.  Por  otro  lado,  ecuaciones  y  tablas  requieren  por  lo  general  de 
algunos  cdlculos  e  interpretacion  antes  de  que  podamos  “ver”  este  tipo  de  informacion. 


FIGURA  3 

Cierre  semanal  accionario  de 
McDonald’s 


Observe  de  nuevo  la  figura  3.  La  grafica  muestra  que  para  cada  fecha  en  el 
eje  horizontal  existe  solo  un  precio  en  el  eje  vertical.  Asi,  la  grafica  est3  represen- 
tando  una  funcion,  aunque  no  tengamos  la  regia  exacta  para  deducir  a  partir  de  las 
fechas  el  precio  de  las  acciones. 

Cuando  la  regia  que  define  una  funcion/estd  dada  mediante  una  ecuacion  en 
y  y,  la  grafica  de  /es  la  grafica  de  la  ecuacion,  es  decir,  el  conjunto  de  puntos 
(x,y)  en  el  piano  xy  que  satisfacen  a  dicha  ecuacibn. 

No  toda  coleccibn  de  puntos  en  el  piano  xy  representa  la  grafica  de  una  fun- 
ci6n.  Recuerde  que  para  una  funcibn  cada  numero  tc  en  el  dominio  de  /tiene  una, 
y  solo  una,  'imagen  j{x) .  Asf,  la  grafica  de  una  funcibn  no  puede  contener  dos  pun¬ 
tos  con  la  misma  abscisa  y  diferentes  ordenadas.  Por  lo  tanto,  la  grafica  de  una 
funcibn  debe  satisfacer  el  siguiente  criterio  de  la  recta  vertical: 


Un  conjunto  de  puntos  en  el  piano  xy  es  la  grdfica  de  una  funcibn  si,  y  solo  si,  una 
recta  vertical  interseca  la  grafica  a  lo  mas  en  un  punto. 

De  esto  se  concluye  que  si  una  recta  vertical  interseca  una  grafica  en  mas  de 
un  punto,  esa  grafica  no  es  la  de  una  funcibn. 


IL-:  Capitulo  2  Funciones  y  sus  gr^ficas 


I',  ,1  Iv  M  |-  I,  ()  7  ','j  I’h.'iU  !:l  .!<'  tttUi  :ur,i'l;<!} 

^En  la  figura  4  cuales  son  graficas  de  funciones? 


(c)  x  =  y2  (d)  x2  +  y2=  1 


Siilu.  icn  Las  grdficas  4(a)  y  4(b)  son  graficas  de  funciones  pues  una  recta  vertical  interseca 
a  cada  una  en  al  menos  un  punto.  Las  grdficas  4(c)  y  4(d)  no  son  graficas  de  fun¬ 
ciones  pues  algunas  rectas  verticales  las  intersecan  en  mas  de  un  punto.  ■ 


Pares  ordenados 

El  anSlisis  anterior  proporciona  otra  manera  de  conceptualizar  una  funcion.  Podemos 
considerar  una  funcidn  /  como  un  conjunto  de  pares  ordenados  (x,  y)  o  (x,  /(x)), 
donde  no  existen  dos  pares  con  el  mismo  primer  elemento.  El  conjunto  de  todos  los 
primeros  elementos  es  el  dominio  de  la  funcion  y  el  conjunto  de  todos  los  segun- 
dos  elementos  es  su  rango.  Ast,  cada  elemento  x  en  el  dominio  tiene  asociado  un 
tinico  elemento  y  en  el  rango.  Un  ejemplo  es  el  conjunto  de  todos  los  pares  orde¬ 
nados  (x,  y)  tal  que  y  =  x^.  Algunos  de  los  pares  en  este  conjunto  son 


(0,  02)  =  (0,  0) 


(2,  22)  =  (2,  4) 
(-2,  (-2)2)  =  (-2,  4) 
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En  este  conjunto  no  existen  dos  pares  ordenados  con  el  mismo  primer  elemento 
(aunque  sf  hay  pai'es  que  tienen  el  mismo  segundo  elemento).  Este  conjunto  es  la 
funcion  cuadrada,  la  cual  asocia  a  cada  numero  real  x  el  numero  x~.  Vease  de  nuevo 
la  figura  4(a). 

For  otro  lado,  tenemos  los  pares  ordenados  (x,  y)  para  los  cuales  =  x  no  repre- 
senta  una  funcidn,  ya  que  existen  pares  ordenados  con  el  mismo  primer  elemento 
pero  diferente  segundo  elemento.  For  ejemplo  (1,  1)  y  (1,  —  1)  son  pares  ordenados 
que  obedecen  la  relacion  y^  =  x  con  el  mismo  primer  elemento  pero  que  tienen  un 
segundo  elemento  diferente.  Observe  de  nuevo  la  figura  4(c). 

El  siguiente  ejemplo  ilustra  la  forma  para  determinar  el  dominio  y  el  rango 
de  una  funcion,  dada  su  grafica. 


E  .M  P  L  O  8  ■■  itdonnwinr  to  gn'ht  h’hi  tuni  -n 

Sea  /  la  funcion  cuya  grdfica  estd  dada  en  la  figura  5.  Algunos  puntos  en  la  grd- 
fica  estan  marcados. 


(a)  ^Cual  es  el  valor  de  la  funcion  cuando  x  =  —6,  -v  =  —4,  x  =  0,  y  x  =  61 

(b)  ^.Cuiil  es  el  dominio  de  /? 

(c)  ^.Cual  es  el  rango  de  /? 

(d)  Enumere  las  intersecciones  con  los  ejes.  (Recuerde  que  estos  son  los  puntos,  si 
existen,  donde  la  grafica  cruza  o  toca  los  ejes  coordenados.) 


FIGURA  5 


Solution 


(a)  Como  (—6,  0)  esta  en  la  grafica  de /,  la  ordenada  0  debe  ser  el  valor  de /en  la 
abscisa  —6;  es  decir,  /(-6)  =  0.  De  manera  similar,  cuando  x  =  —4  tenemos 
que  y  =  —2  o/(— 4)  =  —2;  cuando  x  =  0,  entonces  y  =  4  o /(O)  =  4  y  cuando 
X  =  6,  entonces  y  =  1  o/(6)  =  1. 

(b)  Fara  determinar  el  dominio  de /,  observamos  que  todos  los  puntos  en  la  grafica 
de/ tienen  abscisas  entre  —6  y  6,  inclusive;  y  para  cada  numero  x  entre  —6  y 
6,  existe  un  punto  (x,  /(x))  en  la  grafica.  Asi,  el  dominio  de/es  {x|-6  ^  x  <  6) 
o  el  intervalo  [-6,  6]. 

(c)  Todos  los  puntos  en  la  grafica  tienen  ordenadas  entre  —2  y  4,  inclusive;  y,  para 
cada  numero  y,  existe  al  menos  un  numero  x  en  el  dominio.  For  lo  tanto,  el 
rango  de/es  {y|  —  2  <  y  <  4)  o  el  intervalo  [  —  2,  4]. 

(d)  Las  intersecciones  con  los  ejes  son  (  —  6,  0),  (  —  2,  0),  y  (0,  4).  ■ 


Dada  la  grafica  de  una  funcidn,  su  dominio  puede  ser  visto  como  la  sombra 
creada  por  la  grifica  sobre  el  eje  x  por  rayos  de  luz  verticales.  Su  rango  puede  ser 
considerado  como  la  sombra  creada  por  la  grafica  sobre  el  eje  y  por  rayos  de  luz 
horizontales.  Intente  utilizar  esta  tecnica  con  la  grdfica  de  la  figura  5. 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  25  y  27. 
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FIGURA  6 


Una  isla  se  encuentra  a  2  millas  del  punto  P  mds  cercano  de  una  costa  recta.  Un 

poblado  esta  a  12  millas  de  dicha  costa  desde  el  punto  P. 

(a)  Si  una  persona  puede  remar  a  una  velocidad  promedio  de  3  millas  por  hora  y 
caminar  5  millas  por  hora,  exprese  el  tiempo  T  que  tardaria  en  ir  de  la  isla  al 
poblado  como  una  funcion  de  la  distancia  x  de  P  hasta  donde  esa  persona  deja 
anclado  el  bote  en  que  llego  a  la  costa.  Vdase  figura  6. 

(b)  ^Cuanto  tiempo  tardara  la  persona  en  ir  de  la  isla  al  poblado  si  deja  anclado  el 
bote  a  4  millas  de  PI 

(c)  i^Y  si  lo  deja  anclado  a  8  millas  de  PI 


(a)  La  figura  6  ilustra  la  situacidn.  La  distancia  d\  de  la  isla  al  punto  donde  se  deja 
el  bote  satisface  la  ecuacidn 

d]  =  4  +  x^ 


Como  la  velocidad  promedio  del  bote  es  de  3  millas  por  hora,  el  tiempo  t\ 
que  tarda  en  recorrer  la  distancia  d[  satisface  a 


Asf, 


d\  =  3ti 

_  V4  + 

'  “  3  “  - 


La  distancia  a'2  del  punto  donde  se  deja  anclado  el  bote  al  poblado 
es  12  ~  X,  y  el  tiempo  (2  que  tarda  la  persona  en  recorrer  esta  distancia 
caminando  en  promedio  a  5  millas  por  hora  satisface  la  ecuacion 


Asf, 


^2  —  5/2 


5 
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El  tiempo  total  T  del  viaje  es  /|  +  t2.  De  modo  que, 


T{x)  = 


/4  +  ,  12  -  .y 


(b)  Si  el  bote  es  anclado  a  4  millas  de  P,  entonces  jc  =  4.  El  tiempo  T  de  duracibn 

del  viaje  es  . — 

7(4)  =  +  -  =  3.09  boras 

3  5 

(c)  Si  el  bote  queda  a  8  millas  de  P,  entonces  x  =  8.  El  tiempo  T  de  duracidn  del 
viaje  es 

7(8)  =  +  -  =  3.55  horas 

3  5 


Ahora  resuelva  el  problema  63. 

Resumen 

A  continuacion  encontrara  parte  del  vocabulario  important^  presentado  en  esta  sec¬ 
cion  y  una  descripcion  breve  de  cada  termino. 

Funcion  Regia  o  correspondencia  entre  dos  conjuntos  de  niimeros  reales 

de  modo  que  a  cada  numero  x  del  primer  conjunto,  el  dominio, 
le  coiTesponde  exactamente  un  numero  y  del  segundo  conjunto. 

Conjunto  de  pares  ordenados  {x,  y)  o  (x,  fix))  donde  no  existen 
dos  pares  distintos  con  el  mismo  primer  elemento. 

Se  llama  rango  al  conjunto  de  valores  y  de  la  funcibn  para  los 
valores  x  en  el  dominio. 

Una  funcion /puede  quedar  definida  en  forma  implicita  mediante 
una  ecuacibn  con  x  y  y,  o  en  forma  explfcita  escribiendo  y  =  fix). 

Dominio  no  especificado  Si  definimos  una  funcibn /mediante  una  ecuacibn  que  no  es- 
pecifique  el  dominio,  entonces  cste  serd  el  mayor  conjunto  de 
niimeros  reales  para  los  cuales  la  regia  defina  un  numero  real. 


Notacibn  de  funcibn 


Grbfica  de  una  funcibn 


/es  un  si'mbolo  para  la  regia  que  define  a  la  funcibn. 

X  es  la  variable  independiente. 

)'  es  la  var  iable  dependiente. 

fix)  es  el  valor  de  la  funcibn  en  x,  o  la  imagen  de  x. 

Es  la  coleccibn  de  puntos  (x,  y)  que  satisface  la  ecuacibn  y  =  fix). 

Una  coleccibn  de  puntos  es  la  grafica  de  una  funcibn  cuando  las 
rectas  verticales  intersecan  la  grafica  en  al  menos  un  punto  (cri- 
terio  de  la  recta  vertical). 


Ejercicio  2.1 


En  los  problemas  del  I  al  8,  determine  los  siguientes  valores  para  cada  funcion: 
(a)  f(0)  (b)  f(])  (c)f(-l)  (d)  f(3) 


1.  fix)  =  -3x^  +  2x  -  4 


2.  fix)  =  2x-  +  X  -  1 


3.  /(x)  = 


10f  Capitulo  2  Funciones  y  sus  graficas 


4.  f{x)  = 
7.  f(x)  = 


X-  -  I 
X  +  4 

2x  4  I 


5.  f{x)  =  |,v|  +  4 
8.  fix)  =  I  - 


6.  fix)  =  Vx-  +  X 


3x  -  5  ‘  [x  +  2)2 

En  los  problemas  del  9  a!  20,  utilice  la  grdfica  de  la  funcion  f  dada  en  la  figura. 

'  (2, 4) 

10,  3) 


(-3,  0) 

J _ \ _ i_j _ i_ 


-5 


(-6,-3)4' 


0 


-3h 


(11,1) 

(6,0)  (10,0)  - 

I  I  I  I  ill  I  I  ,  /•  I  , 


11  ^ 


(8,-2) 


9.  Deternune/(0)  y /(-6),  10. 

11.  /(2)  positive  0  negativo?  12. 

13.  ^Para  qu6  numeros  x  se  cumple  que  fix)  =  0?  14. 

15.  ^Cual  es  el  dominio  dc/?  16. 

17.  ^Cuales  son  las  intersecciones-.v?  18. 

19.  ^Cuantas  veces  la  recta  y  =  k  corta  a  la  grafica? 

20.  ^Cu^ntas  voces  la  recta  y  =  3  interseca  la  grdfica? 


Determine /(6)  y/(ll). 

^Es/(8)  positive  o  negativo? 

i,Para  qud  numeros  x  se  cumple  que/(x)  >  0? 

tCudl  es  el  range  de  /'? 

^Cualcs  son  las  intersecciones-y? 


En  los  problemas  del  21  al  24,  responda  las  preguntas  acercu  de  la  funcion  dada. 


21. 


.fix) 

(a) 

(c) 


=  4+2 
X  —  6 

^Estd  el  punto  (3,  14)  en  la  grafica  de  /? 
Si  fix)  =  1,  ^cudnto  vale  x? 


(b)  Si  X  =  4,  ^cudnto  vale  fi.x)l 
(d)  ^Cual  es  el  dominio  de  f? 


22. 

fix) 

1 

II 

(a) 

^Estd  el  punto  (1,  j) 

(c) 

Si  fix)  =  Ij,  i^cudnto 

23. 

fix) 

2x2 
x-*  +  1 

(a) 

^Esta  el  punto  (  -  1 , 

(c) 

Si  fix)  =  1 ,  ^cudnto 

en  la  grafica  de  f?  (b) 

vale  X?  (d) 

I)  en  la  grdfica  de  f?  (b) 

vale  X?  (d) 


Si  X  =  0,  ^cuanto  vale  fix)! 
^Cual  es  el  dominio  de  f? 


Si  X  =  2,  i^cuanto  vale  fix)! 
^Cual  es  el  dominio  de  /? 


24. 


(a)  ^.Esta  el  punto  i{.  -y)  en  la  grafica  de  f? 
(c)  Si  fix)  =  I,  ^Cuauto  vale  x? 


(b)  Si  X  =  4,  i^cudnto  vale  fix)! 
(d)  ^Cual  es  el  dominio  de/? 
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En  tos  problemas  del  25  al  36,  determine  si  la  grdfica  es  una  funcion  mediante  el  crilerio  de  la  recta 
vertical.  Si  lo  es,  utilice  la  grdfica  para  encontrar: 

(a)  Su  dominio  y  su  rango. 

(b)  Las  intersecciones  con  los  ejes,  si  existen. 

(c)  Ciialquier  simetria  con  respecto  a  los  ejes  x,  y  o  al  origen 
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51.  Si/(,v)  =  2,r^  +  Ax-  +  4x  -  5  y/(2)  =  5,  ^cual  es  el  valor  de  A? 

52.  Si  f(x)  =  3x-  -  fiA'  +  4  y  /(-  1)  =  12,  ^cual  es  el  valor  de  B? 

53.  Si /(.r)  =  (3.Y  +  8)/(2.v  -  /I)  y  /(O)  =  2,  ^cudl  es  el  valor  de  A? 

54.  Si  fix)  =  (2x  -  B)/i3x  +  4)  y  /(2)  =  i  ^cual  es  el  valor  de  B? 

55.  Si  fix)  =  (2.V  -  A)lix  —  3)  y/(4)  =  0,  ^cu^l  es  el  valor  de  A?  ^En  ddnde  no  esta  definida /? 

56.  Si/(.r)  =  ix  —  B)lix  —  A),/(2)  =  0,  y /(I)  no  esta  definida,  ^cuales  son  los  valores  de  /I  y  B? 

57.  l  in  li’  (ti  1(1  ^niV’  JtuI  fii  III  73  -■/■«  Si  cae  una  roca  al  suelo  desde  una  altura  de  20  metros,  su  allura  H  (en  metros) 
despues  de  a'  segundos  sera  aproximadamente  de 

Mix)  =  20  -  4.9.v2 


(a)  ^Cuiil  serfi  la  altura  de  la  roca  para  a  =  I  segundo?  ^para  a  =  1.1  segundos?  tpara  a  =  1.2  segundos?,  y  6para 
A  =  1.3  segundos? 

(b)  ^.Cuundo  golpea  la  roca  al  suelo? 

58.  Ff(  i  ti)  (/(  !(•  ^ravaUiil  vn  .li'ipiici.  Si  en  Jupiter  cae  una  roca  desde  una  altura  de  20  metros,  su  altura  H  (en 
metros)  despues  de  a  segundos  sera  aproximadamente  de 

«(a)  ^  20  -  13a- 


59. 

60. 


61. 

62. 


Ff 

65. 


(a)  (,Cual  es  la  altura  de  la  roca  para  a  =  1  segundo?  ipara  a  =  1.1  segundos?,  y  ^para  a  =  1 ,2  segundos? 

(b)  ^  cuando  golpea  la  roca  el  suelo? 

UcDiiitin'a.  Exprese  el  area  /t  de  un  rectcingulo  como  funcidn  del  largo  a  si  este  mide  el  doble  del  ancho  del  rectangulo. 
Gcomen  iu.  Exprese  el  4rea  A  de  un  tridngulo  rectangulo  isdsceles  como  funcidn  de  la  longilud  a  de  uno  de  los  dos 
lados  iguales. 

Exprese  el  salario  bruto  G  de  una  persona  que  gana  $5.00  por  bora  como  funcion  del  numero  a  de  boras  trabajadas. 
Un  vendedor  gana  $100.00  de  salario  base  mas  $10.00  por  arti'culo  vendido.  Exprese  el  salario  bruto  C  como  fun- 
cidn  del  numero  a  de  arti'culos  vendidos. 

Consulte  el  ejempio  9.  ^Existe  un  lugar  para  anclar  el  bote  de  modo  que  el  tiempo  de  recon'ido  sea  mlnimo?  ^'.Piensa 
usted  que  este  lugar  es  mas  cercano  al  poblado  o  mas  cercano  a  P?  Analice  las  posibilidades  y  justifique  su  respuesta. 

Consulte  el  ejempio  9.  Haga  la  grSfica  de  la  funcidn  T  =  Tix).  Utilice  TRACE  para  ver  c6mo  vari'a  el  tiempo  T cuando 
A  cambia  de  0  a  12.  ^Cudl  valor  de  a  produce  el  menor  tiempo? 

Una  compant'a  de  television  por  cable  debe  proporcionar  el  servicio  a  un  cliente  cuya  casa  esta  a  2  millas  de  disian- 
cia  de  la  carretera  por  donde  pasa  el  cable.  Ua  caja  de  conexidn  mas  cercana  estfi  localizada  a  5  millas  por  la  carre- 
tera  ivease  la  figura). 


Caja  de  conexion 


(a)  Si  el  costo  de  la  instalacion  es  de  $100.00 
por  mil  la  en  la  carretera  y  de  $14.00  por 
mi  I  la  fuera  de  la  carretera  exprese  el  costo 
total  C  de  la  instalacidn  como  funcion  de  la 
distancia  a  (en  millas)  de  la  caja  de 
conexion  al  punto  donde  la  instalacion  del 
cable  sale  de  la  carretera.  Indique  el 
dominio. 

(b)  Calcule  el  costo  si  a  =  I  milla. 

(c)  Calcule  el  costo  si  a  =  3  millas. 

(di  Haga  la  grafica  de  la  funcion  C  ^  C{x). 
Utilice  TRACE  para  ver  como  van’a  el 
costo  C  cuando  a  va  de  0  a  5.  ^.Cual  valor 
de  A  produce  el  menor  costo? 
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66. 


Una  isla  se  encuencra  a  3  millas  del  punto  mSs  cercano  P  de  una  costa  recta.  Un  poblado  esta  a  20  millas  de  la  costa 

desde  el  punto  P.  (Consulte  en  la  figura  6  una  situacidn  similar.) 

(a)  Si  alguien  tiene  un  bote  que  promedia  12  millas  por  bora,  y  la  misma  persona  puede  correr  a  5  millas  por  bora, 

exprese  el  tiempo  T  que  dicba  persona  tardaria  en  ir  de  la  isla  al  poblado  como  funcidn  de  x,  donde  x  es  la  dis- 

tancia  de  P  al  punto  donde  quedari'a  anclado  el  bote. 

(b)  iCu6nto  tiempo  tardar^  esa  persona  en  ir  de  la  isla  al  poblado  si  deja  el  bote  a  8  millas  de  P? 

(c)  ^Cu^nto  tiempo  tardarS  si  el  bote  es  anclado  a  12  millas  de  P? 

(ti  l  Haga  la  grSfica  de  la  funcidn  T  =  T{x).  Utilice  TRACE  para  ver  c6mo  varia  el  tiempo  T  cuando  x  cambia  de  0 
a  20.  tCu^l  valor  de  x  produce  el  menor  tiempo? 

Una  pilgina  con  dimensiones  de  8^  por  1 1  pulgadas  tiene  un  margen  de  ancbo  uniforme  x  rodeando  su  paiie  impresa, 

como  muestra  la  figura. 


(a)  Escriba  una  formula  para  el  area  A  de  la  parte  impresa  de  la  pagina 
como  una  funcidn  del  ancbo  x  del  margen. 

(b)  Indique  el  dominio  y  el  rango  de  A. 

(c)  Determine  el  ^rea  impresa  cuyos  mSrgenes  tienen  ancbos  de  1,  1.2  y 
1.5  pulgadas. 

(d  Haga  la  grafica  de  la  funcidn  A  =  A(x).  Utilice  TRACE  para  deter- 
minar  el  margen  mediante  el  cual  obtendr^  un  ^ea  de  70  pulgadas 
cuadradas  y  otra  de  50  pulgadas  cuadradas. 


8  i  pulgadas. 
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68.  i/t  un  n  rorridt)  iruMilhinlico  Un  avidn  cruza  el  Oc6ano  Atlantico  (3000  millas)  a  una  velocidad  de 

500  millas  por  bora.  El  costo  C  (en  ddlares)  por  pasajero  estS  dado  por 


C(x)  =  100  +  + 


36,000 

X 


donde  x  es  la  velocidad  con  respecto  al  suelo  (velocidad  del  aire  ±  viento). 

(a)  ^Cudl  es  el  costo  por  transportar  un  pasajero  en  condiciones  tranquilas  (sin  viento)? 

(b)  ^Cual  es  el  costo  por  pasajero  al  presentarse  un  viento  en  contra  de  50  millas  por  bora? 

(c)  ^Cudl  es  el  costo  por  pasajero  si  bay  viento  a  favor  con  velocidad  de  100  millas  por  bora? 

(d)  ^Cudl  es  el  costo  por  pasajero  con  un  viento  en  contra  de  100  millas  por  bora? 

(e)  Haga  la  grafica  de  la  funcion  C  =  C(x).  Cuando  x  varia  de  400  a  600  millas  por  bora,  ^como  varia  el  costo? 

69.  Pcriodn  </.'  un  pcnduln  El  periodo  T  (en  segundos)  de  un  pendulo  simple  es  una  funcidn  de  su  longitud  I  (en  pies), 
la  cual  estd  definida  por  la  ecuacidn 

T(l)  =  2tt 


donde  g  ~  32.2  pies  por  segundo,  cada  segundo  es  la  aceleracion  gravitacional.  Utilice  una  calculadora  para  determi- 
nar  el  periodo  de  un  p6ndulo  cuya  longitud  mide  1  pie.  ^,En  cuanto  aumentar^  el  periodo  si  la  longitud  crece  a  2  pies? 

70.  Efi'clii  de  la  cdlitud  sohre  /r  Si  un  objeto  pesa  m  libras  al  nivel  del  mar,  entonces  su  peso  W  (en  libras)  a  una 
altura  de  h  millas  sobre  el  nivel  del  mar  estti  dado  aproximadamente  por 


W(h)  =  m\ 


4000  y 
4000  +  h  ) 


Si  una  mujer  pesa  120  libras  al  nivel  del  mar,  ^cufinto  pesarS  en  Pike’s  Peak,  a  14,110  pies  sobre  el  nivel  del  mar? 
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En  los  problemas  del  71  al  78,  diga  si  el  conjunto  de  pares  ordenados  (x,y)  definidos  por  cada  ecuacion  es 
una  funcidn. 


y  =  x2  +  2x 

72.  y  =  x2  -  3x 

73. 

2 

y  =  - 

X 

74. 

y=  -  -3 

X 

y2  =  1  -  x2 

76.  y  =  ±  Vl  -  2x 

77. 

+ 

II 

78. 

X  +  2y^  =  1 

79.  Algunas  funciones/tienen  la  propiedad  de  que/(a  +  b)  =  f(a)  +  f(b)  para  todos  los  numeros  reales  ay  b.  ^Cuales 
de  las  siguientes  funciones  tienen  esta  propiedad? 


(a)  h{x)  =  2x  (b)  g(x)  =  x-  (c)  F(x)  =  5x  -  2  (d)  G(x)  =  Mx 

Trace  la  grdfica  de  una  funcidn  cuyo  dominio  sea  {x  |  "3  <  x  <  8,  x  =7^5}  y  cuyo  rango  sea  {y  |  -  1  <  y  <  2,  y  0}. 
^Cual(es)  punto(s)  en  el  rectangulo  -3sx<8,  -1  <y<2no  puede(n)  estar  en  la  grifica?  Compare  su  grSfica  con 
la  de  sus  compafieros.  ^Que  diferencias  ve? 


81.  tSon  iguales  las  funciones  /(x)  =  x  —  1  y  g(x)  =  (x^  —  l)/(x  +  1)7  Explique  su  respuesta. 

82.  Describa  cdmo  determinaria  el  dominio  y  el  rango  de  una  funcidn  si  solo  tuviera  su  grdfica.  ^.Cdmo  cambian'a  su  es- 
trategia  si,  en  vez  de  eso,  tuviera  la  ecuacion  que  define  a  la  funcidn  ? 


83.  ^Cuantas  intersecciones-x  puede  tener  la  grafica  de  una  funcidn?  ^Cudntas  con  el  eje  y? 

84.  Si  una  grdfica  consta  de  un  unico  punto,  ^es  la  grafica  de  una  funcidn?  ^Puede  escribirse  la  ecuacidn  de  tal  funcidn? 

85.  ^Existe  alguna  funcidn  cuya  grafica  sea  simdtrica  con  respecto  al  eje  x? 

86.  Investigue  el  momento  histdrico  en  que  surgid  la  notacidn  de  funcidn  y  =  /(x).  Escriba  un  breve  ensayo  acerca  de 
los  primeros  usos  de  esta  notacidn. 


Mas  acerca 
de  funciones 


Notacion  de  funcion 

A  la  variable  independiente  de  una  funcion  a  veces  se  le  llama  argumento  de  la 
funcion.  Pensar  en  la  variable  independiente  como  un  argumento  en  ocasiones  fa- 
cilita  la  aplicacidn  de  la  regia  de  la  funcion.  Por  ejemplo,  si /es  la  funcion  definida 
por/(x)  =  x^,  entonces/es  la  regia  que  nos  indica  elevar  al  cubo  el  argumento.  Asi, 
/(2)  significa  elevar  al  cubo  a  2,f(a)  significa  elevar  al  cubo  al  numero  a  y/(x  +  h) 
significa  elevar  al  cubo  la  cantidad  x  +  h. 


I  J  K  M  P  I  -  O  I  Oett  ’mini"  />  -  'ulr;.  •.  ■//;?/  fufu  im} 

Para  la  funcion  G  definida  por  G(x)  =  2x^  —  3x,  evalue; 

(a)  G(3)  (b)  G(x)  +  G(3)  (c)  G(-x) 

(d)  -G(x)  (e)  G(x  +  3) 

.Solnciiin  (a)  Reemplazamos  x  por  3  en  la  regia  G  para  obtener 

G(3)  =  2(3)2  _  3(3)  =  18  -  9  =  9 

(b)  G(x)  +  G(3)  =  (2x2  _  3^)  +  (9)  =  2x2  -  3x  +  9 

(c)  Reemplazamos  x  por  — x  en  la  regia  de  G: 

G(— x)  =  2(— x)2  —  3(— x)  =  2x^  +  3x 

(d)  —  G(x)  =  —(2x2  —  3x)  =  —2x2  +  3x 

(e)  G(x  +  3)  =  2(x  +  3)2  — 3(x  +  3)  ■  ■■i-  ..qui  cl  uv:  Jc  Ics  puiiinlcsic 

=  2(x2  +  6x  +  9)  -  3x  -  9 
=  2x2  +  12x  +  18  -  3x  -  9 

=  2x2  +  9x  +  9  ■ 
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E  .1  E  M  V  I  O  2 


Observe  en  este  ejempio  que  G(x  +  3)  Q(^x)  +  G(3). 

■  Ahora  resuelva  el  problema  29. 

El  ejempio  1  ilustra  ciertos  usos  de  la  notacion  de  funcion.  Veamos  otro  uso. 

Gsv>  lie  hi  nulacion  lU'  liiiii  it/n 

Para  la  funcion  f{x)  =  +  1,  determine;  x  #  1. 

X  -  1 


SoluciiHi  Primero  determinamos/(l): 

/(I)  =  (1)2+  1  =2 

Entonces 

fix)  -f(\)  (x2  +  1)  -  (2)  x2  -  I  (x  +  l)(x  -  1) 


X  -  1 


X  —  1 


X  -  1 


X  +  1 


Las  expresiones  similares  a  la  del  ejempio  2  se  presenlan  con  frecuencia  en 
cdlculo. 


Cociente  de  diferencias  Para  un  numero  c  en  el  donninio  de  una  funcion  f,  la  expresion 


es  el  cociente  de  diferencias  de  f  en  c. 


El  cociente  de  diferencias  de  una  funcion  tiene  una  interpretacidn  geomdtrica 
importante.  Obseix'e  la  grdfica  de  v  =  fix)  en  la  figura  7.  Hemos  colocado  ah!  los  pun- 
tos  (c,  /(c))  y  (x,  fix)).  La  pendiente  de  la  recta  que  contiene  estos  dos  puntos  es 

fix)  -fjc) 

X  —  c 

La  recta  es  una  recta  secante.  Asi,  el  cociente  de  diferencias  de  una  funcidn  es  igual 
a  la  pendiente  de  una  recta  secante  que  contiene  dos  puntos  en  su  grdfica. 


FiGURA? 
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E  J  E  M  P  L  O  3 

Solucion 


FIGURA  8 


E  J  E  M  P  I.  ()  4 


Soluciiin 


Dcli  nniiuir  un  lociente  de  di/ereiii  ia\ 

Encuentre  el  cociente  de  diferencias  de  f(x)  =  7jd  —  x  +  I  en  c  =  2. 


De  la  expresion  (1),  queremos  determinar 

fix)  -f(2) 
X  ~  2 


xi^  2 


Comenzamos  por  calcular /(2): 

/(2)  =  2(2)2  _^2)+1  =  8-  2+1=7 

Entonces  el  cociente  de  diferencias  de/en  2  es 

fix)  —  f(2)  _  2x-  —  .y  +  1  —  7  _  2x2  _  ^  ^  (2x  +  3)(x  —  2) 

X  —  2  X  —  2  X  —  2  X  —  2 


■  Ahora  resuelva  el  problema  41. 


Funciones  crecientes  y  decrecientes 

Considere  la  grafica  de  la  figura  8.  Si  la  recorre  de  izquierda  a  derecha,  observara 
que  algunas  de  sus  partes  suben,  otras  bajan  y  otras  mds  son  horizontales.  En  tales 
casos,  la  funcidn  es  creciente,  decreciente  y  constante,  respectivamente. 


f)eiennintir  d(>nde  una  fimeidn  e\  eircieitie.  di  i  iecicnle  o  <  i)ii\/(inli' 

(,D6nde  es  creciente  la  funcidn  de  la  figura  8?  ^D6nde  es  decreciente?  constante? 

Para  saber  donde  una  funcidn  es  creciente,  decreciente  o  constante,  utilizamos  de- 
sigualdades  con  la  variable  independiente  x  o  intervalos  de  abscisas.  La  grafica  de 
la  figura  8  sube  (crece)  del  punto  (—4,  -2)  al  punto  (0,  4),  por  ello  concluimos  que 
es  creciente  en  el  intervalo  [  —4,  0]  (  o  para  —4  <  x  :£  0).  La  grafica  baja  (decrece) 
del  punto  (  —  6,  0)  al  punto  (-4,  —2)  y  de  (3,  4)  a  (6,  1).  Concluimos  entonces  que 
la  grafica  es  decreciente  en  los  intervalos  f— 6,— 4]  y  [3,  6J  (o  para  —6  <  x  <  —4 
y  3  £  X  ^  6).  La  grdfica  es  constante  en  el  intervalo  [0,  3]  (o  para  0  £  x  £  3).  ■ 


A  continuacidn  estableceremos  definiciones  mas  precisas. 
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Funcion  creciente  Una  funcion  fes  creciente  en  un  intervale  /  si,  para  cualquier 
eleccion  de  Xi  y  X2  en  /,  con  Xi  <  X2,  tenemos  f(.x-\)  <  f(X2). 


Funcion  decreciente  Una  funcion  fes  decreciente  en  un  intervalo  /  si,  para  cualquier 

eleccion  de  xi  y  X2  en  /,  con  Xi  <  X2,  tenemos  ffxO  >  f(x2). 


Funcion  constante  Una  funcion  fes  constante  en  un  intervalo  /  si,  para  toda 
eleccion  de  x  en  /,  los  valores  de  fix)  son  iguales. 

Asi,  la  gr^fica  de  una  funcidn  creciente  sube  de  izquierda  a  derecha,  la  de  una 
funcidn  decreciente  baja  de  izquierda  a  derecha,  y  la  grdfica  de  una  funcidn  cons¬ 
tante  permanece  a  una  altura  fija.  La  figura  9  ilustra  estas  definiciones. 


FIGURA  9 
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(a)  Para  x,  <  ^2  en  I.  (b)  Para  x,  <  X2  en  I,  (c)  Los  valores  de  /son  iguales; 

f{Xi)  <  l(X2)',  f{x^)>f(X2y,  res  constante 

res  creciente  res  decreciente 


Funciones  pares  e  impares 


Funcion  par  Una  funcion  es  par  si  para  todo  numero  x  en  su  dominio,  el 
numero  -xtambien  esta  en  el  dominio  y 

/(-A)  =/(A) 


Funcion  impar  Una  funcion  es  impar  si  para  todo  numero  x  en  su  dominio,  el 
numero  -xtambien  esta  en  el  dominio  y 


f(-x)  =  -fix) 


Consulte  la  seccion  1.6,  donde  describimos  los  criterios  para  la  simetria.  Los 
siguientes  resultados  se  hacen  entonces  evidentes: 
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Teorema  Una  funcion  es  par  si,  y  s6lo  si,  su  grSfica  es  simetrica  con  respecto  al  eje  y.  Una 
funci6n  es  impar  si,  y  solo  si,  su  grdfica  es  sim6trica  con  respecto  al  origen.  ■ 


h  J  E  P  I.  O  5  Ih’h  ^  minar  iKm  iiirii  s  ^  f  ti  luirlir  (Ic  la  \;nirii  a 

Determine  si  cada  grafica  de  la  figura  10  es  la  de  una  funcidn  par,  impai'  o  si  corres- 
ponde  a  una  funcion  que  no  es  par  ni  impar. 

FIGURA  10 


Solucion  La  grafica  de  la  figura  10(a)  es  de  una  funcion  par,  ya  que  es  simetrica  con  respecto 
al  eje  y.  La  funeion  cuya  grdfica  esta  dada  en  la  figura  10(b)  no  es  par  ni  impar,  ya 
que  la  grafica  no  es  simetrica  con  respecto  al  eje  y  ni  con  respecto  al  origen.  La 
funcion  cuya  grafica  estd  dada  en  la  figura  10(c)  es  impar  puesto  que  su  grdfica  es 
simetrica  con  respecto  al  origen.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  9. 

E  J  E  M  P  E  O  6  Idt'iuijicor  las  Juiit  iam  pairs  r  inijHiir  s 

Determine  si  cada  una  de  las  siguientes  funciones  es  par,  impar  o  de  ninguno  de  es- 
tos  tipos.  Despu6s,  sin  hacer  la  grdfica,  determine  si  la  grafica  es  simetrica  con  res¬ 
pecto  al  eje  y  o  al  origen. 


(a)  fix)  =  X-  -  5  (b)  six)  =  -  1 

(c)  h{x)  =  5^  -  X  (d)  F{x)  =  jx] 

Soluciiiii  (a)  Reemplazamos  x  por  -x  en /(x)  =  x^  -  5.  Entonces 

fi~x)  =  (-x)^  -  5  =  x^  -  5 

Como  /(-x)  =  fix),  concluimos  que /es  una  funcion  par  y  la  grdfica  es  simetrica 
con  respecto  al  eje  y. 

(b)  Reemplazamos  x  por  — x.  Entonces 

gi-x)  =  (-x)3  -  1  =  -x3  -  1 
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Como  ^  g(x)  y  g(—x)  4^  ~g(x),  concluimos  que  la  funci6n  g  no  es  par 

ni  impar.  La  grafica  no  e.s  simetrica  con  re.specto  al  eje  y  ni  con  re.specto  al  origen. 

(c)  Reemplazamos  .v  por  — x  en  h(x)  =  5x^  ~  x.  Entonces 

h(~x)  =  5(— —  (— x)  =  —5x^  +  X 

Como  /?(— x),  =  — /i(x),  es  una  funcion  impar  y  su  grafica  es  simetrica  con  res- 
pecto  al  origen. 

(d)  Reemplazamos  x  por  — x  en  F(x)  =  |x|.  Entonces 

F(—x)  =  |— x|  =  |xl 

Como  F(— x)  =  Fix),  Fes  una  funci6n  par  y  su  grafica  es  simetrica  con  respecto 
del  eje  y.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  51. 


Funciones  importantes 

Ahora  daremos  los  nombres  de  algunas  de  las  funciones  analizadas.  Al  revisar  la 
lista  preste  especial  atencion  a  las  caracteristicas  de  cada  funcion,  en  particular  a 
la  forma  de  cada  grafica. 


Funcion  lineai 

fix)  =  mx  +  b  my  b  son  numeros  reales 

El  dominio  de  la  funcion  lineal /consta  de  todos  los  numeros  realcs  y  su  grafica 
es  una  h'nea  recta  no  vertical  con  pendiente  m  y  ordenada  al  origen  b.  Una  funcion 
lineal  es  creciente  si  w  >  0,  decreciente  si  m  <  0,  y  constante  si  m  =  0. 

Funcion  constante 

fix)  =  b  h  es  un  numero  real 

Vease  la  figura  11. 

FIGURA  11 

i 

b  fix)  =  b 

X 

Una  funcion  constante  es  una  funcion  lineal  especial  (m  =  0).  Su  dominio  es 
el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales;  su  range  el  conjunto  formado  por  un  linico 
numero  b.  Su  grdfica  es  una  recta  horizontal  cuya  ordenada  al  origen  es  b.  La  fun¬ 
cion  constante  es  una  funcion  par  cuya  grafica  es  constante  sobre  su  dominio. 
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Funcion  identidod 


fix)  =  A- 


Vease  la  figura  12. 


FIGURA  12 


La  funcion  identidad  es  tambien  una  funcion  lineal  especial.  Su  dominio  y 
su  rango  son  el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales.  Su  grdfica  es  una  recta  con 
pendiente  m  =  1  y  cuya  ordenada  al  origen  es  0.  La  recta  consta  de  todos  los  pun- 
tos  para  los  cuales  la  abscisa  es  igual  a  la  ordenada.  La  funcion  identidad  es  una 
funcion  impar;  creciente  sobre  su  dominio.  Observe  que  la  grafica  es  la  bisectriz  de 
los  cuadrantes  I  y  III. 


Funcion  cuodroda 


fix)  =  x^ 


Vease  la  figura  13. 


FIGURA  13 


f(x)  =  a2 

4 

(-2,4)1^  4 

\ 

P  (2,  4) 

-  /(1.1) 

I  1  I  I 

1  I  1  I  , 

-4  0 

4 

r 

El  dominio  de  la  funcion  cuadrada  /  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros 
reales;  su  rango  es  el  conjunto  de  numeros  reales  no  negatives.  La  grafica  de  esta 
funcion  es  una  pardbola  cuya  interseccion  con  los  ejes  es  (0,  0).  La  funcion  cuadrada 
es  una  funcion  par  decreciente  en  el  intervalo  (  — 0]  y  creciente  en  el  interc'alo 
[0,  »), 


Funcion  cubica 


fix)  =  A^ 


Vease  la  figura  14. 
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FIGURA  14 


y- 

4 

t{x)  = 

1  1  1  1 

~  *(1.1) 

1  1  1  1  , 

-4 

0  4  x 

(-1.-1  ).• 

-4 

- 

El  dominio  y  el  rango  de  la  funcion  cubica  son  el  conjunto  de  todos  los 
numeros  reales.  La  interseccidn  de  la  grifica  con  los  ejes  estd  en  (0,  0).  La  funcion 
cubica  es  impar  y  creciente  en  el  intervalo  (—0°,  o°). 


Funcion  ralz  cuadrada  /(x)  =  Vx 


Vease  la  figura  15. 


FIGURA  15 

y. 

f{x)  =  Vx 

2 

(1.1)  (4,2) 

1  1 

I  I  1  1  \  f 

-1 

0  5'x 

El  dominio  y  el  rango  de  la  funcion  raiz  cuadrada  son  el  conjunto  de  numeros 
reales  no  negativos.  La  interseccidn  de  la  grSfica  con  los  ejes  est4  en  (0,  0).  La  fun¬ 
cion  rafz  cuadrada  no  es  par  ni  impar  y  es  creciente  en  el  intervalo  [0,  °°). 


Funcion  reciproca 


FIGURA  16 


Consulte  el  ejemplo  8  en  la  pdgina  62  para  un  andlisis  de  la  ecuacidn  y  =  1/x. 


Vease  la  figura 

16. 

yj 

2 

- 

1  1 

(1.1) 

I  , 

^  0 

2  ^ 

(-1.-1)  ' 

- 

\-2 

i 

- 

El  dominio  y  el  rango  de  la  funcion  reciproca  son  el  conjunto  de  todos  los 
numeros  reales  distintos  de  cero  y  su  gr^fica  no  tiene  intersecciones  con  los  ejes 
coordenados.  La  funcion  reciproca  es  decreciente  en  los  intervalos  0)  y  (0,  <») 
y  es  una  funcidn  impar. 
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Funcion  valor  absolute 


Kx)  =  |a:| 


Vease  la  figura  17. 


El  dominio  de  la  funcion  valor  absolute  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros 
reales;  su  rango  es  el  conjunto  de  numeros  reales  no  negativos.  La  interseccion  de 
su  grdfica  con  los  ejes  coordenados  estd  en  (0,  0).  Si  .r  s  0,  entonces/(A:)=.r  y  la 
grafica  de/es  parte  de  la  recta  y  =  .v;  si  x  <  0  entonces  /(x)=  -.r  y  la  grdfica  de  / 
es  parte  de  la  recta  y  =  — x.  La  funcion  valor  absolute  es  una  funcidn  par;  decre- 
ciente  en  el  intervale  (  — “  ,  0]  y  creciente  en  el  intervale  [0,  °o). 


Verificacion:  Haga  la  grafica  de  y  =  |x|  en  una  pantalla  cuadrada  y  compare  lo  que 
vea  con  la  figura  17.  Observe  que  algunas  calculadoras  grdficas  utilizan  el  simbolo 
abs(.r)  para  el  valor  absolute.  Si  en  su  calculadora  no  existe  la  funcidn  valor  abso¬ 
lute,  podrfa  hacer  la  grafica  de  y  =  |x|  utilizando  el  hecho  de  que  |x|  =  Vj?.  ■ 


El  sfmbolo  [[x]],  lease  “corchete  de  x,”  se  utiliza  para  denotar  al  mayor 
numero  entero  menor  o  igual  a  x.  For  ejemplo, 

[[!]]=  1  [[2.5]]  =  2  [[i]]  =  0  [[-|]]  =  -1  [[77]]  =  3 

Este  tipo  '.e  correspondencia  aparece  en  matemdticas  con  la  frecuencia  suficiente 
como  pa'u  recibir  un  nombre. 


Funcion  maxima  entero  f(x)  =  [[x]]  =  mdximo  numero  entero  menor  o  igual  a  x 


TABLA  1 

r’  =f(x) 
_ -  IMl 

-I  -I 

-1  -I 

-i  -1 

11  0 

[  0 

i  0 


O'  tenemos  la  grafica  de^tx)  =  [[.r]]  trazando  algunos  puntos  sobre  el  piano. 
Vease  t  tabla  1.  Para  valores  de  x,  —1  <  x  <  0,  el  valor  de  /(x)  =  [[x]]  es  —  1; 
para  valores  de  x,  0  ^  x  <  1,  el  valor  de /es  0.  Vease  la  grdfica  en  figura  18. 


(x.v) 


FIGURA  18 


(-I,  -I) 
-I) 
(-1,  -I) 
(0,  0) 

(|,  0) 

(j,  0) 

(1 0) 


-2 


'-2 


5  ^ 
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El  dominio  de  la  funcion  maximo-entero  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros 
reales;  su  range  es  el  conjunto  de  los  numeros  enteros.  La  interseccion-y  de  su  gra- 
fica  esta  en  0.  Las  intersecciones-x  son  todos  los  numeros  del  intervalo  [0,  1).  La 
funcion  mdximo-entero  no  es  par  ni  impar.  Es  constante  en  todo  interc'alo  de  la 
forma  [k,  k  +  1),  para  todo  k  entero.  En  la  figura  18  utilizamos  un  punto  para  in¬ 
dicar,  por  ejemplo,  que  en  x  =  1,  el  valor  de/es/(l)  =  1;  con  una  circunferencia 
pequefia  ilustramos  que  la  funcion  no  toma  el  valor  0  en  x  =  1. 

De  la  grafica  de  la  funcidn  maximo-entero  podemos  ver  por  qu6  tambi6n  se 
le  llama  una  funcion  escalonada.  Enx  =  0,  x  =  ±Lx:  =  ±2,  y  ast  sucesivamente, 
esta  funcion  exhibe  una  discontinuidad\  esto  es,  para  valores  enteros,  la  grafica 
realiza  un  “salto”  de  un  valor  a  otro  sin  tomar  valores  intermedios.  Por  ejemplo,  a 
la  izquierda  inmediata  de  x  =  3,  las  ordenadas  son  iguales  a  2,  y  a  la  derecha  in- 
mediata  de  x  =  3  son  iguales  a  3, 

Las  funciones  analizadas  Ifneas  arriba  son  basicas.  Cuando  usted  encuentre 
una  de  ellas,  debe  tener  una  imagen  mental  de  su  grafica.  Por  ejemplo,  si  encuen- 
tra  la  funcion /(x)  =  x“,  tendra  que  imaginar  una  grafica  como  la  de  la  figura  13. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  67. 


Funciones  definidas  por  partes 


A  veces  una  funcidn  se  define  mediante  una  regia  que  consta  de  dos  o  mas  ecua- 
ciones.  La  eleccidn  de  la  ecuacion  a  utilizar  depende  del  valor  de  la  variable  inde- 
pendiente  x.  Por  ejemplo,  la  funcidn  valor  absolute  /(x)  =  |x|  esta  definida  medi¬ 
ante  dos  ecuaciones:  /(x)  =  x  si  x  2^  0  y  /(x)  =  -x  si  x  <  0.  Por  conveniencia, 
combinamos  cstas  ecuaciones  en  una  expresidn,  como 


fix)  =  lx| 


X  si  X  s  0 
— X  si  X  <  0 


Cuando  las  funciones  estan  definidas  por  mas  de  una  ecuacion  decimos  que  estan 

definidas  por  partes. 

Analicemos  otro  ejemplo  de  funcidn  definida  por  partes. 


K  J  K  iVI  P  L  ()  7 


\iHtli:ar  iiiui  fiim  iiin  definida  imr  inirie.s 

Para  la  siguiente  funcion/ 


fix) 


— X  -1-1  si  ^  1  s  X  <  1 
2  si  X  =  1 

x^  si  X  >  1 


(a)  Determinar/(0),/(l),  y/(2).  (b)  Determinar  el  dominio  de/ 

(c)  Hacer  la  grdfica  de /  (d)  Utilizar  la  grdfica  para  encontrar  el  range  de / 

Suliicitin  (a)  Para  determinar  /(O),  observamos  que  si  x  =  0,  la  ecuacion  para  /  es /(x)  = 
—X  -I-  1.  Asi,  tenemos 

/(O)  =  -0  -b  1  =  1 

Cuando  x  =  1,  la  ecuacidn  para/es  /(x)  =  2.  Entonces 


/(I)  =  2 
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FIGURA  19 

.V  =  A-'’) 
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y=  a2 
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E  J  E  M  P  L  O  8 


Solucinn 


Cuando  jc  =  2,  la  ecuacion  para/es/(x)  =  x^.  Asi, 

/(2)  =  22  =  4 

(b)  Para  determinar  el  dominio  de /observamos  su  definicion  y  concluimos  que  es 
/si  (j:|jr  >  —  1 ),  o  [  —  1, 

(c)  Para  hacer  la  grafica  de /  trazamos  la  grafica  de  “cada  pedazo”.  Asi,  primero 
trazamos  la  recta  y  =  — .r  +  1  y  s61o  utilizamos  la  parte  donde  - 1  s  jr  <  1. 
Despues  localizamos  el  punto  (1,  2),  ya  que  cuando  a'  =  1,/(a)  =  2.  Por  ulti¬ 
mo,  trazamos  la  parabola  y  =  a2  y  conservamos  la  parte  donde  a  >  1 . 
Vease  la  figura  19. 

(d)  De  la  grafica,  concluimos  que  el  rango  de / es  (y|>’  >  0},  o  (0,  =^). 


Verificacion:  Trazar  la  grafica  de  la  funcion  /dada  en  el  ejempio  7  y  compararla 
con  la  figura  19.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  81. 


C<’Xli>  lie  Id  ehclriciJdd 

En  invicrno,  la  compafifa  Edison  Commonwealth  suministra  electricidad  a  residen- 

cias  con  un  cargo  mensual  de  $9.06  mas  10.819  centavos  por  kilowatt-hora  (kWh) 

en  los  primeros  400  kWh  consumidos  en  el  mes,  y  cobra  7.093  centavos  por  cada 

kWh  extra.’'' 

(a)  ^Cual  es  el  cargo  por  el  consume  de  300  kWh  en  un  mes? 

(b)  ^Cual  es  el  cargo  por  el  consume  de  700  kWh  en  un  mes? 

(c)  Si  C  es  el  cargo  mensual  por  a  kWh,  exprese  a  C  como  funcion  de  a. 

(a)  Para  300  kWh,  el  cargo  es  de  $9.06  mas  10.819  centavos  =  $0.10819  por  kWh. 
Asj, 

Cargo  =  $9.06  -h  $0.10819(300)  =  $41.52 

(b)  Para  700  kWh,  el  cargo  es  de  $9.06  mas  10.819  centavos  por  los  primeros  400 
kWh,  mas  7.093  centavos  por  los  300  kWh  airiba  de  los  400.  Asf, 

Cargo  =  $9.06  -H  $0.10819(400)  -k  $0.07093(300)  =  $73.62 

(c)  Supongamos  que  0  s  a  S  400,  el  cargo  mensual  C,  se  determina  multiplicando 
A  por  $0.10819  y  sumando  el  cargo  mensual  al  cliente,  de  $9.06.  Asf,  cuando 
0  s  A  ^  400,  C(a)  =  0.10819a  -I-  9.06.  Para  a  >  400,  el  cargo  es  0.10819(400) 
+  9.06  -h  0.07093(a  —  400),  ya  que  a  —  400  es  igual  al  consume  por  aniba  de 
400  kWh,  el  cual  cuesta  0.07093  por  kWh.  Por  lo  tanto,  si  a  >  400,  entonces 

C(a)  =  0.10819(400)  -f  9.06  -h  0.07093(a  -  400) 

=  52.336  +  0.07093(a  -  400) 

=  0.07093a  -h  23.964 


■Fuente:  Edison  Coinmonwealih  Co..  Chicago,  Illinois,  1991. 
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FIGLIRA  20 


Para  calcular  C  utilizamos  dos  reglas: 


0.10819a:  +  9.06  si  0  <  x  <  400 

C(x)  = 

|0.07093x  +  23.964  si  x  >  400. 

Vease  la  grSfica  en  la  figura  20.  ■ 


100  200  300  400  500  600  700 

Consumo  (kWh) 


Ejercicio  2.2 


ii*! 


En  los  problemas  del  1  al  8,  relacione  cada  grdfica  con  la  funcldn  enumerada  cuya  grdfica  se  asemeje  mds 
a  la  que  se  proporciona. 


A.  Funcion  constanle 
C.  Funcion  cuadrado 
E.  Funcion  raiz  cuadrada 
G.  Funcion  valor  absolulo 

1.  2. 

vy 


B.  Funcion  lineal 
D.  Funcion  cubica 
F.  Funcion  reciproca 
H.  Funcion  mdximo  entero 

3. 


5. 


6. 


7. 


8. 
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En  los  problemas  del  9  al  22,  aparece  la  grdfica  de  una  funcidn.  Utilicela  para  determinar: 

(a)  Su  domlnio  y  su  rango. 

(b)  Los  intervalos  donde  es  creciente,  decreciente  o  constante. 

(c)  Si  es  par,  impar  o  de  ninguno  de  estos  tipos. 

(d)  Las  intersecciones  con  los  ejes,  si  existen. 
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26.  Si  si  -V  <  0 

/(■'■)  = 

I  3,r  +  2  si  .V  S  0 


determine;  (a)  /(—I) 


(b)  m 


(c)  /(I) 


En  los  problemas  del  27  al  38,  determine  lo  signiente  para  cada  funcion: 

[a)  fi-x)  {b)  -fix)  (c)  f{2x)  id)  fix-3)  (e)  /(lA) 
27.  fix)  =  lx  +  5  28.  fix)  =  3-  X  29.  fix)  =  2.v-  -  4 

31.  fix)  =  -  3.V  32.  fix)  =  x-  +  .v  33.  fix)  =  — 

A'-  +  1 

35.  fix)  =  |.vl  36.  fix)  =  -  37.  fix)  =  I  +  ~ 

.V 


if)  1//W 


30.  fix)  =  X-'  +  1 


34.  fix)  =  — 
x-  + 


38.  fix)  =  4  + 


En  los  problemas  det  39  al  50,  determine  el  cociente  de  diferertcias, 

lix)-fi\)  ,, 

i - - -  V  I 

,v  -  I 

para  cada  funcion.  Ascgurese  de  simplificai: 


39. 

.fix)  -- 

=  3.r 

40. 

fix)  =  -2x 

41. 

fix)  =  1  -  3.V 

42. 

fix)  ■ 

=  A--  +  1 

43. 

fix)  = 

=  3xf  —  2x 

44. 

fi.x)  =  4x  -  2.x^ 

45. 

fix)  =  -  X 

46. 

.fix)  -■ 

^  +  .V 

47. 

/(.V)  = 

2 

^  x  +  \ 

48. 

fix)  =  ^ 

49. 

.fix)  =  Vx 

50. 

fix)  = 

=  VvT3 

En  los  problemas  de!  5!  al  62,  diga  si  cada  funcion  es  par,  impar  o  de  ninguno  de  estos  tipos,  sin  t razor 
la  graft ca. 


51. 

fix)  =  4x^ 

52. 

11 

N 

1 

53. 

gi.x)  =  2,v2  -  5 

54. 

hix)  =  3.V''*  +  2 

55. 

fix)  =  ^'x 

56. 

Gix)  =  V  X 

57. 

+ 

II 

58. 

fi.x)  =  ^'Zv-  +  1 

59. 

.fx)  = 

60. 

If  x)  -  ^  ^ 

61. 

hix)  =  v'"  ^ 

62. 

Fi.x)  =  -j^ 

A'^ 

X —  1 

3.V-  -  9 

l-'i 

63. 

^Cudntas  intcrsecciones-.r 

puede  tener  una  funcidn  definida 

en  un  intervalo  si 

es  creciente 

en  ese  intervalo'? 

Explique  su  respuesta. 

64.  ^Cuantas  intersecciones-v  puede  lener  una  funcidn?  Explique  su  respuesta. 


En  los  problemas  del  65  al  90: 

(a)  Determine  el  dominio  de  cada  funcion.  (b)  Localice  cualquier  interseccion  con  los  ejes 

coordenados. 

(c)  Haga  la  gnifica  de  cada  funcion.  (d)  Con  base  en  la  grdfica,  determine  el  rango. 


65. 

fix)  = 

3,v  -  3 

66. 

fix)  = 

4  -  2a 

67.  gix)  =  A-  —  4 

68. 

gix)  = 

.V-  +  4 

69. 

hix)  = 

0 

—  A'- 

70.  Fi.x)  =  2.x- 

71. 

fix)  = 

\7^2 

72. 

gix)  = 

+  2 

73.  hix)  =  vY-: 

74. 

Fix)  = 

-\7 

75. 

fix)  = 

\.\  +  3 

76.  gi.x)  =  A  +  3 

77. 

hix)  = 

-w 

78. 

Fi.x)  = 

:3  ~  .x| 

79. 

fix)  = 

1 2x  si  .V  ^  0 

riA 

si  A  0 

1  0  si  .V  =  0 

11 

o 

00 

L  4 

si  A  =  0 

81. 

fix)  = 

\  \  +  X  si  A  <  0 

00 

II 

1  I/a 

si  A  <  0 

1  ,v-  si  .V  >  0 

si  A  >  0 

126  Capitulo  2  Funciones  y  sus  graficas 


83.  f(x)  = 


|x|  si  ~2  s  X  <  0 
1  si  X  =  0 
x^  si  X  >  0 


84.  /(X) 


3  +  X 
3 


si  -3  s  X  <  0 
si  X  =  0 

Vx  si  X  >  0 


85. 

six)  = 

I  1  si  X  es  un  numero  entero 
[  —  1  si  X  no  es  un  numero  entero 

86. 

I X  si  X  s 

1  1  si  X  < 

87. 

hix)  = 

2[[x]] 

88. 

/(x)  = 

[[2x]] 

89. 

Fix)  = 

1 4  —  x“  si  |x|  <  2 

1  x^  -  4  si  |x|  >  2 

90. 

Gix)  = 

^  1x2  -  4| 

Los  problemas  del  91  al  94  necesitan  la  siguiente  definicidn.  Recta  secante  La  pendiente  de  la  recta  secante 
que  contiene  a  los  pantos  (x,  /(x))  y  (x  +  h,  f(x  +  h))  en  la  grdfica  de  ana  funcion  y  =  /(x)  es 

/(X  +  h)  -  fix) 

h 


En  los  problemas  del  91  al  94,  exprese  la  pendiente  de  la  recta  secante  de  coda  funcion  en  terminos  de  x  y  h. 
Asegurese  de  simplificar  su  respuesta. 

91.  fix)  =  2x  +  5  92.  fix)  =  -3x  +  2 

93.  fix)  =x^  +  2x  94.  fix)  =  1/x 


En  los  problemas  del  95  al  98  se  da  la  grdfica  de  ana  funcion  definida  por  partes.  Escriba  una  definicidn 
para  cada  funcidn. 


95.  y- 

2 

- 

(-1,1)  • 

1  1 

- 

(2,1) 

0 

1  1  r 

-2  (0, 0) 

- 

2  X 

96. 


y 

2 


(2,1) 


(0, 0) 


J _ ^ 

2 


tt 

(-1,-1) 


J.  y  ‘ 

2 

% 

(-1,1) 

^(1,1) 

I  I  , 

1  i  ^ 

-2  (0, 0)' 

_ 

(2,  0)  X 

98. 


y 

(0,  2) 


(-1,0) 


-2 


(2.  2) 


Vn 


2  ^ 


En  los  problemas  99  y  100  decida  si  cada  funcidn  es  par.  Justifique  su  respuesta. 


99.  fix)  = 


'  X-  +  4  si  X  =1=  2 


si  X  =  2 


100.  fix)  = 


x^  +  4  si  X  2 
5  si  X  =  2 
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n . 

Hu. 


103. 

104 

10? 

107. 


Haga  la  grafica  de  y  =  x^.  Despu6s  Haga  la  grffica  de  y  =  +  2,  y  =  +  4,  y  _y  =  —  2.  ^Que  pati'dn  observa? 

^Puede  predecir  la  grifica  de  y  =  —  4?  ^De  y  =  x^  +  5? 

Haga  la  grafica  de  y  =  x-.  Despues  Haga  la  grdfica  de  y  =  (x  —  2)^,  y  =  (x  —  4)-,  y  y  =  (x  +  2)^.  iQu6  patrdn 

observa?  ^Puede  predecir  la  grafica  de  y  =  (x  +  4)^7  ^De  y  =  (x  —  5)^7 

Haga  la  grafica  de  y  =  |x|.  Despues  Haga  la  grafica  de  y  =  2|x|,  y  =  4|x|,  y  y  =  ^|x|.  i,Qu6  patrdn  observa?  <',Puede 
predecir  la  grafica  de  y  =  ^jx|?  ^De  y  =  5|x|? 

Haga  la  grSfica  de  y  =  x^.  Despues  Haga  la  grafica  de  y  =  -x^.  iQue  patrdn  observa?  Ahora  intente  con  y  =  |x[  y 
y  =  ~|x|  iQud  puede  concluir? 

Haga  la  grafica  dc  y  =  Vx.  Despu6s  Haga  la  grdfica  de  y  =  iQue  patrdn  observa?  Ahora  intente  con 

y  =  2i;  +  I  y  y  =  2(— x)  +  I .  ^'.Que  puede  concluir? 

Haga  la  grafica  de  y  =  x^.  Despues  Haga  la  grdfica  de  y  =  (x  —  1)^  +  2.  ^Puede  predecir  el  resultado? 

-  ax  tuiliiral  En  12  de  noviembre  de  1991,  las  compani'as  Peoples  Gas  Light  y  Coke  tuvieron  las  siguien- 
tes  tarifas*  para  p,I  consumo  de  gas  natural  en  residencias  unifamiliares: 


Cargo  por  servicio  mensual  $7,00 

Cargo  de  distribucion  de  los  primeros  90  litres  $0.2I054/Iitro 

Por  arriba  de  los  90  litros  $0.11242/litro 

Cargo  de  gas  $0.26341/litro 

(a)  ^Cu^l  es  el  cargo  por  consumir  50  litros  en  un  mes? 

(b)  (,Cual  es  el  cargo  por  500  litros  en  un  mes? 

(c)  Construya  una  funcion  que  relacione  el  cargo  mensual  C  para  x  litros  de  gas. 

(d)  Grafique  esta  funcidn. 

108.  C  'Sl<>  del  natural  El  19  de  noviembre  de  1991.  la  compania  de  gas  Northern  Illinois  tem'a  la  siguiente 
tarifa'  para  el  consumo  de  gas  natural  en  residencias  unifamiliares: 


Cargo  mensual  al  cliente  $4.00 

Cargo  por  distribucidn,  primeros  50  litros  $0. 1402/litro 

Por  arriba  de  los  50  litros  S0.0547/litro 

Cargo  por  suministro  de  gas  $0.2406/litro 

(a)  ^Cudl  es  el  cargo  por  consumir  40  litros  en  un  mes? 

(b)  ^Cual  es  el  cargo  por  202  litros  en  un  mes? 

(c)  Haga  una  funcion  para  el  cargo  mensual  C  por  x  litros  de  gas. 

(d)  Haga  la  grafica  de  dsta. 

109.  Sea  /cualquier  funcion  con  la  propiedad  de  que  cuando  x  este  en  su  dominio  tambidn  -x  lo  estd.  Defina  las  fun¬ 
ciones  £(x)  y  0{x)  como 

E{x)  =  ~[f{x)  +  /( -X)]  0(x)  =  |[/(x)  -  /( -x)] 


110. 


(a)  Muestre  que  E{x)  es  una  funcidn  par.  (b)  Muestre  que  0{x)  es  una  funcidn  impar. 

(c)  Muestre  que  /(x)  =  £(x)  +  0(x). 

(d)  Concluya  que  cualquier  funcidn/ puede  ser  escrita  como  la  suma  de  una  funcion  par  y  una  funcion  impar. 


Sean/y  g  dos  funciones  definidas  en  el  mismo  intervalo  [a,  b].  Suponga  que 
max  (f,  g)  como  sigue: 


mm(/,  g)(x)  = 

ygix) 


si  fix)  ^  g{x) 
si  fix)  >  gix) 


max(/,  g)(x) 


\gix) 


definimos  dos  funciones  mm  (J,  g)  y 

si  fix)  <  gix) 
si  fix)  >  gix) 


*Fuenie:  Las  compani'as  Peoples  Gas  Light  y  Coke,  Chicago,  Illinois. 
iFiienie:  Compani'a  de  gas  Northern  Illinois,  Naperville,  Illinois. 
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Muestre  que 


mm(/;  g){x) 


fix)  +  gjx) 

9 


fix)  -  ,i;(.v)| 

T 


DesarroUe  una  f6rmula  similar  para  m^x  (/  g). 
Considere  la  ecuacion 


si  X  es  racional 
si  X  es  in'acional 


^Es  esta  una  funcidn?  ^Cual  es  su  dominio?  iCu&l  es  su  rango?  ^Cuiil  es  su  iniersecci6n-y,  si  existe?  ^Culles  son 
sus  intersecciones-x,  si  existen?  ^Es  par,  impar  o  de  ninguno  de  estos  tipos?  ,^Como  describin'a  su  gr^fica? 

112.  Defina  algunas  funciones  que  pasen  por  (0,  0),  (1,  I)  y  sean  crecientes  para  x  s  0.  Comience  su  lista  con 
y  =  Vx,  y  =  X,  y  y  =  x-.  ^Puede  proponer  un  resultado  general  acerca  de  tales  funciones? 

1 1,^.  ^Puede  pensar  en  una  funcion  que  sea  par  e  impar  a  la  vez? 


Tecnicas  de 
graficacion 


En  esta  etapa,  si  le  pidieran  hacer  la  grafica  de  cualquiera  de  las  funciones  definidas 
por  y  =  x^,  y  =  x~^,  y  =  x,  y  =  Vx,  y  =  |x|,  o  y  =  1/x,  su  respuesta  serfa:  “Si,  re- 
conozco  estas  funciones  y  se  cudl  es  la  forma  general  dc  sus  graficas.”  (Si  esta  no 
fuese  su  respuesta,  repase  las  secciones  anteriores  y  las  figuras  de  la  12  a  la  17.) 

A  veces  se  nos  pide  trazar  una  funcion  parecida  a  otra  que  ya  sabemos  trazar, 
En  esta  seccion  veremos  algunas  de  esas  funciones  y  desarrollaremos  las  tecnicas 
para  trazar  sus  grdficas. 

Corrimientos  verticales 


K  .1  K  •  I 

.Si>h  'li  . 


TABLA  2 


y=/(x)  y-g(x) 

X  =  X-  =  -  3 

-2  4  7 

-II  4 

0  0  3 

1  1  4 

2  4  7 


Utilice  la  grafica  de/(x)  =  x^  para  obtener  la  de  g(x)  =  x“  +  3. 

Comenzamos  obteniendo  algunos  puntos  de  las  graficas  de/y  g.  Por  ejemplo,  cuando 
X  =  0,  entonces  y  =/(0)  =  0  y  y  =  g(0)  =  3.  Cuando  x  =  1,  y  =/(l)  =  1  y 
y  =  g(l)  =  4.  La  tabla  2  muestra  estos  y  otros  puntos  mas  en  cada  grafica.  Con- 
cluimos  que  la  grafica  de  g  es  identica  a  la  de/,  excepto  que  esta  recorrida  en  forma 
vertical  hacia  arriba  por  3  unidades.  Vease  la  figura  21. 

FIGURA  21 
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Cuando  se  suma  un  numero  real  c  al  lado  derecho  de  una  funcidn  >’  =  f(x),  la 
grafica  de  la  nueva  funcion  y  =  fix)  +  c  es  la  grafica  de/ con  un  corrimiento  ver¬ 
tical  hacia  arriba  (si  c  >  0)  o  hacia  abajo  (si  c  <  0).  Veamos  otro  ejemplo. 


F.  J  K  \I  P  O  2  C(  . ,  fuu'iii 

Utilice  la  grafica  de/(.v)  =  a“  para  obtener  la  de  hix)  =  x^  —  4. 

Solucinn  La  tabla  3  enumera  algunos  puntos  de  las  grdficas  de  fy  h.  La  grafica  de  h  es  igual  a 
la  de  f  excepto  que  esta  se  recorre  hacia  abajo  en  4  unidades.  Vease  la  figura  22.  ■ 


Observacion  del  concepto:  En  una  sola  pantalla  haga  la  grafica  de  las  siguientes  funciones: 

y  =  x^,  y  =  x^  +  I,  y  =  +  2,  >  =  x^  —  1,  3'  =  x^  ^  2 

Vease  la  figura  23. 


FIGURA  23 


Range 
xMin  =  -6 
xMax  =  6 
xScl=  1 
y  Min  =  -4 
yMax=  4 
yScI  =  1 


■  Ahora  resuelva  el  problema  21 . 
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Corrimientos  horizontales 

E  J  E  M  P  L  O  3  Cfirrimienlii  hori  nnUtl  hocia  la  dererha 

Utilice  la  grafica  de  f{x)  =  para  obtener  la  de  g{x)  =  {x  —  2)^. 


Solucion  La  funcion  g{x)  =  (x  —  2)^  es,  en  esencia,  una  funcion  cuadrada.  La  tabla  4  enu- 
mera  algunos  puntos  en  las  graficas  defyg.  Observe  que/(^)  =  0  si  =  0,  y  que 
gix)  =  0  si  .r  =  2.  Ademas,  cuando  /(jc)  =  4  entonces  x  =  -2  o  2,  y  cuando  g(x)  =  4, 
X  =  0  o  4.  Concluimos  que  la  grafica  de  g  es  igual  a  la  de /pero  recorrida  2  unidades 
hacia  la  derecha.  Vease  la  figura  24.  ■ 


TABLA  4 


X 

>’  =f(x) 

■> 

_ 

y  = 

g(x) 

(X  -  2V 

-2 

4 

16 

0 

0 

4 

2 

4 

0 

4 

16 

4 

Si  se  suma  un  numero  c  al  argumento  x  de  una  funcidn/,  la  grafica  de  la  nueva 
funcidn  g(x)  =  f{x  +  c)  es  la  grafica  de  /  con  un  corrimiento  horizontal  hacia  la 
izquierda  (si  c  >  0)  o  hacia  la  derecha  (si  c  <  0).  Veamos  otro  ejemplo. 


EJEMPLO  4 


Corrimiento  horizontal  hacia  la  izquU  >da 

Utilice  la  grdfica  de/(x)  =  para  obtener  la  de  h{x)  =  (x  +  4)^. 


Soluci6n  De  nuevo,  la  funcidn  h{x)  =  (x  +  4)-  es,  en  esencia,  una  funcidn  cuadrada.  De  ese 
modo,  su  grdfica  es  igual  a  la  de/pero  recorrida  en  4  unidades  hacia  la  izquierda. 
(^Advierte  usted  por  qu6?)  Vease  la  figura  25. 


Observacion  del  concepto:  En  una  sola  pantalla  haga  la  grdfica  de  las  siguientes  funciones: 

y  =  x“,  y  =  (x  -  1)2,  y  =  (x  -  3)2,  y  =  (x  +  2)2 


Vease  la  figura  26. 
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FIGURA  26 


Rango 
AT  Min  =  -6 
A'Max=  6 
xScI  =  1 
yMin  =  -4 
yMax=  4 
yScI  =  1 


■  Ahora  resuelva  el  problema  27. 


Los  corrimientos  vertical  y  horizontal  se  pueden  combinar. 


K  J  E  M  P  L  O  5  Cotnhinacinn  dc  {  orrimU’titDs  verticalt  \  \  hiiri^.initalfs 

Hacer  la  grafica  de  la  funcidn  f{x)  =  (x  —  1)^  +  3 

Solucion  Trazamos  la  grafica  de  /por  pasos.  Primero,  observemos  que  la  regia  esencial  para  / 
es  la  de  una  funcidn  cubica.  De  ese  modo,  comencemos  con  la  grdfica  de  y  =  x^.  Vease 
la  figura  27(a).  Despues,  para  obtener  la  grafica  de  y  =  (x  —  1)^,  recorremos  la  grafica 
de.  y  =  x^  en  forma  horizontal  una  unidad  hacia  la  derecha.  Vease  la  figura  27(b). 
Por  ultimo,  para  obtener  la  grdfica  de  y  =  (.v  —  1)^  +  3,  recorremos  la  grafica  de 
y  =  (x  —  1)^  en  forma  vertical  3  unidades  hacia  arriba.  Vease  la  figura  27(c).  Ob¬ 
serve  los  tres  puntos  localizados  en  cada  una  de  las  graficas.  El  uso  de  puntos  clave 
como  dstos  puede  ayudar  a  llevar  un  registro  de  lo  que  esta  sucediendo. 

FIGURA  27 


(a)  y=x^  (Jorrimiento  horizontal  hacia  la 
derecha  en  1  unidad 


(b)  y=(x-1)^  Corrimiento  horizontal  hacia 
arriba  en  3  unidades 


(c)  y=(x-1)3  +  3 


En  el  ejemplo  5,  si  se  hubiera  efectuado  primero  el  corrimiento  vertical  y 
luego  el  horizontal  el  resultado  habn'a  sido  el  mismo.  (Intentelo  Listed  mismo.) 


■  Ahora  resuelva  el  problema  39. 
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Compresiones  y  alargamientos 

I*  I,  ()  6  Mi'ltllll 

Ulilizar  la  grafica  de/(.v)  =  j.vj  para  obtener  la  de  g{x)  =  3|.r|. 

■Soka  .i!-  Para  ver  la  relacion  entre  las  graficas  de /y  g  formamos  la  tabla  5  enumerando  los 
puntos  de  cada  grafica.  Para  cada  x,  la  ordenada  de  un  punto  en  la  grSfica  de  g  es 
igual  a  3  veces  la  ordenada  correspondiente  en  la  grafica  de/  La  grafica  de  f(x)  =  |jc| 
se  alarga  en  forma  vertical  por  un  factor  de  3  [por  ejemplo,  de  (1,1)  a  (1,3)]  para 
obtener  la  grafica  de  g(x)  =  3jA'|.  Vease  la  figura  28. 


Al  multiplicar  el  lado  derecho  de  una  funcion  y  =  f(x)  por  un  numero  posi¬ 
tive  k,  la  grtifica  de  la  nueva  funcion  y  =  kf{x)  es  una  compresion  (si  0  <  ^  <  1)  o 
un  alargamiento  vertical  (si  k>  1)  de  la  grdfica  de  y  =  fix). 

I  i'  M  I  l)  7  (  . 

Utilice  la  grdfica  def(x)  =  [x|  para  obtener  la  de  h(x)  =  2j.v|. 

'■■ib'-’ii  ■  P^ra  cada  x,  la  ordenada  de  un  punto  en  la  grafica  de  h  es  la  mitad  de  la  ordenada 
correspondiente  en  la  grafica  de  /.  La  grifica  de  /(x)  =  |x|  se  comprime  en  forma 
vertical  por  un  factor  de  \  [por  ejemplo,  de  (2,2)  a  (2,1)]  para  obtener  la  grafica 
h(x)  =  j|x|.  Veanse  la  tabla  6  y  la  figura  29. 


y  j\x) 

TABLA  6 

V  h{x) 

FIGURA  29  y 

- 

X  =  U 

-2  2 

- 1  1 

^  iW 

1 

.1, 

^  \7-2,2) 

0  0 

6 

1  1 

1 

1  1  1 

,  1 

2  2 

1 

-4  (-1,1) 

4  X 
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Compare  las  figuras  28  y  29.  Observe  que  la  grafica  def(x)  =  j.v]  se  alarga  en 
forma  vertical  para  obtcner  la  grdfica  de  g(x)  =  3|r|,  mientras  que  la  misma  se  corn- 
prime  en  forma  vertical  para  obtener  la  grafica  de  lr{x)  =  t|.v|.  Dicho  de  otra  forma, 
para  una  fija,  la  grafica  de  g{x)  =  3|r|  tiene  ordenadas  mayores  que  la  de  f(x)  = 
|x|,  mientras  que  la  grafica  de  h(x)  =  ^x\  tiene  ordenadas  menores  que  las  de  f. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  29. 


A1  multiplicar  el  argumento  x  de  una  funcion  y  =  f(x)  por  un  numero  posi- 
tivo  k,  la  grafica  de  la  nueva  funcion  y  =  /(kx)  tambien  es  una  version  comprimida 
0  alargada  de  la  grdfica  de  y  =  fix),  pero  ahora  eso  ocurre  en  forma  horizontal  en 
vez  de  vertical.  Para  saber  por  que,  observemos  el  siguiente  ejemplo. 

J  :  M  /„ 

Utilizar  la  grafica  de  f(x)  =  Vr  para  obtener  la  de  g(x)  =  V^. 


SoliiciDii  La  grafica  de /nos  es  familiar  y  aparece  en  la  figura  30.  La  tabla  7  muestra  algunos 
puntos  en  las  graficas  de/y  g.  Vemos  en  la  tabla  7  que  la  grafica  de  g  crece  mas 
rapido  que  la  de  f;  es  decir,  la  grafica  de  g  es  comprimida  en  forma  horizontal  ha- 
cia  el  eje  y.  Vease  la  figura  30. 


Observe  que  como  VZr  =  V2\/x,  la  grafica  de  g(x)  =  \/2x  tambien  puede  verse 
como  un  alargamiento  vertical  de  la  grafica  de  /(x)  =  Vx.  “ 


Reflecciones  con  respecto  a  los  ejes  y 

L  .1  I-:  M  r*  I  O  \<.V:  s..,. 

Haga  la  grafica  de  la  funcion:  fix)  =  —x^ 

S.iliiCMm  Comencemos  con  la  grafica  de  y  =  x^,  como  muestra  la  figura  31.  Para  todo  punto 
(x,  y)  de  la  grafica  de  y  =  x~.  el  punto  (x,  — y)  esta  en  la  grafica  de  y  =  — x",  como 
se  ve  en  la  tabla  8.  De  esc  modo,  podemos  hacer  la  gnifica  de  y  =  x^  reflejando  la 
grafica  de  y  =  xf-  con  respecto  al  eje  x.  Vease  la  figura  31. 
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TAB LA  8 


X 

y 

y  -jy2 

-2 

t 

4 

f 

-4 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 
_  t 

1 

2 

1 

4 

1 

-4 

A1  multiplicar  el  lado  derecho  de  la  ecuacion  y  =/(x)  por  —  I,  la  grafica 
de  la  nueva  funcidn  y  =  — /(x)  es  la  reflexi6n  con  respecto  al  eje  x  de  la  gra¬ 
fica  de  la  funcion  y  =/(x). 


■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 


E  J  E  -M  P  L  O  10  Rijlixiiin  ron  n-spci  tf  nl  ejt  v 

Haga  la  grdfica  de  la  funcidn:  /(x)  = 


Soluciim  Primero,  observe  que  el  dominio  de/consta  de  todos  los  numeros  reales  x  tales  que 
— X  >  0,  o  bien  x  ^  0.  Para  obtener  la  grdfica  de/(x)  =  V-x,  comenzamos  con  la 
grffica  de  >>  =  Vx,  la  cual  aparece  en  la  figura  32.  Para  cada  punto  (x,  y)  de  la  gra¬ 
fica  de  >  =  Vx,  el  punto  (— x,  y)  estd  en  la  grafica  de  ><  =  Wr.  De  ese  modo, 
obtenemos  la  grafica  de  3;  =  V^.  Reflejando  la  grdfica  de  y  =  Vx,  con  respecto  al 
eje  y.  Vease  la  figura  32. 


Si  se  conoce  la  grdfica  de  la  funcion  y  =/(x),  la  grafica  de  la  nueva  funcidn 
V  =/(“x)  es  la  reflexion  con  respecto  al  eje 3'  de  la  grafica  de  la  funcidn  y  =/(x). 
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Resumen  de  tecnicas  de  graficacion 

La  tabla  9  resume  los  procedimientos  de  graficacidn  analizados  hasta  aqui. 

TABLA  9  Para  hacer  la  grafica  Trazar  la  grafica  de /  y: 

Corrimicntos  vcrticalcs 

y  =  J'(x)  +  c,  c  >  0  Subir  la  grafica  de/ c  unidades. 

y  =  f(x)  -  c,  c  >  0  Bajar  la  gral'ica  de / c  unidades. 

Corrimientos  horizontales 

>'  =  fix  +  c],  c  >  0  Recorrer  la  grafica  de  f  c  unidades  hacia  la  izquierda. 

y  =  fix  ~  c),  c  >  0  Reconer  la  grafica  de  f  c  unidades  hacia  la  derecha. 

Comprcsidn  o  alargamiento 

y  =  kfix).  A:  >  0  Comprimir  o  alargar  la  grafica  de / por  un  factor  de  k. 

y=fik.x),  k>0 
Reflexion  con  respecto  al  eje  x 

y  =  —fix)  Reflejar  la  grdfica  de/con  respecto  al  eje  x. 

Reflexion  con  respecto  al  eje  y 

y  =  fi—x)  Reflejar  la  grafica  de/con  respecto  al  eje  y. 

Los  siguientes  ejemplos  combinan  algunos  de  los  procedimientos  descritos  en 
esta  seccidn  para  obtener  la  grafica  requerida. 


i.  J  L  M  L  O  II  C  n:!  lar  ins  lit  ni  -u: 

3 

Hacer  la  grdfica  de  la  funcion:  f{x)  =  - —  +  1 

X  —  2 

.SitliiciLn  Utilizamos  los  pasos  siguientes  para  obtener  la  grdfica  de  f: 

.■'■Mt)  I:  y  =  ~  1  llllCUill  tcCinriKa 

JC 

3 

P\St>  i:  y  =  —  - '  vv  i'ic.il  i,;  lU  d.i.i  Uc  lyy  nil  i,..,’.'!  dc 

X 

3 

I’VSO.S:  y  =  -  I  iMTimil'Ilii’  .7  1.7  iMinl.iUc-  I.i.’.ii 


P\.S()  4:  y  = - 1-  1  (.  .iiri  nil  ".111.  iciii.  .d  iiiia  iiiiiii.nl  iiiu  i.:  urriLi  eii  I  niiiilail. 

X  —  2 

Vease  la  figura  33. 


FIGURA  33 

2 

-2 

1  1  1  1 

I  1  1 

_ro 

ro| 

_o  2  ^ 

(-1-1)''^ 

--2 

f 

A.iargamiei 
(a)  veUical 


Corriinii^nto  horuonla,  Ccrrimiento  vertical 


(b)  y=—  nd'ai.y  la tJerecha en  if.\  y_  _5_  hacia artiba  p';  ^  .| 

2  unidades  ■’<'-2  1  iiinJ.td  x-2 
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Podemos  realizar  los  pasos  del  ejemplo  1 1  en  otro  orden  para  obtener  la  gra- 


fica  de  / 

Veamos  como: 

PVSO  1; 

1 

X 

:  tii-  . 

I'A.SO  2: 

1 

X  ~  2 

'  -1  *  ilil!-  i  a*  ■  h-  !  1/  >  'ilul*  j:.'.'  i.- 

.  j,ipl;i/.!i  .  |i..i 

l’\.S()  y. 

II 

1 

\lai  vorlh  i!  ii.'  !  i 

l;»i .  :  ‘ 

PASO  4 

11 

1 

K) 

+ 

:  ■, L*rli‘.'=il  IkjvU;  ar: 

■  Ahora  resuelva  el  problema  41. 

Iv  .1  l‘-  \J  r  ‘  /ii;;  i,  :)rc:  :  ^  •• 

Hacer  la  grafica  de  la  funcidn:  f(x)  =  V 1  —  .r  +  2 


■  via.  1  n  Utilizamos  los  pasos  siguientes  para  obtener  la  grafica  de  =  V 1  —  x  +  2: 

'  I:  V  =  Vx  ■  ■ 

r\Mt  2:  V  =  \  X  -  I  P.  ■■  1.  ■  . .  ,  .  1;.  ,,  -Hi  .! 

|i.-.  !  1  ki  ,,  i|  '  ...ill;. a 

"Vs;  1  y  =  V  —X  1  =  "V  I  -  X  “  ii  1  ■  :  ■  .  ■  a  "Mi  'ii  ■  ■  .■>  'I  -  j- 

I’V.stj  >■  =  V 1  —  X  +  2  (  . -I .  ..ii  -  j,.- :  ■  .  i!'  .  II  •iii'didi- 


FIGURA  34 


Vease  la  figura  34. 


y  1 

y  1 

5 

- 

5 

- 

"(1  1) 

,<’'11111.  1  1 

1  1  A' 

•‘(OJ) 

1  1  1  1  1  ^ 

■5 

(0, 0)' 

5  tr  -5 

(-1,0) 

5 

(a)  y  =  /x  (b)  y=vx+l 


y 

5 

(-3,2) 


-5 


M1.0) 


(c)  y  =  y  -  X  +  1 


y. 

_(-3.4)  5 

1  1  1  1  1 

>,  3) 

:  *(1,2) 

I  I  1  I  I  ^ 

-5 

5  tr 

(d)  y  = 

A^+2 

Ejercicio  2.3 

En  los  problemas  del  1  al  12,  relacione  cada  grafica  con  una  de  las  siguientes  funciones: 


A, 

y  =  x^  +  2 

B. 

y  =  — x2  -1-  2 

C. 

y  =  l-v^l  +  2 

D. 

y  =  -|x  +  2 

E. 

.y  ^(X  -  2f 

E 

,y  =  -fx  +  2j2 

G. 

1 

II 

H. 

y  =  -|x  +  2 

1. 

y  =  2x2 

J. 

y  =  -2x2 

K. 

.y=2|x| 

L. 

y  =  -21x1 
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2. 


-3 


y 

3 


3  ^ 


7.  y. 

3 

1  1  1  . 

3  ^ 

/ 

/ 

s 

-3 

10.  / 

3 

11. 

-3 

3  -4 

i 

-  1 

-3 

- 

En  los  problemas  del  13  at  20,  utilice  la  fimcidn  f{x)  =  x^.  Escriba  la  funcion  cuya  grdfica  sea  la  de 
y  =  x^,  pero  ahora: 


13.  Recorrida  hacia  la  derecha  en  4  unidades. 

15.  Recorrida  hacia  arriba  en  4  unidades. 

17.  Reflejada  con  respecto  al  eje  >■. 

19.  Alargada  en  forma  vertical  por  un  factor  de  4. 


14.  Recorrida  hacia  la  izquierda  en  4  unidades. 

16.  Recorrida  hacia  abajo  en  4  unidades. 

18.  Reflejada  con  respecto  al  eje  .v. 

20.  Alargada  en  forma  horizontal  por  un  factor  de  4 
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En  los  problemas  del  21  al  50,  Haga  la  grdfica  de  coda  funcion  con  las  tecnicas  de  corrirniento,  compresion, 
alargamiento  o  reflexion.  Comience  con  la  grdfica  de  la  funcion  bdsica  (y  =  x^)  y  muestre  todos  los  pasos. 


21. 

m 

1 

22. 

fix)  = 

=  x2  +  4 

23. 

= 

x2  +  1 

24. 

gif) 

=  f- 

1 

25. 

hix)  -- 

=  \  X  —  2 

26. 

hix)  = 

Vx  +  1 

27. 

fix) 

=  ix- 

1)' 

28. 

fix)  = 

=  (X  +  2)2 

29. 

= 

4Vx 

30. 

gix) 

=  jVx 

31. 

hix)  -- 

_  _1_ 
lx 

32. 

hix)  = 

4 

X 

33. 

fix) 

=  -kl 

34. 

fix)  = 

-  -V~x 

35. 

gix)  = 

1 

X 

36. 

gix) 

= 

37. 

hix)  -- 

=  [[-X]] 

38. 

hix)  = 

1 

—X 

39. 

fix) 

=  (jr  + 

1)2  -  3 

40. 

fix)  = 

=  (x  -  2)2  +  1 

41. 

gix)  = 

Vx  -  2 

42. 

gix) 

=  k  + 

l|-3 

43. 

hix)-- 

=  V^-  2 

44. 

hix)  = 

-  +  2 

X 

45. 

fix) 

=  ix  + 

1)2  -  1 

46. 

/W  = 

=  4Vx  -  1 

47. 

gix)  = 

2|1  -  x| 

48. 

gix) 

=  4V2 

—  X 

49. 

hix)  -- 

=  2[[x  -  1]] 

50. 

hix)  = 

-x2  +  2 

En  los  problemas  del  51  al  56  aparece  la  grdfica  de  una  funcion  f.  UtiUcela  como  el  primer  paso  para 
hacer  la  grdfica  de  coda  una  de  las  siguientes  funciones. 

(a)  F(x)=f(x)  +  3  (b)  G(x)=f(x  +  2)  (c)  P(x)  =  -f(x) 

(d)  Q(x)  =  y(.x)  (e)  g(x)=f(-x)  (f)  h(x)  =  3f(x) 


En  los  problemas  del  57  al  62,  complete  el  cuadrado  de  cada  expresion  cuadrdtica.  Despues  Haga  la 
grdfica  de  cada  funcion  con  la  tecnica  de  corrirniento. 

57.  f(x)  =  +  2x  58.  f{x)  =  x-  -  6x  59.  f(x)  =  x^  —  Sx  +  1 

60.  fix)  =x^  +  4x  +  2  61.  fix)  =  x^  +  X+  [  62.  fix)  =  x^  -  x  +  1 

63.  La  ecuacidn  y  =  ix  -  c)^  define  una  familia  de  parabolas,  una  pardbola  para  cada  valor  de  c.  En  un  conjunto  de  ejes 
coordenados,  haga  las  graficas  de  los  elementos  de  la  familia  para  c  =  0,  c  =  3,  c  =  -2. 
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64. 

65. 


Repita  el  problema  63  para  la  familia  de  parabolas  y  =  ,r-  +  c. 

La  relacion  entre  los  grades  Celsius  (°C)  y  los  Fahrenheit  (°F)  para  medir  la  tem- 
peratura  esta  dada  por  la  ecuacidn 

9 

F  =  -jC  +  32 

La  relacion  entre  los  grades  Celsius  (°C)  y  los  grades  Kelvin  (K)  ts  K  =  C  +  273.  Haga  la  grafica  de  la  ecuacidn 
F  =  |C  +  32,  utilizando  grades  Fahrenheit  en  el  eje  y  y  grades  Celsius  en  el  eje  x.  Aplique  las  t6cnicas  de  esta  sec- 
ci6n  para  obtener  la  grafica  que  muestre  la  relacidn  entre  los  grades  Kelvin  y  Fahrenheit. 


66. 


67. 


El  periodo  T  (en  segundos)  de  un  pdndulo  simple  es  una  funcion  de 
su  longitud  /  (en  pies)  dada  por  la  ecuacion 


T=  277, 


donde  g  ~  32,2  pies  por  segundo  es  la  aceleracion  de  la  gravedad.  Haga  la  grafica  de  esta  fun¬ 
cion  utilizando  T  en  el  eje  y  y  /  en  el  eje  .v.  En  los  mismos  ejes  coordenados,  grafique  las  si- 
guientes  funciones: 


(a)  F  =  2t7 


'1  +  2 


(b)  T  =  2tt 


8 


Analice  la  forma  en  que  el  cambio  en  la  longitud  afecta  al  periodo  del  pendulo. 
La  figura  muestra  la  grafica  de  una  funcidn/. 

(a)  Haga  la  grafica  de  (en  forma  completa)  y  =  l/'(.v)|. 

(b)  Haga  la  grafica  de  (en  forma  completa)  y  =/(|x|). 


68.  Repita  el  problema  67  para  la  siguiente  grSfica. 


y. 

3 

1  1  r 

-  •(1,1) 

1  4  t  ^ 

-3 

(2  0)  3  ^ 

(-2.-1)*  • 

- 

H.-1) 

-3 

- 

y- 

3 

- 

(1,1) 

• 

1  ^  1 

1  4  1  , 

-3 

• 

3  X 

(-1,-1) 

-3 

(a)  Haga  la  grafica  de  y  =  x  -I-  1  y  y  =  |x  +  1 1. 

(b)  Haga  la  grafica  de  y  =  4  -  x-  y  y  =  |4  —  x^\. 

(c)  Haga  la  grafica  de  y  =  x^  -I-  x  y  y  =  |.r^  +  x|. 

(d)  iQue  puede  concluirse  acerca  de  la  relacibn  entre  las  grSficas  de  y  =/(x)  y  y  =  [/"(x)!? 

(a)  Haga  la  grafica  de  y  =  x  +  I  y  y  =  |x|  +  1 . 

(b)  Haga  la  grafica  de  y  =  4  —  x^  y  y  =  4  -  |.x|“. 

(c)  Haga  la  grafica  de  y  =  x^  +  x  y  y  =  |,rp  +  |x|. 

(d)  (;,Qu6  puede  concluirse  acerca  de  la  relacion  entre  las  grdficas  de  y  =/(x)  y  y  =  /(|x|)? 
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Operaciones  con 
funciones; 
composicion  de 
funciones 


En  esta  seccidn  presentamos  algunas  de  las  operaciones  que  pueden  realizarse  al 
trabajar  con  funciones.  Veremos  que,  al  igual  que  los  numeros,  se  pueden  sumar, 
restar,  multiplicar  y  dividir.  For  ejemplo,  si  f{x)  =  +  9  y  g{x)  =  3x  +  5,  entonces 

fix)  +  g(x)  =  (x^  +  9)  +  Ox  +  5)  =  x^  +  3x  +  14 

La  nueva  funcion  y  =  xf  +  3x  +  14  es  [afuncion  suma  f  +  g.  De  manera  similar, 

fix)  ■  gix)  =  ix^  +  9)i3x  +  5)  =  3x3  +  5^2  +  27x  +  45 

La  nueva  funcion  y  =  3x3  _|_  _j_  27^  +  45  es  \a  funcion  producto  f  ■  g. 

Ahora  veamos  las  definiciones  generales. 


Funcion  sunna  Si  f  y  g  son  funciones; 

Su  suma  f  +  g  es  ia  funcion  definida  por 

(/+  s)0)  =fix)  +  g(x) 


Funcion  diferencia  Su  diferencia  f-ges\a  funcion  definida  por 

if-  g)ix)  =/(x)  -  gix) 


Funcion  producto  Su  producto  /  ■  g  es  la  funcion  definida  por 

(/•  g)ix)  =/(x)  ■  gix) 


Funcion  cocienfe 


Su  cociente  f/g  es  ia  funcion  definida  por 


fix) 

g(x) 


En  cada  caso,  el  dominio  de  la  funcion  resultante  consta  de  los  numeros  que 
son  comunes  a  ambos  dominios  de  /  y  de  g,  pero  los  numeros  x  para  los  cuales 
gix)  =  0  deben  excluirse  del  dominio  del  cociente  f/g. 

De  ese  modo,  la  funcidn  suma, /+  g,  esta  definida  como  la  suma  de  los  va- 
lores  de  las  funciones /y  g,  y  asi  sucesivamente. 

K  .1  I'  *!  P  I,  ()  I  Hjh  r  ■  iiiiu  <111  UmciDiK 

Sean  f  y  g  dos  funciones  definidas  como 

fix)  =  Vx  +  2  y  gix)  =  Vx  -  3 
Determinar  las  siguientes  funciones  y  el  dominio  en  cada  caso: 

(a)(/+«)(x)  (b)(/-,?)(x)  (c)(/-,g)(x)  (d)  if/g)(x) 


Seccion  2.4  Operaciones  con  funciones;  composicion  de  funciones 
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Sulucion 


M  P  L  O  2 

Solution 

FIGURA  35 


(a) 

if  +  g)ix) 

=  /(x) 

+  six) 

=  VJ 

:  -b  2  +  Vx-  -  3 

(b) 

(/- 

-  g)(x) 

=  /(x) 

"  six) 

=  Vx  +  2  -  Vx  -  3 

(c) 

(/• 

g)ix)  -- 

=  fix)  ■ 

six)  = 

(A^ 

-b  2)(Vx  -  3)  = 

fix) 

\'7^ 

b  2 

/x  -b  2 

gix) 

V  X  -  3 

3) 


El  dominio  de  /consta  de  todos  los  numeros  x  tales  que  x  >  -2;  el  dominio  de  g 
consta  de  todos  los  numeros  x  tales  que  x  >  3.  Los  numeros  x  comunes  a  ambos 
dominios  cumplen  x  >  3.  Como  resultado  de  ello,  los  numeros  x  tales  que  x  s  3 
forman  el  dominio  de  la  funcidn  suma  f  +  g,  la  funcion  diferencia/—  g  y  la  fun- 
cion  producto  /  •  g.  Para  la  funcidn  cociente  flg,  debemos  excluir  de  este  conjunto 
el  numero  3,  ya  que  el  denominador,  g,  tiene  el  valor  0  cuando  x  =  3.  Asi,  el  do¬ 
minio  de//g  consta  de  todas  las  x  mayores  que  3,  x  >  3.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

A  veces  es  util  ver  una  funcion  complicada  como  la  suma,  diferencia,  pro¬ 
ducto  o  cociente  de  funciones  mds  sencillas.  Por  ejemplo, 

Ft\)  =  X-  T  Vx  es  la  suma  de /(x)  =  x^  y  g(x)  =  Vx, 

H(x)  =  (x-  —  1  )/(x“  +  1 )  es  el  cociente  de  /(x)  =  x^  —  1  y  g(x)  =  x^  +  1 , 

Un  uso  de  esta  forma  de  ver  las  funciones  lo  practicamos  al  obtener  una  gra- 
fica.  El  siguiente  ejemplo  ilustra  esta  tecnica  de  graficacidn  cuando  deseamos  hacer 
la  grafica  de  una  funcion  que  es  la  suma  de  dos  funciones  mas  sencillas.  En  este 
ejemplo  el  mdtodo  utilizado  se  llama  suma  de  ordenadas. 

Graficiu  iov.  lui  dianh  la  suma  dc  nidduidas 

Hacer  la  grafica  de  la  funcion:  F(x)  =  x  +  Vx 

Primero,  observemos  que  el  dominio  de  f  es  x  s  0.  Despues  dibujamos  las  dos 
funciones /(x)  =  x  y  g{x)  =  Vx  para  x  >  0.  Veanse  las  figuras  35(a)  y  35(b).  Para 
localizar  un  punto  (x,F(x))  en  la  grafica  de  F,  elegimos  un  numero  no  negative  x 
y  surnames  la  ordenada  /(x)  y  g{x)  para  obtener  la  ordenada  F(x)  =  /(x)  +  g(x). 
Por  ejemplo,  cuando  x  =  1,  tenemos /(I)  =  1,  g(l)  =  1,  y  F(l)  =  /(I)  -I-  g(l)  = 

1  -f  1  =  2.  Cuando  x  =  4,/(4)  =  4,  g(4)  =  2,  y  F(4)  =  /(4)  -b  g(4)  =  4  -b  2  =  6,  y 
asi  sucesivamente.  Vease  la  tabla  10.  La  figura  35(c)  ilustra  la  grafica  de  F. 


y- 

4 

- 

- 

/ 

1  1  1  I  , 

(0, 0)1 

4  X 

(a)  f{x)  =  X,  X  2  0 


(b)  g(x)  =  sfx 
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TABLA1D 

FIGURA  35 

X 

JXx)  =  X 

g{x)  =  \x 

^  (continuacion) 

Fix)  ==  X  +  \‘x 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

9 

1 

4 

1 

4 

1 

2 

6 

(c)  F(x)  =  X + 


Haga  la  grafica  de  las  funciones  y  =  x,  y  =  Vx,  y  F(x)  =  x  +  Vx 
comparelas  con  la  figura  35(c). 


Composicion  de  funciones 

Considere  la  funcidn  y  =  (2x  +  3)‘.  Si  escribimos  y  =  f{u)  =  iP-  y  u  =  g(x)  =  2x  +  3, 
entonces,  por  un  proceso  de  sustitucidn,  podemos  obtener  la  funcion  original:  y  = 
/(m)  =  figix))  =  {2x  +  3)^.  Este  proceso  es  una  composicion.  En  general,  suponga 
que  fyg  son  dos  funciones  y  que  x  es  un  niimero  del  dominio  de  g.  Al  evaluar  g 
en  X,  obtenemos  g(x).  Si  g(x)  esta  en  el  dominio  de  /,  entonces  podemos  evaluar 
/en  g{x)  y  obtener  asf  la  expresion /(g(x)).  Si  hacemos  esto  para  toda  x  tal  que  x 
est^  en  el  dominio  de  g  y  g(x)  est6  en  el  dominio  de  /  la  correspondencia  resul- 
tante  de  x  af{g(x))  ser^  una  funcion  compuesta.  Vease  la  figura  36. 


FIGURA  36 


g  •  f 

~ 

X» 

9{x} 

•f(9(x)) 

Rango  de  g  Dominio  de  f 

Dominio  de  g 

fog 

Funcion  compuesta  Dadas  dos  funciones  fyg,\o  funcion  compuesta,  denotada  por 

f°g  (iease  "f  compuesta  con  g"),  se  define  como 

{f°  g){x)  =  figix)) 

donde  ei  dominio  de  f  °  g  es  el  conjunto  de  numeros  xen  el  do¬ 
minio  de  g  tales  que  g(x)  esta  en  el  dominio  de  f. 
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ISION  POSIBLE 

Capftulo  2 


Suponga  que  su  equipo  trabaja  para  la  Compania  de  Television  por  Satelite  y  por  Cable  “Silver”,  en 
el  departamento  de  investigacion  y  desarrollo.  Hay  que  determinar  una  formula  para  calcularel  costo 
de  tender  cable  desde  una  caja  de  conexion  hasta  la  casa  del  cliente.  El  primer  caso  implica  a  la  fa- 
milia  Stevens,  propietaria  de  una  casa  rural,  con  un  camino  de  dos  mil  las  de  largo  desde  cierta  au- 
topista  hasta  la  casa.  La  caja  de  conexion  mas  cercana  se  encuentra  en  esa  autopista  pero  a  5  millas 
de  distancia  del  camino  mencionado. 


^  1  II  M  II  \\0 

^  ■■■■  I 


A  la  compania  le  cuesta  $10.00  por  milla  instalar  el  cable  en  la  autopista  y  $14.00  por  milla 

instalarlo  fuera  de  la  autopista.  Como  la  casa  de  los  Stevens  esta  rodeada  por  una  granja  de  su 

propiedad,  es  posible  tender  el  cable  atravesando  ese  terreno,  ya  sea  directamente  de  la  caja  de  cone- 

xidn  0  desde  cualquier  punto  entre  la  caja  y  el  camino. 

1.  Haga  un  esquema  de  la  situacidn  dada  suponiendo  que  la  autopista  es  recta  y  que  el  camino  es  recto  y  per¬ 
pendicular  a  la  autopista.  Incluya  dos  o  mas  rutas  posibles  para  el  cable. 

2.  Suponga  que  x  representa  la  distancia  en  millas  que  debe  cubrir  el  cable  a  lo  largo  de  la  autopista,  desde  la 
caja  de  conexion  hasta  antes  de  dar  la  vueitu  hacia  la  casa,  Exprese  el  costo  total  de  la  instalacion  como  una 
funcidn  de  x.  (Puede  responder  la  pregunta  3  antes  de  la  2  si  es  que  desea  examinar  ejemplos  concretos 
antes  de  crear  la  ecuacibn.) 

3.  Haga  una  tabla  con  los  valores  enteros  posibles  de  .r  y  el  costo  correspondiente  en  cada  caso.  ^Existe  alguna 
alternativa  cuyo  costo  parezca  mi'nimo? 

4.  Si  se  cobrara  ,S80.00  a  los  Stevens  por  la  instalacibn,  ^podn'a  dejdrseles  elegir  el  camino  que  seguira  el  ca¬ 
ble?  Explique  su  respuesta. 

5.  Si  tiene  una  calculadora  grdfica,  haga  la  grdfica  de  la  funcion  de  la  pregunta  2  y  determine  si  existe  una  al- 
lernativa  no  entera  para  x  tal  que  el  costo  de  instalacibn  sea  aun  mds  barato.  Utilice  las  funciones  zoom  y 
trace  hasta  obtener  el  costo  mmimo  posible. 

6.  Antes  de  realizar  la  instalacibn,  usted  verifica  el  reglamento  local  para  las  companfas  de  transmisibn  por 
cable  y  nota  que  existe  una  ley  estatal  aun  no  aprobada,  la  cual  establece  que  el  cable  no  puede  salir  de 
la  autopista  mds  alld  de  media  milla  del  camino  de  los  Stevens.  Si  esta  legislacion  es  aprobada,  ^cudl  sera 
el  costo  final  de  instalacion  del  cable  para  los  Stevens? 

7.  Si  la  compania  quiere  instalar  su  sistema  en  5000  casas  del  drea,  y  suponiendo  que  el  costo  de  los  Stevens 
es  ii'pico,  ^cudnto  dinero  le  costard  si  a  causa  de  la  nueva  ley  no  puede  utilizar  el  mi'nimo  costo  de  insta¬ 
lacion,  sino  que  debe  cumplir  con  el  nuevo  reglamento? 
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FIGURA  37 


E  .]  E  M  V  L  O  3 


SoliiLiDn 


E  .1  E  M  !»  L  ()  4 


Siillik^ic  r: 


La  figura  37  proporciona  una  segunda  ilustracion  de  la  funcion  compuesta. 
Observe  que  la  funcidn  “interior”  g  en/(g(x))  se  efectila  primero. 


ENTRADAx 


g{x) 


SALIDA  f{g(x)) 


Observemos  algunos  ejemplos. 


FA  iiliKirii'm  lie  una  Itint  ii’m  i  innimesta 

Suponga  que/(x:)  =  2x^  “  3  y  g{x)  =  Ax.  Determinar: 

(a)  (/°^)(l)  (b)C?°/)(l)  (c)  (/<=/)( -2)  (d)  (goi^q(-l) 

(a)  (/»,0(1)  =/te(l))  =/(4)  =  2  ■  16  -  3  =  29 


(b)  {g°f){\)  =  gU\\))  =  g(-^)  =  4  ■  (-1)  =  -4 

/i.i)  2. 

/Il)  I 

(C)  (/°/)(-2)  =/(/(-2))  =/(5)  =  2  ■  25  -  3  =  47 

(d)  (^o^)(-|)  =g(,,(-)))  =  ^(-4)  =  4  .  (-4)  =  -16 

■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 


I >i  h  nniiuu  ian  ih  nna  \iti 

Suponga  que/(x)  =  Vxyg(x)  =  x^  —  1.  Determinar  las  siguientes  funciones  com- 
puestas  y,  a  continuacion,  encontrar  el  dominio  de  cada  funcion  compuesta: 

(a)  fog  (b)  g°f  (c) /°/  (d)^°g 

(a)  (/  °  =/teW)  =f(x^  -  1)  =  Vx^  -  1 

El  dominio  de  f°  g  es  el  intervalo  [1,  )  que  se  encuentra  determinando  las  x 

en  el  dominio  de  g  para  las  que  x^  —  1  s  0. 

(b)  (g  °/)(x)  =  g(f(x))  =  ,?(Vx)  =  (Vx)^  -  1  =  x^'^  -  1 
El  dominio  de  g  °/es  [0,  ^  ). 

(c)  (/°/)(x)  =/(/(x))  =/(V^)  =  \A^  =  ^ 

El  dominio  de  f° /es  [0,  ). 

(d)  (.!?  °  gXx)  =  g(g(x))  =  g(x-^  -  1)  =  (x^  -  iX  -  1 

El  dominio  de  g  °  g  es  el  conjunto  de  todos  los  mimeros  reales.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  27. 
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Los  ejemplos  4(a)  y  4(b)  muestran  que,  en  general,  f°g=^g  °f-  Sin  embargo, 
en  algunos  casos /°  g  es  igual  a  g  °  f,  como  nos  muestra  el  siguiente  ejemplo. 


E  I  E  M  P  L  O  5 


Dos  funt  iuncs  compiu’stas  igiuiles 

Si/(x)  =  3x  -  4  y  g{x)  =  ^-(x  +  4),  demostrar  que  {f  o  g){x)  =  (g  °/)(x)  =  x 
para  toda  x. 


Solucion  (/ °  g)M  -  figix)) 

_  J  X  +  4 


Susliluir  vU)  en  la  ropJa  para 
;  I  •  3 1  4 . 


(g  °f)(x)  =  g(f(x)) 

=  g(3x  -  4)  I.i  r,  , 

=  5[(3x  —  4)  +  4)]  Susliluii  /i,i)  cn  lu  fi-iild  pai'j 

^  .-(Xi  'f. 

=  5(3x)  =  X 

Asi,  (fo  g){x)  =  (g  o/)(x)  =  X.  ■ 

En  la  siguiente  seccidn  veremos  que  existe  una  relacion  importante  entre  las 
funciones  fy  g  para  las  que  (/o  g)(x)  =  (g  o /)(x)  =  x. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  41. 

Aplicacion  del  calculo 

Algunas  tecnicas  del  calculo  requieren  determinar  las  componentes  de  una  funcion 
compuesta.  For  ejemplo,  la  funcion  H(x)  =  Vx  +  1  es  una  composicidn  de  las  fun¬ 
ciones  fy  g,  donde/(x)  =  Vx  y  g(x)  =  x  -I-  1 ,  ya  que  H(x)  =  {f  o  g)(x)  =  f{g(x))  = 
fix  +  1)  =  Vx  +  1. 


r:  j  E  M  P  E  o 


FIGURA  38 


6  Pi  -  rntiiun  .'  m  i oni/h  ni  ni,  \  dc  iina  iint-  ion  l  oinpni’Mn 

Encontrar  las  funciones  fyg  tales  que  fag  =  Hsi  Mix)  =  (x^  -f-  1)^'-’. 

■Solucittn  La  funcidn  H  considera  a  x^  +  1  y  lo  eleva  a  la  potencia  50.  Una  forma  natural  de 
descomponer  H  es  elevando  la  funcion  g(x)  =  x'  -I-  1  a  la  potencia  50.  De  modo 
que  si  hacemos  fix)  =  x^°  y  g(x)  =  x^  -I-  1,  entonces 

,-:j,  .1-.  if  °  g)ix)  =  figix)) 

■  -  L  '  =/(x2  +  1) 

H(X)  =  (X V  1 =  (x2  -t-  1  )50  =  Hix) 

Vease  la  figura  38.  ■ 

Se  pueden  determinar  otras  funciones  fyg  para  las  cuales  fog  =  H  en  el 
ejemplo  6.  Esto  es,  si  fix)  =  x^  y  gix)  =  (x^  +  l)^^,  entonces 

(/°  g)(x)  =  figix))  =fiix^  +  1)25)  ^  [(,2  +  1 325^2  =  ^^2  + 

Asf,  aunque  las  funciones  fyg  determinadas  como  solucion  para  el  ejemplo  6  no 
son  unicas,  lo  usual  es  que  haya  una  alternativa  “natural”  para/y  g  que  nos  viene 
primero  a  la  mente. 
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Esta  seleccion  natural  le  permitira  utilizar  su  calculadora  de  manera  mas  efi- 
ciente.  Observemos  de  nuevo  el  ejemplo  6.  Para  calcular  el  valor  de  H  en,  diga- 
mos,  2,  haremos  lo  siguiente: 


Tec  I  as: 


Pantalla: 


8.8818  E34 


Encontrar  las  funciones /y  g  tales  que  fog  =  H%\  H(x)  =  l/(.r  +  1). 

En  este  caso,  H  es  el  reciproco  de  ^(x)  =  x  +  1.  Entonces  si  fix)  =  1/x  y  gix)  = 
X  +  \,  tenemos  que 

ifo  g)ix)  =figix))  =  fix  +  1)  =  =  Hix) 

X  +  1 


Ejercicio  2.4 

En  los  problemas  del  7  al  10,  para  las  funciones  dadas  f  y  g,  determine  las  siguientes  funciones  y  el 
dominio  de  cada  ima: 


(a)  f+g  (b)  f-g 

1.  fix)  =  3x  +  4;  g(x)  =  2x  -  3 

3.  fix)  =  X  -  1 ;  gix)  =  lx- 

5.  fix)  —  Vx;  .g(x)  =  3x  —  5 

7.  fix)  =  1  +  -;  gix)  =  - 

X  X 


(c)  f-g  id)  f/g 

2.  fix)  =  2x  +  1 ;  gix)  =  3x  —  2 
4.  fix)  =  2x^  +  3;  gix)  =  4jc^  +  I 
6.  fix)  =  |x| ;  gix)  =  X 
8.  fix)  =  2x^  —  x;  gix)  =  2x^  +  x 


9.  fix)  =  six)  =  10.  fix)  =  V^TT;  .?(x)  =  -- 

3x  -  2  3x  —  2  X 

11.  Dadas /(x)  =  3x  +  1  y  (/+  g)(x)  =  6  -  jx,  determine  la  funcion  g. 

12.  Dadas /(x)  =  1/x  y  (//g)(x)  =  (x  +  1)  /  (x-  —  x),  determine  la  fiincidn  g. 


En  los  problemas  del  13  al  16,  utilice  el  metodo  de  suma  de  ordenadas  para  hacer  la  grdfica  de  cada 
funcion  en  el  intervalo  [0,2], 

13.  fix)  =  |x|  +  .X-  14.  fix)  =  ix|  +  Vx  15.  fix)  =  x^  +  x  16.  fix)  =  x^  +  x- 

En  los  problemas  del  17  al  26,  para  las  funciones  dadas  fyg,  determine: 


(a)  (fog)(4)  (b)  igof)(2} 

17.  fix)  =  lx-,  gix)  =  3x-  +  1 
19.  /(x)  =  4x2-3;  gix)  =  l~'pf 
21.  fix)  =  Vx-  gix)  =  2x 

23.  fix)  =  |x|;  gix)  =  ,  ’ 

,x:“  +  1 

25.  fix)  =  ■  ^  ^  ;  gix)  =  Vx 

x^  +  1 


(c)  (fof)(l)  (d)  (gog)(0) 

18.  fix)  =  3x  +  2;  gix)  =  2x‘  —  1 
20.  fix)  =  2x^;  ^(x)  =  1  —  3x" 

22.  fix)  =  Vx  +  1 ;  gix)  =  3x 

24.  fix)  =  |x  -  2|;  gix)  = 

26.  fix)  =  x-^;  g(x)  =  3^ 

+  1 
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Ell  los  problernas  del  27  al  40,  para  las  funciones  dadas  f  y  g,  determine: 

(a)  f°g  (b)  gof  (c)  fof  (d)  gog 

Indique  el  doininio  de  cada  funcion  compuesta. 

27.  f(x)  =  2jr  +  3;  g(x)  =  3x  28.  f(x)  =  — x;  g{x)  =  2x  —  4 

29.  fix)  =  3x+  1;  gix)  =  x^  30.  f(x)  =  Vx  +  1;  g(x)  =  x  + 4 

31.  fix)  =  Vx;  gix)  =  x^  ~  \  32.  fix)  =  Vx  +  1;  gix)  =  ~ 

33.  fix)  =  I  ;  gix)  =  -  34.  fix)  =  x  +  gix)  =  x^ 

35.  fix)  =  x^;  gix)  =  Vx  36.  fix)  =  2x  +  4;  ^(x)  =  ix  —  2 

37.  fix)  =  gix)  =  2x-  +  3  38.  fix)  =  gix)  = 

39.  fix)  =  ax  +  b;  gix)  =  cx  +  d  40.  fix)  =  ^  ^  ;  g(x)  =  mx 

cx  +  d 

En  los  problernas  del  41  al  48,  muestre  que  if  o  g)ix)  =  (g  o  f)(x)  =  x. 

41.  /(x)  =  2x;  g(x)  =  ^  42.  /(x)  =  4x;  g(x)  =  iv 

43.  fix)  =  x^;  gix)  =  ^  44.  fix)  =  x  +  5;  g(x)  =  x  -  5 

45.  fix)  =  2x  -  6;  gix)  =  {ix  +  6)  46.  fix)  =  4  -  3x;  gix)  =  {(4  -  x) 

47.  fix)  =  ax  +  b',  g(x)  =  —ix  —  b),  a  4=  0  48.  fix)  =  — ;  g(x)  =  — 

a  XX 

49.  Si  fix)  =  2V  -  3x2  _|_  4^  _  I  y  -  2^  determine  (/o  g)(x)  y  (g  ° /X^^)- 

50.  Si  /fx)  =  x/(x  —  1),  determine  ifo  f  )ix). 

En  los  problernas  del  51  al  54,  utilice  fix)  =  x^,  gix)  =  Vx  +  2,  y  /i(x)  =  1  —  3x  para  detenninar  la 
funcion  compuesta  indicada. 

51.  foigoh)  52.  if  °  g)  °h  53.  if  +  g)  °h  54.  (/o /?)  +  (g  o /i) 

En  los  problernas  del  55  al  62,  scan  fix)  =  xf,  gix)  =  3x,  y  hix)  =  Vx  +  1.  Exprese  cada  funcion  como  una 
composicion  de  f  g  y/o  h. 

55.  Fix)  =  9x2  55_  =  3^2  57_  =  |x|  +  I 

58.  pix)  =  3Vx  +  3  59.  qix)  =  x  +  2\V  +  I  60.  Rix)  =  9x 

61.  Fix)  =  V  62.  Qix)  Wx  +  1  +  1 

En  los  problernas  del  63  al  70,  determine  funciones  f  y  g  de  modo  que  f  o  g  =  H. 

63.  Hix)  =  fix  +  3)“  64.  Hix)  =  (1  +  x2)2'2  65.  Hix)  =  VWWT 

66.  Hix)  =  — 67.  Hix)  =  fl  -  V  68.  Hix)  =  |2x2  +  3| 

I  +  X2  ly  X"  / 

69.  Hix)  =  [[x2  +  1]]  70.  Hix)  =  (4  -  x^)~^ 

71.  Si  fix)  =  2x2  +  5  y  gix)  =  3x  +  a,  de  modo  que  la  grafica  de/o  g  cruce  el  eje  y  en  23. 

72.  Si  fix)  =  3x2  —  7  y  gix)  =  2x  +  a,  de  modo  que  la  grafica  de/°  g  cruce  el  eje  y  en  68. 

73.  El  drea  S  (en  metros  cuadrados)  de  la  superficie  de  un  globo  inflado  con  aire  caliente  estd  dada  por 

Sir)  =  47r/'2 

donde  r  es  el  radio  del  globo  (en  metros).  Si  el  radio  r  crece  con  el  tiempo  t  (en  segundos)  segun  la  formula  lij)  =  {fl, 
siendo  ;  s  0,  determine  el  area  S  de  la  superficie  del  globo  como  una  funcidn  del  tiempo  t. 
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74.  El  volumen  V  (en  metros  ciibicos)  del  globo  descrito  en  el  problema  73,  esta  dado  por  V(r)  =  Si  el  radio  r 

es  la  misma  funcidn  de  i  que  aparecid  ese  problema,  determine  el  volumen  V  como  funcidn  del  tiempo  t. 

75.  Pn  '  Iiii  •  iim  iitiltinmiri  La  cantidad  N  de  automoviles  producidos  en  una  Kbrica  en  un  di'a,  despuds  de  t  boras  de 
trabajo,  es  N(i)  =  lOOt  -  5p,  0  <  t  <  10.  Si  el  costo  C  (en  ddlares)  de  producir  x  automdviles  es  C(x)  =  15,000  + 
SOOOx,  determi'nelo  como  una  funcidn  del  tiempo  /  de  trabajo  en  la  fabrica, 

76.  Aiiihu'/ih  .  El  petrbleo  que  se  derrama  de  cierto  tanque  forma  un  ci'rculo.  Si  el  radio  r  (en  pies)  del  derrame  despues 

de  ;  boras  es  r(i)  =  200V(,  determine  el  ^rea  A  cubierta  por  petrdleo  como  una  funcidn  del  tiempo  /. 

77.  (  '.-nr;--  (/('  i!niilu<  (  i  'r  El  precio  p  de  cierto  producto  y  la  cantidad  vendida  x  cumplen  la  ecuacidn  de  demanda 

p  =  -\x  +  \00  0  <  .X  <  400 

Suponga  que  el  costo  C  de  producir  x  unidades  de  dicho  arti'culo  es 

C  =  —  +  600 

Si  todos  los  arti'culos  producidos  son  vendidos,  determine  el  costo  C  como  funcion  del  precio  p.  [Sugerenciw. 
Despeje  x  en  la  ecuacidn  de  demanda,  y  despu^s  forme  la  composicibn.] 

78.  '  ■  ,7f)  lie  un  iirtifulo  El  precio  p  de  cierto  arti'culo  y  la  cantidad  vendida  x  cumplen  la  ecuacibn  de  demanda 

p=-it  +  200  OsxSlOOO 
Suponga  que  el  costo  C  de  producir  x  unidades  es 

C  =  —  +  400 

Si  todos  los  articulos  producidos  se  venden,  determine  el  costo  C  como  una  funcibn  del  precio  p. 

79.  Si  f  y  g  son  funciones  impares,  demuestre  que  la  funcibn  compuesta/ o  g  tambien  es  impar, 

80.  Si/es  una  funcibn  impar  y  g  una  funcibn  par,  demuestre  que  las  funciones  compuesias/o  .g  y  g  °f  tambien  son  pares. 


Funciones  uno  a 
uno;  funciones 
inverses 


Sean  (xi,yi)  y  (X2,y2)  cualesquiera  dos  puntos  disiintos  en  la  grafica  de  una  funcion 
>'  =/(x).  De  aqui  se  deduce  que  xj  X2.  Para  algunas  funciones,  tambibn  ocurre 
que  las  ordenadas  de  puntos  distintos  son  siempre  diferentes.  Tales  funciones  son 
las  llamadas  funciones  uno  a  uno.  Vease  la  figura  39. 


FIGURA  39 


(a)  7(x)  =  2x 
Uno  a  uno; 

Toda  pareja  de  puntos  distintos 
tiene  la  ordenada  diferente. 


3 

^{-2,  2) 

1  1  1  ~ 

(2.2),. 

1  1  1  , 

-3 

3 

r 

-3 

(b)  g(x)  =  x| 

Mo  es  uno  a  uno: 

Los  puntos  distintos  (-2,  2)  y  (2,  2) 
tienen  la  misma  ordenada 
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Funcion  uno  a  uno 


FIGURA  40 


C  riioric  dt.  I;;  ri,  ct;i  hi'i  i/triUd 


FIGURA  41 

yUi)  =f{x2)  =  h,  pero  x,  i=  xi, 
f  no  es  una  funcion  uno  a  uno 


K  .1  K  M  P  I  O  I 


Una  funcion  f  es  uno  a  uno  si,  para  cualquier  eleccion  de 
numeros  xi  y  X2,  xi  X2,  en  el  dominio  de  f,  entonces  f(xi)  +  f(X2). 


En  otras  palabras,  si  /es  una  funcion  uno  a  uno,  entonces  para  cada  x  en  el 
dominio  de /existe  exactamente  una  y  en  el  rango  y  ninguna  >■  en  el  rango  es  ima- 
gen  de  mas  de  una  x  en  el  dominio.  Vease  la  figura  40. 


(a)  Funcion  uno  a  uno: 

Cada  xen  el  dominio  tiene 
una,  y  s6io  una,  imagen 
en  el  rango 


Dominio  Rango 

(b)  No  es  una  funcion  uno  a  uno: 
es  ia  imagen  de 

X,  yxj 


(c)  No  es  una  funcion: 

X,  tiene  dos  imagenes, 

y^yyj 


Como  muestra  la  figura  41,  si  se  conoce  la  grdfica  de  una  funcion /existe  un 
criterio  sencillo,  denominado  criterio  de  la  recta  horizontal,  para  determinar  si  / 
es  uno  a  uno, 

Si  todas  las  rectas  horizontales  cortan  a  la  grafica  de  una  funcion  en  un  punto  cuando 
mucho,  entonces  /es  uno  a  uno.  ■ 


La  razon  del  funcionamiento  de  esta  prueba  puede  verse  en  la  figura  41 ,  donde 
la  recta  horizontal  y  =  h  corta  a  la  grafica  en  dos  puntos  distintos,  (xi,/r)  y  (x2,/i), 
con  el  mismo  segundo  elemento.  Asi,  /  no  es  uno  a  uno. 


/■ 

y=  m 

y 

(^v  ^1/ 

'  ■,  (Xv  h) 

y  1 
•'  1 

y  ‘ 

1  \ 

1  -v 

1  1 

/'  X^ 

Xj  '\ 

'vr-  ticl  rritf. 

ii-  t!i  hi  i  t(i  !, 

Para  cada  una  de  las  funciones  dadas,  utilizar  la  grafica  para  determinar  si  la  fun- 
ci6n  es  uno  a  uno. 


(a)  /(X)  =  x2 


(b)  g(x)  =  x'^ 
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FIGURA  42 


FIGURA  43 

fix)  =  2x;  g(x)  =  i  X 

•  •  • 

X  f{x)  =  2x  g{2x}  =  l(2x)  =  x 

gifix))  =  gi2.K)  =  klx)  =  X 

Inversa  de  f 


(a)  La  figura  42(a)  ilustra  el  criterio  de  la 
recta  horizontal  para  f{x)  =  x^.  La  rec¬ 
ta  horizontal  y  =  1  corta  a  la  grafica 
de /dos  veces,  en  (1,1)  y  en  (—1,  1); 
por  lo  tanto,  /  no  es  uno  a  uno. 


(b)  La  figura  42(b)  ilustra  el  criterio  de 
la  recta  horizontal  para  g(x)  =  x^. 
Como  cada  recta  horizontal  cortar^ 
a  la  grdfica  de  g  exactamente  una 
vez,  g  es  uno  a  uno. 


3 

(-1,1)  , 

y=x2  y- 

3 

II 

,(1.1) 

- 

_ L  I  1  ^ 

III,  III 

1  1  1  , 

1 

CO 

1 

CO  o 

3  x  -3  0 

3  X 

- 

- 

-3 

- 

(a)  Una  recta  horizontal  corta  a  la  grafica  (b)  Las  rectas  horizontales  cortan  la  grafica  una 

dos  veces;  entonces  f  no  es  uno  a  uno  sola  vez;  por  lo  tanto,  g  es  uno  a  uno 

Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Analicemos  mds  de  cerca  la  funcidn  uno  a  uno  g(x)  =  Esta  es  una  funcibn 
creciente.  Como  una  funcibn  creciente  (o  decreciente)  siempre  tendr^  valores  y  dife- 
rentes  para  valores  x  distintos,  esto  implica  que  una  funcibn  creciente  (o  decreciente) 
en  su  dominio  sea  tambien  una  funcibn  uno  a  uno. 

Una  funcibn  creciente  (o  decreciente)  es  una  funcibn  uno  a  uno. 

Inversa  de  una  funcion 

Mencionamos  con  anterioridad  que  una  funcibn  y  =  f(x)  es  como  una  regia  que  nos 
indica  hacer  algo  al  argumento  x.  Por  ejemplo,  la  funcibn /(x)  =  2x  multiplica  al 
argumento  por  2.  Una  funcion  inversa  de  /deshace  lo  que  /hace.  Veamos,  la  fun¬ 
cibn  gix)  =  jx,  que  divide  el  argumento  entre  2,  es  una  inversa  de/(.v)  =  2x.  Vease 
la  figura  43. 

Para  que  una  funcibn  y  =  /(x)  tenga  una  funcibn  inversa, /debe  ser  uno  a  uno. 
Entonces,  para  cada  x  en  su  dominio  existe  exactamente  una  y  en  su  rango;  adem^s, 
a  cada  y  en  el  rango,  le  corresponde  exactamente  una  x  en  el  dominio.  La  corres- 
pondencia  del  rango  de  /sobre  el  dominio  de  /tambien  es  entonces  una  funcibn. 
Esta  es  la  funcibn  inversa  de  f.  Ahora  daremos  una  definicibn. 

Sea  f  uno  funcion  uno  o  uno  /  =  f(x).  Lo  inversa  de  f,  denotodo 
es  uno  funcion  tol  que  =  x  poro  todo  xen  el  do¬ 

minio  de  f,  y  fif'Kx))  =  x  poro  todo  x  en  el  dominio  de  f  \ 


Advertencia:  ;Tenga  cuidado!  El  —  I  utilizado  en  /  'no  es  un  exponente.  Asi,  /  '  no  in¬ 
dica  el  reci'proco  de / sino  su  inversa. 
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La  figura  44  ilustra  la  definicion. 

Tenemos  entonces  dos  hechos  evidentes  con  respecto  a  una  funcion  /y  su 
inversa/“‘. 


FIGURA  44 


Dominio  de/=  Rango  de  /  ’  Range  de/=  Dominio  de/ 


Rangodef'  Dominio  de  /  ' 


Revise  de  nuevo  la  figura  44  para  visualizar  la  relacidn.  Si  comenzamos  con  jc, 
aplicamos  fy  luego  f~\  obtendremos  de  nuevo  a:.  Si  comenzamos  con  at,  aplicamos 
/“'  y  luego /,  llegamos  de  nuevo  al  numero  x.  Dicho  en  forma  simple,  lo  que  hace 
/,/''  lo  deshace  y  viceversa: 


Entrada  x 

fix) 

f  '(fix))  =  X 

1 

Entrada  x 

f-'(x) 

' — ■ 

II 

En  otras  palabras, 


f-\f{x))=x  y  f{f-\x))=x 


Estas  condiciones  permiten  verificar  que  una  funcion  es,  de  hecho,  la  inversa 
de  /,  como  lo  demuestra  el  ejemplo  2. 


(a)  Verificamos  que  la  inversa  de  g{x)  =  x^  cs  g  \x)  —  demostrando  que 

g~'ig(x))  =  g~'{x^)  =  =  -r 

y 

g(g“'W)  =  gC^^)  =  =  X 

(b)  Verifeamos  que  la  inversa  de  h(x)  =  3x  es  h~'(x)  =  jx  demostrando  que 

h~\h{x))  =  h~\2>x)  =  ^(ix)  =  x 

y 

h{h~Hx))  =  h{\x)  =  3(|x)  =  X 

(c)  Ver  ficamos  que  la  inversa  de /(x)  =  2x  +  3  tsf~\x)  =  j{x  -  3)  demostrando 
que 

/■'(/W)  =/“‘(2x  +  3)  =  {[{2x  +  3)  -  3]  +  3  =  ^^{2x)  =  x 

y 

Kf-'ix))  =/(i(x  -  3))  =  2[i(x  -  3)]  +  3  =  (X  -  3)  +  3  =  X. 

Ahora  resuelva  el  problema  13. 


Exploracion:  Haga  la  grdfica  de  y  =  x  en  una  pantalla  cuadrada  con  la  ventana 
-3  ==  X  <  7,  -2  <  y  <  2.  Despues,  haga  la  grafica  de  y  =  x*  seguida  de  su  mversa, 
y  =  Vx..  (^Qud  observa  respecto  de  las  grdficas  de  y  =  x-^,  su  inversa  y  =  Vx  y  la 
recta  y  =  x? 

Repita  el  experimento  para  las  funciones  del  problema  13.  ^Observa  usted 
la  simetn'a  de  la  grdfica  de/y  su  inversa  respecto  de  la  recta  y  =  x? 
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FIGURA  45 


FIGURA  46 


i;  .1  i;  M  I*  I.  ()  3 


Si)ltiLi>'-:i 


Interpretacion  geometrica 

Sea  (a,  b)  un  punto  en  la  gr^fica  de  una  funcion  uno  a  uno/definida  por  y  =  fix). 
Entonces  b  =fia).  Esto  significa  que  a  =  f~'{b),  asi  {b,  a)  es  un  punto  en  la  gra- 
fica  de  la  funcion  inversa La  relacion  que  existe  entre  el  punto  (a,  b)  en/y  el 
punto  (b,  a)  en/“’  aparece  en  la  figura  45.  El  segmento  que  une  (a,  b)  y  {b,  a)  es 
perpendicular  a  la  recta  y  =  x  y  esta  recta  es  su  bisectriz.  (^^Puede  ver  por  que?) 
Esto  implica  que  el  punto  (b,  a)  en/"'  es  la  reflexion  respecto  de  la  recta  y  =  x  del 
punto  (a,  b)  en/. 


La  grdfica  de  una  funcidn /y  la  de  su  inversa/  ‘  son  simetricas  respecto  de  la  recta 
y  =  x.  B 

La  figura  46  ilustra  este  resultado.  Observe  que,  una  vez  conocida  la  grdfica 
de/  podemos  obtener  la  grdfica  de /“'  doblando  el  papel  a  lo  latgo  de  la  recta  y  =  x 


(Inith  iii  iiin  ill'  III  film  hhi  invrriti 

La  grdfica  de  la  figura  47(a)  es  la  de  una  funcidn  uno  a  uno  y  =/(.r).  Dibuje  la  grd- 
fica  de  su  inversa. 

Primero  agregamos  la  grdfica  de  y  =  x  a  la  figura  47(a).  Como  los  puntos  (—2, 
-1),  (—1,  0),  y  (2,  1)  se  encuentran  en  la  grdfica  de /  sabemos  que  los  puntos 
(-1,  —2),  (0,  —1),  y  (1,  2)  deben  estar  en  la  grdfica  de/”'.  Como  la  grdfica  de 
/"'  es  la  reflexidn  respecto  de  la  recta  y  =  .r  de  la  grdfica  de/  podemos  dibujar/”'. 
Vease  la  figura  47(b).  ■ 
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■  Ahora  resuelva  el  problema  7. 

Determinacion  de  la  funcion  inversa 

El  hecho  de  que  la  grffica  de  una  funcidn  uno  a  uno  /y  su  inversa  scan  simetricas 
respecto  de  la  recta  y  =  x  nos  dice  mas.  Observemos  de  nuevo  la  figura  46.  De- 
ducimos  que  es  posible  obtener /^'  intercambiando  los  papeles  de  x  y  y.  Es  decir, 
si  /est^  definida  por  la  ecuacion 

y=f(x) 

entonces /“'  se  define  por  la  ecuacion 

x=f{y) 

(Tenga  cuidado!  La  ecuacion  x  =  f(y)  define de  manera  implicita.  Si  podemos 
despejar  a  y  en  esta  ecuacidn,  tendremos  la  forma  explicita  de /”*,  es  decir, 

y=f^\x) 

Utilicemos  este  procedimiento  para  determinar  la  inversa  de  /(x)  =  2x  +  3. 
(Como /es  una  funcidn  lineal  creciente,  sabemos  que  es  uno  a  uno.) 

E  M  1*  E  ()  4  ilr  In  r.tiK  ion  invcfMi 

Determinar  la  inversa  de/(x)  =  2x  +  3,  asi  como  dominio  y  rango  defy Hacer 
la  grdfica  defy  f~'  en  los  mismos  ejes  coordenados. 

.Soliicidn  En  la  ecuacidn  y  =  2x  +  3,  intercambiamos  las  variables  x  y  y.  El  resultado, 

X  =  2y  +  3 

es  una  ecuacidn  que  define  a  la  inversa /"  '  de  manera  implicita.  A1  despejar  y, 
obtenemos 

2y  +  3  =  X 
2y  =  X  -  3 
,y  =  5^  -  3) 
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La  forma  explicita  de  la  inversa/  '  es  entonces 

lo  cual  verificamos  en  el  ejemplo  2(c). 

Entonces  tenemos 

Dominio /=  range/"'  =  (— “) 

Range/  =  dominio/"'  =  (— °°,  “) 

En  la  figura  48  aparecen  las  gr^ficas  de/(jc)  =  2a:  +  3  y  su  inversa /"'(x)  = 
\{x  —  3).  Observe  la  simetn'a  de  las  grdficas  respecto  de  la  recta  y  =  x. 


A  continuacidn  enunciamos  los  pasos  a  seguir  para  determinar  la  inversa  de 
una  funcidn  uno  a  uno. 


Procedimiento  para 
determinar  la  inversa  de  la 
funcion  uno  a  uno 


En  y  —  f{x),  intercambie  las  variables  x,y  para  obtener 

=/0) 

Esta  ecuacion  define  la  funcion  inversa /"'  de  manera  impli'cita. 

Si  es  posible,  despeje  y  en  la  ecuacidn  implicita  en  tdrminos  de  a  para  obtener  la 
forma  explicita  de/"'; 

y  =f~\x) 

Verifique  el  resultado,  mosuando  que 

f-\f{x))=x  y  f{f-\x))=x 


La  funcidn 


fix)  = 


2x  +  1 

X  -  1 


es  uno  a  uno.  Determinar  su  inversa  y  verificar  el  resultado. 

Intercambiamos  las  variables  x  y  y  en 

2x  +  I 
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para  obtener 


Despejamos  y: 


La  inversa  es 


2y  +  I 

V  -  I 

xO'  -  1)  =  2y  +  1 
xy  -  X  =  2  y  +  1 
xy  -  2  V  =  X  +  I 
(x  -  2)y  =  X  +  1 
X  +  1 


■r  +  1 

X  -  2 


Verificacion: 


f-'if(x))  =r 


2x  +  n 

X  -  1  j 


X  +  1 
X  -  2 


X  -  1 

2x  + 

1  +  X  -  1 

3x 

-  2x  +  1 

X  -  1 

2x  +  1 

"2(x-  1) 

3 

2(x  + 

1 )  +■  X  -  2 

_  3x 

X  +  1 

A'  +  1 

-  (X  -  2) 

3 

X  -  2 


Hemos  visto  que  si  /(x)  =  (2x  +  l)/(x  —  1),  en- 
tonces/“*(x)  =  (x  +  1)  /  (x  —  2).  Haga  la  grdficade  y  =  f{f~^\x)) 
en  una  pantalla  cuadrada.  ^Que  es  lo  que  ve?  <^Le  sorprende? 


Ahora  resuelva  el  problema  25. 

Si  una  funcidn  no  es  uno  a  uno  entonces  no  tendrd  inversa.  Sin  embargo,  en 
algunos  casos,  una  restriccion  adecuada  en  el  dominio  de  dicha  funcion  producira 
una  nueva  funcion,  que  sera  uno  a  uno.  Veamos  un  ejemplo  de  esta  prdctica  comun. 


Determine  la  inversa  de  y  =  /(x)  =  x^  si  x  >  0. 

La  funci6n/(x)  =  x^  no  es  uno  a  uno.  [Consulte  el  ejemplo  1(a).]  Sin  embargo,  si 
restringimos/s61o  a  la  parte  de  su  dominio  donde  x  s  0,  como  se  indica,  tendremos 
una  nueva  funcion  que  es  creciente  y,  por  lo  tanto,  uno  a  uno.  Como  resultado,  la 
funcion  definida  por  y  =  x^,  x  s  0,  tiene  una  inversa,/"'. 

Seguiremos  los  pasos  dados  anteriormente  para  determinar 

En  la  ecuacibn  y  =  x-,  x  =:  0,  intercambiamos  las  variables  x  y  y.  El  resultado  es 

X  =  y2  y  >  0 

Esta  ecuacion  define  (de  forma  implfcita)  a  la  funcidn  inversa. 
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FIGURA  49 


I’xSO  Despejamos  y  para  obtener  la  forma  expli'cita  de  la  inversa.  Como  y  s  0,  s6Io  se 
obtiene  una  solucion: 

y  =  Vx 

de  modo  que/“'(x)  =  Vx. 

I’ASO  \, ;  tih  u'li  /“'(/W)  =/”'(V)  =  VV  =  |x|  =  X,  ya  que  X  s  0 

=f(V~x)  =  (\V)2  =x 

La  figura  49  ilustra  las  graficas  de/(x)  =  x^,  x  &  0,  y/“'(x)  =  Vx.  ■ 


^  H  I  :  ■  '  1-0 


Calculadoras 

Observamos  antes  que  muchas  calculadoras  tienen  teclas  que  permiten  determinar 
el  valor  de  una  funcidn.  For  lo  general,  estas  mismas  calculadoras  tienen  una  tecla 
marcada  con  inv  ,  inverse  ,  2nd  ,  o  shift  que  le  permite  calcular  el  valor 


de  la  funcion  inversa  correspondiente.  (Si  la  inversa  real  aparece  como  una  tecla  de 
funcion,  como  en  los  casos 


Vx 


tlo  usual  es  que  la  tecla  inversa  este 


1.234 

Vx 

X“ 

desactivada  de  tales  funciones.) 

Intente  los  siguientes  experimentos  en  su  calculadora: 

Teclas; 

Pantalla: 

Teclas: 

Pantalla: 


1.234 

< 

1.1108555 

4 

1.234 

1.234 


1.234 

4 

0.2102609 

1.234 

Resumen 

1.  Si  una  funcion  /es  uno  a  uno,  entonces  tiene  una  inversa /“'. 

2.  Dominio/=  Range /“';  Rango /=  Dominio /“‘. 

3.  Para  verificar  que/^'  es  la  inversa  de /,  demuestre  que  =  x  y  /(/“'(x))  =  x. 

4.  Las  graficas  de  fy  son  sim^tricas  respecto  de  la  recta  y  =  x. 
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Ejercicio  2.5 


En  los  problemas  del  1  al  6  aparece  la  grdfica  de  una  funcidn.  Utilice  el  criterio  de  la  recta  horizontal 
para  detenninar  si  f  es  uno  a  uno. 


En  los  problemas  del  7  al  12  aparece  la  grdfica  de  una  funcidn  f  uno  a  uno.  Determine  la  grdfica  de  la 
funcidn  inversa  f~K  For  conveniencia  (y  coino  sugerencia),  tambien  aparece  la  grdfica  de  y  =  x 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
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En  los  problemas  del  13  al  22,  verifique  si  las  funciones  f  y  g  son  inversas  una  de  la  otra,  demostrando  que 


X  y  g(f(x))  =  X. 

=  3x  +  4;  g(.x)  =  |(x  -  4) 

14. 

/(X)  =  3  -  2x; 

g(x)  =  -jix  -  3) 

00 

1 

II 

gix)  =  f  +  2 

16. 

fix)  =  2x  -h  6; 

g(x)  =  ^  -  3 

=  x"  -  8; 

gix)  =  ^x  -  8 

18. 

fix)  =  (x  -  2)/ 

X  &  2;  g(x)  =  Vx  +  2,  X  s  0 

19.  fix)  =  gW  =  -^ 

,v  X 


21.  fix) 


2x 

X  +  4 


Six)  = 


4x  -  3 

2  -  X 


20.  fix)  =  x;  gix)  =  X 
X  -  5 


22.  /(x)  = 


2x  -H  3  ’ 


g(x) 


3x  +  5 


-  2x 


En  los  problemas  del  23  al  34  la  funcion  f  es  uno  a  uno.  Determine  su  inversa  y  verifique  su  respuesla. 
Indique  el  dominio  y  el  rango  de  f  y  .  Haga  la  grdfica  de  f  y  f~'  en  los  mismos  ejes  coordenados. 


23. 

II 

3 

24. 

1 

II 

25. 

fix) 

=  4x  +  2 

26. 

fix)  =  1  -  3x 

27. 

fix)  =  f  -  1 

28. 

./(X) 

=  x^  -h  1 

29. 

fix)  =  .r~  +  4,  X  a  0 

30. 

fix)  =  .x^  +  9,  X  >  0 

31. 

fix) 

_  4 

X 

32. 

33. 

fix)  - 

jc  -  2 

34. 

fix) 

4 

X  +  2 

En  los  problemas  del  35  al  46  la  funcion  f  es  uno  a  uno.  Determine  su  inversa  y  verifique  su  respuesla. 
Indique  el  dominio  y  el  rango  de  f  y  f~\ 

35.  fix)  = 


3x  -H  1 

X 

2x  +  3 
X  -H  2 

4 

Vx 


41.  /(x)  = 
44.  fix)  = 


2_ 

36. 

.fix)  = 

4 

37. 

fix) 

3  +  .r 

2  -X 

1 

IV 

39. 

fix)  = 

2x 

40. 

.fix) 

X  -  1 

3x  -h  4 

42. 

.fix)  = 

2x  -  3 

43. 

fix) 

2x  -  3 

X  -h  4 

-3x  -  4 

X  -  2 

45. 

fix)  = 

2Vx 

46. 

fix) 

Determine  la  inversa  de  la  funcidn  lineal /(x)  =  mx  +  b,  m  4^  0. 

Determine  la  inversa  de  la  funcidn  fix)  =  Vr^  —  x^,  0  s  x  <  r. 

^Puede  una  funcidn  par  ser  uno  a  uno?  Explique  su  respuesla. 
i^Toda  funcidn  impar  es  uno  a  uno?  Explique  su  respuesla. 

Una  funcion /tiene  una  inversa.  Si  la  grdfica  de /  se  encuentra  en  el  cuadrante  I,  ^en  qu^  cuadrante  estarS  la  grafica 
de/-'? 


52.  Una  funcidn  /tiene  una  inversa.  Si  la  grafica  de  /se  encuentra  en  el  cuadrante  II,  ^en  que  cuadrante  estarS  la  grd¬ 
fica  de/-'? 

53.  La  funcidn  fix)  =  x|  no  es  uno  a  uno.  Determine  una  restriccidn  adecuada  del  dominio  de  /para  que  la  nueva  fun- 
ci6n  resulte  ser  uno  a  uno.  Despues,  encuentre  la  inversa  de /. 

54.  La  funcidn  /(x)  =  x‘'  no  es  uno  a  uno.  Determine  una  restriccidn  adecuada  del  dominio  de  / para  que  la  nueva  fun- 
cidn  resulte  ser  uno  a  uno.  Despues,  encuentre  la  inversa  de /. 


55.  Para  convertir  de  x  grados  Celsius  a  y  grades  Fahrenheit  utilizumos  la  fdrmula  v  = 

/(x)  =  jx  +  32.  Para  convertir  de  x  grados  Fahrenheit  a  >’  grados  Celsius  usamos  y  =  g(x)  =  |(x  —  32).  Muestre  que 
fy  g  son  funciones  inversas. 


56.  La  demanda  de  mai'z  cumple  la  ecuacidn  pix)  =  300  -  SO.r,  donde  p  es  el  precio  por  bushel  (en 

ddlares)  y  x  es  el  nCimero  de  bushels  producidos,  en  millones.  Exprese  la  produccidn  x  como  una  funcion  del  precio  p. 
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57.  '  '  ,  El  periodo  r(en  segundos)  de  un  pendulo  simple  es  una  funci6n  de  su  longitud  /  (en  pies), 

dada  por  T{1)  =  Z-nx/ITg,  donde  g  ~  32.2  pies  por  segundo  (por  segundo  es  la  aceleracidn  de  la  gravedad).  Exprese 
la  longitud  /  como  una  funcion  del  periodo  T. 

58.  De  un  ejempio  de  una  funcion  cuyo  dominio  sea  el  conjunto  de  los  numeros  reales  y  que  no  sea  creciente  ni  decre- 
ciente  en  su  dominio,  pero  que  sea  uno  a  uno.  [Sugerencia:  Utilice  una  funcion  definida  por  partes.] 

59.  Dada 


fix) 


gjc  +  b 
c.v  +  d 


determine  /'  ‘(.r).  Si  r  ^  0,  ,',bajo  que  condiciones  en  a,  b,  c  y  d  se  cumple/  =  /  '? 

60.  Hemos  dictio  que  no  es  sencillo  determinar  el  rango  de  una  funcidn /,  Sin  embargo,  si/ es  uno  a  uno,  podemos  en- 
contrar  su  rango  determinando  el  dominio  de  la  funcidn  inversa Utilice  esta  ti^cnica  para  hallar  el  rango  de  cada 
una  de  las  siguientes  funciones  uno  a  uno: 

(a)  f(x)  =  ^  ^  (b)  g(x)  =  4  -  —  (c)  F(x)  =  — 

A'  —  3  -Y  4  —  X 


Pam  los  problemas  del  61  at  66,  escriba  un  progrania  que  haga  la  grdfica  de  la  inversa  de  una  funcion 
y  =  f(x).  Despues,  haga  la  grdfica  de  la  funcion  f  y  su  inversa  en  la  misma  pantalla.  Compare  sus 
respuestus  con  las  de  los  problemas  del  23  al  28. 


67. 


fix)  =  3x  fix)  =  -x  fix)  =  4.Y  +  2 

fix)  =  I  -  3.V  fix)  =  .V’  -  I  fix)  =  x^  +  1 

Si  se  corta  la  grSfica  de  una  funcion  y  su  inversa,  ^debe  ocurrir  esto  en  y  -  a?  ,;,Pueden  cortarse  en  cualquier  otro 
punto?  ^Deben  cortarse? 


68.  <:,Pueden  ser  iguales  una  funcion  uno  a  uno  y  su  inversa?  iQu6  debe  cumplir  la  grdfica  de  /para  que  esto  suceda? 
De  algunos  ejemplos  para  sustentar  su  conclusion. 


f)9.  Haga  la  grifica  de  una  funcion  uno  a  uno  que  contenga  los  puntos  (  —  2,  —3).  (0,  0),  y  (I,  5).  Luego  trace  la  grafica 
de  su  inversa.  Compare  su  grafica  con  las  de  algunos  de  sus  condiscipulos  y  analice  cualquier  similitud.  ,|,Que  dil'eren- 
cias  observa? 


Modelos 
matematicos: 
construccion  de 
funciones 


Con  frecuencia,  los  problemas  del  mundo  real  conducen  a  modelos  matematicos  que 
utilizan  funciones,  las  cuales  hay  que  construir  con  base  en  la  infoimacion  de  que  se 
disponga.  Para  construir  funciones  debemos  poder  traducir  la  descripcidn  verbal  de  un 
problema  al  lenguaje  de  las  matematicas.  Esto  lo  hacemos  asignando  simbolos  para 
representar  a  las  variables  independientes  y  dependientes  y  determinando  despues 
la  funcion  o  regia  que  relaciona  a  dichas  variables. 


El  perfmetro  de  un  rectangulo  es  de  50  pies.  Exprese  su  area  /4  como  una  funcion 
de  la  longitud  x  de  un  lado. 

Consulte  la  figura  50.  Si  la  longitud  del  rectangulo  es  x  y  w  su  anchura,  entonces 
la  suma  de  las  longitudes  de  los  lados  es  el  perimetro,  50. 

FIGURA  50  "  X  +  IV  +  X  +  w  =  50 

2.r  +  2vv  =  50 
X  +  vv  =  25 

X  X 

vv  =  25  —  X 

w 
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El  area  A  la  constituyen  la  longitud  por  la  anchura,  de  modo  que 

A  =  xvv  =  x(25  —  x) 

El  urea  A  como  una  funcion  de  x  es 

A(x)  =  x(25  —  x)  ■ 

Observe  que  utilizamos  el  simbolo  A  como  la  variable  dependiente  y  tambien 
como  el  nombre  de  la  funcion  que  relaciona  la  longitud  x  con  el  dreaA.  Como  habiamos 
dicho,  este  doble  uso  es  comun  en  las  aplicaciones  y  no  debe  causarle  dificultades. 

K  .1  K  M  I  .  2  .'I,-.' hi  ihu  IrXi'y  Ji' 

En  economia,  el  ingreso  R  esta  definido  como  la  cantidad  de  dinero  obtenida  de  la 
venta  de  un  producto,  y  es  igual  al  precio  de  venta  unitario  p  del  producto  por  el 
numero  x  de  arti'culos  vendidos.  Es  decir, 

R  =  xp 

Por  lo  general,  existe  una  relacion  entre  p  y  x:  si  uno  crece  el  otro  disminuye. 
Supongamos  que  pyx  estan  relacionados  por  la  siguiente  ecuacion  de  demanda: 

p  =  “  ^jx  +  20  0  :£  X  ^  200 

Exprese  el  ingreso  R  como  funcion  del  numero  x  de  arti'culos  vendidos. 

SoluciOn  Como  R  =  xp  y  p  =  — -j^x  +  20,  esto  implica  que 

R{x)  =  xp  =  x|^— +  20  j  =  +  20x  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 

! h  tinuiiui.  liv  la  ,:V;;  !r\i!c  r!  ')r;c' n  lui^’ii  ir:  i  ii  Ut 

Sea  P  =  (x,  y)  un  punto  en  la  gr^fica  de  _v  =  x^  —  1 . 

(a)  Exprese  la  di.stancia  cl  de  P  al  origen  O  como  funcion  de  x. 

(b)  ^Cu^l  es  el  valor  de  uf  si  x  =  0?  (c)  ^Cudl  es  el  valor  de  d  si  x  =  1? 

(d)  ^Cudl  es  el  valor  de  d  si  x  =  \/2l21 

(a)  La  figura  51  ilustra  la  grafica.  La  distancia  de  P  a  O  es 

d  =  Vx2  +  >•-' 

Como  P  es  un  punto  en  la  grafica  de  y  =  x^  —  1 ,  tenemos 
d(x)  ~  Vx-  +  (x^  —  1)^  =  V.v"*  —  X"  +  1 

Asi,  hemos  expresado  la  distancia  d  como  una  funcion  de  x. 

(b)  Si  X  =  0,  la  distancia  d  es 

diQ)  =  VT  =  1 

(c)  Si  X  =  1,  la  distancia  d  es 


I  i:  M  I*  I.  ()  3 


Soiuciiin 


FIGURA  51 

V  =  X-  - 

I 

y. 

2 

- 

1 

* 

,(0.  0)^ 

-t 

‘  -I  2  X 

-p 

d{\)  =  Vl  -  1  +  1  =  1 
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h  M  P  I 


(d)  Si  j:  =  \/2/2,  la  distancia  d  es 

vy2\  //V2y_ 


Ahora  resuelva  el  problema  13. 


Una  aJberca  rectangular  de  20  metros  de  largo  por  10  de  ancho,  tiene  4  metros  de  pro- 
fundidad  en  un  extreme  y  1  metro  en  el  otro.  La  figura  52  ilustra  una  vista  transver¬ 
sal  de  la  alberca.  El  agua  para  llenar  la  alberca  es  bombeada  por  el  extremo  profundo. 

(a)  Determinar  una  funcion  que  exprese  el  volumen  V  de  agua  en  la  alberca  como 
funcion  de  .su  profundidad  x  en  el  extremo  profundo. 

(b)  Calcular  el  volumen  del  agua  cuando  su  profundidad  es  de  1  metro. 

(c)  Determinar  ese  volumen  cuando  la  profundidad  es  de  2  metros. 


FIGURA  52 


v.-» 


n 


'■  -111.  ii  (a)  Sea  L  la  distancia  (en  metros)  medida  al  nivel  del  agua  desde  el  extremo  pro¬ 
fundo  hasta  el  menos  profundo.  Observe  que  L  y  x  forman  los  lados  de  un 
tridngulo  semejante  al  triangulo  cuyos  lados  son  20  por  3  metros.  De  ese  modo, 
L  y  X  estan  relacionados  mediante  la  ecuacion 


-  =  —  0  L  =  — 

A'  3  °  3 


0  <  X  <  3 


El  volumen  V  de  agua  en  la  alberca  en  cualquier  instante  es 
V  =  I^Area  de  la  seleccion  transversalj  (Ancho)  =  ^jZjcjflO)  metros  cubicos 

Como  L  =  20a/3,  tenemos 

w.  s  M  20a  100  , 

v(x)  “  1  ■  -*1(10)  =  metros  cubicos 

(b)  Cuando  la  profundidad  a  del  agua  es  de  1  metro,  el  volumen  V  =  V(x)  es 

1/(1)=  •  1^  =  33.3  metros  cubicos 

3 

(c)  Cuando  la  profundidad  a  del  agua  es  de  2  metros,  el  volumen  V  =  V(x)  es 

V{2)  =  =  133.3  metros  cubtcos 
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\  .)  I  M  I*  1  O 


iM'ij  L/'f  .'in 


hi:  '  F  '  ■  j  <■((■'. 


FIGURA  53 


Considere  un  triangulo  isosceles  de  perimetro  fijo  p. 

(a)  Si  es  igual  a  la  longitud  de  uno  de  los  dos  lados  iguales,  exprese  el  area  A 
como  una  funcidn  de  x. 

(b)  ^Cual  es  el  dominio  de  A? 

(a)  Observe  la  figura  53.  Como  los  lados  iguales  miden  .r,  el  tercer  lado  debe  medir 
p  —  2x.  (^Advierte  por  qud?)  Sabemos  que  el  drea  A  es 

A  =  j(base)(altura) 


Para  determinar  la  altura  h  trazamos  la  recta  perpendicular  a  la  base  cuya  lon¬ 
gitud  es  p  —  2x,  y  utilizamos  el  hecho  de  que  la  perpendicular  biseca  a  la  base. 
Por  el  Teorema  de  Pitagoras,  tenemos 

1  T  4p.Y  -  p- 

=  p.v--p-  =  — ^ 


Apx  -  V'p 


V4x  —  p 


El  area  A  esta  dada  por 

A  =  y  •  (p  —  2x)  \^4x  —  p  =  — ^  (p  —  2a:)V4x  —  p 

(b)  El  dominio  de  A  se  determina  como  sigue.  Debido  a  la  expresidn  V4x  —  p, 
necesitamos  que 

4x  -  p  >  0 
P 

Como  p  —  2x  es  un  lado  del  triangulo,  tambien  necesitamos 

p  —  2x  >  0 
—  2x>  —p 


Asi,  el  dominio  de  A  es  p/4  <  x  <  p/2,  o  (p/4,  p/2),  y  la  funcidn  es 

Vp  ; -  p  p 

A{x)  =  - ip  —  2x)v4x  —  p  —  <  x  <  — 

4  4  2 


®  Ahora  resuelva  el  problema  9. 
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(a)  Los  propietarios  de  tarjetas  de  credito  emitidas  por  bancos,  tiendas  de  departa- 
mentos,  companias  petroleras,  etc.,  reciben  un  estado  de  cuenta  mensual  donde  se 
les  indica  la  cantidad  minima  que  deben  pagar  antes  de  cierta  fecha.  La  cantidad 
minima  a  pagar  depende  de  la  cantidad  total  en  deuda.  Una  compania  emisora  de 
taijetas  de  credito  utiliza  las  siguientes  reglas:  para  una  cantidad  menor  de  $10.00, 
hay  que  pagar  el  total.  Para  una  deuda  minima  de  $10.00  pero  menor  que  $500.00, 
el  pago  mtnimo  son  $10.00.  Hay  un  pago  minimo  de  $30.00  para  una  deuda  mini¬ 
ma  de  $500.00  pero  menor  de  $1000.00,  un  pago  rrunimo  de  $50.00  en  una  deuda 
de  al  menos  $1000.00  pero  menor  de  $1500.00  y  un  pago  minimo  de  $70.00  en 
deudas  mayores  o  iguales  a  $  1 500.00.  Determine  la  funcion /que  describe  el  pago 
minimo  para  una  deuda  de  .r  dolares.  Haga  la  grdfica  de/. 

(b)  El  propietario  de  la  tarjeta  paga  cualquier  cantidad  entre  el  minimo  y  la  canti¬ 
dad  total  que  debe,  y  la  empresa  emisora  le  carga  un  interds  del  1.5%  al  mes 
por  los  primeros  $1000.00  de  deuda  y  un  1%  al  mes  sobre  cualquier  saldo  no 
pagado  mayor  de  $1000.00.  Determine  la  funcion  g  que  proporcione  la  canti¬ 
dad  de  interes  mensual  cargada  a  un  saldo  de  .v  dolares.  Haga  la  grafica  de  g. 

(a)  La  funcion /que  describe  el  pago  minimo  de  una  deuda  de  j  dolares  es 

si  0  s  jc  <  10 
si  10  <  X  <  500 
si  500  <  X  <  1000 
si  1000  <x  <  1500 
si  1500  ^  X 

Para  hacer  la  grafica  de  esta  funcion  procedemos  como  sigue:  para  0  s  x  <  10 
trazamos  y  =  x;  para  \0  <  x  <  500,  trazamos  la  funcion  constante  y  =  10;  para 
500  <  X  <  1000,  trazamos  la  funcion  constante  y  =  30  y  as!  sucesivamente.  La 
figura  54  muestra  la  grdfica  de  /. 

FIGURA  54 


FIGURA  55  (b)  Si  g(x)  es  la  cantidad  de  interes  mensual  cargado  a  un  saldo  de  x,  entonces 

g(.v)  =  0.0 15x  para  0  x  ^  1000.  El  saldo  no  pagado  sobre  $1000  es  x  —  1000. 
Si  la  deuda  es  x  >  1000,  el  interes  sera  0.015(1000)  -I-  0.01(x  ^  1000)  =  15  + 
0.0  lx  —  10  =  5  -f  0.0  lx,  de  modo  que 

^JO.OlSx  si0<x<1000 
~  [5 -f  O.Olx  six  >1000 

I  I  ,  Vease  la  figura  55. 

1500  2000  X 
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I  .1  i;  M  1 


Ih'h  ■■■■  ih  !  ill 

Una  compani'a  fabricante  de  latas  de  aluminio  requiere  producir  una  lata  cih'ndrica 
con  capacidad  de  500  centfmetros  cubicos  litroj.  La  tapa  y  el  fondo  de  la  lata 
serdn  fabricados  con  una  aleacidn  especial  de  aluminio  que  cuesta  $0.05  por  cen- 
ti'metro  cuadrado.  Los  lados  de  la  lata  seran  de  un  material  que  cuesta  $0.02  por 
centfmetro  cuadrado.  Exprese  el  costo  del  material  necesario  para  hacer  la  lata  como 
una  funcion  de  su  radio  r. 


■  ■■  -  11  II 

FIGURA  56 

Tapa 

/  -  ? 

■^r  Area  =  rrr 

h  h 

t  A  2 

I  Area  =  irr 


Superficie  lateral 
Area  =  2'nrh 


La  figura  56  ilustra  la  situacidn.  Observe  que  el  material  necesario  para  producir 
una  lata  cilmdrica,  de  altura  h  y  radio  r,  consta  de  un  rectdngulo  de  area  iTrrh  y  dos 
circulos,  cada  uno  de  area  rrr^.  El  costo  total  C  (en  centavos)  por  la  fabricacidn  de 
la  lata  es 


C  =  Costo  de  la  tapa  y  el  fondo  +  Costo  de  la  superficie  lateral 
=  2(7rr-)  (5)  +  (lirrh)  (2) 


=  lOrrr^  +  4'rTrh 


Pero  tenemos  una  restriccion  adicional:  la  altura  /r  y  el  radio  r  deben  ser  elegidos 
de  modo  que  el  volumen  V  de  la  lata  sea  de  500  centfmetros  cubicos.  Como  V  = 
irr^h,  tenemos  que 


500  =  TTr^h  0 


h  = 


500 


Asi,  el  costo  C,  en  centavos,  como  funcion  del  radio  r  es 


C(r)  =  lOrrr^  +  47rr 


500  \ 

Trr^  / 


lOirr^  + 


2000 

r 


r  I  ' 

Un  fabricante  de  corrales  para  bebd  crea  un  modelo  cuadrado  que  se  puede  abrir  en 
una  esquina  y  quedar  unido  a  la  pared  de  una  casa,  formando  angulos  rectos.  Si 
cada  lado  mide  3  pies,  la  configuracion  abierta  duplica  el  drea  disponible  para  que 
el  bebe  pueda  jugar,  de  9  a  18  pies  cuadrados.  Vease  la  figura  57. 

FIGURA  57 
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Ahora,  suponga  que  se  colocan  bi.sagras  en  las  esquinas  exteriores  para  per- 
mitir  una  configuracion  como  la  de  la  figura  58. 

(a)  Expresar  el  area  A  de  esta  configuracion  como  una  funcion  de  la  distancia  x  en- 
tre  los  dos  lados  paralelos. 

(b)  Determinar  el  dominio  de  A.  (c)  Determinar  A  si  jr  =  5. 


(a)  Consullc  la  figura  58.  El  area  que  buscamos  esta  constituida  por  el  area  de  un 
rectangulo  (con  anchura  3  y  longilud  a)  y  el  ^ea  de  un  triangulo  isosceles  (con 
base  A  y  dos  lados  iguales  de  longitud  3).  Determinamos  la  altura  h  del  Irian- 
gulo  mediante  el  Teorema  de  Pitagoras: 


h  =  j\/36  —  A^ 


El  area  encerrada  por  el  corral  es 

A  =  area  del  rectangulo  +  area  del  triangulo  =  3a  +  jxii^36  — 


aV  36  -  A-^ 


A(a)  =  3a  +  ^ 


Asi,  hemos  expresado  el  area  A  como  una  funcidn  de  a. 

(b)  Para  determinar  el  dominio  de  A,  primero  observamos  que  a  >  0,  puesto  que  se 
trata  de  una  longitud.  Ademas,  la  expresion  bajo  el  signo  de  radical  debe  ser 
positiva,  de  modo  que 

36  -  a2  >  0 
A^  <  36 

^6  <  A  <  6 


"^'Adapiado  del  Proceedings,  Sntunier  Conference  for  College  Teachers  on  Applied  Mathematics  {Uni- 
versily  or  Missouri,  Rolla),  1971. 
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AI  combinar  estas  restricciones,  tenemos  que  el  dominio  de  /\  es  0  <  x  <  6,  o 

(0,  6). 

(c)  Si  X  =  5,  el  area  es 

A(5)  =  3(5)  +  -  (5)^  ~  19.15  pies  cuadrados 

Por  lo  tanto,  si  la  anchura  del  corral  es  de  5  pies,  su  drea  es  de  19.15  pies 
cuadrados. 

El  drea  maxima  esta  cerca  de  los  19.8 1  pies  cuadrados,  lo  cual  se  obtiene  cuando 
se  aproxima  a  5.58  pies.  Vease  la  figura  59. 


FIGURA  59 


Ejercicio  2.6 

1.  El  volumen  V  de  un  cilindro  circular  recto  de  altura  h  y  radio  r  es.  V  =  -jrrh.  Si  la  altura 
mide  el  doble  del  radio,  exprese  el  volumen  V  como  una  funcion  de  r. 

2.  El  volumen  V  de  un  cono  circular  recto  es  P  =  I'n'r^h.  Si  la  altura  mide  el  doble  del  radio, 
exprese  el  volumen  V  como  una  funcidn  de  r. 

3.  El  precio  p  y  la  cantidad  vendida  x  de  cierto  producto  cumplen  la  ecuacidn  de  demanda 

p  =  — gx  +100  0  s  X  s  600 

Exprese  el  ingreso  /?  como  una  funcidn  de  x.  (Recuerde,  R  =  xp.) 

4.  El  precio  p  y  \a  cantidad  vendida  x  de  cieno  producto  cumplen  la  ecuacidn  de  demanda 

yO=-ir+100  0  SXS300 

Exprese  el  ingreso  R  como  una  funcidn  de  x. 

5.  El  precio  p  y  la  cantidad  vendida  x  de  cierto  producto  cumplen  la  ecuacion  de  demanda 

X  =  —5p  +  100  0  ^  jP  s  20 

Exprese  el  ingreso  R  como  una  funcibn  de  x. 

6.  El  precio  p  y  la  cantidad  vendida  x  de  cierto  producto  cumplen  la  ecuacion  de  demanda 

X  =  -20p  +  500  0  £p£  25 


Exprese  el  ingreso  R  como  una  funcion  de  x. 
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7. 


8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 


Lfn  agricultor  dispone  de  400  yardas  de  cerca  y  desea  rodear  un  drea  rectangular 

con  ella. 

(a)  Exprese  el  5rea  A  del  reci^ngulo  como  una  funcidn  de  su  anchura  x. 

(h)  ^Cual  es  el  dominio  de  A'7 

Haga  la  grafica  de  A  =  A(.v).  ^.Para  cuales  valores  de  x  es  mayor  el  area? 


Un  agricultor  dispone  de  3000  pies  de  cerca  para  rodear  un 
campo  rectangular.  Un  lado  del  campo  esta  a  lo  largo  de  un  n'o,  de  modo  que  solo  hay  que  cercar  tres  lados. 

(a)  Exprese  el  drea  A  del  rectangulo  como  una  funcidn  de  x,  donde  x  es  la  longitud  del  lado  paralelo  al  n'o. 

Haga  la  grafica  de  A  =  A(x).  ^.Para  cuales  valores  de  x  es  mayor  el  drea? 

Un  cable  de  longitud  x  se  dobla  para  formar  un  cfrculo. 

(a)  Exprese  la  circunferencia  del  cfrculo  como  una  funcidn  de  x. 

(b)  Exprese  el  drea  del  cfrculo  como  una  funcidn  de  x. 


Un  cable  de  longitud  x  se  dobla  para  formar  un  cuadrado. 

(a)  Exprese  el  perimeiro  del  cuadrado  como  una  funcidn  de  x. 

(b)  Exprese  el  drea  del  cuadrado  como  una  funcidn  de  x. 

Un  tridngulo  rectangulo  tiene  un  vertice  sobre  la  grdfica  de  y  =  x^,  x  >  0, 
en  el  punto  (x.  y);  otro  vertice  esta  en  el  origen  y  el  tercero  en  la  parte  posi- 
tiva  del  eje  y,  en  (0,y),  como  muestra  la  figura  de  la  derecha.  Exprese  el 
drea  del  tridngulo  como  una  funcidn  de  x, 

Un  tridngulo  rectangulo  tiene  un  vdrtice  sobre  la  grdfica  de  y  =  9  ~ 

X  >  0,  en  el  punto  (.x,y);  otro  vertice  estd  en  el  origen  y  el  tercero  en  la 
parte  positiva  del  eje  x.  en  (x,  0).  Exprese  el  drea  del  tridngulo  como  una 
funcidn  de  x. 

Sea  P  =  (x,  y)  un  punto  sobre  la  grdfica  de  y  =  x^  -  8. 

(a)  Exprese  la  distancia  d  que  hay  desde  P  al  origen  como  una  funcidn 
de  X. 

(b)  ^Cudnto  vale  d  si  x  =  0?  (c)  ^Cudnto  vale  r/  si  x  =  1  ? 


Sea  P  =  (x,  y)  un  punto  sobre  la  grdfica  de  y  =  x^  -  8. 

(a)  Exprese  la  distancia  d  que  hay  desde  P  al  punto  (0,  —1)  como  una 
funcidn  de  x. 

(b)  ^Cudnto  vale  si  x  =  0?  (c)  ^Cudnto  vale  d  si  x  =  -  1? 

Sea  P  =  (x,  y)  un  punto  sobre  la  grdfica  de  y  =  Exprese  la  distan¬ 
cia  d  que  hay  desde  P  al  punto  (1,0)  como  una  funcidn  de  x. 

Sea  P  =  (x,  y)  un  punto  sobre  la  grdfica  de  y  =  1/x.  Exprese  la  distancia 
d  que  hay  desde  P  al  origen  como  una  funcidn  de  x. 

Dos  autos  parten  de  un  crucero  al  mismo  tiempo.  Uno  se  dirige  hacia  el 
sur,  con  una  velocidad  constante  de  30  millas  por  hora;  el  otro  se  dirige 
hacia  al  oeste  con  una  velocidad  constante  de  40  millas  por  hora  {vease 
la  figura).  Exprese  la  distancia  d  entre  los  autos  como  una  funcidn  del 
tiempo  /.  [Nota:  Los  autos  inician  su  marcha  en  t  =  0.] 


Dos  autos  se  aproximan  a  un  crucero,  Uno  estd  a  2  millas  al  sur  del  crucero 
y  se  mueve  a  una  velocidad  constante  de  30  millas  por  hora.  En  el  mismo 
instante,  el  otro  auto  estd  a  3  millas  al  este  del  crucero  y  se  mueve  a  una 
velocidad  constante  de  40  millas  por  hora. 

(a)  Exprese  la  distancia  d  entre  los  autos  como  una  funcidn  del  tiempo  i. 
[Nota\  En  /  =  0,  los  autos  estan  2  millas  al  sur  y  3  millas  al  este  del 
crucero,  respectivamente.] 

Haga  la  grdfica  Ae,  d  =  d(l).  ^Para  cudl  valor  de  ;  es  minima  d7 
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19. 


Hay  que  fabricar  una  caja  abierta  de  base 
cuadrada  utilizando  una  pieza  cuadrada 
de  cartulina  de  24  pulgadas  por  lado,  cor- 
tando  un  cuadrado  de  cada  una  de  las  es- 
quinas  y  doblando  los  lados  (vease  la 
figura). 

(a)  Exprese  el  volumen  V  de  la  caja 
como  una  funcion  de  la  longitud  x 
del  lado  del  cuadrado  recortado  en 
cada  esquina. 

Haga  la  grfifica  de  V  =  V(x).  ^Para 
cutil  valor  de  x  es  m^ximo  P? 


X  X 


24  pulgadas 


20.  Una  caja  abierta,  con  base  cuadrada,  debe  tener  un  volumen  de  10  pies  cubicos. 

(a)  Exprese  la  cantidad  A  de  material  necesario  para  hacer  dicha  caja  como  una  funcidn  de  la  longitud  x  de  un  lado 
de  la  base  cuadrada, 

Haga  la  grafica  de  4  =  A(x).  ^Para  cual  valor  de  x  es  minimo  A? 


21.  Una  caja  cerrada,  con  base  cuadrada,  debe  tener  un  volumen  de  10  pies  cubicos. 

(a)  Exprese  la  cantidad  A  de  material  necesario  para  hacer  dicha  caja  como  una  funcidn  de  la  longitud  x  de  un  lado 
de  la  base  cuadrada. 

Haga  la  gr^fica  de  A  =  A(x).  ^Para  cual  valor  de  x  es  mfnimo  A? 


y 

x=^  +  y2  =  4 


h  P=(yy) 


-2  0 


2  X 


22.  El  volumen  V  de  una  esfera  de  radio  /■  es  V  =  jtrr*;  el  area  S  de  la  superficie  de  la  esfera 

es  S  =  Exprese  el  volumen  V  como  una  funcion  del  area  S  de  la  superficie.  Si  se  duplica  el 
area,  ^en  qud  forma  cambia  el  volumen? 


23.  Un  rectangulo  tiene  una  esquina  en  la  grafica  de  y  =  16  —  x^,  otra  en  el  origen,  otra  en  la  parte  posi- 
tiva  del  eje  y  y  la  cuarta  en  la  parte  positiva  del  eje  x  (vease  la  figura), 

(a)  Exprese  el  area  A  del  rectangulo  como  una  funcidn  de  x. 

(b)  i^Cual  es  el  dominio  de  A? 

Haga  la  grdfica  de  A  =  A(x).  Para  cual  valor  de  x  es  maximo  A? 


24.  Un  rectangulo  esta  inscrito  en  un  semici'rculo  de  radio  2  (vease  la  figura).  Sea  P  =  (x,  y)  el  punto 
del  pnmer  cuadrante  que  es  vdrtice  del  rectangulo  y  esta  sobre  el  ci'rculo. 

(a)  Exprese  el  area  A  del  rectangulo  como  una  funcion  de  x. 

(b)  Exprese  el  perimetro  p  del  rectangulo  como  una  funcidn  de  x. 

Haga  la  grafica  de  A  =  A(x).  ^.Para  cual  valor  de  x  es  maximo  A? 

Haga  la  grafica  de  p  =  p(x).  ^Para  cual  valor  de  x  es  maximo  p? 


25.  Un  rectangulo  est^  inscrito  en  un  ci'rculo  de  radio  2  (vease  la  figura).  Sea  P  =  (.v,  y)  el  punto  del 
primer  cuadrante  que  es  vertice  del  rectangulo  y  esta  sobre  el  ci'rculo. 

(a)  Exprese  el  circa  A  del  rectangulo  como  una  funcion  de  x. 

(b)  Exprese  el  pen'metro  p  del  rectangulo  como  una  funcion  de  x. 

Haga  la  grafica  de  A  =  A(x).  ,^Para  cuSl  valor  de  x  es  maximo  A? 

Haga  la  grafica  de  p  ^  p(x).  ^Para  cual  valor  de  x  es  maximo  /t? 


26.  Un  ci'rculo  de  radio  r  esta  inscrito  en  un  cuadrado  (vease  la  figura). 

(a)  Exprese  el  area  A  del  cuadrado  como  una  funcion  del  radio  r  del  ci'rculo. 

(b)  Exprese  el  pen'metro  p  del  cuadrado  como  una  funcidn  de  x. 
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27. 


■  Una  lata  en  forma  de  cilindro  circular  recto  debe  tener  un  volumen  de  500  cen- 
limetros  cubicos.  La  tapa  y  el  fondo  utilizan  un  material  que  cuesta  6  centavos  por  centi'metro  cuadrado, 
mientras  que  la  superficie  lateral  utiliza  un  material  que  cuesta  4  centavos  el  centi'metro  cuadrado. 

(a)  Exprese  el  costo  total  C  del  material  como  una  funcidn  del  radio  r  del  cilindro.  (Consulte  la  figura 
56.) 

■  Haga  la  grafica  de  C  =  C{r).  ^Para  cu3l  valor  de  r  es  mmimo  el  costo  C? 


28.  .....  .  ■  '  Un  tambor  cih'ndrico  de  acero  debe  tener  un  volu¬ 

men  de  100  pies  cubicos. 

(a)  Exprese  la  cantidad  A  de  material  necesario  para  fabricar  el  tambor  como  una  funcidn  de  su 
radio  r. 

(b)  ,;,Cuanto  material  se  necesita  si  el  tambor  debe  medir  3  pies  de  radio? 

(c)  ^Si  debe  tener  4  pies  de  radio? 

(d)  de  5  pies  de  radio? 

Haga  la  grafica  de  4  =  A{r).  ^Para  cudi  valor  de  r  es  mmimo  Al 

29.  Un  cable  de  1 0  metros  de  longitud  se  cortara  en  dos  partes.  Una  parte  servira  para  formar  un  cuadrado 
y  la  otra  para  formar  una  cfrculo  (vcasc  la  figura). 

(a)  Exprese  el  i)rea  total  A  encerrada  por  el  cable  como  una  funcidn  de  la  longitud  x  de  un  lado  del 
cuadrado. 

(b)  ^Cudl  es  el  dominio  de  A? 

Haga  la  grafica  de  A  =  A(x).  ^Para  cuSl  valor  de  x  es  mmimo  A? 

30.  Un  cable  de  10  metros  de  longitud  se  cortara  en  dos  partes.  Una  parte  servira  para  formar  un  triSn- 
gulo  equil^tero  y  la  otra  para  formar  un  cfrculo. 

(a)  Exprese  el  area  total  A  encerrada  por  el  cable  como  una  funcidn  de  la  longitud  x  de  un  lado  del 
tridngulo  equilatero. 

(b)  ^Cual  es  el  dominio  de  A? 

Haga  la  grdfica  de  A  =  A{x).  ^Para  cual  valor  de  .r  es  mmimo  A? 

31.  Un  semicfrculo  de  radio  r  esta  inscrito  en  un  rectangulo  de  modo  que  el  diametro  del  semicfrculo  es 
el  largo  del  rectangulo  (yease  la  figura). 

(a)  Exprese  el  drea  A  del  rectdngulo  como  una  funcidn  del  radio  r  del  semicfrculo. 

(b)  Exprese  el  perfmetro  p  del  rectangulo  como  una  funcidn  de  r. 

32.  Un  tridngulo  equilatero  estS  inscrito  en  un  cfrculo  de  radio  r.  Vease  la  figura.  Exprese  la  circun- 
ferencia  C  del  cfrculo  como  una  funcidn  de  la  longitud  x  de  un  lado  del  triSngulo.  [Sugereiicia: 
Muestre  primero  que  =  x^/3.] 

33.  Un  tri^ngulo  equildtero  estd  inscrito  en  un  cfrculo  de  radio  r.  Vease  la  figura.  Exprese  el  drea  A  den- 
tro  del  cfrculo  pero  fuera  del  tridngulo,  como  una  funcidn  de  la  longitud  x  de  un  lado  del  triangulo. 

34.  Una  compafifa  de  camiones  transporta  diversos  artfculos  entre  Chicago  y 
Nueva  York,  que  distan  960  millas.  La  compafifa  cobra,  por  cada  libra,  $0.50  por  milla  para  las 
primeras  100  millas,  $0.40  por  milla  para  las  siguientes  300  millas,  $0.25  por  milla  para  las  siguien- 
tes  400  millas,  y  no  cobra  por  las  restantes  160  millas. 

(a)  Haga  la  grdfica  de  la  relacidn  entre  el  costo  del  transporte  y  el  millaje  en  toda  la  ruta  de  960  millas. 

(b)  Determine  el  costo  como  una  funcidn  del  millaje  para  el  transporte  proporcionado  entre  100  y 
400  millas  desde  Chicago. 

(c)  Determine  el  costo  como  una  funcidn  del  millaje  para  el  transporte  proporcionado  entre  400  y 
800  millas  desde  Chicago. 

35.  Un  auto  econdmico  rentado  en  forma  semanal  cuesta  $95.00  la  semana*.  Los 
dfas  adicionales  cuestan  $24.00  cada  uno  hasta  que  la  tasa  diaria  excede  la  tasa  semanal,  en  cuyo  caso 
se  aplica  esta  ultima.  Detennine  el  costo  C  de  renta  de  un  auto  econdmico  como  una  funcidn  definida 
por  partes,  dependiendo  del  numero  jr  de  dfas  utilizados,  donde  7  <  x  <  14.  Haga  la  grdfica  de  esta  fun¬ 
cidn.  [No/a:  Toda  fraccidn  de  un  dfa  cuenta  como  un  dfa  complete.] 

36.  Resuelva  el  problema  anterior  pero  ahora  para  un  auto  de  lujo  que  cuesta  $219.00  por  semana,  y  los 
dfas  adicionales  cuestan  $45.00  cada  uno. 


“Fuenie:  National  Car  Rental®,  1995. 
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37.  Se  vaci'a  agua  en  un  recipiente  que  tiene  forma  de  cono  circular  recto  con  radio  de 
4  pies  y  allura  de  16  pies  {vcase  la  figura).  Exprese  el  volumen  V  del  agua  en  el  cono 

como  una  funcion  de  la  allura  h  del  agua.  [Nour.  El  volumen  V  de  un  cono  de  radio  r  4 

y  altura  h  es  V  =  {irnh.]  " 

38.  La  siguiente  tabla  tiene  dos  tipos  de  tasa  de  im-  16^  '  ~ 

puesto  para  1994.  Si  x  es  igual  a  la  cantidad  en  la  forma  1040,  h'nea  37  y  y  es  igual  a  /jj 

la  deuda  por  impuesto,  construya  una  funci6n/para  cada  tarifa.  '  , 

TIPOS  DE  TASAS  DE  IMPUESTO  PARA  1994 


TIPO  X:  IITILICE  ESTE  TlPO  SI  ES  SOLTERO 


TIPO  Y-1:  UTILICE  E.STE  TIPO  SI  ES  CASADO 
O  VIUDO  CALIFICADO 


$0 

S22,750 

.  15'/c 

$0 

22,750 

55,100 

$3,412.50  + 

28% 

22,750 

55,100 

115,000 

12,470.50  + 

31 

55,100 

115,000 

250,000 

31,039.50  + 

36% 

115,000 

250,000 

79.639.50  +  39.6% 

250,000 

$0 

$38,000 

.  15% 

$0 

38,000 

91,850 

$5,700.00  + 

28% 

38,000 

91,850 

140,000 

20.778.00  + 

31% 

91,850 

140,000 

250,000 

35,704.50  + 

36% 

140.000 

250,000 

75,304.50  +  39.6% 

250,000 

Repaso  del  capitulo 


Concertos  fundamentales 


Funci6n 

Regia  o  correspondencia  entre  dos  conjuntos  de  niimeros  reales  de  modo  que  a  cada  numerox  del  primer  conjunto,  el  dominio,  le  corres- 
ponde  exactamente  un  numero  y  en  el  segundo  conjunto.  El  rango  es  el  conjunto  de  valores  y  de  la  funci6n  para  los  valores  x  del  dominio. 
X  es  la  variable  independiente  y  y  la  variable  dependiente, 

Una  funci6n/se  puede  definir  de  manera  impli'cita  mediante  una  ecuacidn  que  relacione  x  con  y,  o  de  manera  explfcita  escribiendo 
y  =  fix). 

Una  funcidn  tambidn  se  caracteriza  como  un  conjunto  de  pares  ordenados  (x,y)  o  (x.J(x)),  de  modo  que  dos  pares  distintos  no  tengan 
el  mismo  primer  elemento. 

Notacibn  de  funci6n 

y  =f(x) 

f  es  un  si'mbolo  para  la  regia  que  define  a  la  funcidn. 

X  es  el  argumento,  0  variable  independiente. 
y  es  la  variable  dependiente. 

/(x)  es  el  valor  de  la  funcidn  en  x,  0  la  imagen  de  x 

Domino 

De  no  ser  especificado,  el  dominio  de  una  funcion/ es  el  mdximo  conjunto  de  numeros  reales  para  los  que  la  regia  define  un  numero  real. 

Criterio  de  la  recta  vertical 

Un  conjunto  de  puntos  en  el  piano  es  la  grdfica  de  una  funcidn  si,  y  solo  si,  toda  recta  vertical  corta  a  la  grdfica  en  un  punto,  cuando 
mucho. 

Funcidn  par  / 

f(—x)  =J[x)  para  toda  x  del  dominio  (— x  tambien  debe  estar  en  el  dominio), 

Funcion  impar  / 

/(— x)  =  -fix)  para  toda  x  del  dominio  (— x  tambien  debe  estar  en  el  dominio). 

Funcion  uno  a  uno  / 

Si  X|  i=  X2,  entonces /(xi)  +  fixf)  para  cualquier  eleccidn  de  X|  y  .X2  en  el  dominio. 
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Criterio  de  la  recta  horizontal 

Si  lodus  ias  roctas  horizontales  cortan  la  grafica  de  una  funci6n/a  lo  mds  en  un  punto,  entonces  /es  uno  a  uno. 

Funcion  inversa /“*  de/ 

Doniinio  de /'=  Raneo  de  range  de /"=  dominio  de 

f  '(/(.v))  =  A-  y/(/“'(A))  =  A. 

l.a\  graficas  de/y  son  simetricas  con  respecto  a  la  recta  y  =  a. 


Funciones  importantes 


Funcion  lineal 

Funcion  cilbica 

/( v)  =  nu  +  h 

La  grafica  es  una  linea  recta  con  pen- 
diente  m  y  ordenada  al  origen  b. 

fix)  =  A-^  Vease  la  figura  14. 

Funcion  constante 

/i.vl  =  h 

La  grafica  es  una  recta  horizontal  con  or¬ 
denada  al  origen  b  (vease  )a  figura  1 1 ). 

Funcion  raiz  cuadrada 

f(x)  =  Va  Vease  la  figura  15. 

Funcion  identidad 

fix)  =  A 

La  grdfica  es  una  linea  recta  con  pen- 
diente  1  y  ordenada  al  origen  0  (vease 
la  figura  12). 

Funcion  reciproca 

f(x)  =  1/a  Vease  la  figura  16. 

Funcion  cuadrada 

Funcion  valor  absoluto 

./ill  =  .t’ 

La  grafica  es  una  pardbola  cuya  inter- 
seccion  con  los  ejes  es  (0,0)  (vease  la 
figura  13). 

fix)  =  |a|  Vease  la  figura  17 

Como  hacer  para _ 

Dctenninar  el  dominio  y  el  range  de  una  funcion  a  partir  de  su 
grafica. 

Halhircl  dominio  de  una  funcidn  dada  su  ecuacion, 

Deiermiiiar  si  una  funcidn  es  par  o  impar  sin  hacer  la  grdfica. 

Haccr  la  grafica  de  ciertas  funciones  mediante  corrimientos, 
ciimpiesinnes,  alargamientos  y/o  reflexiones  (vease  la  tabla  9). 


Encontrar  la  composicidn  de  dos  funciones. 

Determinar  la  inversa  de  ciertas  funciones  uno  a  uno  {vease  el 
procedimiento  de  la  pdgina  154). 

Hacer  la  grdfica  de/“’  dada  la  grdfica  de  f. 

Construir  funciones  en  aplicaciones,  incluyendo  funciones 
definidas  por  partes. 


LlENE  LOS  ESPACIOS  en  BLANCO _ 

1.  Si /es  una  funcion  definida  mediante  la  ecuacion  y  =  /(a),  entonces  a  es  la  variable _ y  y  la  variable  . 

2.  Un  conjunto  de  puntos  en  el  piano  xy  es  la  grafica  de  una  funcidn  si,  y  solo  si,  ninguna  recta _ contiene  mas 

de  un  punto  del  conjunto. 

3.  Una  funcion _ / es  aquella  donde /(-a)  =  fix)  para  toda  a  en  el  dominio  de /;  una  funcidn _ / 

es  aquella  donde  f(—x)  =-f(x)  para  toda  a  en  el  dominio  de /. 

4.  La  grdfica  de  una  funcion/es  conocida.  Entonces,  la  grafica  de  y  =  /(a  —  2)  se  puede  obtener  mediante  un  corrimiento 

_ de  la  grafica  de/hacia  la _ una  distancia  de  2  unidades. 

5.  Si  /(a)  =  a  +  1  y  g(A)  =  A^,  entonces _ =  (a  +  1)^. 

6.  Si  toda  recta  horizontal  corta  a  la  grafica  de  una  funcidn / en  no  mas  de  un  punto,  entonces / es  una  funcidn _ 

7.  Si  /“'  denota  la  inversa  de  una  funcion  /  entonces  las  graficas  de/y/""'  son  simetricas  con  respecto  a  la  recta 
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ClERTO  O  FALSO _ 

C  F  1.  Las  rectas  verticales  cortan  a  la  grffica  de  una  funcidn  en  no  mas  de  un  punto, 

C  F  2.  La  interseccidn  del  eje  y  con  la  grdfica  de  la  funcidn  v  =/(x)  cuyo  dominio  consta  de  todos  los  numeros  reales  cs  /(0). 

C  F  3.  Las  funciones  pares  tienen  graficas  que  son  simfitricas  con  respecto  al  origen, 

C  F  4.  La  grafica  de  y  =  f(—x)  es  la  reflexidn  con  respecto  al  eje  y  de  la  grafica  de  y  =  j\x). 

C  F  5.  f(g(x))  =  fix)  ■  g(x) 

C  F  6.  Si /y  g  son  funciones  inversas,  entonces  el  dominio  de/ es  igual  al  dominio  de  g. 

C  F  7.  Si  /y  g  son  funciones  inversas,  entonces  sus  graficas  son  simetricas  con  respecto  a  la  recta  y  =  x. 


Ejercicios  de  repaso _ 

1.  Dado  que/es  una  funcion  lineal, /(4)  =  —5,  y  /(O)  =  3,  escriba  la  ecuacidn  que  la  define. 

2.  Dado  que  g  es  una  funcidn  lineal  con  pendiente  =  -4  y  g(— 2)  =  2,  escriba  la  ecuacidn  que  la  define. 

3.  La  funcidn /  se  define  como 


/(X) 


Ax  +  5 
6x  —  2 


Si /(I)  =  4,  determine /t. 

4.  La  funcidn  g  se  define  como 


Si  g(~  1)^0,  determine  A. 

5.  (a)  Indique  si  las  siguientes  son  graficas  de  funciones. 

(b)  ^Cuales  son  graficas  de  funciones  uno  a  uno? 


y- 

'  yj 

y- 

1 

X 

1  ' 

‘  '  X 

1 

X 

A 


B 


C 


D 


6.  Utilice  la  grSfica  anexa  de  la  funcidn/pai'a  determinar: 

(a)  El  dominio  y  el  rango  de  f 

(b)  Los  intervales  donde/ es  creciente. 

(c)  Los  intervales  donde  / es  constante. 

(d)  Las  intersecciones  de  la  gnifica  con  los  ejes. 


-5,1)  f  (-1,1) 

»  • 

J _ I _ I _ I _ I _ L. 


(4,  0) 

.J _ I _ I _ 1 _ L_ 


-5 


(0,  0)1 


-5h 


5  X 


(3,^-3) 
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En  los  problemas  del  7  al  12,  determine  lo  siguiente  para  cada  funcidn: 
(a)  f(-x)  (b)  -fix)  (c)  fix  +  2)  id)  fix  -  2) 

=  7^  9.  fix)  - 


11.  fix) 


8.  fix)  = - - 

^  x  + 2 


12.  /(X)  ^  ^ 


10.  fix)  =  |.v-  -  4| 


En  los  problemas  del  13  al  18,  determine  si  la  funcion  dada  es  par,  impar  o  de  ninguno  de  estos  tipos,  sin 
trazar  la  grdfica. 


13.  fix)  =  sd  -  4x 


4  +  x“ 

14.  .(-v)  = 


IS.  hix)  =  -y  +  ^  +  1  16.  Fix)  =  \  1  —  x^ 

>r  X 


17.  G(x)  =  \  —  X  +  x^  18.  Hix)  =  1  +  X  +  x^ 


En  los  problemas  del  19  al  30,  determine  el  dominio  de  cada  funcidn. 


19.  fix)  = 

X —  9 


23.  hix)  = 


20.  fix) 


24.  gix)  =  ^ 


21.  fix)  -  V2  -  X 
25.  fix)  = 


X-  +  2x  -  3 


22.  fix)  =  Vx  +  2 
26.  Fix)  =  f 


'2  -  3x  -  4 


27.  Gix) 


29.  fix) 


si  —  1  ^  X  <  1 

1  Ox 

si  0  <x<  4 

28.  Hix)  = 

si  X  >  1 

[x  -  4 

si  4  S  X  <  8 

-  2)  si  X  >  2 

1  ~  X 

si  X  <  1 

si  X  =  2 

30.  gix)  =  ■  3 

si  X  =  1 

si  0  s  X  <  2 

.x+  1 

si  1  <  X  s  3 

En  los  problemas  del  31  al  50: 

(a)  Determine  el  dominio  de  cada  funcidn.  (b)  Localice  las  intersecciones  con  los  ejes. 

(c)  Haga  la  grdfica  de  cada  funcidn.  (d)  Utilizando  la  grdfica  determine  el  rango. 

31.  Fi.x)  =  |xl  -  4  32.  /(X)  =  |x|  +  4  33.  gix)  =  -|x|  34.  gix)  =  -L|x| 

35.  hix)  =  V7  —  1  36.  hix)  =  \/x  —  1  37.  fix)  =  V  1  —  x  38.  fix)  =  —  Vx 

fx^  +  4  si  X  <  0  fll  -  x|  si  0  <  X  <  2 

39.  F(x)=  ,  40.  W(x)=  41.  6(a-)  =  (x-  1)2  +  2 

4  -  x2  SI  X  >  0  X  -  1  SI  X  >  2 


40.  Hix)  = 


I  37.  /(x)  =  V  1  -  X 

I I  -  x|  si  0  <  X  <  2 

,  ■  n  41.  / 

X  -  1  SI  X  >  2 


41.  hix)  =  (x  -  1)2  +  2 


42.  hix)  =  (x  +  2)2  -  3 

r2V^  six>4 

45.  fix)  = 

X  si0<x<4 


48.  g(x)  =  -  2 


43.  g(x)  =  (x  ~  1  )2  +  1 

[*31x1  six<0 

46./(x)=  ; - 

V  1  -  X  SI  0  <  X  <  1 


46.  fix)  = 

49.  hix)  =  H-xl 


44.  gix)  =  (x  +  2)2  - 


47.  gix)  =  -  +1 

X  —  I 


50.  hi.x)  =  -||x[ 


En  los  problemas  del  51  al  56,  la  funcidn  f  es  uno  a  uno.  Determine  la  inversa  de  cada  funcidn  v  verifique 
sit  respuesta.  Encuentre  el  dominio  y  el  rango  de  f  yf~K 


51.  fix)  =  ^ 

^  5x  -  2 

54.  fix)  =  Vx  —  2 


52.  fix) 


55.  fix)  = 


53.  fix)  =  - - 

X  —  1 

56.  fix)  =  x‘22  +  1 


Ancho, 
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En  los  problemas  del  57  al  62,  para  las  funciones  f  y  g  dadas,  determine: 
(a)(fog)(2)  {b)(g-f){-2)  (c)  (/°/)(4)  (fiO(g°S)(-l) 

57.  f(x)  =  3x  -  5;  g(x)  =  1  -  2x-  58.  f(x)  =  4  —  x;  g{x)  =  1  + 


59.  /(x)  =  V  X  +  2;  g{x)  =  2x-  +  1 


61.  fix) 


X-  +  4  ’ 


g(x)  =  3x  -  2 


60.  fix)  =  1  —  3x‘;  g(x)  =  V^~ 
2 


62.  fix)  = 


1+2x2 


^(x)  =  3x 


En  los  problemas  del  63  al  68,  determine  f  °  g,  g°ff°fyg°g  para  cada  par  de  funciones. 


63.  fix)  = 

2  ~  X 

gix)  =  3x  +  1 

64.  fix)  = 

;  six)  = 

2x 

X 

X  —  1 

65.  fix)  = 

3x-  +  X 

+  1;  g(x)  =  |3x| 

66.  fix)  =  V^; 

six)  =  1 

+  x  + 

67.  fix)  = 

X  +  1 

X  -  1  ’ 

g(-r)  =  — 

68.  fix)  =  'Vx-  - 

3;  six) 

=  V3^ 

69.  Para  la  gr^fica  de  la  funcidn 
/  anexa: 

(a)  Trace  la  grdfica  de  y  =  /(— x) 

(b)  Trace  la  grdfica  de  y  =  -fix). 

(c)  Trace  la  grat'ica  de  _y  =  fix  +  2). 

(d)  Trace  la  grdfica  de  y  =  fix)  +  2, 

(e)  Trace  la  grdfica  de  y  =/(2  -  x). 

(f)  Trace  la  grafica  de/“'. 


70.  Repita  el  problema  69  para  la  grafica 
de  la  funcion  g  anexa. 


y- 

3 

III, 

(3.  3) 

• 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

I  I  I  , 

-3 

■(0,  0)  3  > 

(-2.-1)^-^ 

_ 

/ 

/ 

/ 

/ 

(-3,  -3) 

Profundidad 


71.  i.  onv-  isiim  di  tcmpcratitni.  La  temperatura  T  del  aire  es  (en  forma  aproximada) 
una  funcidn  lineal  de  la  altitud  /?,  para  altitudes  de  hasta  10,000  metros  sobre  la  su- 
perficie  de  la  Tierra.  Si  la  temperatura  en  la  superficie  es  de  30"C  y  a  10,000  metros 
es  de  5X1,  determine  la  funcidn  T  =  T{h). 

12.  Vci^n  idud  .  ‘1)1(1  funcidn  del  lientpf  La  velocidad  v  (en  pies  por  segundo)  de  un 
auto  es  una  funcidn  lineal  del  tiempo  t  (en  segundos)  para  10  s  /  <  30.  Si  despuds  de 
cada  segundo,  la  velocidad  del  auto  ha  aumentado  en  5  pies  por  segundo,  y  si  des¬ 
pues  de  20  segundos  es  de  80  pies  por  segundo,  ^.cual  serd  la  velocidad  del  auto  a  los 
30  segundos?  Determine  la  funcidn  v  =  v(t). 

73.  Fortalc:,'  de  una  labln  La  fortaleza  de  una  tabla  rectangular  de  madera  es  propor- 
cional  al  producto  de  su  ancho  y  el  cubo  de  su  profundidad  ivease  la  figura).  Si  hay 
que  cortar  una  tabla  de  un  tronco  que  tiene  forma  cih'ndrica  y  radio  de  3  pies,  exprese 
la  fortaleza  S  de  la  tabla  como  una  funcidn  del  ancho  x.  ^Cudl  es  el  dominio  de  S'! 


PREPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 


Antes  de  iniciar  este  capitulo  revise  los  siguientes  conceptos: 
Como  cornpletar  el  cuadrado  (apendice  A,  p.  821) 

El  discriminante  de  una  ecuacion  cuadratica  (p.  20) 

Las  intersecciones  con  los  ejes  de  una  ecuacion  (p.  59) 
Graficas  de  ciertas  funciones;  (ejempio  5,  p.  58; 

ejempio  6,  p.  60;  ejempio  8,  p.  62) 

Resolucion  de  desigualdades  (seccion  1.4;  pp.  35-43) 
Division  de  polinomios  (apendice  A,  p.  805) 

Numeros  complejos  (seccion  1.5;  pp.  45-52) 


Panorama  El  puente  Golden  Gate 

Ll  Golden  Gate,  iin  puente  colgnnte,  enniarca  la  entrada  a  la  balm  de 
Sun  Fnmcisco.  Sus  toires  de  746  pies  de  altiira  estdn  separadas  par  una 
d6iancm  de  4200  pies.  El  puente  estd  suspendido  de  dos  enormes  cables 
lit'  3  pics  de  didmetro;  el  ancho  de  la  calzada  es  de  90  pies  y  csta  se 
titcuentra  a  220  pies  aproximadamente  sobre  el  nivel  del  agua.  Los  cables 
lit’iiai  forma  piarabolica  y  tocan  a  la  calzada  en  el  centra  del  puente. 
Encueiifrc  la  altura  del  cable  a  una  distancia  de  1000  pies  desde  el  centra 
iel  puente. 

lE/emplo  9  en  la  seccion  3.1]  ■ 


3.1  Funciones  cuadr^ticass 

3.2  Funciones  polinomiales 

3.3  Funciones  racionales 

3.4  Teoremas  del  residuo  y 
del  factor;  divisidn 
sintetica 

3.5  Los  ceros  de  una 
funci6n  polinomial 

3.6  Aproximacidn  a  los  ceros 
reales  de  una  funci6n 
polinomial 

3.7  Polinomios  complejos; 
teorema  fundamental 
del  i^lgebra 
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n  los  capitulos  1  y  2  hicimos  las  graficas 
de  funciones  lineales  f(x)  =  ax  •  b,  a  0; 
la  funcion  cuadratica  f(x)  =  x^;  y  la  funcion 
cubica  f(x)  =  x^.  Cada  una  de  estas  funciones 
pertenece  a  la  clase  de  las  funciones  polinomiales, 
las  que  estudiaremos  un  poco  mas  en  este  capitulo. 
Tambien  estudiaremos  las  funciones  racionaies,  que 


son  cocientes  de  funciones  polinomiales.  En  este 
capitulo  ponemos  especial  enfasis  en  las  graficas 
de  funciones  polinomiales  y  racionaies.  Dicho  enfa¬ 
sis  demostrara  la  importancia  de  la  evaluacion  de 
polinomios  (seccion  3.5  y  3.6).  La  seccion  3.7  trata 
acerca  de  los  polinomios  que  tienen  coeficientes 
que  son  numeros  complejos. 


FunciOnOS  Una  funcion  cuadratica  es  una  funcion  de  la  forma 

cuadraticas 

f(x)  =  ax-  +  bx  +  c  (1) 

donde  a,  by  c  son  numeros  reales  y  o 0.  El  dominio  de  una 
funcion  cuadratica  lo  constituyen  todos  los  numeros  reales. 

Muchas  aplicaciones  requieren  cierto  conocimiento  de  las  funciones  cuadraticas.  Por 
ejemplo,  suponga  que  un  comerciante  determina  que  la  ecuacion  que  relaciona  el 
numero  x  de  calculadoras  vendidas  al  precio  p  por  calculadora  esta  dada  por 

X  =  15,000  -  150p 

Entonces  el  ingreso  R  obtenido  de  la  venta  de  x  calculadoras  al  precio  p  por  calcu¬ 
ladora  es 

R  =  xp 

=  (15,000  -  15f)p)p 
=  -750p^  -h  15,000/7 

La  figura  1  ilustra  la  grafica  de  esta  funcion  de  ingreso,  cuyo  dominio  es 
0  £  /?  ^  20,  ya  que  x  y  p  deben  ser  no  negatives. 

FIGURA  1 

Grafica  de  una  funcion  de  ingreso: 

R  =  -750/7-  -H  15,000/7 
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Otra  situacidn  en  la  que  aparece  una  funcidn  cuadratica  involucra  el 
movimiento  de  un  proyectil.  Con  base  en  la  segunda  ley  de  movimiento  de  New¬ 
ton  (fuerza  es  igual  a  masa  por  acelcracion,  F  =  ma),  puede  demostrarse  que, 
pasando  por  alto  la  resistencia  del  aire,  la  trayectoria  de  un  proyectil  lanzado  hacia 
arriba  con  cierta  inclinacion  respecto  de  la  horizontal,  es  la  grdfica  de  una  funcidn 
cuadratica.  Para  una  ilustracion  vease  la  figura  2. 


FIGURA2 

Trayectoria  de  una  bala  de  cafidn 


Graficacion  de  funciones  cuadraticas 


Ya  sabemos  como  hacer  la  gr^fica  de  funciones  cuadraticas.  Por  ejemplo,  con  base 
en  el  estudio  de  la  seccion  2.3,  podemos  haccr  la  grafica  de  funciones  cuadraticas 
de  la  forma  f{x)  =  ax^,  a  ¥=  0.  La  figura  3  ilustra  las  graficas  de.f{x)  =  ax^  para  a  = 
1,  a  =  3  y  a  =  j,  dibujadas  en  el  mismo  conjunto  de  ejes  de  coordenadas.  Observe 
que  la  eleccidn  de  un  valor  mayor  de  a  en  f(x)  =  ax^  tiene  como  resultado  una  gra¬ 
fica  “mas  estrecha”  o  “mas  angosta”. 


FIGURA  5 

Graficas  de  una  funcidn  cuadrSiica, 
/l.v)  =  a\-  -  bx  +  c,  a  F  0 


Eje  de 
simetria 


El  vertice  es  el 
punto  mas  bajo 


El  vertice  es  el 
punto  mds  alto 


Eje  de 
simetria 


(a)  Abre  hacia  arriba  (b)  Abre  hacia  abajo 


FIGURA  3  FIGURA  4 


f{x)=-3x^ 


Las  graficas  de  f{x)  =  ax^  para  a  <  0  son  s61o  reflexiones  alrededor  del  eje 
X  de  las  graficas  correspondientes  de/(x)  =  \a\x^.  Vease  la  figura  4. 

Las  grdficas  en  las  figuras  3  y  4  son  las  comunes  de  todas  las  funciones 
cuadraticas  y  las  llamamos  parabolas’.  Observe  la  figura  5  donde  estdn  dibujadas 
dos  parabolas,  la  de  la  izquierda  abre  hacia  arriba  y  tiene  un  punto  mas  bajo;  la 
de  la  derecha  abre  hacia  abajo  y  tiene  un  punto  mas  alto.  Los  puntos  mas  bajo  y 
mas  alto  de  una  parabola  se  llaman  vertices.  La  recta  vertical  que  pasa  por  el  v6r- 
tice  en  cada  parabola  en  la  figura  5  se  llama  eje  de  simetria  (por  lo  comun  abre- 
viado  a  eje)  de  la  parabola.  Como  la  parabola  es  simetrica  con  respecto  a  su  eje, 
este  puede  ser  utilizado  para  ayudar  a  la  graficacidn  de  la  parabola. 

Bstudiaremos  las  parabolas  ulilizando  una  definicion  geomelrica  en  la  seccion  9.2. 
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i:  I  i;  Ni  1'  I.  > 


Las  parabolas  mostradas  en  la  figura  5  son  las  graficas  de  una  funcidn  cuadratica 
fix)  =  cix~  +  hx  +  c,  a  i=  0.  Note  que  los  ejes  de  coordenadas  no  estan  incluidos  en 
la  figura.  Dependiendo  de  los  valores  de  a.  bye.  los  ejes  podn'an  ser  colocados  en 
cualquier  parte.  La  informacidn  importante  es  que,  salvo  por  compresidn  o 
alargamiento,  la  forma  de  la  grafica  de  una  funcion  cuadratica  se  vera  como  una  de 
las  parabolas  de  la  figura  5. 

En  el  ejemplo  siguiente  utilizamos  tdcnicas  de  la  seccion  2.3  para  hacer  la 
grdfica  de  una  funcidn  cuadrdtica  de/(x)  =  ax^  +  bx  +  c,  a  #  0.  Para  hacerlo  debe- 
mos  completar  el  cuadrado  (analizado  en  el  apendice  A. 3)  y  escribir  la  funcidn /en 
la  forma /(a')  =  a{x  —  hf  +  k. 

i  i!  n! . .  .u  wr.  it,  ’ani  i!  axih  ihi  i  i : .  ■  i'i‘ i:  •  i  i  •  i  /  :  nut  H!r.  nt  i 


FIGURA  6 


Hacer  la  grafica  de  la  funcion:  f(x)  =  2x^  +  8a  +  5 
Empezamos  completando  el  cuadrado  en  el  lado  derecho: 

fix)  =  2.V-  +  8a  +  5 
=  2(a2  +  4a)  +  5 

=■  2(a-  +  4a  +  4)  +  5  -  8  ;  ■  ■  ■■ 

=  2(a  +  2)2-3  ■■...■■■  "  ■  (2) 

La  grafica  de  /  puede  ser  obtenida  en  tres  etapas,  como  se  muestra  en  la  figura  6. 
Ahora  compare  esta  grafica  con  la  de  la  figura  5(a).  La  grafica  de/(A)  =  2a2  +  8a  + 
5  es  una  pardbola  que  abre  hacia  arriba  y  tiene  su  vbrtice  (purito  mias  bajo)  en  (  —  2. 
—  3).  Su  eje  de  simetn'a  es  la  recta  x  =  —2. 

t  3  -  1  ;  -3  Eje  3  - 

,  .  A=-2  - 


(0, 0)  3  ^ 


(a)  y=2x2 


(b)  y  =  2(x+2)2 


-3h 

Vertice 

(-2,-3) 

(c)  y=2(x-2)2 


+  Hacer  la  grafica  de  fix)  =  2x~  +  8a  +  5  y  utilizar  TRACE  para  lo- 

calizar  su  vertice.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 

El  metodo  utilizado  en  el  ejemplo  1  puede  ser  aplicado  para  hacer  la  grafica 
de  cualquier  funcion /(a)  =  ax^  +  bx  +  c,  a  0,  como  sigue: 

fix)  =  ax^  +  bx  +  c 


+  c  —  a\ 


=  a\x-  +  —A 
\  a 


=  a\  X  + 


=  a\x  + 


4ar  -  b- 
4a 


Seccion  3.1  Funciones  cuadrdticas 


Si  hacemos  h  =  —bHa  y  k  —  (4ac  —b^)l4a,  esta  ultima  ecuacion  puede  ser  reescrita 
en  la  forma 


fix)  =  a(x  -  /i)2  +  k  (3) 

La  grafica  de  /es  la  parabola  _y  =  ax^  recorrida  horizontalmcnte  h  unidades  y  en 
sentido  vertical  k  unidades.  Como  resultado  de  esto,  el  vertice  es  {h,  k)  y  la  grafica 
abre  hacia  arriba  si  o  >  0  y  hacia  abajo  si  a  <  0.  El  eje  de  simetrfa  es  la  recta  ver¬ 
tical  j  =  h. 

For  ejempio,  compare  la  ecuacidn  (3)  con  la  ecuacion  (2)  del  ejemplo  1. 
fix)  =  2ix  +2)2-3 

Concluimos  que  a  =  2,  de  modo  que  la  grdfica  abre  hacia  arriba.  Tambien,  encon- 
tramos  que  h  =  —2yk=  —3,  de  manera  que  su  vertice  esta  en  (  —  2,  —3). 

No  se  necesita  completar  el  cuadrado  para  obtener  el  vertice.  En  casi  todos 
los  casos,  es  mas  facil  obtener  el  vertice  de  una  funcion  cuadratica /recordando  que 
su  coordenada  x  es  h  =  —bHa.  Luego,  la  coordenada  y  puede  encontrarse  evaluan- 
do/en  —b/2a. 

Estos  resultados  se  resumen  a  continuacion: 

Caracteristicas  de  la 
grafica  de  una  funcion 
cuadratica 


Vertice  = 


-b 


2a  2a 


fix)  =  ax^  +  bx  +  c 
-b 


Eje:  la  recta  x  = 


2a 


(4) 


La  parabola  abre  hacia  arriba  si  a  >  0  y  abre  hacia  abajo  si  a  <  0. 


Sin  haci  -  la  grafica,  localizar  el  vertice  y  el  eje  de  la  parabola  definida  por 
fix)  =  -  ^2  +  6x  +  1.  ^Abre  hacia  arriba  o  hacia  abajo? 

)n  Para  es  a  funcion  cuadratica  a  —  —3,  b  =  6  y  c  =  1.  La  coordenada  x  del  vertice 
es 

—b  _  —6  _ 

2a  —6  ' 

Por  lo  tanto,  la  coordenada  y  del  vertice  es 

El  vertice  estd  ubicado  en  el  punto  (1,  4).  El  eje  de  simetna  es  la  recta  x  =  1.  Por 
ultimo,  ya  que  o  =  —  3  <  0,  la  pardbola  abre  hacia  abajo. 

La  informacidn  acumulada  en  el  ejemplo  2,  junto  con  la  localizacidn  de  las 
intersecciones  con  los  ejes,  por  lo  comun  proporciona  lo  necesario  para  hacer  la  gra- 
fica  de/(x)  =  ax^  +  bx  +  c,  a  0.  La  interseccion-y  es  el  valor  de /en  x  =  0,  esto 
es,/(0)  =  c.  Las  intersecciones-x,  si  las  hay,  se  encuentran  resolviendo  la  ecuacidn 

fix)  =  ax^  +  bx  +  c  =  0 
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Esta  ecuaci6n  tiene  dos,  una,  o  ninguna  solucion  real,  dependiendo  de  si  el  dis- 
criminante  —  4ac  es  positivo,  cero  o  negative.  For  tanto,  tiene  sus  correspon- 
diente.s  intersecciones-.r:,  como  sigue: 


Intersecciones-x  de  una 
funcion  cuadratica 


1 .  Si  el  discriminante  b-  —  4ac  >  0,  la  grafica  de  fix)  =  ax-  +  hx  -i-  c  tiene  dos  intersec- 
ciones-x  disiintas  de  modo  que  cruzara  el  eje  x  en  dos  lugares. 

2.  Si  el  discriminante  b-  —  4ac  =  0,  la  grafica  de  /(x)  =  ax-  4-  bx  +  c  tiene  una  intcrsec- 
ci6n-x  y  toca  al  eje  x  con  su  Venice. 

3.  Si  el  di.scriminante  b-  —  4ac  <  0,  la  grafica  de/(x)  =  ax^  4-  bx  +  c  no  tiene  intersec- 
cion-x  asi  que  no  corta  ni  toca  al  eje  x. 


La  figura  7  ilustra  estas  posibilidades  para  parabolas  que  abren  hacia  arriba. 


FIGURA  7 

f(x)  =  ax-  +  bx  4-  c,  a  >  0 


interseccion-x' 


interseccion-x 
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FIGURA  8 

fix)  =  —3x-  +  6x  +  1 
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'■la  '  '■2a 
(a)  fi2-4ac>0 
Dos  intersecciones-x 


(b)  b^-4ac=0 
Una  interseccion-x 


i-t 

'2a  '  ' 2a" 


(c)  fi2-4ac<0 
IMo  hay  intersecciones-x 


3  \ ■ijii  ticii'ii  (It'  iinii  hint  it’ll  i  iititlriilicn  iisciiulo  Vi  rlu'i'.  sii  ifi  v  mi.\ 

illlfixa:  .  i  itiiX 

Usar  la  informacion  del  ejemplo  2  y  las  ubicaciones  de  las  intersecciones  para  hacer 
la  grafica  de  f{x)  =  —  3x^  -t-  6x  -I-  1. 

SuUii  iiiii  En  el  ejemplo  2  encontramos  que  el  vertice  estd  en  (1,  4)  y  que  el  eje  de  simetn'a 
es  X  =  1 .  La  interseccion-y  se  encuentra  haciendo  x  =  0.  For  tanto,  la  interseccion-y 
es /(O)  =  1.  Las  intersecciones-x  se  encuentran  haciendo/(x)  =  0,  lo  cual  tiene  como 
resultado  la  ecuacidn 

-3x2  +  6x  -I-  1  =  0 

El  discriminante  —  4ac'  =  (6)2  —  4(-3)(l)  =  36  -I-  12  =  48  >  0,  de  modo  que 
la  ecuacion  tiene  dos  soluciones  reales  y  la  grafica  dos  intersecciones-x. 

Utilizando  la  formula  cuadratica,  encontramos 


—  b  -b  V7>2  —  4ac 
2a 

-b-  \^2  _  4^^. 
2a 


-6  -f  V48 
-6 

-6  -  \  ^ 
-6 


-6  4-  4V3 
-6 

-6  -4V3 


=  -0.15 


=  2.15 


Las  intersecciones-x  son  aproximadamente  —0.15  y  2.15. 

La  grafica  esta  ilustrada  en  la  figura  8.  Note  como  usamos  la  interseccidn-v, 
y  el  eje  de  simetn'a,  x  =  1,  para  obtener  el  punto  adicional  (2,  1)  de  la  grafica. 

I ,  / I /, -11  Hacer  la  grafica  de/(x)  =  —3x2  _|_  _|_  [  utilice  TRACE  para  lo- 

calizar  las  dos  intersecciones-x  y  el  vdrtice.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  25. 
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Si  la  gr^fica  de  una  funcidn  cuadratica  tiene  una  intersecci6n-x  o  ninguna,  po- 
dr^  ser  necesario  marcar  algunos  puntos  adicionales  para  obtener  la  gr^fica. 

.1  K  M  P  1.  ()  4  Cir.ijlciu  idn  Jv  mm  fiim  iiin  i  imc/niiii  ii  ii\tiiulo  sii  vc'/v/Vr.  v//  <;/V  v  ...  s 

inliTsi-ccioiics 

Hacer  la  grafica  de  f(x)  =  ~  6x  +  9  determinando  si  su  gr^fica  abre  hacia  arriba 

o  hacia  abajo  y  encontrando  su  vertice,  su  eje  de  simetria,  su  interseccidn-}'  y  sus 
intersecciones-x,  si  las  hay. 

Soliicuin  Para  f(x)  =  x^  —  6x  +  9,  tenemos  a  =  \,  b  =  —6,  y  c  =  9.  Como  a  =  1  >  0,  la 
parabola  abre  hacia  arriba.  La  coordenada  .r  del  vertice  es 

^  ^  -(-6)  ^ 

2a  2-1 

La  coordenada  y  del  vertice  es 

/(3)  =  9  -  6  •  3  +  9  =  0 

De  modo  que  el  vertice  estd  en  (3,  0).  El  eje  de  simetria  es  la  recta  x  =  3.  La  in- 
terseccidn-y  es  /(O)  =  9.  Como  el  vdrtice  (3,  0)  esta  en  el  eje  .r,  la  grafica  toca  al 
eje  X  en  la  interseccion-x.  Usando  el  eje  de  simetria  y  la  interseccidn-y  en  (0,  9), 
podemos  localizar  el  punto  (6,  9)  de  la  grdfica.  Vease  la  figura  9.  ■ 

FIGURA  9  Eje 

Ax)=x^-6x  +  9  x=3 


0  (3,0)1  6  X 


I  K  .M  I*  I.  ()  5  (iriith'(h  i-s!i  lit'  mill  imu  ii'in  i  iiniiriilii  ti  M'-'iiri-.  su  i  ji’  \ 

intcrscri-ir'irx 

Hacer  la  grdfica  de  f(x)  =  2x^  +  x  +  1  determinando  si  su  grafica  abre  hacia  arriba 
o  hacia  abajo  y  encontrando  su  vertice,  su  eje  de  simetria,  su  interseccidn-y  y  sus 
intersecciones-x,  si  las  hay. 

.Srtlticuin  Para  /(x)  =  2x^  -f  x  -I-  1,  tenemos  a  =  2,  b  =  ]  y  c  =  1.  Como  a  =  2  >  0,  la 
parabola  abre  hacia  arriba.  La  coordenada  x  del  vertice  es 

-b  _  _J_ 

2a  4 

La  coordenada  y  del  vertice  es 

/(-i)  =  2(|'6)  +  (-|)  +  1  =  i 

Asi,  el  vertice  estd  en  (— {,  El  eje  de  simetria  es  la  recta  x  =  -j.  La  inter- 
seccidn-y  es  /(O)  =  1.  La  interseccidn  (o  intersecciones)-x,  si  las  hay,  cumplen  la 
ecuacidn 


2x2  -t-  X  -b  1  =  0 
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Ya  que  el  discriminante  —  Aac  =1— 8=— 7<0,  esta  ecuacidn  no  tiene  solu- 
ci6n  real,  y  asi  la  grafica  no  tiene  intersecciones-x.  Utilizamos  el  punto  (0,  1)  y 
el  eje  de  simetria  x  =  para  localizar  el  punto  (“y,  1)  de  la  grafica.  Vease  la 
figura  10.  ■ 

FIGURA  10 

/(x)  =  2x2  +  X  +  1 


Resumen 

Existen  dos  manera.s  de  hacer  la  grdfica  de  una  funcidn  cuadrdtica: 

1.  Completar  el  cuadrado  y  aplicar  tecnicas  de  desplazamiento  (ejempio  I). 

2.  Utilizar  los  resultados  dados  en  el  recuadro  (4)  para  encontrar  el  vertice  y  el  eje  de  simetria 
y  para  determinar  si  la  grafica  abre  hacia  arriba  o  hacia  abajo.  Despuds  localizar  la  inter- 
seccion-y  y  las  intersecciones-x,  si  las  hay  (ejemplos  del  2  al  5). 

■  Ahora  re.suelva  el  problema  31. 

Aplicaciones 

Ya  hemos  visto  que  la  grdfica  de  una  funcidn  cuadrdtica/(x)  =  ax-  +  bx  +  c  es  una 
parabola  con  vertice  en  {  —  bl2a,  f{  —  blla)).  Este  vertice  es  el  punto  mds  alto  de  la 
grafica  si  a  <  0  y  el  mas  bajo  si  a  >  0.  Si  el  vertice  es  el  punto  mas  alto  {a  <  0), 
entonces/(“^?/2a)  es  el  valor  m^ximo  de/  Si  el  vertice  es  el  punto  mSs  bajo  (a  > 
0),  entonces/(— 4'/2fl)  es  el  valor  minimo  de/  Estas  ideas  propician  el  desarrollo 
de  muchas  aplicaciones. 


V  J  \  M  I’  I  t)  w  /  ; 

En  una  tienda  donde  se  venden  calculadoras  se  ha  encontrado  que  cuando  las  calcu- 
ladoras  se  venden  en  un  precio  de  p  ddlares  por  unidad,  el  ingreso  R  como  una  fun¬ 
cidn  del  precio  p  es 

R(p)  =  -750/72  +  15^000/7 

/Cual  debe  ser  el  precio  unitario  para  poder  maximizar  el  ingreso?  Si  se  cobra  ese 
precio,  /cudl  sera  el  ingreso  mdximo? 


N.d 


El  ingreso  R  es 

Rip)  =  —750p^  +  15,000/7  =  ap^  +  bp  +  c 

La  funcidn  R  es  una  funcidn  cuadratica  con  a  =  —750,  b  =  15,000,  y  c  =  0.  Ya 
que  a  <  0,  el  vertice  es  el  punto  mas  alto  de  la  pardbola.  Por  lo  tanto,  el  ingreso 
es  mdximo  cuando  el  precio  es 


_  ^  _  -15,000 
^  ^  2a  ~  2(-750) 


-15,000 


$10 


-1500 
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FIGURA  11 

R(p)  =  -750/72  +  i5,o00fi 


E  M  I*  I,  O  7 


El  ingreso  tndximo  R  es 

R{\0)  =  -750(10)2  +  15,000(10)  =  $75,000 
Vease  la  figura  1 1  para  una  ilustracion.  ■ 


Wdii^'  il-'l  ■-’nvir-ii'n:;!  nr  rmw  n! 

Un  proyectil  es  disparado  desde  un  acantilado  a  500  pies  por  encima  del  agua  con 
una  inclinacion  de  45°  respecto  a  la  horizontal,  la  velocidad  del  disparo  es  de  400 
pies  por  segundo.  La  altura  h  por  encima  del  agua  estd  dada  por 


h(x)  = 


-2>2x- 

(400)2 


+  a:  +  500 


donde  x  es  la  distancia  horizontal  del  proyectil  desde  la  base  del  acantilado. 


(a)  Encontrar  la  altura  maxima  del  proyectil. 

(b)  qu6  distancia  desde  la  base  del  acantilado  chocara  el  proyectil  con  el  agua? 


La  figura  12,  de  la  pdgina  184,  ilustra  la  situacidn. 


•Soluciihi  (a)  La  altura  del  proyectil  estd  dada  por  una  funcion  cuadratica: 

—  72r2  —1 

h{x)  =  +  X  +  500  =  +  500 

(400)2  5000 

Estamos  buscando  el  valor  maximo  de  h  y,  puesto  que  este  es  obtenido  en  el  ver- 
tice,  calculamos 


zP.  ^  -1 

2a  ~  2(- 1/5000) 


5000 

2 


=  2500 


La  altura  maxima  del  proyectil  es 

/t(2500)  =  ^^(2500)2  +  2500  +  500  =  -1250  +  2500  +  500  =  1750  pies 
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h(x) 


FIGLIRA12 


(b)  El  proyectil  chocard  con  el  agua  cuando  su  altura  sea  cero.  Para  determinar  la 
distancia  a'  recorrida  necesitamos  resolver  la  ecuacion 


h{x)  = 


-1 

5000’ 


+  A  +  500  —  0 


Usamos  la  fdrmula  cuadrdtica  con 

-  ‘  -  “( 

_  -1  ±  VJa  _  r-458 
^  “  2(- 1/5000)  “  [  5458 

Desechamos  la  solucidn  negativa  y  encontramos  que  el  proyectil  chocara  con  el 
agua  a  una  distancia  de  5458  pies  a  partir  de  la  base  del  acantilado.  ■ 


Exploracion:  Hacer  la  grfifica  de: 


h(x) 


5000 


+  A  +  500 


0  <  A  <  5500 


Utilice  TRACE  para  dibujar  la  trayectoria  del  proyectil;  tomando  nota  de  su  altura  maxima 
y  de  la  distancia  que  hay  desde  la  base  del  acantilado  hasta  el  punto  en  que  choca  con  el 
agua.  Compare  sus  resultados  con  los  obtenidos  en  el  texto,  que  distancia  desde  la  ba.se 
del  acantilado  esta  el  proyectil  cuando  su  altura  es  de:  (i)  1000  pies?  (ii)  ^1500  pies?  (iii) 
l2000  pies?  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  55. 

I  .1  I  W  l»  I  O  V  n . 

Un  crucero  sale  del  puerto  de  Miami  rumbo  al  este  a  una  velocidad  constante  de  5 
nudos  (1  nudo  =  1  milla  nautica  por  bora).  A  las  cinco  de  la  tarde,  el  crucero  se 
encuentra  a  5  millas  nauticas  al  sur  de  un  yate  que  se  mueve  hacia  el  sur  a  una  ve¬ 
locidad  constante  de  10  nudos.  ^En  que  memento  estan  mds  cercanas  las  dos  em- 
barcaciones? 

Empecemos  con  una  ilustracion  que  describa  la  posicion  relativa  de  cada  embar- 
cacion  a  las  5:00  p.m.  Vease  la  figura  13(a).  Luego  de  transcurrido  el  tiempo  i  (en 
boras),  el  crucero  se  ha  movido  5t  millas  nduticas  y  el  yate  se  ha  movido  hacia  el 
sur  10/  millas  nduticas.  La  figura  13(b)  ilustra  la  posicidn  relativa  de  cada 
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FIGURA  13 


(a)  Posicion  a  las  5:00  PM 


(b)  Posicion  en  el  tiempo  t 


5-10/ 


5/ 


(c) 
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embarcacion  despues  de  t  boras.  La  figura  13(c)  muestra  un  triangulo  rectangulo 
trazado  a  partir  de  la  figura  13(b).  For  el  teorema  de  Pitagoras,  el  cuadrado  de  la 
distancia  d  entre  las  embarcaciones  despues  del  tiempo  t  es 

d-  =  (5  -  10/)2  +  (5;)2 
=  125/--  100/  +  25 

Ahora,  la  distancia  d  ser^  minima  cuando  d^  sea  minima.  Ya  que  d^  es  una  funcion 
cuadratica  de  /,  se  deduce  que  d^,  y  de  aqui  d,  es  un  mmimo  cuando 

-b  100  2  , 

'  “  ■  5 

For  lo  tanto,  las  embarcaciones  estan  mas  cercanas  despues  de  §(60)  =  24  minutes, 
esto  es,  a  las  5:24  de  la  tarde.  ■ 

En  un  puente  colgante  los  cables  principales  forman  una  pardbola  ya  que  es 
la  unica  manera  de  lograr  que  el  peso  total  del  puente  se  distribuya  de  modo  uni¬ 
forme.  El  Golden  Gate  de  San  Francisco  es  un  ejemplo  de  un  puente  colgante. 


El  Golden  Gate  enmarca  la  entrada  a  la  bahfa  de  San  Francisco.  Sus  torres  de  746 
pies  de  altura  estan  separadas  por  una  distancia  de  4200  pies.  El  puente  estd  sus- 
pendido  de  dos  enormes  cables  que  miden  3  pies  de  didmetro;  el  ancho  de  la  calzada 
es  de  90  pies  y  dsta  se  encuentra  aproximadamente  a  220  pies  del  nivel  del  agua. 
Los  cables  forman  una  parabola  y  tocan  la  calzada  en  el  centro  del  puente.  Encuenlre 
la  altura  de  los  cables  a  una  distancia  de  1000  pies  del  centro  del  puente. 

Solucion  Empezamos  scleccionando  la  ubicacidn  de  los  ejes  de  coordenadas  de  modo  que  el 
eje  ac  coincida  en  la  calzada  y  el  origen  coincida  en  el  centro  del  puente.  Como  rc- 
sultado  de  esto,  las  torres  gemelas  quedaran  verticales  (altura  746  —  220  =  526 
pies  por  arriba  de  la  calzada)  y  ubicadas  a  2100  pies  del  centro.  Tambidn,  los 
cables  de  forma  parabdlica  se  extenderan  desde  las  torres,  abriendo  hacia  arriba,  y 
tendran  su  vertice  cn  (0,  0).  Como  se  ilustra  en  la  figura  14,  la  manera  en  que  se- 
leccionamos  la  colocacion  de  los  ejes  nos  permite  identificar  la  ecuacidn  de  una 
parabola  como  y  =  ax~,  a  >  0.  Tambien  podemos  ver  que  los  puntos  (—2100,  526) 
y  (2100,  526)  estcin  en  la  grafica. 


(-2100,526) 


"v 


^  I 

2207 


(2100,  526) 

•it 


1000' 


1 


526' 


746' 


FIGURA  14 


2100' 


2100' 
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Con  base  en  estos  dates  podemos  encontrar  el  valor  de  a  sn  y  =  ax-: 

y  =  ax^ 

526  =  a(2 100)2 
526 


(2100)2 


Asi,  la  ecuacion  de  la  parabola  es 


3' 


526 


(2100)2 

La  altura  del  cable  cuando  x  =  1000  es 

526 


y  = 


(1000)2  «  119.3  pies 


(2100)2 

For  tanto,  el  cable  estS  a  119.3  pies  de  altura  a  una  distancia  de  1000  pies  del  cen¬ 
tre  del  puente.  ■ 

W 

Ejercicio  3. 1 

En  los  prohlemas  del  1  al  8  asocie  cada  grdfica  con  una  de  las  siguientes  funciones: 

C.  y  =  —  2x  +  I  D.  y  =  x^  +  2x  +  1 

H.  y  =  x^  +  2x  +  2 


/I.  y  =  x2  -  / 


B.  y  =  —x^  —  I 


E.  V  =  x-  —  2x  +  2  F.  y  =  x^  +  2x 

1.  y. 

3  - 


A 


-1h 


G.  y  -  A  —  2x 

2. 


L 


\  ,/' 


2 


-2 


2  X 
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En  los  problemas  del  9  al  24,  haga  la  grdfica  de  la  fmcion  f  iniciando  con  la  grdfica  de  y  =  y  utilizando 
corrimientos,  compresion,  alargamiento  ylo  reflexion. 


9. 

fix)  = 

1  -> 
—  V' 

4 

10. 

fU)  = 

=  2x- 

11. 

fi.x)  = 

1  "> 
=  — .V- 

4 

-2 

12. 

fix)  = 

Zx- 

-  3 

13. 

fix)  = 

=  -X-  +  2 

4 

14. 

fU)  - 

=  2x- 

+  4 

15. 

fix)  = 

_f 

4' 

v-  +  I 

16. 

fix)  -- 

=  — 

-  2 

17. 

fix)  -- 

=  .Y~ 

4.V  -1-  2 

18. 

fix)  = 

7 

X - 

6x  -  1 

19. 

fix)  = 

=  It-  - 

4x  -H  1 

20. 

fix)  -- 

=  3x2 

-1-  6x 

21. 

fix)  = 

—X- 

-  2x 

22. 

fix)  = 

=  -Xv- 

+  6x  +  2 

23. 

fU)  = 

_  1.2 
"  2’' 

-h  X  -  I 

24. 

fix)  = 

1  2 
3^ 

+  “  V  -  1 

3 

En  los  problemas  del  25  al  38,  haga  la  grdfica  de  cada  funcion  cuadrdiica  determinando  si  su  grdfica  abre 
hacia  arriba  o  hacia  abajo  y  encuenlre  su  vertice,  el  eje  de  simetn'a,  la  interseccion-y,  e  intersecciones-x  si 
las  hay. 


25. 

fix)  = 

x2  -h  2x  -  8 

26. 

fix) 

1 

1 

II 

27. 

fix)  = 

-x2  -  3x  -i-  4 

28. 

fix)  = 

-x2  +  X  -1-  2 

29. 

fix) 

=  x2  +  2x  -H  1 

30. 

fix)  = 

-x2  +  4x  -4 

31. 

II 

7? 

2jd  ~  x  +  2 

32. 

fix) 

=  4x2  -  2x  -F  1 

33. 

fix)  = 

-2x2  +  2x  -3 

34. 

.fix)  = 

-3x2  +  3x  -  2 

35. 

fix) 

=  3x2  +  +  2 

36. 

fix)  = 

Zv2  +  5x  +  3 

37. 

fix)  = 

-4x2  _  +  2 

38. 

fix) 

=  3x2  -  8x  +  2 
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En  los  problemas  del  39  al  44,  determine  si  lafuncion  cuadrdtica  dada  liene  un  valor  maxima  o  mmimo  y 
luego  enciientre  ese  valor. 

39.  fix)  =  2x-  +121-  3  40.  fix)  =  4x^  -  +  3  41.  f(x)  =  +  lOx  -4 

42.  fix)  =  ~2.x-  +  8x  +  3  43.  fix)  =  -3x2  +  I2v  +  I  44_  =  4^2  .4^ 

’45.  En  un  conjunto  de  ejes  coordenados,  haga  la  grafica  de  la  familia  de  pardbolas  /(x)  =  x^  +  2x  +  c  para  c  =  —3, 
c  =  0  y  c  =  1.  Describa  las  caracten'sticas  de  un  miembro  de  esta  familia. 

46.  En  los  mismos  ejes  coordenados,  haga  la  grafica  de  la  familia  de  parabolas  fix)  =  .x-  +  cx  +  I  para  c  =  —4,  c  =  0 
y  c  =  4,  Describa  las  caracten'sticas  generales  de  esta  familia. 

47.  Haga  la  grafica  de  y  =  x^  +  1 .  Despuds  haga  la  grafica  de  y  =  x^  +  x  +  1 ,  seguida  por  y  =  x^  +  2x  +  1 ,  seguida  por 
y  “  .X-  +  3x  +  1.  ^Que  sucede?  ^Advierte  algun  patrdn? 

Haga  la  grafica  de  y  =  .v2  +  X  +  1.  Despues  haga  la  grafica  dey  =  +  x  +  1,  seguida  por  y  =  Sx^  +  x  +  1,  seguida 

por  y  =  4.x‘  +  x  +  1.  f.Qud  sucede?  ^.Advierte  algun  patrdn? 

49.  Maxim:,  iii  iiin  dt  im.  \o  <  Suponga  que  el  fabricante  de  una  secadora  de  ropa  ha  encontrado  que  cuando  el  pre- 
cio  por  unidad  es  p  dblares,  el  ingreso  R  (en  dolares)  es 

R  =  -4p2  +  4000/7 


^Que  precio  unitario  debe  establecerse  para  maximizar  el  ingreso?/,Cual  es  el  ingreso  maximo? 

50.  iii.ximi  ■  ri,'.,.  ih  illy.-  -■v  Una  compafii'a  de  tractores  ha  encontrado  que  el  ingreso  por  sus  ventas  de  traclores 
para  trabajo  pesado  es  una  funcion  del  precio  por  unidad  p.  Si  el  ingreso  R  es 


R  =  -^/72  +  1900/7 


/.cual  es  el  precio  unitario  p  que  debe  cobrarse  para  maximizar  cl  ingreso?  /.Cual  es 
el  ingreso  maximo? 

51.  uini’uli  .  .i/I  p  rimi-lKi  Hji>  /,Cual  es  la  mayor  area  rectangular  que  puede 
rodearse  con  400  pies  de  cerca?  ^Cuales  son  las  dimensiones  del  rectangulo? 

52.  Ri  rtiv  eulos  ’>11  p,  nmelrt!  fiji'  /,Cuales  son  las  dimensiones  de  un  rectangulo  con 
perimetro  fijo  P  que  dardn  como  resultado  el  area  mds  grande? 

53.  litih  ipi"  -  -  liar  4  r-i.Xi.  ■  -m.  a.  Un  granjero  tiene  4000  metros  de  cerca 
y  quiere  bordear  un  terreno  rectangular  que  colinda  con  un  no.  Si  el  no  cerca  el  lado 
que  esta  a  lo  largo  del  n'o,  /.cual  es  la  mayor  area  que  puede  cercar?  iVease  la  figura.) 

54.  <  limn  .iprovr-.  liar  al  maxima  una  ■-  <'<'  a  Un  granjero  tiene  2000  metros  de  cerca 
y  quiere  cercar  un  terreno  circular  que  colinda  con  una  carretera  recta.  Si  no  cerca  el 
lado  que  esta  a  lo  largo  de  la  carretera,  /,cual  es  la  mayor  area  que  puede  abarcar? 

55.  .///.' .i,i/()i'>  •7iii  ///  ■rill  Un  granjero  tiene  10,000  metros  de  cerca 

para  bordear  un  campo  rectangular  y  despu6s  dividirlo  en  dos  terrenos  con  una  cerca 
paralela  a  uno  de  los  lados  ivease  la  figura).  /.Cuiil  es  la  mayor  area  que  puede  ser 
cercada? 


56. 

57. 


'  ■  ■  mdiii  I  II  Un  granjero  tiene  10,000  metros  de  cerca 

para  encerrar  un  campo  rectangular  y  despues  dividirlo  en  ties  terrenos  con  dos  cer- 
cas  paralelas  a  uno  de  los  lados.  ^CuSI  es  la  mayor  area  que  puede  ser  encerrada? 

■  idisis.'  Ill  anil  .  .  pr-  •  v///_  Un  proyectil  es  disparado  desde  un  acan- 

tilado.  El  disparo  se  hace  a  200  pies  por  arriba  del  nivel  del  agua  con  inclinacidn  de 
45°  respecto  de  la  horizontal  y  velocidad  de  50  pies  por  segundo.  La  altura  del  proyec¬ 
til  sobre  el  agua  esta  dada  por 


hix)  = 


-31.x- 

(5^ 


+  X  +  200 


donde  x  es  la  distancia  horizontal  del  proyectil  a  la  base  del  acantilado. 

(a)  Encuentre  la  altura  mSxima  del  proyectil. 

(b)  /,A  que  distancia  de  la  base  del  acantilado  el  proyectil  chocara  con  el  agua? 
Utilice  TRACE  para  dibujar  la  trayectoria  del  proyectil;  tome  nota  de  su  altura 
maxima  y  de  la  distancia  que  hay  desde  la  base  del  acantilado  hasta  donde  choca 
el  proyectil  contra  el  agua.  Compare  sus  resultados  con  los  obtenidos  en  las 
partes  (a)  y  (b).  /^Cuando  es  de  100  pies  sobre  el  agua  la  altura  del  proyectil?, 

que  distancia  estS  del  acantilado? 
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58.  .A7  di  ‘n  ■7/7.  Un  proyectil  es  disparado  con  una  inclinacidn  de  45°  respecto  de  la 

horizontal  y  con  velocidad  de  100  pies  por  segundo.  La  altura  h  del  proyectil  esta  dada  por 


h(x)  = 


-32x^ 

(100)2 


+  X 


donde  x  es  la  distancia  horizontal  del  proyectil  desde  el  punto  de  disparo. 


(a) 

(b) 


Encuentre  la  altura  maxima  que  alcanza  el  proyectil, 

que  distancia  desde  el  punto  de  disparo  chocar^  el  proyectil  contra  el  suelo? 

Utilice  TRACE  para  dibujar  la  trayectoria  del  proyectil;  tomando  nola  de  su  altura  maxima  y  de  la  distancia 
que  hay  desde  el  punto  de  disparo  al  punto  en  donde  choca  contra  el  suelo.  Compare  sus  resultados  con  los 
obtenidos  en  las  partes  (a)  y  (b),  ^Cu^ndo  la  altura  del  proyectil  es  de  50  pies  por  arriba  del  suelo?  ^Que  dis¬ 
tancia  ha  recorrido  horizontalmenle? 


59.  iiui'iiin  Una  aeronave  mantiene  una  velocidad  constante  de  10  nudos  en  direccidn  norte.  A  las  4:00  pm,  el 

radar  de  la  nave  detecta  un  destructor  a  100  millas  nSuticas  directamente  hacia  el  este.  Si  el  destructor  lleva  rumbo 
oeste  a  velocidad  de  20  nudos,  ^cuando  estaran  mas  cerca  las  dos  naves?  (I  nudo  =  I  mil  la  nautica  por  hora.) 


60.  (  inirol  dt  Iniiirit  an,  ■  Un  controlador  de  trafico  aereo  ve  en  su  pantalla  dos  aeronaves  a  la  misma  altitud.  Una, 

un  Piper  Cub,  lleva  rumbo  oeste  a  150  millas  por  hora;  la  otra,  un  jet  Lear,  estd  a  15  millas  directamente  al  norte  del 
Piper  y  lleva  rumbo  sur  a  400  millas  por  hora.  tanto  se  acercaran  las  dos  aeronaves? 


61.  1‘ut‘itii  .  Un  puente  colgante  con  peso  distribuido  uniformemente  a  lo  largo  de  su  longitud  tiene  dos  torres 

gemelas  que  se  alzan  75  metros  sobre  una  carretera  y  estdn  separadas  400  metros.  Los  cables  de  forma  parabdiica 
estdn  suspendidos  de  la  parte  superior  de  cada  torre  y  tocan  la  carretera  en  el  centro  del  puente.  Encuentre  la  altura 
de  los  cables  en  un  punto  a  100  metros  del  centro.  (Suponga  que  el  camino  es  piano.) 

62.  \rqitii,  I  turn  Un  arco  parabdiico  tiene  una  amplitud  de  120  pies  y  una  altura  mdxima  de  25  pies.  Elija  ejes  de  coor- 
denadas  rectangulares  adecuados  y  encuentre  la  ecuacidn  de  la  parabola.  Despues  calcule  la  altura  del  arco  en  los 
puntos  que  estan  a  10,  20  y  40  pies  del  centro. 


63.  L'un.slrucridn  de  cm  iitnnc^.  Un  canaldn  para  captar  agua  de  Iluvia  es  fabricado  con  hojas  de  aluminio  de  12  pul- 
gadas  de  ancho,  doblando  los  lados  90°  hacia  arriba.  profundidad  proporciona  la  mayor  area  de  seccion  trans¬ 
versal  y  con  ello  permite  el  mayor  flujo  de  agua? 


64.  Navegiit  inr  A  las  4:00  pm  un  crucero  deja  el  puerto  de  Miami  con  direccidn  este  a  una  velocidad  constante  de  Ls 
nudos.  Al  mismo  tiempo,  un  bote  de  recreo  ubicado  100  millas  nauticas  al  noreste  del  puerto  de  Miami  se  dirige  di¬ 
rectamente  hacia  el  sur  a  una  velocidad  constante  de  12  nudos.  ^A  qud  hora  estaran  mas  cerca  las  embarcaciones'.’ 
^Que  tan  proximos?  (Exprese  su  respuesta  en  millas  nduticas;  I  nudo  =  I  milla  nautica  por  hora.) 
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65.  i.  ,tht!  u  nnmt<:rul>'  Una  ventana  normanda  tiene  la  forma  de  un  rectdngulo 
Coronado  por  un  semici'rculo  de  difimetro  igual  al  ancho  de!  rectangulo  (veas'e 
la  figura).  Si  el  pen'metro  de  la  ventana  es  de  20  pies,  ^cuales  dimensiones  per- 
mitiran  la  recepcion  de  mds  luz  (maximizar  el  area)?  [Noia:  La  circunferencia 
del  ci'rculo  =  2m';  area  del  ci'rculo  =  donde  r  es  el  radio  del  ci'rculo.] 

66.  '■  Una  pista  y  el  3rea  de  un  campo  de  juego  tienen 

la  forma  de  un  rectflngulo  con  un  semicfrculo  en  cada  extreme  {vease  la  figura). 
El  pen'metro  interior  de  la  pista  sera  de  1 500  metros.  ^CuSles  deben  ser  las  di¬ 
mensiones  del  rectangulo  de  modo  que  su  drea  sea  mdxima? 


67.  -t/iii'  Una  ventana  especial  tiene  la  forma  de  un  rectangulo  Coronado 

por  un  tridngulo  equildtero  (vease  la  figura).  Si  el  pen'metro  de  la  ventana  mide 
1 6  pies,  ^cuales  son  las  dimensiones  que  dejan  entrar  la  mayor  cantidad  de  luz? 
[Noia:  el  area  de  un  triangulo  equildtero  =  (V3/4).r^,  donde  x  es  la  longitud 
de  un  lado  del  tridngulo.  | 

68.  .  ,  7  •(/  .  Un  proyectil  es  disparado  con  in- 

clinacidn  de  45°  respecto  de  la  horizontal  y  velocidad  inicial  de  vq  pies  por  se- 
gundo.  Si  el  punto  de  disparo  es  el  origen,  el  eje  x  la  horizontal  y  el  eje  >■  la 
vertical,  entonces  la  altura  y  (en  pies)  despu^s  de  que  una  distancia  horizontal  x 
ha  sido  recorrida  es  aproximadamente 

-~32r2 

y  = - ; - h  X 

'"O 

(a)  Encuentre  la  altura  maxima  en  terminos  de  la  velocidad  inicial  vq. 

(b)  Si  la  velocidad  inicial  se  duplica,  iqu6  le  pasa  a  la  altura  maxima? 

(c)  Suponiendo  que  el  teireno  es  piano,  ^a  qu6  distancia  del  punto  de  disparo 
caerd  el  proyectil  si  la  velocidad  inicial  es  de  64  pies  por  segundo? 

69.  Un  club  de  vuelos  especiales  cobra  a  sus  miembros  $400.00  anuales.  Por  cada 
miembro  nuevo,  arriba  de  60,  la  tarifa  para  todos  se  reduce  en  $5.00.  ^Cudl  es 
el  nurnero  de  socios  con  el  que  se  obtiene  el  maximo  ingreso? 

70.  Una  agenda  de  renta  de  automoviles  tiene  24  autom6viles  iddnticos.  El  pro- 
pietario  de  la  agenda  determina  que  todos  los  autos  pueden  ser  rentados  a  un 
precio  de  $10.00  diarios.  Sin  embargo,  por  cada  $2.00  de  aumento  en  la  renta, 
uno  de  los  autos  deja  de  rentarse,  ^Cuil  es  el  precio  de  renta  que  maximiza  el 
ingreso? 
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71.  La  grSfica  de  la  funcidn^Jar)  =  aiC-  +  bx  +  c  tiene  vertice  en  x  =  0  y  pasa  por  los  puntos  (0,  2)  y  (1,  8).  Encuenire 
a,  b  y  c. 

72.  La  grdfica  de  la  funci6ny(x)  =  ax^  +  bx  +  c  tiene  vertice  en  x  =  1  y  pasa  por  los  puntos  (0,  1)  y  (-1,  -8).  En- 
cuentre  a,  b  y  c. 

73.  Rciuxu  ics  Una  reaccidn  qui'mica  autocatalizadora  tiene  como  resultado  la  formacion  de  un  compuesto 

que  provoca  que  la  razdn  de  formacidn  aumente.  Si  la  raz6n  de  reaccidn  V  esta  dada  por 

V{x)  =  kx{a  -  x)  0  =£  X  £  a 

donde  k  es  una  constante  positiva,  a  la  cantidad  inicial  del  compuesto  y  x  la  cantidad  variable  del  compuesto,  ^.para 
qud  valor  de  x  la  reaccidn  tiene  una  razdn  maxima? 

74.  Un  rectangulo  tiene  un  vdrtice  sobre  la  recta  y  =  10  —  x,  x  >  0,  otro  en  el  origen,  uno  sobre  el  eje  positive  x  y  uno 
mSs  sobre  el  eje  positive  y.  Encuentre  la  mayor  area  A  que  puede  ser  encerrada  por  este  rectdngulo. 

75.  '  ilo  R<  ;lt  La  figura  muestra  la  grafica  de  yjx)  =  ax-  +  bx  +  c.  Suponga  que  los  puntos 

{-h,  yo),  (0,  yi)  y  (/;,  ya)  estSn  sobre  la  grafica.  Puede  demostrarse  que  el  area  encerrada  por  la  parabola,  el  eje  x  y 
las  rectas  x  =  — /t  y  x  =  /t  es 

h  , 

Area  =  ^  (lah-  +  6c) 

Demostrar  que  e.sta  area  tambien  puede  ser  obtenida  mediante 

h_ 

Area  =  ^  (yo  +  4yi  -f  y2) 


Sea  fix)  —  ax-  +  bx  -f  c,  donde  a.  h  y  c  son  enteros  impares.  Si  x  es  un  entero,  demuestre  que/(x)  debe  ser  un  en- 
tero  impar.  [Nota:  x  es  un  entero  par  o  impar] 

Construya  una  funcion  cuadrStica  que  abra  hacia  abajo  y  tenga  una  sola  intersecci6n-x.  Compirela  con  las  de  stis 
companeros.  ^CuSles  son  sus  semejanzas?  (^Guiles  sus  diferencias? 

78.  La  figura  ilustra  informacion  verdadera  acerca  de  la  matrfcula  en  todas  las  escuelas  publicas  estadounidenses  (tanto 
de  nivel  elemental  como  de  nivel  medio)  para  los  afios  acad^micos  de  1980-1981  a  1988-1989.  Suponga  que  los 
puntos  estan  sobre  los  de  una  parabola  y  que  una  matrfcula  mfnima  de  39  millones  ocurrio  entre  1984-198.3  y 
1985-1986.  Encuentre  una  ecuacion  para  esta  parabola  y,  suponiendo  que  la  tendencia  continua,  utilicela  para  pre- 
decir  la  matrfcula  de  escuelas  publicas  estadounidenses  en  1991-1992.  Investigue  cual  fue  la  matrfcula  real  en  ese 
periodo.  Compare  su  proyeccion  y  escriba  brevemente  sus  impresiones. 


'80/'81  ’81/’82  '82/’83  ’83/’84 ’84/'85  ’85/'86  '86/'87  '87/'88  ’88/’89  ’89/’90  ’90/'91 
Afio  escolar 


76. 
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Una  funcion  polinomial  es  una  funcion  de  la  forma 

fix)  =  a„x''  +  +  .  .  .  +  ai.v  +  uq  (1) 

donde  On-  Qn^i . cfi-  Oo  son  numeros  reales  y  n  es  un  entero 

no  negative.  El  dominio  lo  constituyen  todos  los  numeros  reales. 

A.S1,  una  funci6n  polinomial  es  una  cuya  regia  esta  dada  por  un  polinomio  en 
una  variable  (consulte  la  seccion  1.1).  El  grado  de  una  funcidn  polinomial  es  el 
grado  del  polinomio  en  una  variable. 

:  J  -I  P  L-  O  1  h^  nlilh  ii  -'ll  III! 

Determinar  cuales  de  las  funciones  siguientes  son  polinomiales.  Para  aquellas  que 
lo  scan  encuentre  su  grado;  para  las  que  no  lo  sean  indique  por  qu6  no  lo  son. 

(a)  fix)  =  2  -  S.r'*  (b)  g(x)  =  Vx  (c)  h(x)  =  ^ 

(d)  F(x)  =  0  (e)  G(x)  =  8 

'|nU-.  (a)  /es  una  funcidn  polinomial  de  grado  4. 

(b)  g  no  es  una  funcidn  polinomial.  La  variable  x  estd  elevada  a  la  potencia  \  que 
no  es  un  entero  no  negativo. 

(c)  h  no  es  una  funcidn  polinomial.  Es  el  cociente  de  dos  polinomios  y  el  polinomio 
en  el  denominador  es  de  grado  positivo. 

(d)  F  es  la  funcidn  polinomial  cero;  no  se  le  asigna  grado  alguno. 

(e)  G  es  una  funcidn  constante  diferente  de  cero,  una  funcidn  polinomial  de  grado 
cero. 

Ahora  resuelva  los  problemas  1  y  5. 

Ya  hemos  analizado  en  detalle  funciones  polinomiales  de  grado  0,  1  y  2.  Vease 
la  tabla  1  para  un  resumen  de  las  caracten'sticas  de  las  grdficas  de  estas  funciones 
polinomiales. 


TABLA  1 

GRADO 

FORMA 

NOMBRE 

GRAFICA 

Sin  grado 

fix)  =  0 

Funcion  cero 

El  eje  jr 

0 

fix)  =  (dj,  ao^O 

Funcidn  constanle 

Recta  horizontal  con  intersecci6n-y  en  ao 

I 

fix)  =  a \x  --  oq,  a\  0 

Funcidn  lineal 

Recta  no  vertical,  no  horizontal  con 
pendiente  a\  e  intersecci6n-y  ao 

f{x)  =  +  oq,  02  0  Funci6n  cuadr^tica  Parabola;  la  gr^fica  abre  hacia  arriba  si 

02  >  0;  abre  hacia  abajo  si  02  <  0 


Funciones 

polinomiales 

Funcion  polinomial 


2 
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Funcion  potencia  de 
grado  n 


FIGURA  15 


Funciones  potencia 

Primero,  consideremos  una  clase  especial  de  funcion  polinomial  llamada 
potencia. 

Una  funcion  potencia  de  grado  n  es  de  la  forma 

fix)  =  ax-"  (2) 

donde  o  es  un  numero  real,  a  0,  y  n  >  0  es  un  entero. 

La  grafica  de  una  funcion  potencia  de  grado  1,/(a)  =  ax,  es  una  recta,  con 
pendiente  a,  que  pasa  por  el  origen.  La  grafica  de  una  funcion  potencia  de  grado  2. 
fix)  =  ax^,  es  una  parabola,  con  vertice  en  el  origen,  que  abre  hacia  aiTiba  si 
a  >  0  y  hacia  abajo  si  a  <  0. 

Si  sabemos  como  hacer  la  grafica  de  una  funcion  potencia  de  la  forma  fix)  = 
x",  entonces  una  compresion  o  un  alargamiento  y,  tal  vez,  una  reflexion  con  respecto 
al  eje  x,  nos  permitiran  obtener  la  grafica  de  g(x)  =  ax''.  En  consecuencia,  nos  debe- 
mos  concentrar  en  la  graficacion  de  funciones  potencia  de  la  forma  =  x''. 

Empecemos  con  funciones  potencia  de  grado  par  de  la  forma /(jc)  =  x",  n  ^ 
2y  n  es  par.  El  dominio  de  /es  el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales  y  su  rango 
el  conjunto  de  los  nu.meros  reales  no  negatives.  Esta  funcion  es  par  (i^advierte  por 
que?),  de  aquf  que  su  grafica  sea  simetrica  con  respecto  al  eje  y.  Su  grafica  siem- 
pre  contiene  al  origen  y  a  los  puntos  (—1,  1)  y  (1,  1). 

Si  rt  =  2,  la  grafica  es  la  conocida  parabola  y  =  yf  que  abre  bacia  arriba,  con 
vertice  en  el  origen.  Si  «  s  4,  la  grafica  de  fix)  =  .v",  siendo  n  par,  estara  mas  cer- 
cana  al  eje  z  que  la  parabola  y  =  si  —  1  <  jc  <  1 ,  y  mas  alejada  del  eje  x  que 
la  parabola  y  =  si  <  —  1  o  si  x  >  1.  La  figura  15(a)  ilustra  esta  conclusion.  La 
figura  15(b)  muestra  una  comparacidn  de  las  graficas  de  y  =  y  y  =  x^. 

De  la  figura  15  podemos  apreciar  que  cuando  n  se  incrementa  la  grcifica  de 
/(.x)  =  x",  rt  5:  2  y  par,  tiende  a  ser  plana  cerca  del  origen  y  a  crecer  rapidamente 
conforme  x  se  aleja  del  cero.  Para  n  grande,  puede  parecer  que  cerca  del  origen 
la  grafica  coincide  con  el  eje  x  pero  no  es  asl;  la  grdfica  en  realidad  solo  toca  al 
eje  X  en  el  origen  ivease  la  tabla  2).  Tambien,  para  n  grande,  puede  parecer  que 


r 


r 
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x  <  —  1  o  para  a:  >  1  la  grafica  es  vertical  pero  tampoco  es  asi;  lo  que  sucede  es 
que  aumenta  muy  rapido  en  esos  intervales.  Si  la  grafica  se  amplificara  muchas  ve- 
ces,  estas  distinciones  sen'an  claras. 

TABLA  2 


X  =  0.1 

X  ^  0.3 

X  0.5 

fix)  =  x8 

10  « 

0.0000656 

0.0039063 

fix)  = 

10 

3.487  ■  10-" 

0.000001 

fix)  =  .v-*" 

10 -JO 

1.216  •  10 

9.095  •  10" 

Visualizando  los  conceptos.  Hacer  la  giafica  y  =  .c*,  >■  =  jd*  y  y  =  .v'-  utilizando  una  pantalla  con 
— 2  s  X  2,  0  <  y  <  16.  Luego  hacer  la  grafica  de  cada  una  otra  vez  utilizando  en  la  pan¬ 
talla  0  <  .r  <  1 ,  0  £  y  <  1 .  Vease  la  figura  1 6. 


FIGURA  16 


Ahora  consideremos  las  funciones  potencia  de  grado  impar  de  la  forma  f{x)  = 
x",  n  >  3  e  impar.  El  dominio  y  el  rango  de  /son  el  conjunto  de  los  numeros  reales. 
Esta  funcion  potencia  es  una  funcidn  impar  (^advierte  por  que?),  de  aqui  que  su 
grafica  sea  simdtrica  con  respecto  al  origen.  Su  grafica  siempre  contiene  al  origen 
y  a  los  puntos  (—1,  —  I )  y  (1,  1). 

La  grafica  de  /(x)  =  x”  cuando  /;  =  3  se  ha  mostrado  varias  vcces  y  se  repite 
en  la  figura  17.  Si  n  >  5,  la  grafica  de/(.v)  =  .v",  siendo  n  impar,  esta  mds  cercana 
al  eje  .v  que  la  de  y  =  si  —  1  <  x  <  1  y  mas  alejada  del  eje  x  que  la  de  y  =  x^  si 
X  <  -  1  o  si  X  >  1.  La  figura  17  tambien  ilustra  esta  conclusion. 


FIGURA  17 
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La  figura  18  muestra  una  comparaci6n  de  las  grdficas  de  3'  =  de  y  =  x^. 

FIGLIRA  18 


De  las  figuras  17  y  18,  podemos  ver  que  conforme  aumenta  n  la  grSfica  de 
fix)  =  .v",  3  e  impar,  tiende  a  ser  plana  cerca  del  origen  y  es  muy  vertical 

cuando  x  se  aleja  del  cero. 


Vi$ualizaci6n  del  concepto.  Hucer  la  giafica  de  y  =  x\  v  =  y  y  =  x"  utilizando  en  la  pan- 
talla  — 2  <  X  <  2,  -8  <  y  s  8.  Luego  hacer  la  grafica  de  cada  una  otra  vez  usando  en  la 
pantalla  Osxs  l,0<y<  1,  Vease  la  figura  19, 


FIGURA  19 


Los  metodos  de  desplazamiento,  compresidn,  alargamiento  y  reflexion,  estu- 
diados  en  la  seccidn  2.3,  cuando  se  utilizan  junto  con  los  hechos  que  se  acaban  de 
presentar  nos  permiten  hacer  la  grdfica  de  una  gran  variedad  de  polinomios. 


Hacer  la  grdfica  de:  f(x)  =  1  — 
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SoliiL'iim  La  figura  20  muestra  los  pasos  necesarios.  ■ 


(a)  y=  (b)  y=  -x^  (c)  y=  -x^  +  1=1  -x^ 

K  ,1  K  \1  P  I.  ()  3  l  ir;;:h  ii  II  <!r  ]!>“<  liHh  \  j'i>liii‘i-llitl!t  \  /..  .  .  . 'i.'  ,  . 

Hacer  la  grafica  de:  f{x)  =  j(x  —  O'* 


.Soliicitm  La  figura  21  muestra  los  pasos  necesarios. 


FIGURA  21  ^  L 
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(a)  y=  x^  (b)  y=(x-1)''  (c)  y=  x- 1)-* 


FIGURA  22 
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(a)  Grafica  de  una  funcion  polinomial: 
suave  y  continua. 


y. 

Ciispide 

Esquina  i 
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X 

■  Ahora  resuelva  el  problema  15. 

Graficacion  de  otros  polinomios 

Para  hacer  la  grdfica  de  la  mayorla  de  las  funciones  polinomiales  de  grado  3  o  su¬ 
perior  se  necesitan  tecnicas  que  van  mds  alld  del  objetivo  de  este  libro.  Si  toma  un 
curso  de  cdlculo  aprendera  que  la  grafica  de  toda  funcion  polinomial  es  suave  y 
continua.  Por  suave  queremos  decir  que  la  grdfica  no  tiene  esquinas  o  cuspides; 
continua  significa  que  la  grafica  no  tiene  cortes  ni  vaci'os  y  que  puede  ser  dibujada 
sin  interrupciones.  Veanse  las  figuras  22(a)  y  22(b). 

La  figura  23  muestra  la  grdfica  de  una  funcidn  polinomial  con  cuatro  inter- 
secciones-x.  Observe  que  en  las  intersecciones-x  la  grafica  debe  cruzar  o  tocar  al 
eje  X.  En  consecuencia,  entre  intersecciones-x  consecutivas  la  grafica  esta  por  arri- 
ba  0  por  debajo  del  eje  x.  Pronto  haremos  uso  de  esta  caracten'stica  de  la  grdfica  de 
un  polinomio. 

Si  se  factoriza  completamente  una  funcion  polinomial  /,  es  facil  resolver  la 
ecuacidn  /(x)  =  0  y  localizar  las  intersecciones-.x  de  la  grafica.  Por  ejemplo,  si 
/(x)  —  {x  —  l)^(x  -I-  3),  entonces  las  soluciones  de  la  ecuacidn 

fix)  =  (X  -  l)2(x  +  3)  =  0 


(b)  l\lo  puede  ser  la  grafica  de 
una  funcion  polinomial. 


son  fdciles  de  identificar  como  1  y  —3.  En  general,  si /es  una  funcion  polinomial 
y  r  es  un  numero  real  para  el  cual  /(r)  =  0,  entonces  r  es  llamado  cero  (real)  de /, 
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FIG  LIRA  23 


Cero  de  multiplicidad  m 

I  !  ,  M  I  I  >  4 


L  J  L  \i  P  1.  O  5 

''•'lllLinii 


o  rai'z  de  /.  Por  tanto,  los  ceros  reales  de  una  funcion  polinomial  son  las  interscc- 
ciones-x  de  su  grdfica.  Tambien,  si  x  —r  es  un  factor  de  un  polinomio/,  entonces 
fir)  =  0  y  ast  r  es  un  cero  de  f.  Si  el  mismo  factor  x  —  r  aparece  mas  de  una  vez, 
entonces  r  es  llamado  cero  repetido,  o  multiple,  de  /.  Para  ser  mds  precisos,  tene- 
mos  la  definicion  siguiente 


Si  {x-r)^  es  un  factor  de  un  polinonnio  fyix-  '  no  es  factor 
de  f,  entonces  r  es  llamado  cero  de  multiplicidad  m  de  f. 

!•:  '  >/'  .  ' 

Para  el  polinomio 

fix)  =  5(x  -  2)ix  +  l>)'^{x  -  Y  j 

2  es  un  cero  de  multiplicidad  I 
—  3  es  un  cero  de  multiplicidad  2 

'  es  un  cero  de  multiplicidad  4  ■ 

Suponga  que  es  posible  factorizar  una  funcion  polinomial  y,  como  resullado 
de  ello,  localizar  todas  las  intersecciones  con  el  eje  .v  de  su  grafica  (los  ceros  reales 
de  la  funcion).  Como  se  menciono  antes,  estas  intersecciones-.v  dividen  al  eje  .v  cn 
inter\'alos  abiertos,  y  en  cada  uno  de  tales  intervalos  la  grafica  del  polinomio  estara 
por  arriba  o  por  debajo  del  eje  jc.  Veamos  un  ejemplo. 

(o, ..i  ^  -  i  !  ’  r  >  ^  i  :  It  HU  s- ^ 

Para  el  polinomio: /(jr)  =  x^ix  —2) 

(a)  Encontrar  las  intersecciones-x  y  y  de  la  grafica  de  / 

(b)  Utilizar  las  intersecciones-x  para  determinar  los  intervalos  donde  la  grafica  de 
/esta  por  arriba  del  eje  x  y  los  intervalos  donde  la  grafica  de  /estd  por  debajo 
del  eje  x. 

(c)  Localizar  otros  puntos  de  la  grafica  y  conectarlos  por  medio  de  una  curva  suave, 

(a)  La  intersecci6n-y  es  /(O)  =  0^(0  —  2)  =  0.  Las  intersecciones-x  satisfacen  la 
ecuacidn 


fix)  =  x^fx  -  2)  =  0 
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de  la  cual  obtenemos 

=  0  o  X— 2  =  0 

X  =  0  X  =  2 

Las  intersecciones-x  son  0  y  2. 

(b)  Las  dos  intersecciones-x  dividen  al  eje  x  en  tres  intervaJos; 

-M<x<0  0<x<2  2<x<oo 


Ya  que  la  grafica  de /cruza  (o  toca)  al  eje  x  s6lo  en  x  =  0  y  x  =  2,  se  deduce  que 
la  grafica  de/esta  por  arriba  del  eje  x  \f{x)  >  0]  o  por  debajo  del  eje  x  |/(x)  <  0] 
en  cada  uno  de  estos  tres  intervalos.  Por  tanto,  neccsitamos  resolver  las  siguientes 
dos  desigualdades: 

fix)  =  x-(x  —  2)  >  0  y  fix)  =  x^(x  —  2)  <  0 

Recordando  el  procedimiento  analizado  en  la  seccidn  1.4,  construimos  la  figura 
24(a).  Por  tanto,  la  grafica  de /esta  por  arriba  del  eje  x  para  2  <  x  <  y  por  de¬ 
bajo  del  eje  x  para  — <x<0y0<x<2. 

(c)  Ya  que  utilizamos  numeros  de  prueba,  conocemos  tres  puntos  adicionales  de  la 
grafica;  (-1,  —3),  (1,^1)  y  (3,  9).  La  figura  24(b)  ilustra  estos  puntos,  las  inter- 
secciones  y  una  curva  suave  y  continua  (la  grafica  de/)  que  los  conecta. 


FIGURA  24 


x-2: 

f(x)^x\x-2) 
Grafica  de  f: 
Ntimero  de  prueba 
Valor  de  f: 
Punto  sobre  la  grafica: 


I  I 

-t>=<x<0  I  0<x<2  I  2<x<=“ 

I  I 

- A - i i ^ 

-2  -1  0  2  3  4  ^ 


+  +  +  +  +'+  +  +  + 


+  +  +  +  + 
+  +  +  +  + 


Por  debajo  del  eje  x  Por  debajo 
'  del  eje  x 


1 

-3 

(-1.-3) 


(1,-1) 


+  +  +  +  + 

Por  arriba  del  eje  x 

3 

9 

(3,9) 


(a) 


y> 

4 

9 

4  (3,  9) 

6 

- 

3 

/ 

L  / 

°  J 

CM  — 1 

J 

^  -1 

^  X,,  ^-^2  3  4  X 

/ 

(1,-1) 

(-1,-3)^  -3 

- 

(b) 
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Observe  que  la  grafica  de  /  en  la  figura  24(b)  cruza  el  eje  x  m  x  =  2,  un  cero 
de  multiplicidad  1.  Tambien  note  que  la  grafica  de  /  toca  al  eje  x  en  x  =  0,  un  cero  de 
multiplicidad  2,  ya  que  la  grdfica  estd  por  debajo  del  eje  x  a  ambos  lados  de  (0,  0), 
Esto  sugiere  el  resultado  siguiente: 


Si  r  es  un  cero  de 

1  El  signo  de  fix)  no  cambia  de  un  lado 

La  grdfica  toca  al 

multiplicidad  par 

[  al  otro  de  r. 

eje  X  Qn  r. 

Si  r  es  un  cero  de 
multiplicidad  impar 


El  signo  def(x)  cambia  de  un  lado 
al  otro  de  r. 


La  grafica  cruza  al 
eje  X  en  r. 


_ I 


■  Ahora  resuelva  el  problema  19. 

Observe  otra  vez  la  figura  24(b).  No  podemos  estar  seguros  de  qu6  tan  abajo 
va  realmente  la  grdfica  en  el  intervalo  0  <  x  <  2.  Pero  sabemos  que  en  algdn  punto 
en  el  intervalo  0  <  x  <  2  la  grdfica  de/debe  cambiar  de  direccidn  (de  decreciente 
a  creciente).  Los  puntos  en  los  cuales  una  grafica  cambia  de  direccidn  son  llama- 
dos  puntos  de  retorno.  En  calculo,  tales  puntos  se  denominan  maximos  locales  o 
mmimos  locales,  y  se  dan  tdcnicas  para  localizarlos.  Asi  que  no  le  preguntaremos 
acerca  de  la  locaJizacidn  de  puntos  de  retorno  en  sus  graficas.  En  lugar  de  eso,  usare- 
mos  el  siguiente  resultado  de  cdlculo  que  nos  dice  el  numero  mdximo  de  puntos  de 
retorno  que  la  grafica  de  un  polinomio  puede  tener. 


Tciircm.i 


Si  /es  una  funcidn  polinomial  de  grado  n,  entonces  tiene  cuando  mucho  n  ~  1  pun¬ 
tos  de  retorno.  ■ 


Por  ejemplo,  la  grafica  de  /(x)  =  x^(x  —  2)  mostrada  en  la  figura  24(b),  es  la 
grdfica  de  un  polinomio  de  grado  3  y  tiene  3  —  1=2  puntos  de  retorno:  uno  en 
(0,  0)  y  el  otro  en  algun  punto  del  intervalo  0  <  x  <  2. 


Exploracion:  Un  dispositive  de  graficacidn  puede  ser  utilizado  para  localizar  los  puntos  de 
retorno  de  una  grdfica.  Hacer  la  grafica  de  y  =  x\x  ~  2).  Utilizar  TRACE  para  aproximar  la 
localizacidn  del  punto  de  retorno  en  el  intervalo  0  <  x  <  2.  Vease  la  figura  25. 


FIGURA  25 


Una  ultima  observacidn  acerca  de  la  figura  24(b):  observe  que  la  grdfica  de 
fix)  =  x^(x  —  2)  se  parece  un  poco  a  la  de  y  =  x^.  En  efecto,  para  valores  grandes 
de  X,  ya  sean  positives  o  negatives,  hay  poca  diferencia.  Para  que  usted  los  vea,  uti- 
lice  su  calculadora  para  comparar  los  valores  de  fix)  =  x^(x  -  2)  y  y  =  x^  para 
X  =  -100,000  y  X  =  100,000. 
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Resumen:  Grafica 
de  una  funcion  polinomial 
f(x)  =  OnX'^  +  On-lX""''  + 

■  •  ■  +  OiX  +  Oq, 
On  ^  0 


L  J  I,  M  l»  I.  ()  6 


SuliKidn 


Para  valores  grandes  de  x,  ya  scan  positives  o  negativos,  la  grdfica  del  polinomio 
f{x)  =  flnX"  +  +  ■  ■  ■  +  QiX  +  flo 

se  parece  a  la  grafica  de  la  funcidn  potencia 

3'  =  a, pc"  ■ 

El  siguiente  recuadro  resume  algunas  caracteristicas  de  la  grafica  de  una  fun¬ 
cion  polinomial. 


Grade  del  polinomio  /:  n 
Niimero  maximo  de  puntos  de  retorno:  n  -  1 
En  un  cero  de  multiplicidad  par:  la  grdfica  de/toca  al  eje  x 
En  un  cero  de  multiplicidad  impar:  la  grdfica  de  /cruza  al  eje  x 
Entre  ceros  consecutivos,  la  grafica  de  /esta  por  arriba  o  por  debajo  del  eje  x. 
Para  valores  grandes  de  x,  la  grafica  de/se  comporta 
como  la  grafica  de  y  =  a„x". 


AlKilisiy  (/<  Ul  lliicl  luililU'ii  ll 

Para  el  polinomio: /(x)  =  x^  +  x“  —  12x 

(a)  Encontrar  las  intersecciones-x  y  las  intersecciones-jj  de  la  grdfica  de/. 

(b)  Determinar  si  la  grdfica  cruza  o  toca  al  eje  x  en  cada  una  de  sus  intersecciones. 

(c)  Encontrar  la  funcion  potencia  a  la  que  la  grafica  de  /  se  parece  para  valores 
grandes  de  x. 

(d)  Determine  el  niimero  maximo  de  puntos  de  retorno  en  la  grafica  de /. 

(e)  Utilice  las  intersecciones-x  y  niimeros  de  prueba  para  encontrar  los  intervalos 
donde  la  grafica  de/estd  por  arriba  del  eje  x  y  los  intei-valos  donde  la  grdfica 
esta  por  debajo  del  eje  x. 

(f)  Poner  toda  la  informacion  junta  y  conectar  los  puntos  por  medio  de  una  curva 
suave  y  continua  para  obtener  la  grafica  de/ 

(a)  La  interseccion-y  es/(0)  =  0.  Para  determinar  las  intersecciones-x,  si  las  hay, 
factorizamos  /■ 

/(x)  =  x^  -I-  x‘  —  I2x  =  x(x^  -I-  X  —  12)  =  x(x  -f  4)(x  —  3) 

Resolviendo  la  ecuacion  /(x)  =  x(x  -I-  4)(x  —  3)  =  0,  encontramos  que  las  in¬ 
tersecciones-x,  o  ceros  de/  son  —4,  0,  y  3. 

(b)  Ya  que  cada  cero  de /es  de  multiplicidad  1,  la  grdfica  de /cruza  al  eje  x  en  cada 
interseccion-x. 

(c)  La  grafica  de/se  parece  a  la  de  la  funcion  potencia  y  =  x^  para  valores  grandes 
de  X. 

(d)  La  grafica  de  /tendra  como  maximo  dos  puntos  de  retorno. 

(e)  Las  tres  intersecciones-x  lo  dividen  en  cuatro  intervalos: 

-^<x<-4  -4<x<0  0<x<3  3<x<“ 

Para  determinar  el  signo  de  /(x)  en  cada  intervalo,  seleccionamos  niimeros  de 
prueba  y  construimos  la  figura  26(a). 

(f)  La  grafica  de/ estd  dada  en  la  figura  26(b). 
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FIGURA  26 

fix)  =  x^  +  X-  -  \2x 


Valor  de  f: 
Grafica  de  f: 
Punto  sobre  la  grafica 


-x<x<-4i  -4<x<0  I  0<x<3  I  3<x<=: 


-5  -4 

-3  -1 

0  T  2  3 

j  X 

-5  ' 

-40  1 

20 

1  1 

1  -10  1 

32 

Pordebajo  i 

Por  arriba 

1  Pordebajo  i 

Por  arriba 

del  eje  x  ' 

del  eje  x 

'  del  eje  X  ' 

del  eje  x 

(-5,  -40)  1 

(-2,  20) 

!  (1,-10)  I 

(4,  32) 

(a) 


(-2,  20) 


y.. 

40  ■ 
30  ■ 
20 


Se  parece  ay  =  x 

4 

(4,  32)  i 


(0.0)  (3,0)/ 

J - i - L 


Se  parece  a  y  = 


(b) 


ViTiJlcucithi  Hacer  la  grafica  de  y  =  xP  +  —  I2x.  Compararla  con  la  que  apai'ece 

en  la  figura  26.  Utilizar  TRACE  para  localizar  los  dos  puntos  de  retorno.  I 


E  J  K  .VI  P  L  O  7  Andli.six  de  hi  f^rdfu  ii  de  unit  fiuu  inn  pnlinniniid 

Seguir  las  instrucciones  del  ejemplo  6  para  el  polinomio  siguiente: 

fix)  =  x\x  -  4)(x  +  1) 

.‘siilucion  (a)  La  interseccion-y  es  /(O)  =  0.  Las  intersecciones-x  satisfacen  la  ecuacidn 

fix)  =  x-(x  -  4)(x  +  1)  =  0 

De  modo  que 

X-  =  0  0  X  “  4  =  0  0  X  +  1  =  0 

x=0  x=4  x=-l 

Las  intersecciones-x  son  —  1,  0  y  4. 

(b)  La  interseccion  0  es  un  cero  de  multiplicidad  2,  de  modo  que  la  grafica  de/to- 
cara  al  eje  x  en  0;  4  y  —  1  son  ceros  de  multiplicidad  1,  de  modo  que  la  grafica 
de  /cruzara  al  eje  x  en  4  y  —  1. 

(c)  La  grafica  de  /  se  parece  a  la  funcion  potencia  y  =  x'*  para  valores  grandes 
de  X. 


Seccion  3.2  Funciones  polinomiales  ?03 


(d)  La  grafica  de  /tendra  cuando  mucho  tres  puntos  de  retomo. 

(e)  Las  tres  intersecciones-.r  dividen  al  eje  x  en  cuatro  intervales: 

-so<jc<-l  -l<j[;<0  0<jr<4  4<jr<oc 

Para  determinar  el  signo  dey(A:)  en  cada  intervale,  seleccienames  numeros  de 
prueba  y  construimes  la  figura  27(a). 

(f)  La  grafica  de/esta  dada  en  la  figura  27(b) 


FIGURA  27 

/(.V)  =  ,v2(.v  -  4)(a-  +  I) 


Valor  de  f\ 
Grafica  de  f: 

Punto  sobre  la  grafica: 


-1  <  x<  0 

-x<x<-1  i-< — ^ — i-i  0<x<4  I  4<x<^ 

I  I  I 


-101  34 


24 

Porarriba 
del  eje  x 

(-2,  24) 


|Por  abajq 
I  del  eje  xi 


-24 

Por  abajo 
del  eje  x 

(2,  -24) 


150 

Por  arriba 
del  eje  x 

(5, 150) 


(b) 


Hacer  la  grdfica  dt  y  =  (x  —  4)(x  +  )).  Compararla  con  la  que 
aparece  en  la  figura  27.  Utilizar  TRACE  para  localizar  los  dos  puntos  de  retorno 
ademas  del  (0,  0). 


■  Ahora  resuelva  el  problema  37. 

1'  I  <. 

Hacer  la  grafica: /(x)  =  ttx^  — \/7x^  +  5x  —  1 
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Empecemos  haciendo  las  observaciones  siguientes: 

1.  La  interseccion-y  es/(0)  =  —1 

2.  La  grffica  se  comportara  como  y  =  para  valores  grandes  de  x. 

3.  La  grdfica  no  tendra  mds  de  cuatro  intersecciones-x  ni  mas  de  tres  pantos  de  retomo. 

Estas  observaciones  nos  ayudan  para  establecer  la  pantalla  en  nuestro  primer  intento 
de  dibujar  la  grdfica  completa.  Vease  la  figura  28(a).  La  figura  28(b)  muestra  la 
grafica  completa. 

FIGURA  28 


Utilizando  TRACE,  encontramos  que  las  intersecciones-x,  redondeadas  a  dos 
decimales,  son  —  1.01  y  0.20.  (Consulte  el  apdndice  B,  seccidn  B.5,Aproximacione!i.) 
El  unico  punto  de  retorno  se  encuentra  en  (  —  0.57,  —3.02),  redondeado  a  dos 
decimales. 


Resumen 

Para  bosquejar  la  grafica  de  una  funcion  polinomial  y  =  /(x),  se  deben  seguir  los 
siguientes: 

,  I  '  f  (a)  Encontrar  las  intersecciones-x,  si  las  hay,  resolviendo  la  ecuacidn /(x)  =  0. 

Pasos  para  hacer  la  grafica  Encontrar  las  intersecciones-y  haciendo  x  =  0  y  calculando  el  valor  de /(O). 

d©  un  polinomio  Determinar  si  la  grdfica  de/cruza  o  toca  al  eje  x  en  cada  intersecci6n-x. 

Encontrar  la  funcion  potencia  a  la  que  la  grafica  de / se  parece  para  valores  grandes 
de  X. 

Determinar  el  numero  mdximo  de  puntos  de  retomo  en  la  grafica  de  f. 

Ulilizar  las  intersecciones-x  y  numeros  de  prueba  para  encontrar  los  intervalos 
donde  la  grdfica  de  /  estS  por  arriba  del  eje  x  y  los  intervalos  donde  la  grafica 
estd  por  debajo  del  eje  x. 

Trazar  los  puntos  obtenidos  en  los  pasos  1  y  5,  y  utilizar  la  informacidn  restante 
para  conectarlos  mediante  una  curva  suave  y  continua. 


Ejercicio  3.2 

En  los  problemas  del  I  al  10  determine  cudles  funciones  son  polinomiales.  Para  las  que  lo  sean  indique  el 
grado  y  para  las  que  no,  diga  por  que  no  lo  son. 


1. 

/(x)  =  4x  -f 

2. 

/(X)  = 

5x^  -f  4x'* 

3. 

1  -X- 

g(x)  =  — 

4. 

h(x)  =  3  -  ~x 

5. 

/(X)  = 

1-1 

X 

6. 

II 

1 

7. 

g(x)  —  —  X-  -f  2 

8. 

h(x)  = 

Vx(Vx  -  1) 

9. 

F(x)  =  Sx'*  -  TT-x^  +  1 

X-  —  S 

10.  Fix)  =  — — 
r 
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En  lo.i'  problemas  del  II  al  18  utilice  la  grdfica  de  y  =  x  "*  para  hacer  la  grdfica  de  cada  funcidn. 


11.  /(x)  =  (.v+  1)'^ 
14.  fix)  =  -x-* 


17.  /(.V)  =  --(x-2)^ -1 


12.  fix)  =x^  +  2 
15.  fix)  =  2ix  +  l)‘' +  ] 
18.  fix)  ==  1  -  2(x  +  O'* 


13.  fix)  =  YX”* 

16.  fix)  =  3  -  (X  +  2)" 


En  los  problemas  del  19  al  28,  para  cada  funcidn  polinomial  enliste  cada  cero  real  y  sii  multiplicidad. 
Determine  si  la  grdfica  cniza  o  tnca  al  eje  x  en  cada  interseccidn-x. 

19.  fix)  =  3(x  -  7)(x  +  3)2  20.  fix)  =  4(x  +  4)(x  +  3)^ 

21.  fix)  =  4(x2  +  l)(x  -2)2  22.  fix)  =  2(x  -  3)(x  +  4)2 

23.  /(X)  =  -2(x+  yjV +  4)2  24.  fix)  ^  [.x  -  jjix  -  \)^ 

25.  /'(x)  =  (x  -  .5)2(x  +  4)2  26.  /(x)  =  (X  +  V3)2(x  -  2)‘2 

27.  fix)  =  3(x2  +  8)(x2  +  9)2  28.  fix)  =  -2{x-  +  3)2 


En  los  problemas  del  29  al  50,  para  cada  funcidn  polinomial  f: 

ia)  Encuentre  las  intersecciones-x  y  las  intersecciones-y  de  f. 

ib)  Determine  si  la  grdfica  de  f  cruza  o  toca  el  eje  x  en  cada  interseccidn-x. 

ic)  Encuentre  la  funcidn  potencia  a  la  que  la  grdfica  de  f  se  parece  para  valores  grandes  de  x. 

id)  Determine  el  numero  mdximo  de  puntos  de  retorno  en  la  grdfica  de  f. 

ie)  Utilice  las  intersecciones-x  y  numeros  de  prueba  para  encontrar  los  intervalos  donde  la  grdfica  de  f  estd 
por  arriba  del  eje  x  y  donde  estd  por  debajo  del  eje  x. 

if  Trace  los  puntos  obtenidos  en  las  partes  (a)  y  ie),  y  utilice  la  informacidn  restante  para  conectarlos  por 
medio  de  una  curva  suave  y  continua. 

29.  /(x)  =  (x-l)2  30.  /(x)  =  (x-  2)2 

31.  fix)  =  x2(x  —  3)  32.  fix)  =  x(x  +  2)2 

33.  /(x)  =  6x2(x  +  4)  34.  /(x)  =  5x(x  -  1)2 


35.  fix)  =  — 4x2(x  +  2)  36.  fix)  =  -  —.x^ix  +  4) 

37.  /(x)  =  x(x  —  2)(x  +  4)  38.  fix)  =  x(x  +  4)(x  -  3) 

39.  /(x)  =  4x  -  x2  40.  fix)  =  X  -x2 

41.  fix)  =  xfx  -  2)ix  +  2)  42.  /(x)  =  x2(x  -  3)(x  +  4) 

43.  fix)  =  xfx  -  2)2  44.  /(x)  =  x\x  -  3) 

45.  fi.x)  =  xfix  -  3){x  +1)  46.  fix)  =  x-ix  -  3)(x  -  1) 

47.  fix)  =  x(x  +  2)(x  -  4)(x  -  6)  48.  fix)  =  x(x  -  2)(x  +  2)(x  +  4) 

49.  fix)  =  xfx  -  2)ix-  +  3)  50.  fi.x)  =  x2(x2  +  l)(x  +  4) 

51.  Consulte  la  ilustraci6n.  ^Cuales  de  las  siguientes  funciones  polinomiales  podrla  tener  esta  grdfica?  (Puede  ser  posi- 
ble  mas  de  una  respuesta.)  y. 

(a)  y  =  -4x(x  -  1  )(x  -  2) 

(b)  y  =  x2(x  -  l)2(x-  2) 

(c)  y  =  3x(x  -  1  )(x  -  2)  ^ ^  ^ 

(d)  y  =  x(x  -  l)2(x  -  2)2  Jo  1  2 

(e)  y  =  x2(x-  l)(x-2) 

(f)  y  =  -x(l  -x)(x-  2) 
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52.  Consulte  la  ilustracion.  ^Cudies  de  las  siguientes  funciones  polinomiales  podria  tener  esta  grafica?  (Puede  ser  posi- 
ble  mds  de  una  respuesta.) 


(a)  y  =  2f(x  -  l)(x  -  2)- 

y. 

(b)  y  =  x*(x  -  1  )(x  -  2) 

\ 

\ 

\ 

\ 

0 

(c)  y  =  .r’fx  -  \)Hx  -  2) 

(d)  y  =  x'rix  -  l)2(x  -2)2 

\ 

i.--' 

(e)  y  =  5x(x  -  l)2(x  -  2) 

(f)  y  =  -Zv(x  -  1)2(2  -  X) 

0 

/ 1 ' 

,  /  2 

53. 


Consulte  la  ilustracidn.  ^.Cudles  de  las  siguientes  funciones  polinomiales  podria  tener  esta  grdfica?  (Puede  ser  posi- 
ble  mds  de  una  respuesta.) 


(a)  >>  =  -  l)(.v  -2) 

(b)  .V  =  +  l  )(.v  -2) 

(c)  y  =  (x^-  1)^1 

(d)  y=  -])2(x-2) 

(e)  _y  =  (x'^  +  yj(x-  -  1)(2  -  x) 


y 

2 

\  1 


-2  -1  \ 
-1 
-2 


/I 


(f)  y  =  -(A  -  1)(A  -  2)(a  +  I) 

54.  Consulte  la  ilustracidn.  ^Cudles  de  las  siguientes  funciones  polinomiales  podria  tener  esta  grafica?  (Fdjede  ser  posi- 
ble  mas  de  una  respuesta.) 


(a)  y=  -~(x^-  1)(x-2)(a+  1) 

(b)  y=  -j(x^  +l)(x-2)(x+  1) 

(c)  y  =  -j(x+  l)Hx-  1)(a-2) 

(d)  y  =  (A-  l)2(.v+  ')(l 

(e)  y=  -(A  -  iy-(x-2)(x+  I) 

(f)  y  =  -(a2  +  |j(A  -  l)2(x  +  l)(x  -  2) 


y- 

2 

- 

1, 

I  X' 

7^  f  \  \  , 

- w  •. - - ►- 

1  2y  X 

-2 

- 

En  los  problemas  del  55  al  60  haga  la  grafica  de  coda  funcion  polinomial.  Aproxime  las  intersecciones-x,  si 
las  hay,  y  redondee  los  puntos  de  retorno  a  dos  decimales. 


y 


TTx’  +  \f2x-  —  X  —  2 


y  =  —  Zx^  +  -;7X‘  +  \/3x  +  1 
V  =  Zy”*  —  TTX^  +  a/Sx  —  4 


61. 


y  =  -  1 .2x^  +  0.5x-  -  V3x  +  2 
y  =  -Zx-"^  -  \'2x-  -  X  -  V2 
y  =  Trf  +  TTxf^  +  \/3x  +  I 

^La  grafica  de  un  polinomio,  puede  no  tener  intersecci6n-y?  Explique  su  respuesta. 

Escriba  un  pdrrafo  breve  que  proporcione  una  estrategia  general  para  hacer  la  grdfica  de  una  funcidn  polinomial. 
Asegurese  de  mencionar  lo  siguiente:  grado,  intersecciones  con  los  ejes  y  puntos  de  retorno. 
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Constmya  un  polinomio  que  tenga  las  caracten'sticas  siguientes:  que  cruce  el  eje  x  en  —  1  y  4,  toque  al  eje  .v  en  0  y 
2  y  este  por  arriba  del  eje  x  entre  0  y  2.  D6  su  polinomio  a  un  compafiero  de  clase  y  pfdale  que  le  haga  una  critica. 

Construya  dos  polinomios,  que  no  sean  del  mismo  grado,  con  las  caracten'sticas  siguientes:  que  crucen  el  eje  en 
—2,  toquen  al  eje  x  en  1  y  esten  por  arriba  del  eje  x  entre  —2  y  I.  De  sus  polinomios  a  un  compafiero  de  clase  y 
pi'dale  que  le  haga  una  cn'tica. 


f)5.  La  grafica  de  una  funcidn  polinomial  siempre  es  suave  y  continua.  Mencione  una  funcidn  estudiada  antes  que  sea 
suave  pero  no  continua,  y  una  funcidn  que  sea  continua  pero  no  suave. 

66.  ^Cu^les  de  los  siguientes  enunciados  son  verdaderos  con  respecto  a  la  grafica  del  polinomial /(x)  =  XT’  +  bx-  +  cx  + 
dl  (De  una  raz6n  para  sus  conclusiones.) 


(a)  Coria  al  eje  y  solamenie  en  un  punto. 

(b)  Corta  al  eje  x  en  un  maximo  de  tres  puntos. 

(c)  Corta  al  eje  x  al  menos  una  vez, 

(d)  Para  valores  grandes  de  x,  se  comporta  como  la  grafica  de  y  =  x^. 

(e)  Es  simetrica  con  respecto  al  origen, 

(f)  Contiene  al  origen. 


V 

Funciones 

racionales 


Los  cocientes  de  numeros  enteros  son  llamados  niiineros  racionales.  De  manera  se- 
mejante,  cocientes  de  funciones  polinomiales  son  llamados  funciones  racionales. 


Funciones  racionales  Una  funcion  racional  es  una  funcion  de  la  forma 


donde  p  y  q  son  funciones  polinomiales  y  q  no  es  el  polinomio 
cero.  El  dominio  de  una  funcion  racional  estd  constituido  por 
todos  los  numeros  reales  excepto  aquellos  donde  el 
denominado  q  sea  cero. 


K  J  K  M  P  I.  () 


/  y  ,  mil!!!,  ii  ■  '  •'  •■■•inii-  ''!-  r.:  /I'Ui  .  ,// 


(a)  El  dominio  de  R{x)  = 


2x^  -  4 
X  +  5 


consiste  de  todos  los  numeros  reales  x  excepto 
-5. 


(b)  El  dominio  de  R{x) 

(c)  El  dominio  de  R{x) 


—  consiste  de  todos  los  numeros  reales  x  excepto 
-2y2. 


— - consiste  de  todos  los  numeros  reales. 

x2  +  1 


(d)  El  dominio  de  R{x)  =  - - -  consiste  de  todos  los  numeros  reales  x 

excepto  1. 

(e)  El  dominio  de  R(x)  = 


X  -  1 


consiste  de  todos  los  ntjmeros  reales  x 
excepto  1.  ■ 
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Es  importante  observar  que  las  funciones 

—  1 

^  ^ y  /w  =  X  +  I 

no  son  iguales,  ya  que  el  dominio  de  R  es  {x\x  +  1 )  y  el  dominio  de  /  son  lo- 
dos  los  numeros  reales, 

Ahora  resuelva  el  problema  3. 

Si  R{x)  =  p{x)lq(x)  es  una  funcion  racional  y  p  y  g  no  ticncn  factores  comuncs. 
entonces  se  dice  que  la  funcion  racional  R  esta  en  su  minima  expresion.  Se  con- 
siderara  a  lo  largo  de  esta  seccion  que  todas  las  funciones  racionales  estan  en  su 
minima  expresion. 

Para  una  funcidn  racional  R{x)  =  p(x)lq{x)  que  este  en  su  minima  expresion, 
los  ceros,  si  los  hay,  del  numerador  son  las  intersecciones-x  de  la  grdfica  de  R  y  asi 
jugaran  un  papel  importante  en  la  graficacion  de  R.  Los  ceros  del  denominador  de 
R  [esto  es,  los  numeros  x,  si  los  hay,  para  los  cuales  q(x)  =  0],  aunque  no  estdn  cn 
el  dominio  de  R,  tambien  juegan  un  papel  importante  en  su  grdfica.  En  breve  anali- 
zaremos  ese  papel, 

Ya  hemos  estudiado  las  caracteristicas  de  la  funcion  racional /(.v)  =  l/.r.  (Re¬ 
vise  el  ejemplo  8,  pagina  62.)  La  siguiente  funcion  racional  que  nos  ocupa  es 
H(x)  =  i/x^. 


Hacer  la  grSfica:  f/(x) 


El  dominio  de  H(x)  =  Hx^  consiste  de  todos  los  numeros  reales  x  excepto  el  cero. 
Por  tanto,  la  grafica  no  tiene  interscccion-v,  ya  que  x  nunca  puede  ser  igual  a  cero. 
La  grafica  no  tiene  interscccion-a'.  ya  que  la  ecuacidn  //(x)  =  0  no  tiene  soluciun. 
Por  lo  lanto,  la  grafica  de  N  no  cruzara  a  los  ejes  de  coordenadas,  Puesto  que 

m-x)  =  =  4  = 

(-X)-  x^ 


TAB LA  3 

X  H(x)  =  1/.V- 


1 

2 
10 
100 


10,000 

100 

4 


1 

4 


I 

KKl 


H  es  una  funcidn  par,  de  modo  que  su  grafica  es  simetrica  con  respecto  al  eje  y.  La 
tabla  3  muestra  el  comportamiento  H{x)  =  1/x^  para  numeros  positives  x  selec- 
cionados  (usaremos  la  simetria  para  obtener  la  grafica  de  H  cuando  x  <  0).  En  la 
tabla  3,  observamos  que,  conforme  los  valores  de  x  se  aproximan  (se  acercan)  a 
cero,  los  valores  de  H(x)  se  incrementan  cada  vez  mas  en  sentido  positive.  Cuando 
esto  pasa  decimos  que  H  no  esta  acotada  en  la  direccion  positiva,  lo  cual  sim- 
bolizamos  escribiendo  H  ^  ^  {se  lee  “W  tiende  a  infinito”)-  En  cdlculo,  el  termino 
limite  es  el  utilizado  para  transmitir  estos  conceptos.  Alli  usamos  los  sfmbolos 
Km  H{x)  =  =0,  [se  lee  “el  Kmite  de  H{x)  cuando  x  tiende  a  cero  es  igual  a  infinilo''|, 

X — >  0 

para  establecer  que  H{x)  cuando  x— »  0.  Observe  otra  vez  la  tabla  3.  Cuando 

X— >  los  valores  de  //(x)  se  acercan  a  cero  0.  En  calculo,  esto  es  simbolizado 
Km^//  =  0.  La  figura  29  ilustra  la  grdfica. 


Algunas  veces  las  tecnicas  de  desplazamiento,  compresidn,  alargamiento  y  re- 
flexidn  pueden  ser  utilizadas  para  hacer  la  grafica  de  una  funcion  racional. 
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FIGURA  29 

H{x)  =  \ 


Yi 

5 

- 

4), 

-  .(?'  4) 

(-1,  1) 

(-2-1) 

1  T 

(1,  1) 

(2-J) 

,  t  .  , 

-3  0 

3  ^ 

Hacer  la  grdfica  de  la  funcion  racional:  R{x) 


1 

(X  -  2)2 


1 


Primero,  obsei'vamos  que  el  dominio  de  R  consiste  de  todos  los  numeros  reales  ex- 
ceptuando  a  ;c  =  2.  Para  hacer  la  grafica  de  /?,  iniciamos  con  la  grdfica  de  y  =  \lx-. 
Para  conocer  los  pasos  a  seguir  vease  la  figura  30. 

FIGURA  30  ^=2 


x=2 

1 

1 

y. 

y, 

1  y‘ 

1 

3 

1  3 

1 

1 

-  .  1  .(3,2) 

(-1,1).  1 

_  .(1,1) 

-  .  .(3'1) 

(1,2)1 

I  i 

I 

(1,1)1 

'  1  '  '  '  h 

1 

1  1  1  1  1  , 

-2  0 

CO 

X' 

i  5-^0 

1 

5  ^ 

(b) 


y= 


1 

(x-2)2 


Ahora  resuelva  el  problema  19. 


(c) 


y= 


1 

[x-2f 


+ 1 


Asmtotas 

En  la  figura  30(c),  note  que  conforme  x  se  vuelve  “mds”  negativa,  esto  es,  cuando 
se  hace  no  acotada  en  la  direccion  negativa  (x-^  — ,  se  lee  “x  tiende  a  menos 
infinito”),  los  valores  de  R{x)  tienden  a  1.  En  realidad,  podemos  concluir  lo  siguien- 
te  de  la  figura  30(c): 

1.  Cuando  los  valores  de  R{x)  tienden  a  I. 

2.  Cuando  x  tiende  a  2,  los  valores  de  R{x)  --r-  . 

3.  Cuando  x  ^  |os  valores  de  R(x)  tienden  a  1 . 

Este  comportamiento  de  la  grdfica  esta  descrito  por  la  recta  vertical  x  =  2  y  la  recta 
horizontal  y  =  1.  Estas  rcctas  son  llamadas  asmtotas  de  la  grafica,  lo  cual  defini- 
mos  como  sigue: 
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Sea  R  una  funcion: 


Asintota  horizontal  Si,  cuando  o  cuando  x->  los  valores  de  R(.x)  tienden  a 

algun  numero  fijo  L,  entonces  la  recta  y=Les  una  asintota  hori¬ 
zontal  de  la  grdtica  de  R. 


Asintota  vertical  Si,  cuando  x  se  aproxima  a  algun  numero  c,  los  valores 

|/?(x)|  ^  entonces  la  recta  x  =  c  es  una  asintota  vertical  de  la 
grdtica  de  R. 

Aunque  Jas  asintotas  de  una  funcion  no  son  parte  de  su  gr^fica,  proporcionaii 
informacidn  acerca  de  la  manera  como  se  ve  la  grdfica.  La  figura  31  ilustra  algu- 
nas  posibilidades. 


FIGURA  31  L 

/ 

N.  y=fl(x) 

X 

(a)  Cuando  x  ^,los  valores  de 
R(x)  se  aproximan  a  L.  Esto  es, 
Los  puntos  sobre  la  grdfica  de 
flestan  cada  vez  mas  cercanos 
a  la  recta  y=  y  =  L  es  una 
asintota  horizontal. 


II 

(b)  Cuando  x  ^,los  valores  de 
R(x)  se  aproximan  a  L.  Esto  es, 
Los  puntos  sobre  la  grafica  de 
ftestan  cada  vez  mas  cercanos 
a  la  recta  y=  y  =  L  es  una 
asintota  horizontal. 


(c)  Cuando  xse  aproxima  a  c,  los 
valores  de  I  R{x)  I  ^  Esto 
es,  los  puntos  sobre  la  grafica 
de  R  estan  cada  vez  mas  cercanos 
a  la  recta  x  =  c;  x  =  ces  una 
asintota  vertical. 


[ 


X 


] 


(d)  Cuando  xse  aproxima  a  c,  los 
valores  de  1  fl(x)l  ->  Esto 
es,  los  puntos  sobre  la  grafica 
de  /?  estan  cada  vez  mis  cercanos 
a  la  recta  x=  c;  x  =  ces  una 
asintota  vertical. 


Asf,  una  asintota  es  una  recta  que  se  acerca  cada  vez  m^s  a  cierta  parte  de  la 
grdfica  de  una  funcion  pero  nunca  la  toca.  Sin  embargo,  otras  partes  de  la  grafica 
de  la  funcidn  pueden  cortar  a  una  asintota  no  vertical.  La  grdfica  de  la  funcidn  nunca 
cortard  a  una  asintota  vertical.  Observe  que  una  asintota  horizontal,  cuando  aparece, 
describe  cierto  comportamiento  de  la  grafica  cuando  x  ^  o  cuando  x-^  mien- 
tras  una  asintota  vertical,  cuando  aparece,  describe  cierto  comportamiento  de  la  gra¬ 
fica  cuando  x  se  aproxima  a  algun  numero  c. 
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FIGURA  32 

Asi'ntota  oblicua 


Si  una  asintota  no  es  horizontal  ni  verticai,  es  llamada  oblicua.  La  figura  32 
muestra  una  asi’ntota  oblicua. 


,  Como  encontrar  asmtotas 

/ 

/ 

/  Las  asmtotas  verticales,  si  las  hay,  de  una  funcion  racional  R{x)  =  p(x)lq(x)  se  en- 

cuentran  al  factorizar  el  denominador  q(x).  Suponga  que  .r  —  r  es  un  factor  del  de- 
^  nominador.  Ahora,  cuando  jc  se  aproxima  a  r,  simbolizado  como  x^  r,  los  valores 

de  jc  —  r  se  aproximan  a  cero,  provocando  que  el  cociente  se  vuelva  no  acotado, 
esto  es,  causando  que  |/?(x)|  ^  ^  .  Con  base  en  la  definicibn,  concluimos  que  la 
recta  x  =  r  es  una  asintota  vertical. 


Una  funcion  racional  R{x)  =  p(x)/q(x)  que  se  encuentre  en  su  mmima  expresion  ten- 
dra  una  asintota  vertical  x  =  r  si  x  —  r  es  un  factor  del  denominador  q. 

For  tanto,  si  r  es  un  cero  del  denominador  de  una  funcibn  racional  R{x)  = 
p(x)/q{x)  que  esta  en  su  minima  expresion,  entonces  R  tendra  la  asintota 
vertical  x  =  r. 

Advertencia:  Si  una  funcibn  racional  no  estfi  en  su  minima  expresibn,  una  aplicacibn  de  este 
teorema  puede  resultar  en  un  listado  incorrecto  de  asintotas  horizoniales. 


Encontrar  las  asmtotas  verticales,  si  las  hay,  de  la  grafica  de  cada  funcibn  racional. 

(a)  R{x)  =  (b)  Fix)  =  (c)  Hix)  = 

—  4  X  —  1  x^  +  1 

(a)  Los  ceros  del  denominador  x^  —  4  son  —  2  y  2.  En  consecuencia,  las  rectas  x  = 
—  2  y  X  =  2  son  las  asmtotas  verticales  de  la  grafica  de  R. 

(b)  El  ilnico  cero  del  denominador  es  1.  For  lo  tanto,  la  recta  x  =  1  es  la  unica 
asmtota  vertical  de  la  grafica  de  F. 

(c)  El  denominador  no  tiene  ceros.  De  modo  que  la  grafica  de  H  no  tiene  asmtotas 
verticales. 

Como  el  ejempio  4  lo  sefiala,  las  funciones  racionales  pueden  carecer  de  asm¬ 
totas  verticales  pero  tambien  pueden  tener  una  o  mas  de  una  asmtota  vertical.  Sin 
embargo,  la  grafica  de  una  funcibn  racional  nunca  cortara  a  ninguna  de  sus  asmto¬ 
tas  verticales.  (^Advierte  por  que?) 


Exploracion:  Hacer  la  grdfica  de  las  siguientes  funciones  racionales: 


y  = 


1 


X  -  1 


)'  = 


y  = 


Cada  una  tiene  una  asi'ntota  vertical  x  =  1.  Utilice  TRACE  para  ver  lo  que  sucede  cuando  x 
se  aproxima  a  1 .  Asegurcse  de  ver  en  ambos  lados  de  x  =  I . 


El  procedimiento  para  encontrar  asmtotas  horizontales  y  oblicuas  es  mbs  com- 
plicado  pues  necesitamos  conocer  cbmo  se  comportan  los  valores  de  una  funcibn 
cuando  x  —oo  o  cuando  x  ^  °o. 

Si  una  funcibn  racional  /?(x)  es  propia,  esto  es,  si  el  grado  del  numerador  es 
menor  que  el  grado  del  denominador,  entonces,  cuando  x— >  o  cuando  x— >  “c, 

los  valores  de  Rix)  se  aproximan  a  cero.  En  consecuencia,  la  recta  y  =  0  (el  eje  x) 
es  una  asmtota  horizontal  de  la  grdfica. 
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Si  una  funcion  racional  es  propia,  la  recta  v  =  0  es  una  asintota  horizontal  de  su 
grafica. 


Encontrar  las  asintotas  horizontales,  si  las  hay,  de  la  grafica  de 


R{x) 


X  —  12 

4x-  +  X  +  1 


La  funcion  racional  R  es  propia,  ya  que  el  grado  del  numerador  (1)  es  menor  quc 
el  del  denominador  (2).  Concluimos  que  la  recta  >■  =  0  es  una  asintota  horizontal 
de  la  grdfica  de  R. 

Para  ver  por  que  y  =  0  es  una  asintota  horizontal  de  la  funcidn  R  en  el  ejem- 
plo  5,  necesitamos  investigar  el  comportamiento  de  R  cuando  x  no  esta  acolada. 
Cuando  x  no  esta  acotada,  el  numerador  de  R,  que  es  x  —  12,  puede  ser  aproximado 
por  la  funcidn  potencia  y  =  x,  mientras  que  el  denominador  de  R,  que  es  4x^  +  x  +  1, 
puede  ser  aproximado  por  la  funcion  potencia  y  =  4x^, 

Por  tanto, 

X  —  12  X  1 


Esto  demuestra  que  la  recta  y  =  0  es  una  asintota  horizontal  de  la  grdfica  de  R. 

Si  una  funcion  racional  R{x)  es  impropia,  esto  es,  si  el  grado  del  numerador 
es  mayor  o  igual  al  grado  del  denominador,  debemos  utilizar  la  division  larga  para 
escribir  la  funcion  racional  como  la  suma  de  un  polinomio /(x)  mas  una  funcidn 
racional  propia  r{x).  Esto  es,  escribimos 

p{x) 

R(x)  =  ^  =  fix)  +  rix) 

qix) 

dondeyfx)  es  un  polinomio  y  r(x)  una  funcion  racional  propia.  Ya  que  rix)  es  propia, 
entonces  rix)  0  cuando  x-^  —  co  o  cuando  x  ^  .  Por  tanto, 

pix) 

Rix)  =  - -^fix)  cuando  x^  — ^  o  cuando  x^  “ 

qix) 

A  continuacion  se  enlistan  las  posibilidades: 

1 .  Si  /(x)  =  b,  una  constanie,  entonces  la  recta  y  =  b  una  asintota  horizontal  de  la  gra¬ 
fica  de  R. 

2.  Si  fix)  =  ox  +  b,  a  ^  0,  entonces  la  recta  y  =  nx  +  /?  es  una  asintota  oblicua  de  la  gra¬ 
fica  de  R. 

3.  En  todos  los  demas  casos,  la  grafica  de  R  se  aproxima  a  la  grafica  defy  no  hay  asinto¬ 
tas  horizontal  u  oblicua. 

Los  ejemplos  siguientes  demuestran  estas  conclusiones. 


Encontrar  las  asintotas  horizontales  u  oblicuas,  si  las  hay,  de  la  grafica  de 


Mix) 


x^  —  X-  +  1 


Seccion  3.3  Funciones  racionales 


La  funci6n  racional  H  es  impropia,  ya  que  el  grade  del  numerador  (4)  es  mayor  que 
el  del  denominador  (3).  Para  encontrar  cualquier  asmtota  horizontal  o  vertical  uti- 
lizamos  la  divisidn  larga: 

3x  +  3 

-  ^2  +  ijl? 

-  3a-2  +  3a- 

3x2  _  ;(-2  _  3^ 

3x2  _  3^2  +3 

2x2  -  3;^-  -  3 


Por  tanto, 


//(X) 


—  3x'  4-  3  + 


2x2  -  3x  -  3 
x2  —  x2  +  I 


Entonces,  cuando  x^  — o  cuando  x^  el  denominador  se  comporta  como 
sigue: 

2x2  -  3x  -  3  ^  ^  ^  ^ 
x2  -  x2  +  1  X  ^ 


Por  tanto,  cuando  x-^  o  cuando  x^  tenemos  //(x)  3x  +  3.  Conciuimos 
que  la  grafica  de  la  funcidn  racional  H  tiene  una  asmtota  oblicua  3'  =  3x  +  3. 


Encontrar  las  asmtotas  horizontales  u  oblicuas,  si  las  hay,  de  la  grafica  de 


R{x) 


8x2  -  x  + 2 
4x2  _  , 


La  funcion  racional  R  es  impropia,  ya  que  el  grado  del  numerador  (2)  es  igual  al 
del  denominador  (2).  Para  encontrar  cualquier  asmtota  horizontal  u  oblicua  uti- 
lizamos  la  divisidn  larga: 

2 

4x2  _  j  )8x2  -  X  +  2 

8x2  „  2 

-X  +  4 


R{x)  = 


8X2  -  y  +  2 
4x2  -  1 


Por  tanto, 


2  + 


-X  +  4 
4x2  _  j 


Entonces,  cuando  x  —  00  o  cuando  x  — >  oc,  el  residue  se  comporta  como  sigue: 

—X  +  4  — X  —  1 

4x2  _  ]  4j,2  4  ^- 


Por  tanto,  cuando  x-^  0  cuando  x^  0c,  tenemos  R{x)^  2.  Conciuimos  que 

y  =  2  es  una  asmtota  horizontal  de  la  grafica. 

En  el  ejemplo  7  observe  que  el  cociente  2  obtenido  mediante  la  division,  es 
el  cociente  de  los  coeficientes  principales  del  polinomio  numerador  y  el  polinomio 
denominador  (-4),  Esto  significa  que  podemos  evitar  el  proceso  de  division  larga  pai'a 
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funciones  racionales  cuyos  numerador  y  denominador  sean  del  mismo  grado,  y  con- 
cluir  que  el  cociente  de  los  coeficientes  principales  nos  dara  la  asmtota  horizontal. 


K  ,1  i:  M  I* 


■  Ahora  resuelva  el  problema  35. 

()  H  fhit  inn  ilc  ii'.iiumn'.  hi  n  iy,  innih  \  ii  nhlit  ini'. 

Encontrar  las  asintotas  horizontales  u  oblicuas,  si  las  hay,  de  la  grafica  de 

2x5  -  _^3  +  2 


G(x)  = 


v3  - 


1 


'^1  duel-;  >!5  La  funcidn  racional  G  es  impropia  ya  que  el  grado  del  numerador  (5)  es  mayor  que 
el  del  denominador  (3).  Para  encontrar  cualquier  asmtota  horizontal  u  oblicua  usa- 
mos  la  divisidn  larga: 

2x^  -  1 _ 

—  1  )2x5  —  X '  +  2 

2x5 _ —  2x^ 

2x^  -I-  2 

— x5 _ -f  1 

2x2  +  j 


Por  tanto, 


G(x) 


2x5  -  +  2 


2x2  -  1  -h 


2x2  +  1 
x3  -  1 


Entonces,  cuando  x^  — =o  o  cuando  x^  el  residue  se  comportara  como  siguc: 

2x  2  +  1  _  2^  _  2 

x2  -  1  x5  X  ^ 

Por  tanto,  cuando  x^  — <»  o  cuando  x^  tenemos  que  G(x)  ^  2x2  —  1.  Con- 
cluimos  que,  para  valores  grandes  de  x,  la  grdfica  de  G  se  aproxima  a  la  grafica  dc 
y  =  2x2  _  I 

A  continuacidn  resumimos  el  procedimiento  para  encontrar  asintotas  hori¬ 
zontales  y  oblicuas. 


Como  encontrar  asintotas 
horizontales  y  oblicuas  de 
una  funcion  racional  R 


Considere  la  funcion  racional 

=  pW  ^  +  fl„^|X"~'  -I-  ■  ■  ■  +  a^x  +  ap 

q{x)  -I-  ■  •  •  -h  h\x  + 


en  la  que  el  grado  del  numerador  es  n  y  el  del  denominador  es  m. 

1.  Si  /?  es  una  funcidn  racional  propia  (n  <  m),  la  gnifica  tendrS  la  asmtota  horizontal  y  = 

0  (el  eje  x). 

2.  Si  R  es  impropia  (n  s  m),  utilizar  division  lai'ga. 

(a)  Si  n  =  m,  el  cociente  obtenido  sera  un  numero  L  (=  ajb„i)  y  la  recta  y  =  i  (=  a„lh„,] 
es  una  asmtota  horizontal. 

(b)  Si  n  =  m  -I-  I,  el  cociente  obtenido  es  de  la  forma  ax  +  b  (un  polinomio  de  grado  I), 
entonces  la  recta  y  =  ax  +  b  ss  una  asmtota  oblicua. 

(c)  Si  n  >  m  +  1,  el  cociente  es  un  polinomio  de  grado  2  o  mayor,  entonces  R  no  tiene 
asmtota  horizontal  ni  oblicua.  En  este  caso,  para  una  x  no  acotada,  la  grafica  de  R  se 
comportar^  como  la  grafica  del  cociente. 


Observacion:  La  grafica  de  una  funcidn  racional  puede  tener  o  no  una  asmtota  horizontal  o 
una  oblicua. 


Seccion  3.3  Funciones  racionales 


Pqsos  para  la  graficacion 
de  una  funcion  racional 


Ahora  ya  estamos  preparados  para  hacer  la  grafica  de  funciones  racionales. 

Graficacion  de  funciones  racionales 

Comentamos  anteriormente  que  el  calculo  proporciona  las  lierramientas  necesarias 
para  hacer  la  grafica  de  una  funcidn  polinomial  de  manera  precisa.  Lo  mismo  es 
cierto  para  las  funciones  racionales.  De  cualquier  modo,  siempre  podemos  reunir 
informacion  suficiente  de  sus  graficas  como  para  tener  una  idea  de  la  forma  gene¬ 
ral  y  posicion  de  la  grafica. 

En  los  ejemplos  que  siguen,  analizaremos  la  grafica  de  una  funcion  racional 
R{x)  =  p{x)/q{x)  aplicando  los  siguientes: 


Localizar  las  intersecciones,  si  las  hay,  de  la  grdfica.  Las  intersecciones-x  de 
/?(.<■)  =  p(x)lq(x)  satisfacen  la  ecuacidn p{x)  =  0.  La  in(ersecci6n-y,  si  existe,  es  /?(0). 
Verificar  la  simetria.  Reemplazarxpor  — xen  R{x).  Si  R{-x)  =  R(x),  hay  simetn'a 
con  respecto  al  eje;  Si  R{~x)  =  —R(x),  hay  simetn'a  con  respecto  al  origen. 
Localizar  las  asmtotas  verticales,  si  las  hay,  factorizando  el  denominador  q{x)  de 
R(x)  e  identificando  sus  ceros. 

Localizar  las  asintotas  horizontal  u  oblicua,  si  las  hay,  usando  el  procedimiento 
dado  anteriormente.  Determine  puntos,  si  los  hay,  en  los  cuaies  la  grdfica  de  R 
corta  a  estas  asmtotas, 

Determinar  en  ddnde  la  grafica  esta  por  arriba  del  eje  x  y  en  ddnde  por  debajo 
del  eje  x. 

Hacer  la  grdfica  de  las  asmtotas,  si  las  hay,  encontradas  en  los  pasos  3  y  4.  Mar- 
car  los  puntos  encontrados  en  los  pasos  I,  4  y  5,  Utiiizar  toda  la  informacion  para 
conectar  los  puntos  por  medio  de  una  curva  suave. 


Analizar  la  grdfica  de  la  funcion  racional:  R(x)  = 


—  4 


Primero  factorizamos  tanto  el  numerador  como  el  denominador  de  R/ 


R(x)  = 


X  -  1 

(X  +  2)(x  -  2) 


Localizamos  las  intersecciones-x  encontrando  los  ceros  del  numerador.  Por  ins- 
peccion,  1  es  la  tinica  intersecci6n-x.  La  intersecci6n-y  es  R(0)  = 

Ya  que 


concluimos  que  R  no  es  par  ni  impar.  Por  tanto,  no  hay  simetn'a  con  respecto  al 
eje  y  ni  con  respecto  al  origen. 

Localizamos  las  asmtotas  verticales  factorizando  el  denominador:  x-  -  4  =  (x  -I- 
2){x  —  2).  Por  tanto,  la  grdfica  de  R  tiene  dos  asintotas  verticales:  las  rectas 
X  =  —  2  y  X  =  2. 

El  grado  del  numerador  es  menor  que  el  del  denominador,  de  modo  que  R  es 
propia  y  la  recta  y  =  0  (el  eje  x)  es  una  asmtota  horizontal  de  la  grafica.  Para 
determinar  si  la  grafica  de  R  corta  a  la  asintota  horizontal,  resolvemos  la  ecuacidn 
R{x)  =  0.  La  ilnica  solucidn  es  x  =  I,  de  modo  que  la  grafica  de  R  corta  a  la 
asmtota  horizontal  en  (I,  0). 

El  cero  del  numerador,  1,  y  los  ceros  del  denominador,  —2  y  2,  dividen  al  eje  x 
en  cuatro  intervalos: 


-cc<x<-2  -2<x<l  l<x<2  2<x<» 
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FIGURA  33 


Ahora  utilicemos  la  figura  33. 


-X  <  x<-2  I 


-2 

Valor  de  R 
Grafica  de  R 

Punto  sobre  la  grafica 


-0.8  I 

Por  debajo  del  eje  x  j 
(-3, -0.8) 


-2<x<1 


-1 


1  <x<2 

I  1  I 

I  -«  '  >- 1  2<  x<x 

I  I 

4 - ^ ^ - 

1  2 


Por  arriba  del  eje  X  pordeba^  Por  arriba  del  eje  x 
I  del  eje  x, 

(0,i)  (3,0.4) 


Empezamos  trazando  las  asfntotas  y  marcando  los  puntos  encontrados  en  las 
pasos  1,  4  y  5.  Vease  la  figura  34(a).  Luego,  determinainos  el  comportamicnta 
de  la  grafica  cerca  de  las  asfntotas.  Ya  que  el  eje  x  es  una  asfntota  horizontal  y 
la  gnifica  e.sta  por  debajo  do  el  para  — <  x  <  —2,  podemos  esbozar  la  pane  dc 
la  grafica  colocando  una  flecha  pequefia  en  la  extrema  izqtiierda  y  por  debajo  del 
eje  X.  Como  la  recta  x  =  -2  es  una  asfntota  vertical  y  la  grdftca  esta  por  dcbajn 
del  eje  x  para  — <  x  <  —2,  continuamos  ei  bosquejo  con  una  flecha  en  la  parte 
inferior  abajo  del  eje  x  y  aproximandose  por  la  izquierda  a  la  recta  x  -2.  E,\- 
plicaciones  semejantes  son  validas  pai'a  las  posiciones  de  otras  partes  de  la  gra¬ 
fica.  En  particular,  observe  c6mo  utilizamos  la  informacion  de  que  la  grafica  esta 
por  arriba  del  eje  x  para  — 2  <  x  <  1,  por  debajo  del  eje  x  para  1  <  x  ■ '  2  y  que 
(1,  0)  es  una  intersecci6n-x  para  sacar  en  conclusidn  que  la  grdfica  cruza  el  ejc  .v 
en  ( 1,  0).  La  figura  34(b)  muestra  el  bosquejo  completo. 


FIGURA  34 
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(a)  (b) 

Hacer  la  grafica  de  R(x)  =  (x  —  l)/(x^  “  4)  y  compararla  con  la  que 
aparece  en  la  figura  34(b). 


Ahora  resuelva  el  problema  37. 


Analizar  la  grafica  de  la  funcion  racional:  R(x)  =  - 

X 

La  grafica  tiene  dos  intersecciones-x:  —  I  y  1.  No  hay  interseccion-y. 

Ya  que  R(-x)  =  -R{x),  la  funcidn  es  impar  y  la  grdfica  es  simdtrica  con  respecto 
al  origen. 

La  grafica  de  R(x)  tiene  a  la  recta  x  =  0  (el  eje  y)  como  una  asfntota  vertical. 


Seccion  3.3  Funciones  racionales 


La  funcion  racional  R  es  impropia  ya  quc  el  grade  del  numerador  (2)  es  mayor 
que  el  del  denominador  (1),  Para  encontrar  cualquier  asmtota  horizontal  u  oblicua 
utilizamos  la  division  larga: 


El  cociente  es  x,  de  mode  que  la  recta  y  =  x  es  una  asmtota  oblicua  de  la  gra- 
fica.  Para  determinar  si  la  grafica  de  R  corta  a  la  asmtota  v  =  x,  resolvemos  la 
ecuacibn  R(x)  =  x: 

x^  -  1 

R{x)  =  — ^  =  .V 

x’-  -  1  =  x^ 

-1=0 

Concluimos  que  la  ecuacibn  (x^  -  l)/x  =  x  no  tiene  solucibn,  de  modo  que  la 
grafica  de  R(x)  no  corta  a  la  recta  y  =  x. 

Los  ceros  del  numerador  son  -  1  y  I ;  el  denominador  tiene  como  cero  al  numero 
0.  Por  tanto,  dividimos  el  eje  x  en  cuatro  intervalos: 

-=o<x<-l  -l<x<0  0<x<)  l<x<x 

Ahora  construimos  la  figura  35: 


FIGURA  35 


Valor  de  ff: 
Grafica  de  P: 

Punto  sobre  la  grdfica: 


-1<x<0  0<x<1 
I  1  I  I  I 

-=c<x<-1  r-i^ — - — >-i-< — - — >-i  1<x<^ 

I  I  I 

- ^ i ^ i i - L 

-10  1  3 


_3 

Por  debajo  del  eje  x 

(-2,-1) 


I  I 

I  .  I  ,, 

I  ;  I  -  2 

[Por  arribajPor  abajo 
I  del  eje  X|  del  eje  x 


Por  arriba  del  eje  x 


(2,  D 


La  figura  36(a)  muestra  una  grdfica  parcial  donde  se  utiliza  la  informacibn  que 
hemos  reunido.  La  grafica  completa  esta  dada  en  la  figura  36(b). 


FIGURA  36 
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Hacer  la  grafica  R{x)  =  —  1  )/x  y  compararla  con  la  que  aparece 

en  la  figura  36.  ^Podn'a  predecirse  que  y  =  x  es  una  asintota  oblicua?  Hacer  la 
grafica  de  y  =  jc  y  utilizar  ZOOM-OUT.  ^Que  se  observa? 


Ahora  resuelva  el  problema  45. 


Analizar  la  grdfica  de  la  funcion  racional:  /?(a;)  = 


x‘^  +  1 


JC 


2 


La  grSfica  no  tiene  intersecci6n-x  ni  intersecci6n-y. 

Ya  que  R(-x)  =  R{x),  la  funcidn  es  par  y  la  grafica  es  simetrica  con  respeclo 
al  eje  y. 

La  grafica  de  R(x)  tiene  a  la  recta  jc  =  0  (el  eje  y)  como  una  asintota  vertical. 
La  funcidn  racional  R  es  impropia.  Para  encontrar  cualquier  asintota  horizontal 
u  oblicua  utilizamos  la  divisidn  larga: 

^  _ 

1 


El  cociente  de  x~,  de  modo  que  la  grSfica  no  tiene  aslntotas  horizontales  in 
verticales.  Sin  embargo,  la  grSfica  de  R  se  aproximar^  a  la  grSfica  de  y  =  .i" 
cuando  x  ^  “  y  cuando  x  ^ 

El  numerador  no  tiene  ceros,  y  el  denominador  tiene  un  solo  cero  en  0.  Por 
tanto,  dividimos  el  eje  x  en  los  siguientes  dos  intervalos;  -<»  <  x  <  0  y 
0  <  X  <  «>.  Luego  construimos  la  figura  37: 


FIGURA  37 


Valor  de  R: 
Gr^tica  de  R: 

Punto  sobre  la  grafica: 


-so<X<0  I  0<X<K) 


0 

I 

1 

2  I  2 

Por  arriba  del  eje  x[  Por  arriba  del  eje  x 

I 

(-1,2)  '  (1,2) 


La  figura  38  muestra  la  grdfica. 


Rix)  = 


FIGURA  38 

x^  -p  1 


\  • 

(-1,2) 


y= 


•  / 

(1,2) 

/ 

/ 


3 
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.!  ■  Hacerlagrdficade/?(A')  =  (j:"' +  l)/x^ycompararlaconlaqueaparece 

en  la  figura  38.  Lltilizar  TRACE  para  encontrar  los  dos  puntos  de  retomo.  Intro- 
ducir  y  =  y  aplicar  ZOOM-OUT.  ^Que  se  ve?  ■ 


Ahora  re.suelva  el  problema  43. 


M  I* 


12  ■■  -  !:f  ittiifiCii  i!'. 


Analizar  la  grafica  de  la  funcion  racional:  R(x) 


3x^  —  3x 
x^  +  X  -  12 


Suliu  ior  Factorizamos  R  para  obtener 


R{x)  = 


3x(x  —  1 ) 

(X  +  4)(x  -  3) 


I’vso  1:  La  grafica  tiene  dos  intersecciones-.v:  0  y  1.  La  interseccion-y  es  R(0)  =  0. 

I.  No  hay  simetn'a  con  respecto  al  eje  y  ni  con  respecto  al  origen. 

La  grafica  de  R  tiene  dos  asinlotas  verlicales:  x  =  -4  y  x  =  3. 
r-VMi  4:  Ya  que  el  grado  del  numerador  es  igual  al  del  denominador,  la  grafica  tiene  una 
asfntota  horizontal.  Para  encontrarla,  formamos  el  cociente  del  coeficiente  prin¬ 
cipal  del  numerador  (3)  y  el  coeficiente  principal  del  denominador  (1).  Por  tanto, 
la  grafica  de  R  tiene  la  asmtota  horizontal  y  =  3.  Para  encontrar  si  la  grafica  de 
R  corta  a  la  asmtota,  resolveinos  la  ecuacion  R{x)  =  3. 


R{x)  = 


3x^  —  3x 

x^  +  X  —  12 


3x^  —  3x  =  3x^  +  3x  —  36 


Por  tanto,  la  grafica  corta  a  la  recta  y  =  3  solo  en  .r  =  6,  y  (6,  3)  es  un  punto  de 
la  grafica  de  R. 

fi'ASO  Los  ceros  del  numerador,  0  y  1,  y  los  del  denominador,  —4  y  3,  dividen  al  eje  a: 
en  cinco  intervalos: 


-X  <  V  <  -4  -4  <  j:  <  0  0  <  -Y  <  1  1  <  X  <  3  3  <  x  < 

Ahora  podemos  construir  la  figura  39: 


FIGURA  39 


Valor  de  fl: 
Grifica  de  R\ 

Punto  sobre  la  grafica: 


-4 


-4  <  x<  0 

_ I _ 4 _ L 

-3  -1 


11.25 

Por  arriba  del  eje  x 
(-5, 11.25) 


-1.8 

Por  debajo  del  ejex 


(-2, -1.8) 


0  <  x<  1 

;.  I 

I  I 

0  1 
I  I 

'  1  ' 
I  15  ' 

|Por  arriba| 
I  del  eje  x  | 


1  <  x<  3 

I 


-1 

Por  debajo 
del  eje  x 

(2,  -1) 


I  3  <  x<  OT 

I 

j _ I _ ^ 

3  ^ 

!  4.5 

I  Por  arriba  del  eje  X 

I 

(4,4.5) 


1  La  figura  40(a)  muestra  una  grafica  parcial.  Observe  que  no  hemos  utilizado  la 
informacidn  de  que  la  recta  y  =  3  es  una  asfntota  horizontal,  ya  que  no  sabemos 
aun  si  la  grafica  de  R  cruza  o  toca  la  recta  y  =  3  en  (6,  3).  Para  saberlo,  trazamos 
un  punto  adicional  a  la  derecha  de  (6,  3).  Utilizamos  x  --  7  para  determinar 
R(7)  =  s‘|  <  3.  Por  lo  tanto,  la  grafica  cruza  y  =  3  en  x  =  6.  Ya  que  y  =  3  es 
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una  asi'ntota  de  la  grafica,  dsta  se  aproxima  por  arriba  a  la  recta  >'  =  3  cuando 
— o)  y  se  aproxima  a  la  recta  y  =  3  por  abajo  cuando  x  — >  oo,  Vease  la  figura 
40(b).  La  grdfica  terminada  se  muestra  en  la  figura  40(c). 


FIGURA  40 


Exploracion:  La  figura  41(a)  muestra  la  grdfica  de 


Rix) 


-  3x 

.r  +  X  -  12 


La  figura  41(b)  muestra  el  punto  de  retorno  ubicado  entre  0  y  1,  esto  es,  (0.52,  0.06),  re- 
dondeado  a  dos  decimales.  La  figura  4)(c)  muestra  el  punto  de  retorno  localizado  a  la  derecha 
de  X  =  6,  esto  es,  (1 1.47,  12.74),  redondeado  a  dos  decimales.  Tambidn  aqui'  se  muestra  una 
vista  de  la  grafica  y  de  su  asi'ntota  horizontal  y  =  3. 
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FIGURA41  10 


y 

r 

A 

1 

-10 

(a) 


Ejercicio  3.3 

En  los  problemas  del  1  al  10  encuentre  el  dominio  de  cada  funcion  racional. 


R(.x)  = 

4x 

2. 

m  = 

5x- 

■X 

H(x)  = 

_  -4x- _ 

X  -  3 

3  +  x 

(X  -  2)(x  +  4) 

G(x)  = 

6 

5. 

F(x)  = 

3x{x  —  1 1 

/: 

Q{x)  = 

__-x(2  -  X) 

{X  +  3)(4  -  .r) 

2r-  —  5jr  —  3 

0. 

3x-  +■  5x  -  2 

RU)  = 

jr 

O 

R{x)  = 

X 

Q 

H(x)  = 

■'  .V 

x^  ~  8 

o. 

y. 

A  -  -t-  4 

C{x)  = 

X  -  3 

A  .  ■ 
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En  los  problemas  del  II  al  16  utilice  la  grdfica  mostrada  para  encontrar: 

(a)  El  dominio  y  el  rango  de  cuda  funcidn. 

(b)  Las  intersecciones  con  los  ejes,  si  las  hay. 

(c)  Las  asintotas  horizontales,  si  las  hay. 

((f)  Las  asintotas  verticales,  si  las  hay. 

(e)  Las  asintotas  oblicuas,  si  las  hay 


11. 


-4 


4  X 


y- 

3 

/ 

/ 

/ 

/ 

-  / 

/ 

/ 

(-1,0) 

1  i 

/  (1,0) 
r  ^  1  i  , 

-3  *  / 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/  -3 

0  ^  3  * 

/ 

En  los  problemas  del  17  al  26  haga  la  grdfica  de  cada  funcidn  rat  ional  utilizando  los  metodos  de  desplazii- 
miento,  compresidn,  alargamiento  v  reflexidn,  o  los  pasos  del  I  al  6  dados  en  la  pdgina  215. 


17. 

R(x)  = 

1 

18. 

R(x)  = 

19. 

H{x)  = 

(A-  -  1)- 

X 

20. 

G{x)  = 

2 

21. 

R(x)  = 

I 

22. 

R(x)  = 

(a  +  2)- 

jc2  +  4x  +  4 

23. 

F(.x)  = 

X 

24. 

Qix)  = 

25. 

R(x)  = 

26. 

R{x)  = 

X-  A 

X 


En  los  problemas  del  27  al  36  encuentre  las  asintotas  verticales,  horizontales  y  oblicuas,  si  las  hay,  de  cuda 
funcidn  racional.  No  grafique. 


27. 

R(x)  = 

3x 

28. 

Rix)  = 

3x  +  5 

29. 

mx)  = 

+•  -r  2x2  +  1 

X  +  4 

X  —  6 

x2  -  X  +  1 

30. 

C(x)  = 

+  1 

31. 

T{x)  = 

x2 

32. 

Fix)  = 

4x^ 

X  -  5 

x"  -  1 

X-’  -  1 
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33. 

Qix)  = 

5  -  x2 

34. 

Fix)  = 

-2x2  +  1 

Rix)  = 

3.v2  +  4 

2x  ’  4x2 

X'’  r  3x 

36. 

R(x)  = 

6x2  +  +  12 

3x2  -  sx~  2 

En  los  problemas  del  37  al  62,  siga  los  pasos  del  1  al  6  dados  en  la  pdgina  215  para  hacer  la  grafica  de 
cada  funcion  racional. 

37. 

R(.x)  = 

X  +  1 

38. 

Rix)  = 

JC 

"10 

Rix)  = 

^  +  3 

x(x  4-  4) 

(X  -  l)(x  +  2) 

jy. 

2x  +  4 

40. 

R{x)  = 

2x  +  4 

41. 

Rix)  = 

_3 _ 

A'y 

Rix)  = 

_  6 

X  -  1 

x2  -  4 

4Z. 

x2  -  X  -  6 

43. 

P{x)  = 

X^  +  x2  +  1 

44. 

Qix)  = 

x^  -  1 

AC 

Hix)  = 

il-J 

X2  -  1 

x2  -4 

43. 

x2  -  9 

46. 

G(x)  = 

x2  +  1 

47. 

Rix)  = 

x2 

48. 

Rix)  = 

x2  +  X  -  12 

+  lx 

,y2  +  X  -  6 

.v2  -  4 

49. 

G(x)  = 

X 

50. 

G(x)  = 

3x 

51. 

Rix)  = 

3 

x2  -  4 

x2  -  1 

(x  -  1  )(x2  -  4) 

52. 

R{x)  = 

-4 

53. 

Mix)  = 

x2  -  1 

54. 

Hix)  = 

x2  -  4 

(X  +  l)(,v2  -  9) 

”  16 

-  1 

55. 

Fix)  = 

1 

1 

56. 

Fix)  = 

v2  -  3x  +  2 

57. 

Rix)  = 

.r~  -4  ,v  -  12 

X  +  2 

X  -  1 

X  -  4 

58. 

R(x)  = 

x2  —  X  —  12 

59. 

Fix)  = 

.r-  +  X  -  12 

60. 

G(x)  = 

x2  -  X  -  12 

X  +  5 

X  +  2 

x+  1 

61. 

Rix)  = 

x(x  -  1)2 

62. 

Rix)  = 

(X-  l)(x  +  2)(x~  3) 

(X  +  3)2 

x(x  -  4)2 

64. 

f 


Si  la  grSfica  de  una  funcidn  racional  R  tiene  la  asmtota  vertical  x  =  A,  entonces  el  factor  .v  -  4  debe  estar  presente 
en  el  denominador  de  R.  Explique  por  qu^. 

Si  la  grafica  de  una  funcion  racional  R  tiene  la  asmtota  horizontal  y  =  2,  entonces  el  grado  del  numerador  de  R  es 
igual  al  de  su  denominador.  Explique  por  que. 

Haga  la  grafica  de  cada  una  de  las  siguientes  funciones: 

X-  -  \  x^  —  \  x^-l  I 

X  —  I  X  —  \  X  —  \  X  —  [ 

ix  =  I  es  una  asmtota  vertical?  ^Por  que  no?  iQue  estS  pasando  en  1?  puede  conjelurar  acerca  de 

x-"  -  1 

y  =  - ,  n  >  I  un  entero,  en  x  =  I  ? 

X  -  I 

Haga  la  grafica  de  cada  una  de  las  siguientes  funciones: 


(.Qu^  semejanzas  puede  ver?  iQu^  diferencias? 


En  los  problemas  del  67  al  72,  haga  la  grafica  de  cada  funcion  y  utilice  TRACE  para  aproximar  el  valor 
minimo,  redondee  a  dos  decimales. 


fix)  =  X  +  — ,  X  >  0 

X 

fix)  =  2x2  +  ^  >  0 


fix)  =  2x+  -,x>0 
x 

fix)  =  X  +  -^,x  >  0 


fix)  =  x~  +  — ,  X  >  0 

X 

q 

fix)  =  2x  +  ^j,x  >  0 
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73.  Consulte  la  ilustracidn.  ^Cu^l  de  las  siguientes  funciones  racionales  tiene  esta  gr^fica?  (Puede  haber  mas  de  una 
respuesta.) 

4r-  I  yi  I 

=  f!  j  !t 


i\  ^ 

,  I  ,  I 

li 

( 

I  L  I  - 

-3  j  /0| 

I  / 

\  I  3  X 

“  \  I 

/ 

-  \  I 

I  I  -3 

I 

i  ^ 

1 1 

(d)  V  =  — ; - r -  I  /  \  I 

(x-  +  4)(x~  -  4)  I  /  \  I 

s  I  /  ■  '  I 

''>■'-5^  |i  -4  li 

-  4 

(f)  V  =  — - 
X- 

Consulte  la  ilustracidn.  ^Cu^l  de  las  siguientes  funciones  racionales  tiene  esta  grdfica?  (Puede  haber  m^s  de  una 
respuesta.) 


(b)  y  = 

X —  1 


(c)  y  = 

(d)  y  = 


(e)  .y  =  7  ~  '  I X 

(x-  +  I  )(x-  -  I ) 


1 

/  1 
!  1 

1 

iij _ 1  1 

"1 

^  1 

■/i 
/ 1 

/  1  1  1  ^ 

-3  1  / 

0  j  ,3,^  X 

1  / 

-  1  /' 

\\ 

-  \ 

li 

-  i/ 

II 

(f)  y  = 


(.v^-  H  I)(x2  -  1) 


W 


Consulte  la  ilustracion.  Construya  una  funcidn  racional  que  pueda  tener  esta  grafica.  Comp^rela  con  las  de  sus  coin- 
paheros.  (,Qud  semejanzas  tienen?  ^Qud  diferencias? 


■  I  3 

'  '’2 
I  ^ 

- 4 — 


^__y=L. 


-4  -3  -2 


3  4  5  X 


x  =  -1  x=2 

^La  grafica  de  una  funcidn  racional  puede  tener  una  asi'ntota  horizontal  y  una  vertical?  Explique  su  respuesta. 

Escriba  unos  breves  phrrafos  que  proporcionen  una  estrategia  general  para  la  graficacidn  de  una  funcidn  racional, 
Asegurese  de  mencionar  lo  siguiente:  propia,  impropia,  intersecciones  y  asi'ntotas. 

Construya  una  funcidn  racional  con  las  caracten'sticas  siguientes:  que  cruce  el  eje  x  en  3  y  toque  el  eje  x  en  -2;  que 
lenga  una  asintota  vertical  en  x  =  I  y  una  asmtota  horizontal,  y  =  2.  Dd  su  funcidn  racional  a  un  companero  de  clase 
y  pfdale  que  escriba  una  cn'tica  de  ella. 

Construya  una  funcidn  racional  que  tenga  y  =  2x  -t-  I  como  una  asintota  oblicua,  Explique  la  metodologia  que  use. 
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ISION  POSIBLE 

Capi'tulo  3 


i  M  ''  I  \\i'- 


Suponga  que  mientras  jugaba  con  la  realidad  virtual  en  el  laboratorio  de  su  escuela,  de  repente  se 
vio  cara  a  cara  con  algunos  muy  reales  y  de  apariencia  repulsiva  cardasianos  quienes  ban  aparecido 
recientemente  en  su  escuela  por  toda  la  red  de  computadoras.  Como  es  usual,  ellos  menosprecian 
la  inteligencia  de  los  terrfcolas  y  cuando  usted  trata  de  protestar  le  lanzan  un  reto:  “Encuentre  una 
funcidn  racional  definida  por  esta  grafica”,  dicen  “y  prometemos  apoyar  su  exito  intelectual  en  toda 
la  comunidad  intergalactica  de  este  lado  de  la  Nebulosa  de  MackJin.  De  otra  forma,  considerense 
el  hazmerreir  del  universo.”  Y  partieron  de  regreso  a  la  pantalla  de  la  computadora,  vanaglorian- 
dose  de  lo  que  ellos  supusieron  es  su  ingenio  extremo. 

Cuando  usted  ve  hacia  la  pantalla  todo  lo  que  puede  percibir  es  esta  grdfica: 


Usted  decide  abordar  esto  como  un  pro- 
yecto  de  equipo  para  salvar  la  I'eputacion  de  to- 
dos  los  seres  humanos  de  este  planeta,  Los  car¬ 
dasianos  mencionaron  “funcidn  racional”,  de 
modo  que  sabe  que  la  solucidn  tendra  la  forma 

a„x'’  +  +  .  .  .  +  ao 

h,„x"‘  +  bn,-\x'”~'  +  ...  +  bo 

Algunas  veces  es  mas  facil  pensar  en  ella  en 
forma  factorizada. 


1.  En  seguida  nota  algunas  cosas.  Hay  dos  asi'ntotas  verticales.  ^C6mo  se  pueden  ajustar  a  la  solucion? 
Ubi'quelas. 

2.  Hay  dos  intersecciones-x.  i;,C6mo  surgen  en  la  solucion?  Ubi'quelas  tambidn. 

3.  Use  un  dispositivo  de  graficacion  para  verificar  lo  que  ha  hecho.  ^Obtiene  algo  paiecido  a  la  grdfica  origi¬ 
nal?  Observe  que  I  y  —  3  parecen  ser  los  linicos  ceros  reales.  ^Qud  puede  decir  acerca  de  la  multiplicidad 
de  cada  uno?  ^Necesita  cambiar  la  multiplicidad  de  algiin  cero  en  su  solucidn? 

4.  ^Cdmo  puede  considerarse  el  hecho  que  la  grdfica  de  la  funcidn  tienda  a  -oo  en  ambos  lados  de  una  asin- 
tota  vertical  mientras  en  la  otra  asintota  vertical  tiende  a  — por  un  lado  y  a  por  el  olro?  ^Puede  cam¬ 
biar  el  denominador  de  alguna  manera  para  tomar  en  cuenta  esto? 

5.  ^La  informacidn  que  tiene  hasta  el  memento  es  consistente  con  la  asintota  horizontal  y  =  0?  Si  no  es  asi, 
^edmo  debe  ajustar  su  funcidn  de  modo  que  sea  consistente? 

6.  ^La  informacidn  que  tiene  hasta  el  memento  es  consistente  con  la  interseccidn-y?  Si  no  es  asi,  ^edmo  debe 
ajustar  su  funcidn  de  modo  que  sea  consistente? 

7.  ^Ya  termind?  Verified  su  solucidn  en  un  dispositivo  de  graficacidn? 

8.  ^.Existen  otras  funciones  cuya  grafica  pueda  parecerse  a  la  especificada?  Si  es  asi,  ^qud  caracteristicas  en 
comun  deben  tener?  ^Cree  usted  que  se  impresionarian  los  cardasianos  si  se  les  enviara  mas  de  una  res- 
puesta  correcta? 

9.  Compare  la  solucion  de  su  grupo  con  las  de  otros  grupos  antes  de  teclearla  en  la  computadora.  Luego  en- 
vie  todas  las  soluciones  correctas  a  cardass@slime.uni. 
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Recuerde  que  cuando  dividimos  un  polinomio  (el  dividendo)  entre  otro  (el  divisor) 
obtenemos  un  polinomio  cociente  y  un  residue,  el  residue  es  el  polinomio  cero  o 
un  polinomio  cuyo  grade  es  menor  que  el  grade  del  polinomio  del  divisor.  Para  veri- 
ficar  nuestro  trabajo,  confirmamos  que 

(Divisor)(Cociente)  +  Residue  =  Dividendo 

Esta  rutina  de  verificacidn  es  la  base  para  un  famoso  teorema  llamado  algo- 
ritmo*  de  la  division  para  polinomios,  que  ahora  establecemos  sin  prueba. 

Si  fix)  y  g(x)  denotan  funciones  polinomiales  y  si  gix)  no  es  el  polinomio  cero,  en- 
tonces  existen  funciones  polinomiales  unicas  q{x)  y  r{x)  tales  que 

=  q(x)  +  o  fix)  =  gix)qix)  +  r(x)  (1) 

six)  gix) 


donde  fix)  es  el  polinomio  cero  o  un  polinomio  de  grade  menor  que  el  de  gix). 

En  la  ecuacion  il),  fix)  es  el  dividendo,  gix)  el  divisor,  qix)  el  cociente  y 
fix)  el  residuo. 

Si  el  divisor  gix)  es  un  polinomio  de  primer  grado  de  la  forma 

gix)  =  X  -  c  donde  c  es  un  numero  real 

entonces  el  residuo  fix)  es  el  polinomio  cero  o  un  polinomio  de  grado  cero.  Por 
tanto,  para  tales  divisores,  el  residuo  es  algun  numero,  digamos,  R,  y  podemos 
escribir 

fix)  =  (x  -  c)qix)  +  R  (2) 

Esta  ecuacion  es  una  identidad  en  x  y  es  verdadera  para  todos  los  niimeros  reales 
X.  En  particular,  es  cierta  cuando  x  =  c.  Por  tanto,  si  x  =  c,  entonces  la  ecuacion 
(2)  se  transforma  en 

fic)  =  (c  -  c)qic)  +  R 

m  =  R 

y  la  ecuacion  (2)  toma  la  forma 

fix)  =  (x  -  c)qix)  +  fic)  (3) 

Hemos  demostrado  el  resultado  siguiente,  llamado  teorema  del  residuo: 

Sea /una  funcion  polinomial.  Si  fix)  es  dividida  entre  x  —  c,  entonces  el  residuo 
es  fic). 


Teoremas  del 
residuo  y 
del  factor; 
division  sintetica 


*Un  proceso  sistemalico  en  el  que  ciertos  pasos  son  repeiidos  un  numero  finiio  de  vcccs  es  llamado  aleit- 
ritmo.  Por  lanto,  la  division  larga  es  un  algoriimo. 
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I  Encontrar  el  residue  —  4x^  +  2x  -5 

se  divide  entxe: 

(a)  A-  —  3  (b)  A  +  2 

(a)  Podn'amos  utilizar  la  division  larga.  Sin  embargo,  aquf  es  mucho  mas  sencillo 
usar  el  teorema  del  residue,  el  cual  dice  que  el  residue  es 

/(3)  =  (3)3  -  4(3)2  +  2(3)  -  5  =  27  -  36  +  6-  5=  -8 

(b)  Para  encontrar  el  residue  cuando  f{x)  es  dividido  entre  a  +  2  =  a  —  (-2), 
evaluamos 

/(-2)  =  (-2)3  -  4(-2)2  +  2(-2)  -  5  =  -8  -  16  -  4  -  5  =  -33 

Per  tanto  el  residue  es  —33. 

Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Una  consecuencia  importante  y  util  del  teorema  del  residue  es  el  teorema  del 
factor. 

Sea  /  una  funcidn  polinomial.  Entonces  a  —  c  es  un  factor  de/(A)  si,  y  solo  si 
fic)  =  0. 

En  realidad,  el  teorema  del  factor  consiste  en  dos  enunciados  separados: 

1 .  Si  f(c)  =  0,  entonces  a  -  c  es  un  factor  de  /(a). 

2.  Si  A  —  c  es  un  factor  de  /(a),  entonces  /(c)  =  0. 

Por  tanto,  la  demostracion  necesita  dos  partes. 

1.  Suponga  que /(c)  =  0.  Entonces,  por  la  ecuacion  (3),  tenemos 

/(A)  =  (A  -  c)q{x) 

para  algun  poJinomio  q(x).  Esto  es,  a  — c  es  un  factor  de/(A). 

2.  Suponga  que  a  -  c  es  un  factor  de  /(a).  Entonces  existe  una  funcidn  polinomial  q  tal  que 

fix)  =  (a  -  c)qix) 

Reemplazando  a  por  c,  encontramos 

/(c)  =  ic-c)q(c)  =  0  ■  q(c)  =  0 
Esto  complementa  la  demostracion. 

Un  uso  del  teorema  del  factor  es  para  determinar  si  un  polinomio  tiene  un  fac¬ 
tor  en  particular. 

Utilizar  el  teorema  del  factor  para  determinar  si  la  funcidn 
/(a)  =  2a3  —  a2  +  2a  -  3  tiene  el  factor: 

(a)  A  —  1  (b)  A  +  3 

(a)  Ya  que  a  -  1  es  de  la  forma  a  —  c  con  c  =  1,  encontramos  el  valor  de  /(I); 
/(I)  =  2(1)3  -  (1)2  -p  2(1)  -  3  =  2-1+2-3  =  0 
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Por  el  teorema  del  factor,  a:  —  1  es  un  factor  de  f(x). 

(b)  Para  probar  el  factor  x  +  2>,  primero  necesitamos  escribirlo  en  la  forma  -  c. 
Como  X  +  1)  =  X  -(  —  3),  encontramos  el  valor  de/(  — 3): 

/(-3)  =  2(-3)3  -  (-3)2  -b  2(-3)  -  3  =  -54  -  9  -  6  -  3  =  -72 

Ya  que  /(  — 3)  =/=  0,  concluimos  del  teorema  del  factor  que  x  —  (  — 3)  =  jc  -I-  3  no  es 
factor  de  f{x). 


Division  sintetica 

Para  encontrar  el  cociente  y  el  residue  cuando  la  funcion  polinomial /de  grado  1  o 
mayor  es  dividida  entre  g(x)  =  x  —  c,  una  versidn  abreviada  de  la  divisidn  larga, 
llamada  division  sintetica,  hace  la  tarea  mas  sencilla. 

Para  ver  como  funciona  la  divisidn  sintetica,  usaremos  la  division  larga  al  di- 
vidir  el  polinomio/(j:)  =  2x^  —  x^  +  3  entre  g(x)  =  x  —  3. 

2x^  +  5x  +  15 
X  -  3)2x^  -  x^  -b  3 

—  6x^ 

5x^ 

-  I5x 
I5x 

-  45 
48 

El  proceso  de  la  divisidn  sintetica  surge  de  reescribir  la  divisidn  larga  en  forma 
compacta,  utilizando  una  notacidn  mds  sencilla.  Por  ejemplo,  en  la  division  larga 
anterior,  los  terminos  en  color  azul  realmente  no  se  necesitan  ya  que  son  identicos 
a  los  escritos  directamente  debajo  de  ellos.  Con  estos  terminos  eliminados,  tenenios 

2x^  +  5x  -b  15 
a:  -  3)2x^  -  x-  4^ 

—  6x- 
5x^ 

-  15.r 
15x 

-  45 
48 

La  mayon'a  de  las  x  que  aparecen  en  el  proceso  tambien  pueden  ser  elimi- 
nadas,  con  tal  de  que  seamos  cuidadosos  acerca  de  la  posicion  de  cada  coeficiente. 
Al  respecto,  necesitaremos  utilizar  0  como  el  coeficiente  de  x  en  el  dividendo,  ya 
que  la  potencia  de  x  no  aparece.  Ahora  tenemos 

2x2  -b  5x  -b  15 

X  -  3J2  0  3 

_ ^ 


-15 


-45 
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Podemos  hacer  esto  de  manera  mas  compacta  moviendo  las  Imeas  hacia  arri- 
ba  hasta  que  los  numeros  en  color  azul  queden  alineados  horizontalmente: 

2x2  +  5x  +  1  5 

X  -  3J2  0  3 

-6  -15  -45 

O  5  15  W 

Ahora,  si  colocamos  el  coeficiente  principal  del  cociente  (2)  en  la  posicion  sefia- 
lada  con  un  ci'rculo,  los  primeros  tres  numeros  del  rengldn  4  son  precisamente  los  co- 
eficientes  del  cociente,  y  el  ultimo  numero  del  renglon  4  es  el  residue.  Por  tanto,  el 
rengldn  1  realmente  no  es  necesario,  as!  que  podemos  reducir  el  proceso  a  tres  ren- 
glones,  donde  el  rengldn  inferior  contiene  los  coeficientes  del  cociente  y  del  residue: 

X  -  3J2  0  3 

-6  -15  -45 

2  5  15  48 

Recuerde  que  la  entradas  del  rengldn  3  son  obtenidas  restando  las  entradas  en 
el  rengldn  2  de  las  del  rengldn  1.  En  lugar  de  restar  las  entradas  del  rengldn  2, 
podemos  cambiar  el  signo  de  cada  una  y  sumar.  Con  esta  modificacidn  nuestra 
disposicidn  se  verd  asi: 

X  -  3)2  =1  0  3 

6  15  45 

2  5  15  48 

Observe  que  las  entradas  en  el  rengldn  2  son  tres  veces  la  entrada  anterior  en 
el  rengldn  3.  Nuestro  ultimo  cambio  para  la  disposicidn  reemplaza  x  —  3  por  3.  Las 
entradas  en  el  rengldn  3  son  el  cociente  y  el  residue,  como  se  muestra  a 
continuacidn. 


3)2  -1  0  3 

_  ^  6  15  ^45 

2  5  15*  48 


2x2  +  5^.  +  15  =  4g 

Veamos  otro  ejemplo  paso  a  paso. 


Utilice  la  division  sintdtica  para  encontrar  el  cociente  y  el  residuo  cuando 

/(x)  =  3x‘*  +  8x2  _  _)_  4  gj,  dividido  entre  g(x)  =  x  —  1 

Escribir  el  dividendo  en  potencias  descendentes  de  x.  Despues  copiar  los  coefi¬ 
cientes,  recordando  insertar  un  cero  para  cualquier  potencia  de  x  que  no  aparezea: 

308-74 

Insertar  el  simbolo  usual  de  division.  Como  el  divisor  es  x  -  1,  insertamos  1  a 
la  izquierda  del  simbolo  de  division 
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Llevar  el  3  dos  renglones  abajo,  y  colocarlo  en  el  rengibn  3: 
1)3  0  “8 


3 

Multiplicar  la  ultima  entrada  en  el  renglon  3  por  I  y  colocar  el  resultado  en  cl 
renglon  2,  pero  en  una  columna  a  la  derecha: 

1)3  0  8  -7  4 

.  3 _ 

3 

Sumar  la  entrada  en  el  rengibn  2  a  la  entrada  de  arriba  que  estd  en  el  renglbn  1, 
y  colocar  la  suma  en  el  renglbn  3: 

l)3  0  8  -7  4 

3 _ 

3  3 

Repetir  los  pasos  4  y  5  hasta  que  no  haya  entradas  disponibles  en  el  renglbn  1: 

l)3  0  8 

.  3  .  3  .  11.  4 

3  3  II  48 

La  ultima  entrada  en  el  renglbn  3,  un  8,  es  el  residue;  las  otras  entradas  en  el 
renglbn  3  (3,  3,  1 1  y  4)  son  los  coeficientes  (en  orden  descendente)  de  un  poli- 
nomio  cuyo  grado  es  uno  menos  que  el  del  dividendo,  este  es  el  cociente.  Por  tanio, 

Cociente  =  3x^  -f  3x^  +  llx  -I-  4  Residuo  =  8 
(Divisor)(Cociente)  -I-  Residuo 

=  (jc  -  l)(3x3  -H  +  Ux  -b  4)  -b  8 
=  3x*  +  3x^  +  \lx^  +  4x  -3x^  -  3x2  -  ILv  -  4  -b  8 
=  3x'*  -b  8.x2  —  7x  -b  4  =  Dividendo 

Formule  usted  un  ejempio  en  el  que  los  siete  pasos  estbn  combinados. 


Utilizar  la  divisibn  sintetica  para  demostrar  que  g(x)  =  x  -b  3  es  un  factor  de 
fix)  =  2x^  -b  5x‘*  —  2xf  -b  2x2  —  2x  -b  3 

El  divisor  es  x  -b  3  =  x  —  (  —  3),  de  modo  que  las  entradas  del  renglon  3  se  multi- 
plicaran  por  —3,  seran  colocadas  en  el  renglon  2  y  sumadas  al  renglbn  1: 

-3)2  5  -2  2  -2  3 

-6  3  -3  3  -3 

2-1  1-1  1  0 

Ya  que  el  residuo  es  cero,  se  deduce  que/(-3)  =  0.  De  aqui  que,  por  el  teorema 
del  factor,  x  —  (  —  3)  =  x  +  3  es  un  factor  de//x). 


Ahora  resuelva  el  problema  13. 
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Un  uso  importante  de  la  division  sintetica  se  aplica  al  enconlrar  el  valor  de 
un  polinomio. 

..  '■  1  I’  L  (  '  i  \()  ill  ,  i:  I  11  ■- •7Jj(  ■/.'(  ■(  j'  /  i'n  t 'n  ■■  m: '  i- r  <  i  n:,-  in  . 

Utilizar  la  division  sintetica  para  encontrar  el  valor  de  f{x)  =  —3x‘^  +  2x^  —  .r  +  1 
en  X  =  —2;  esto  es,  encontrar /(  — 2). 

El  teorema  del  residue  nos  dice  que  el  valor  de  una  funcion  polinomial  en  c  es  igual 
al  residuo  cuando  el  polinomio  es  dividido  entre  .r  —  c.  Este  residue  es  la  ultima 
entrada  del  tercer  renglon  en  el  proceso  de  la  division  sintetica.  Queremos  /(  — 2), 
asi  que  dividimos  entre  jc  —  (  —  2): 


El  cociente  es  q{x)  —  —3x^  +  -  I6x  +  31;  el  residuo  es  R  =  —61.  Ya  que 

el  residuo  fue  —61,  deducimos  por  el  teorema  del  residuo  que/(  — 2)  =  —61.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 

Como  ilustra  el  ejemplo  .“i,  podemos  usar  el  proceso  de  division  sintetica  para 
encontrar  el  valor  de  una  funcion  polinomial  en  un  numero  c  como  una  alternativa 
a  sdlo  sustituir  c  por  x.  Compare  el  trabajo  que  fue  necesario  en  el  ejemplo  5  con 
la  aritmetica  involucrada  en  la  sustitucidn: 

/(-2)  =  -3(-2)4  +  2(-2)3  -  (-2)  +  1 
=  -3(16)  +  2(-8)  +  2+1 
=  -48  -  16  +  2  +  I  =  -61 

Como  puede  ver,  la  determinacion  de /(  — 2)  puede  ser  mds  sencilla  utilizando  la  di¬ 
visidn  sintetica. 

Algunas  veces,  ni  la  sustitucidn  ni  la  divisidn  sintetica  evitan  la  necesidad  de 
hacer  calculos  tediosos.  Considere  el  problema  de  evaluar  f{x)  =  dx’  —  5x‘^  + 
0.2x-^  —  1.5x^  +  2x  —  6  en  X  =  1.2.  En  este  caso,  un  tercer  mdtodo,  que  utiliza  la 
forma  anidada  de  un  polinomio,  es  mas  util. 

Forma  anidada  de  un  polinomio 

Considere  el  polinomio /(x)  =  3x^  — 5x^  +  2x  —  7.  Podemos  factorizar  f{x)  como 
sigue: 

fix)  =  3x3  -  5x2  +  2x  -  7 
=  (3x3  _  5^2  +  2x)  -  7 
=  (3.^2  —  5x  +  2)x  —  7 
=  [(3x2  _  _|_  2'\x  —  1  I 

=  f(3x  —  5)x  +  2]x  —  7  ' 

Observe  que  esta  forma  del  polinomio  sdlo  contiene  expresiones  lineales,  Una  fun- 
cion  polinomial  escrita  de  esta  manera  se  dice  que  esta  en  forma  anidada. 

Veamos  algunos  otros  ejemplos. 
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Escribir  cada  polinomio  en  forma  anidada: 

(a)  f{x)  =  2x^  —  3x  +  5  (b)  f(x)  =  5x^  ^  6x^  -I-  2 

(c)  fix)  =  -5^4  +  3.^3  -2x^  +  lOx-  8 

(a)  Procedemos  como  sigue: 

fix)  =  (2^2  -  3x)  -b  5  =  (2x  -  3)x  -b  5 
La  expresion  (2x  —  3)x  -f  5  es  la  forma  anidada  de  2x^  —  3a'  +  5. 

(b)  fix)  =  (5x^  —  6x^)  -b  2  =  (5x^  —  6x)  x  -b  2  =  [(5x  —  6)x]x  -b  2 

La  expresidn  [(5x  —  6)x]x  +  2  es  la  forma  anidada  del  polinomio 
5x-^  -  6x^  -b2. 

(c)  fix)  =  (-5x^  +  3x-'*  -2x2  +  lOx)  -  8 

=  (  —  5x2  _j_  2^2  _  2jc  +  iO)x  —  8 
=  [(-5x2  +  3^.  ^2)x  -b  lCl]x  -  8 
=  {[(-5x  -b  3)x  -  2]x  +  10)x  -  8 

Ahora  resuelva  el  problema  39. 

La  ventaja  de  evaluar  un  polinomio  que  esta  en  forma  anidada  es  que  se  eviia 
la  necesidad  de  elevar  un  numero  a  una  potencia,  lo  que  en  una  calculadora  o  en 
una  computadora  puede  causar  graves  errores  de  redondeo.  Ademas,  las  compii- 
tadoras  pueden  realizar  la  operacion  de  suma  mucho  mas  rapido  que  la  de  multi- 
plicacidn,  y  la  forma  anidada  necesita  de  menos  multiplicaciones  que  la  forma 
ordinaria  de  un  polinomio.  En  el  ejempio  6(b),  para  evaluar  fix)  =  Sx^  —6x2  _|_  2 
en  su  forma  ordinaria  se  necesitd  de  cinco  multiplicaciones  y  dos  sumas: 

5  •  X  •  X  •  X  —  6  ■  X  ■  X  -b  2 


En  la  forma  anidada  se  necesitan  s61o  tres  multiplicaciones  y  dos  sumas: 


[(5  •  X  —  6)  •  x]  ■  X  +  2 


For  tanto,  para  evitar  errores  y  acelerar  los  ctilculos,  muchas  computadoras  evaltian 
los  polinomios  utilizando  la  forma  anidada. 


Utilizar  la  forma  anidada  y  una  calculadora  para  evaluar  el  polinomio  siguiente  en 
X  =  1.3. 


fix)  =  0.5x2  _  1  2x2  +  ^  [x  —6.2 
Escribimos/en  la  forma  anidada  como 

fix)  =  [(0.5x  —  L2)x  -b  5.1]x  —  6.2 

Empezamos  dentro  de  los  parentesis,  multiplicando  0.5  por  x  =  1.3.  Luego  resta- 
mos  1 .2.  Multiplicamos  el  resultado  por  x  =  1 .3  y  sumamos  5.1.  Multiplicamos  estc 
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resultado  por  .v  =  1.3  y  restamos  6.2.  El  valor  es 

/(1. 3)  =  -0.4995 

En  una  calculadora  se  precede  como  se  indica  a  continuacion: 


Tetlcar: 

Apareee: 

Ti'cli'ar: 

Aparece: 

Teclcar: 

•Apari’ce; 


Observe  que  en  este  proceso  no  se  utilizo  la  tecia  de  memoria. 

Resumen 


Tres  formas  para  encontrar  el  valor  de  una  funcidn  polinomial/(x)  en  un  numero  c: 

1.  Reemplazar  a:  por  el  numero  c  para  encontrar /(c). 

2.  Utilizar  la  division  sintetica  para  dividir  f(x)  entre  a  —  c.  El  residuo  es  f(c). 

3.  Escribir/(A)  en  la  forma  anidada  y  usar  una  calculadora  para  encontrar /(c). 


Ejercicio  3.4 

En  los  problemas  del  I  al  10  use  el  teorenia  del  residuo  para  encontrar  cudndo  f(x)  es  divisible  entre  g(x). 
1.  /(a)  =  a^  -  a^  +  2a  +  4;  g(x)  =  x  -  2  2.  f(x)  =  a^  +  2a^  ~  3a  +  I ;  g(x)  =  a  +  I 

3.  /(a)  =  3a-^  +  2v^  -  A  +  3;  ^(a)  =  a  -  3  4.  /(a)  =  -4a^  +  2a^  -  a  +  1;  .^(a)  =  a  +  2 

S.  /(a)  =  a'’  —  4a^  +  a;  .|?(a)  =  a  +  3  6.  /(a)  =  +  a-  +  2;  g(x)  =  a  —  2 

7.  /(a)  =  4a®  -  3a^  +  a^  +  5;  g(,x)  =  a  —  I  8.  fix)  =  a®  +  Sa^*  —  10;  g(A)  =  a  +  1 

9.  fix)  =  0.  Ia3  +  0.2a;  ^(a)  =  a  +  1.1  10.  fix)  =  0.  Ia^  -  0.2;  gix)  =  a  +  2. 1 

En  los  problemas  del  11  al  22,  use  el  teorenia  del  residuo  para  encontrar  el  cociente  qix)  y  el  residuo  R 
cuando  fix)  es  dividido  entre  gix). 

11.  fix)  =  a’  —  A^  +  2a  +  4;  gix)  =  A  —  2  12.  /(a)  =  a^  +  2a^  —  3a  +  1;  gix)  =  a  +  I 

13.  fix)  =  3a'^  +  2a-  —  a  -I-  3;  .jIa)  =  a  -  3  14.  /(a)  =  — 4a^  2a^  -  a  +  1;  gix)  =  a  -I-  2 

15.  fix)  =  A®  —  4a’  -I-  a;  g(A)  =  A  -I-  3  16.  f(.x)  =  a”*  +  a^  -I-  2;  gix)  =  x  -  2 

17.  fix)  =  4a®  —  3a‘'  +  x^  +  5\  gix)  =  A  -  1  18.  fix)  =  a®  +  Sa*  —  10;  gix)  =  x  +  \ 

19.  /(a)  =  0. 1  a®  3-  0.2a;  gix)  =  a  -r  1 . 1  20.  fix)  =  0. 1  a^  -  0.2;  gix)  =  a  +  2. 1 

21.  fix)  =  A®  -  I ;  gix)  =  A  -  1  22.  fix)  =  a®  -I-  1 ;  gix)  =  a  3-  I 


234  Capitulo  3  Funciones  racionales  y  polinomiales 


En  los  problemas  del  23  al  32  use  la  division  sintetica  para  determinar  si  x  ~  c  es  un  factor  de  f{x). 


23.  fix)  =  4x'  -  3x^  -  8x  +  4;  c  =  2 

25.  fix)  =  -  6x-^  ~  5x  +  10;  c  =  2 

27.  fix)  =  3x«  +  82x3  +  27;  c  =  -3 

29.  fix)  =  4x®  -  64x^  +  x3  -  15;  c  =  -4 

31.  fix)  =  2x"'  ^  x3  +  2t  —  I ;  c  = 


1 


24.  fix)  =  -4x3  +  5^2  +  g.  ^  =  _3 
26.  fix)  =  4x^  —  15x3  _  4,  c  =  2 
28.  fix)  =  2x6  -  18x^  +  x3  -  9;  ^  =  -3 
30.  fix)  =  x®  —  16x‘'  +  x3  -  16;  c  =  — 4 
32.  /(x)  =  3x^  +  x3  -  3x  +  1 ;  c  =  -  y 


£■«  /oi-  problemas  del  33  al  38  utilice  la  division  sintetica  para  encontrar  f(c). 

33.  fix)  =  5x^  -  3x3  +  1 ;  =  2  34.  fix)  =  ~2x^  +  3x3  +  5;  c  =  -2 

35.  fix)  =  4x3  -  3x3  +  2x  -  1 ;  c  =  -  I  36.  fix)  =  -3x'‘  +  3x3  -  2x3  +  5;  ^  =  -  1 

37.  fix)  =  9x‘3  -  8x'o  +  9x*  +  5;  c  =  1  38.  fix)  =  lOx'^  +  4x'3  -  +  x3;  c  =  -  1 


En  los  problemas  del  39  al  48  escriba  cada  polinomio  en  la  forma  anidada. 


39.  fix)  =  3x3  _  2.^2  -  5;i  +  8 

41.  fix)  =  3.?^  -  6x3  -  5x  +  10 

43.  fix)  =  3x6  _  ^2x^  +  27 

45.  fix)  =  4x6  _  54^  +  x3  -  15 

47.  fix)  =  2x''  —  .r*  +  2x  —  1 


40.  fix)  =  -4x3  +  5x3  +  6 
42.  /(x)  =  4+*  -  15x3 -4 
44.  fix)  =  2x6-1  Sx'*  +  x3  -  9 
46.  fix)  =  x6  —  1 6x^  +  x3  —  16 
48.  fix)  =  3y*  +  x3  -  3x  +  1 


En  los  problemas  del  49  al  58,  utilice  la  forma  anidada  y  una  calculadora  para  evaluar  cada  polinomio  m 
X  =  1.2.  Evite  el  uso  de  cualquier  tecla  de  memoria. 

49.  fix)  =  3x3  +  2+2  -  5+  +  8  50.  fix)  =  -4x3  +  5x3  +  6 

fix)  =  3+3  -  6x3  _  5+  +  10  52.  fix)  =  4,x^  -  15x3-4 

fix)  =  3x6  _  32+3  +  27  54.  /(+)  =  2+6  _  J8+4  +  +2  _  9 


51. 

53. 


55.  fix)  =  4x6  _  54+4  +  +2  _  j  g 
57.  fix)  =  2jd  —  x3  +  2x  —  1 


56.  fix)  =  x®  —  1 6x^  +  x3  —  16 

58.  fix)  =  3x^  +  x3  —  3x  +  1 


59.  Encuentre  k  tal  que  fix)  =  x3  —  kx~  +  kx  +  2  tenga  el  factor  x  —  2. 

60.  Encuentre  k  tal  que/(x)  =  x^  —  kx^  +  kx^  +  1  tenga  el  factor  x  +  2. 

61.  i^CuSl  es  el  residue  cuando  fix)  =  2x-^  —  Sx*®  +  x  —  2  se  divide  enlre  x  —  1? 

62.  ^Cual  es  el  residue  cuando  fix)  =  — 3x'3  +  x^  —  x’  +  2x  se  divide  entre  x  +  1? 

63.  Utilice  el  teorema  del  factor  para  probar  que  x  —  c  es  un  factor  de  x"  —  c"  para  cualquier  entero  positive  n. 

64.  Utilice  el  teorema  del  factor  para  probar  que  x  —  c  es  un  factor  de  x"  +  c"  si  «  s  1  es  un  entero  impar. 

65.  Una  microcomputadora  IBM— AT  calcula  potencias  mediante  multiplicacibn.  Suponga  que  cada  multiplicacidn  de 
dos  numeros  requiere  de  33,333  nanosegundos  y  cada  suma  0  resta  necesita  500  nanosegtindos.  (Tenga  en  cuenta 
que  1  nanosegundo  =  10“^  segundos.)  Sin  considerar  ningun  otro  tiempo,  i^cu^nto  le  tomard  a  la  computadora  en¬ 
contrar  el  valor  de/(x)  =  2x3  _  5^2  +  4+  - 10  en  x  =  2.013?: 

(a)  i^Reemplazando  x  por  2.013  en  la  expresi6n  para  fix)? 

(b)  ^Reemplazando  x  por  2.013  en  la  forma  anidada  de  fix)? 

66.  Usando  la  microcomputadora  descrila  en  el  problema  65,  (^cudnto  tiempo  le  tomaria  por  los  dos  mdtodos  (a)  y  (b) 
encontrar  el  valor  de  fix)  =  ax3  +  bx^  +  cx  +  d  para  5000  valores  de  x? 

67.  ,  .  Escriba  un  programa  donde  se  aplique  la  divisidn  sintetica  para  dividir  un  polinomio 

entre  x  -  c.  Su  entrada  debe  consistir  de  los  coeficientes  del  polinomio,  en  orden  descendente,  seguidos  por  el  niimero 
c.  Su  salida  debe  consistir  de  los  numeros  que  aparecerian  en  el  tercer  rengidn  del  proceso  de  la  divisidn  sintetica. 
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68.  l-jt  ’  pi-  Escriba  un  programa  que  evalue  un  polinomio  utilizando  la  forma  anidada.  Su  entrada 

debe  consistir  de  los  coeficientes  del  polinomio,  en  orden  descendente,  seguidos  por  el  numero  c  en  el  cual  el  poli¬ 
nomio  sera  evaluado.  Pruebe  su  programa  con  los  polinomios  dados  en  los  problemas  del  49  al  58. 

"69.  Cuando  usted  divide  un  polinomio  entre  x  —  c,  ^prefiere  ulilizar  division  larga  o  la  sint6lica?  ^E1  valor  de  c  provoca 
una  diferencia  en  su  eleccidn?  De  sus  razones. 

y.  ■ 

if 

Los  ceros  reales  de  una  funcion  polinomial  /son  las  soluciones  reales,  si  las  hay, 
de  la  ecuacidn  f{x)  =  0.  Tambien  son  las  intersecciones-.r  de  f.  En  las  funciones 
polinomialcs  y  racionales,  hemos  visto  la  importancia  de  localizar  los  ceros  para  la 
graficacidn.  Sin  embargo,  en  la  mayona  de  los  casos  los  ceros  de  una  funcion  poli- 
noniial  son  dificiles  de  encontrar.  No  hay  formulas  sencillas  disponibles,  como  la 
formula  cuadratica,  para  ayudamos  a  resolver  un  polinomio  de  grade  superior  a  2. 
Aunque  existen  formulas  para  resolver  cualquier  ecuacidn  polinomial  de  tercero  o 
cuarto  grade,  son  muy  complicadas.  (Si  esta  interesado  en  aprender  acerca  de  ellas, 
vea  los  problemas  del  75  al  83  donde  se  resuelven  ecuaciones  cubicas;  para  ecua- 
ciones  polinomiales  de  cuarto  grade  consulte  un  libro  sobre  teorfa  de  ecuaciones.) 
Se  ha  comprobado  que  no  existen  fdrmulas  generates  para  ecuaciones  polinomiales 
de  grado  5  o  superior.  En  esta  seccion  aprenderemos  algunas  maneras  de  detectar 
informacidn  acerca  del  cardeter  de  los  ceros,  que,  a  su  vez,  nos  pueden  ayudar  a  en- 
contrarlos  o  al  menos  a  aislarlos 

Nuestro  primer  teorema  concieme  al  numero  de  ceros  que  una  funcidn  poli¬ 
nomial  puede  tener.  Al  contar  los  ceros  de  un  polinomio,  contamos  cada  cero  tan- 
tas  veces  como  sea  su  multiplicidad. 

T.oroina  Una  funcidn  polinomial  no  puede  tener  mas  ceros  que  el  valor  de  su  grado. 

numcT"- do  ‘ .  i  ; .  ■ 

Dcni;v;ira';ii  n  La  demostracidn  estd  basada  en  el  teorema  del  factor.  Si  r  es  un  cero  de  una  fun¬ 
cidn  polinomial  /,  entonces  f(r)  =  0  y,  jc  —  r  es  un  factor  de  f(x).  Por  tanto,  cada 
cero  corresponde  a  un  factor  de  grado  1.  El  resultado  es  consecucncia  de  que  /no 
puede  tener  mas  factores  de  primer  grado  que  el  valor  de  su  grado. 

El  teorema  siguiente,  llamado  Regia  de  los  signos  de  Descartes,  proporciona 
informacidn  acerca  del  numero  y  localizacidn  de  los  ceros  de  una  funcidn  polino¬ 
mial,  de  modo  que  sepamos  ddnde  buscar  los  ceros.  La  regia  de  los  signos  de 
Descartes  supone  que  el  polinomio  esta  escrito  en  potencias  descendentes  de  x,  y 
necesita  que  contemos  el  numero  de  variaciones  de  signo  de  los  coeficientes  de  f(x) 
yf(.~x). 

Por  ejemplo,  la  siguiente  funcidn  polinomial  tiene  dos  variaciones  en  el  signo 
de  los  coeficientes: 

fix)  =  +  4x4  +  3JJ.2  _2;c  - 1 

=  Ox^  -l-^Ox^^  4x4  -b  Ox^  +  3x^  —  2x  —  1 

Observe  que  ignoramus  los  coeficientes  cero  en  Ox^,  Ox^  y  Ox^  al  contar  el  numero 
de  variaciones  en  el  signo  de  fix).  Reemplazando  x  por  — x,  obtenemos 

fi—x)  =  3x^  +  4x4  -b  3x^  +  2x  —  1 


Los  ceros  de 
una  funcion 
polinomial 


que  tiene  una  variacidn  de  signo. 
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Teurcm;i 
reglii  de  los  signus  de 
Dcscaflc'- 


E  J  E  M  P  L  O  I 


Solucidn 


Teorcnia 
dc  los  Lcros  racionales 


E  J  E  M  I*  L  O  2 


Stiliicion 


Sea /una  funcidn  polinomial. 

El  numero  de  ceros  positives  de/ es  igual  al  numero  de  variaciones  en  el  signo  de  los  coe- 
ficientes  de  /(x),  o  es  igual  que  ese  numero  menos  un  entero  par. 

El  numero  de  ceros  negativos  de/es  igual  al  numero  de  variaciones  en  el  signo  de  los  coc- 
ficientes  de /(— x),  o  es  igual  a  ese  numero  menos  un  entero  par.  I 

No  demostraremos  la  regia  de  los  signos  de  Descartes,  veamos  como  se 
utiliza. 

Uso  dc  la  ret;lu  de  las  sii;nas  de  Descant  s  para  lacalizar  ceros 

Analizar  los  ceros  de:  f(x)  =  3x®  —  4x‘*  +  3x^  +  2x^  —  x  —  3 

Debe  haber  un  maximo  de  seis  ceros,  ya  que  el  polinomio  es  de  grade  6.  Como  hay 
tres  variaciones  en  el  signo  de  los  coeficientes  de/(x),  por  la  regia  de  los  signos  de 
Descartes  esperamos  tener  tres  o  un  cero  positives.  Para  continual,  veamos  a /(-.v): 

/(— x)  =  3x®  —  4x‘*  —  3x^  +  2x^  +  X  —  3 

Hay  tres  variaciones  de  signo,  asf  que  esperamos  tener  tres  o  un  cero  negativos.  De 
manera  equivalente,  sabemos  que  la  grafica  de/tiene  tres  o  una  intersecciones-.i 
positivas  y  tres  o  una  intersecciones-x  negativas.  I 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Aunque  realmente  no  hemos  encontrado  los  ceros  en  el  ejemplo  1,  sabemos 
algo  acerca  de  su  numero  y  cudntos  podnan  ser  positives  o  negativos.  El  resultado 
siguiente,  que  se  le  pide  demostrar  en  el  ejercicio  3.5  (problema  74),  es  llamadci 
teorema  de  los  ceros  racionales  y  proporciona  informacion  acerca  de  los  ceros 
racionales  de  un  polinomio  con  coeficientes  enteros. 

Sea /una  funcidn  polinomial  de  grade  1  o  superior  de  la  forma 


f(x)  =  UnX!"  +  a„-|X"  '  +  •  •  •  +  fliX  -b  flo  A  0,  (3o  ^  0 


donde  cada  coeficiente  es  un  entero.  Si  p/q,  sin  factores  comunes,  es  un  cero  racional 
de  /,  entonces  p  debe  ser  un  factor  de  no  y  ^  tin  factor  de  a„.  I 

Lista  de  pasihU  s  <  ero\  rat  ionales 
Enlistar  los  posibles  ceros  racionales  de 

fix)  =  2x^  +  1  Ix^  —  7x  —  6 

Ya  que /tiene  coeficientes  enteros,  podemos  usar  el  teorema  de  los  ceros  racionales. 
Primero,  enlistamos  todos  los  enteros  p  que  son  factores  de  no  ==  “6  todos  los  en¬ 
teros  q  que  son  factores  de  03  =  2: 

p\  — ],  —2,  —3,  —6 
q-.  ±  1,  ±2 


Ahora  construimos  todas  las  razones  posibles  p/q: 


Seccidn  3.5  Los  ceros  de  una  funcidn  polinomial  237 


9  ■ 


±1,  ±2,  ±3,  ±6,  ±-, 
2 


3 

2 


Si/ tiene  un  cero  racional  debe  encontrarse  en  esta  lista,  que  contiene  12  posibilidades. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  13. 

Asegurese  de  entender  lo  que  dice  el  teorema  de  los  ceros  racionales:  Para  un 
polinomio  con  coeficientes  enteros,  si  hay  un  cero  racional,  es  uno  de  los  que  se 
enlistan.  Puede  suceder  que  no  haya  ceros  racionales.  La  division  sintetica  puede 
ser  utilizada  para  probar  cada  posible  cero  racional  con  el  fin  de  determinar  si  en 
realidad  es  un  cero.  Para  hacer  el  trabajo  mas  fdcil  primero  se  prueban  los  enteros. 
Continuemos  con  este  ejemplo. 

EM  P  I.  ()  3  De  icntiinin  idn  tic  fcms  mt  iniuilrs  </<  inn:  fiini  ion  /lolinoinitil 

Continuar  trabajando  el  ejemplo  2  para  encontrar  los  ceros  de 

f(x)  =  2x^  +  llx^  —  7x  —  6 

.Siducioii  Reunimos  toda  la  informacion  que  podamos  acerca  de  los  ceros; 

P\SO  I:  Hay  cuando  mucho  tres  ceros. 

P.A.SO  1:  Por  la  regia  de  los  signos  de  Descartes,  hay  un  cero  positivo.  Tambi^n,  como 

f(-x)  =  -2x^  +  1 1x2  +  7x  -  6 
hay  dos  ceros,  o  ninguno,  negatives. 

l*.\SO  Ahora  usamos  la  lista  de  posibles  ceros  obtenida  en  el  ejemplo  2:  ±  1,  ±2,  ±3, 
±6,  ±/  ±2- Elegimos  probar  el  posible  cero  racional  1  utilizando  la  division  sin- 
t6tica: 

i)2^”iT  -7  -6 

2  13  _6 

2  13  6  0 

El  residue  es  cero.  Por  tanto,  1  es  un  cero  y  x  —  1  es  un  factor  de/  Las  enuadas 

en  el  rengldn  inferior  de  esta  division  sintetica  pueden  ser  usadas  para  factorizar.- 

f[x)  =  2x-*  +  1 1x2  —  7x  —  6 
=  (x  —  1  )(2x2  +  1 3x  +  6) 

Ahora  cualquier  solucion  de  la  ecuacidn  2x2  I3v  +  6  =  0  sera  un  cero  de  /  A 
causa  de  esto,  llamamos  a  la  ecuacidn  2x2  +  13x  +  6  =  0.  ecuacion  reducida 
de/.  Ya  que  el  grade  de  la  ecuacidn  reducida  de/ es  menor  que  el  de  la  ecuacibn 
original,  trabajamos  con  la  ecuacibn  reducida  para  encontrar  los  ceros  de  / 
I’.VSO  4;  La  ecuacibn  reducida  2x-  +  13x  +  6  =  0  es  una  ecuacibn  cuadrdtica  con  dis- 
criminante  —  Aac  ~  169  —  48  =  121  >0.  Por  lo  tanto,  tiene  dos  soluciones 
reales  que  pueden  ser  encontradas  por  factorizacibn: 

2x2  ^  1 3,r  +  6  =  (2x  +  1  )(x  +  6)  =  0 
2x+l=0  0  x  +  6  =  0 


Los  ceros  de/son  -6,  —  y  1.  ■ 

Observe  que  los  tres  ceros  de  /  encontrados  en  el  ejemplo  3  estan  entre  los 
dados  en  la  lista  de  posibles  ceros  racionales  en  el  ejemplo  2.  Tambien,  observe  que 
podemos  escribir/en  forma  factorizada  como 

/(x)  =  2x2  ^  1 1^2  _  -7j.  _  —  l)(2x  +  l)(x  +  6) 


(1) 
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Encontrar  los  ceros  de:  f{x)  =  —  Ix'^  —  15x^  +  10x‘  +  12x  —  8 

■;-)liicinii  Reunimos  toda  la  informacion  que  podamos  acerca  de  los  ceros: 

I:  Hay  cuando  mucho  cinco  ceros. 

-  -■  Por  la  regia  de  los  signos  de  Descartes,  hay  tres  ceros,  o  uno,  positivos.  Tambier, 


f[-x)  =  “3x5  _  2^4  +  +  i0x2  -  llv  -  8 

hay  dos  ceros,  o  ninguno,  negativos. 

Obtener  la  lista  de  posibles  ceros  racionales,  escribimos  los  factores  de  p  de  - 
“8  y  los  factores  q  de  as  =  3: 

p'.  ±  l,  ±2,  ±4,  ±8 

q:  ±  I ,  ±3 

Los  posibles  ceros  racionales  consisten  de  todos  los  posibles  cocientes  p/q: 

±2  -4  4-8  -2  ^4  ^8 

cr  ’  ’  ■  ■  3  ’  3  '  3  ’  3 

Podemos  probar  el  posible  cero  racional  1  utilizando  la  divisidn  sintetica: 


1)3  -2 


10  12  -8 


3  1-14-4  8  0 

El  residuo  es  cero,  Por  tanto,  1  es  un  cero  y  x  -  )  es  an  factor.  Como  antes,  uti- 
lizamos  las  entradas  en  el  rengion  inferior  de  esta  division  sintetica  para  facto- 
rizar  a  f: 

fix)  =  3x5  -  2x‘’  -  I5;t3  10^2  ^  ^2x-S 

=  (x  -  l)(3x''  +  .r5  -  14x‘  -  4x  +  8) 

Ahora  trabajemos  con  la  primera  ecuacidn  reducida  de /: 

3x‘’  +  x5  -  14x-  -  4x  +  8  =  0 

Sea  ryi(x)  =  3x'*  +  x^  —  I4x-  —  4x  +  8.  Por  la  regia  de  los  signos  de  Descartes. 
q[  tiene  dos  ceros,  o  ninguno,  positivos.  Tambi6n  como 

q^i—x}  =  3xf*  —  x^  -  I4x~  +  4x  +  8 

q]  tiene  dos  ceros,  o  ninguno,  negativos. 

Los  posibles  ceros  racionales  de  qi  son  los  mismos  que  se  enlistaron  anterior- 
mente  para  /.  Seleccionamos  probar  con  1  otra  vez  ya  que  podn'a  ser  una  rai/ 
repetida: 

lj3  i  ^4  8 

3  4  -10  “14 

3  4  “10  -14  “6 

El  residuo  nos  indica  que  1  no  es  cero  de  gi,  Ahora  probamos  que  —1: 

“  l}3  1  ^4  8 


3  -2  -12  8  0 

Enconiramos  que  —1  es  un  cero  de  q[  y  por  lo  tanto  x  -  (-  1)  =  x  +  I  es  tin  fac¬ 
tor  de  qi.  En  consecuencia,  lenemos 

/(x)  =  (x  -  l)(x  +  l)(3x5  -  2x‘  -  12.V  +  8) 

Ahora  trabajamos  con  la  segunda  ecuacidn  reducida  de  f: 

3x5  -  2x2  -  12x  +  8  =  0 
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Sea  q2{x)  =  —  2x^  -  I2x  +  8,  Por  la  regia  de  los  signos  de  Descartes,  q2  dene 

dos  ceros,  o  ninguno,  posilivos.  Tambidn,  como 

q2{~x)  =  —  B.r*  —  2x-  +  12x  +  8 

(?2  liene  un  cero  negativo.  La  lista  de  posibles  ceros  racionales  de  <72  es  la  misma 
que  la  de /.  Sin  embargo,  ya  que  1  no  era  cero  de  r/i,  tampoco  puede  serlo  de  <72- 
Adem^s,  cl  hecho  de  que  - 1  sea  cero  de  171  no  significa  que  no  pueda  ser  cero 
de  <72  (eslo  es,  podrfa  ser  una  raiz  repetida  de  171).  Sabemos  que  hay  un  cero  ne¬ 
gativo  (que  podn'a  no  ser  racional),  asf  que  probamos  con  —  I  una  vez  mis  para 
determinar  si  es  una  rai'z  de  <72: 

-1)3  -2  ^T2  8 

_ ^3 _ 5 _ 7 

3  -5  -7  15 

No  lo  es.  A  continuacidn,  seleccionanios  probar  con  -2: 

-2)3  -2  ^72 

_ ^6 _ 16  —8 

3-8  4  0 

Encontramos  que  —2  es  un  cero,  de  modo  que  x  —  (-2)  =  .v  +  2  es  un  factor. 
Por  tanto,  tenemos 

f(x)  =  (x  -  I  )(x  -f  l)(x  +  2)(3x2  -  8x  +  4)  (2) 

!’\.s()  7:  La  nueva  ecuacidn  reducida  de  /  3x‘  —  8x  +  4  =  0.  es  cuadritica  con  un  dis- 
criminante  de  —  4ac  =  (  —  8)^  -  4(3)(4)  =  16.  Por  lo  tanto,  esta  ecuacidn  tiene 
dos  rai'ces  reales  y,  en  este  caso,  las  encontramos  factorizando: 

3x2  ^  8^.  4  = 

(3x  -  2)(x  -  2)  = 

3x  —  2  =  0  o  X  — 

2 


0 

0 

2  =  0 
X  =  2 


Los  ceros  de/son  —2,  —  1,  5,  1,  y  2.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  25. 

El  procedimiento  seguido  en  el  ejemplo  4  para  encontrar  los  ceros  de  un  poli- 
nomio  tambien  puede  ser  utilizado  para  resolver  ecuaciones  polinomiales. 


M  I  .  1) 


Resolver  la  ecuacion:  —  5x^  +  12x^  —  24x^  +  32x  —16  =  0 


x.ib  ■  III  Las  soluciones  de  esta  ecuacion  son  los  ceros  de  la  funcion  polinomial 

fix)  =  -  5x'‘  +  12x^  -  24x2  -b  32x  -  16 


:  V'*  Hay  cuando  mucho  cinco  soluciones  reales. 

Por  la  regia  de  los  signos  de  Descartes,  hay  cinco,  tres  0  una  soluciones  positi- 
vas.  Como 

/(-.v)  =  -x5  -  5x2  _  ^2x3  -  24x-  -  32r  -  16 
no  hay  soluciones  negativas. 

i"V>- '  V  Yaque(7i=  1  y  no  hay  soluciones  negativas,  las  potenciales  soluciones  racionales 
son  los  enteros  positives  1, 2,  4,  8  y  16.  Primero  probamos  la  posible  rafz  racional 
1  utilizando  la  divisidn  sintctica: 
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1.  .1  K  M  P  1.  (J  6 


l)l  ^5  12  ^24  32  ^ 

1  -4  8  -16  16 

I  -4  8  -16  16  0 

Por  tanto,  1  es  una  soluci6n  y 

-  5x4  +  ,2^1  -  24x2  +  32x  -  16  =  (x  -  l)(x^  -  4x2  +  g^2  _ 

Las  restantes  soluciones  satisfacen  la  ecuacion  reducida 
x4  —  4x2  _|_  g^2  _  1 5^  +  16  =  0 

PASO  4;  Las  posibles  soluciones  racionales  aun  son  1,  2,  4,  8  y  16.  Primero  probamos  I 
ya  que  puede  ser  una  solucidn  repetida: 

ij]  ^  8  '-M6  16 

1  -3  5  -II 

I  -3  5  -11  5 

Por  tanto,  I  no  es  una  solucidn  de  la  ecuacidn  reducida.  Aliora  intentemos  con  2; 
211  ^4  8  ^16  l6 

2-4  8  -16 

1-24-8  0 

Por  tanto.  2  es  una  soluci6n  de  la  ecuacion  reducida  y 
x2  -  5x4  +  12^3  _  24.y2  +  32x  -  16  =  (x  -  l)(x  -  2)(x2  -  Ix^  +  4x  -  8) 
Las  restantes  soluciones  satisfacen  la  nueva  ecuacidn  reducida 
x2  —  2x2  +  4x  —  8  =  0 

PV.SO-'-  A  bora,  las  posibles  soluciones  racionales  son  I,  2,  4  y  8.  Sabemos  que  1  no  es 
una  solucidn  (.^sabe  usted  por  qud  no  lo  es?),  de  modo  que  empezamos  con  2: 

2)1  -2  4  ^ 

_  2  0 _ 8 

I  0  4  0 

Por  tanto,  2  es  una  solucion  de  la  nueva  ecuacidn  reducida  y  es  una  solucibn 
repetida  de  la  ecuacion  original,  asi 

x"  -  5x4  +  ]2x^  -  24x2  +  32x  -  16  =  (x  -  l)(x  -  2)2(x2  +  4) 

Las  soluciones  restantes  satisfacen  la  ecuacion  reducida 

x2  +  4  =  0 

la  cual  no  tiene  soluciones  reales. 

P\.S()  ■  Por  tanto,  las  soluciones  reales  son  1  y  2  (la  ultima  es  una  solucibn  repetida).® 
■  Ahora  resuelva  el  problema  37. 
i r:::'’U!:  ton  t/c  lo\  -  rcttlcs  tie  tin  imliitotitio 

Usar  la  regia  de  los  signos  de  Descartes  y  el  teorema  de  los  ceros  racionales  para 
encontrar  los  ceros  reales  de  la  funcion  polinomial 

g{x)  =  —  .x4  —  +  x2  —  2x  +  2 

Usar  los  ceros  para  factorizar  en  los  numeros  reales.  Despues  haga  la  grafica  de  g. 
P\.S()  I:  Hay  cuando  mucho  cinco  ceros. 

P\S()  2:  Hay  cuatro,  dos,  o  ninguno,  ceros  positives.  Tambien,  como 

g(  -x)  =  -X^  —  x4  +  x2  +  x2  +  2x  +  2 
hay  un  cero  negative. 
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FIGURA  42 


FIGURA  43 

.V-  -  .r'*  -  x3  +  -  2j(  +  2 


PAS»)  .'•  Los  posibles  ceros  racionales  de  g  son  ±I,  ±2.  Probemos  con  I: 

ijl  2 

1  0-1  0-2 
1  0-1  0-2  0 
Por  tanto,  1  es  un  cero,  de  modo  que  x  —  1  es  un  factor  y 
g(x)  =  (x  -  OCx^*  -  x2  -  2) 

PA.SO  4:  La  ecuacibn  reducida  x'*  —  x“  —  2  =  0  es  de  forma  cuadrStica  y  puede  ser  fac- 
torizada  como  sigue: 

x-*  -X-  -2  =  0 
(x^  -  2)(x^  +  1 )  =  0 
x^  —  2  =  0  o  x^+l=0 
X  =  ±V2 

Ya  que  x^  +  1  =  0  no  tiene  solucibn  real,  la  ecuacibn  reducida  sbio  tiene  dos 
soluciones  V2  y  —  V2. 

Por  tanto,  los  ceros  de  g  son  —  V2,  1,  y  V2.  La  forma  factorizada  de  g  en 
los  numeros  reales  es 

g{x)  =  —  2x  +  2 

=  (x-  \  ){x‘^  -  x^  +  2) 

=  (x  -  l)(x2  -  2)(x2  +  1) 

=  (x  -  l)(x  -  V2)(x  +  \/2)(x2  +  1) 

Ahora  construyamos  la  figura  42: 


1  <  x< 


-V2<x<1 

I 

.L  4 

L 

I 

I  I 

i  ^ 

1 

2 

0 

i  ^ 

I  I 

Valor  de  ft: 

GrSfica  de  ft: 

-30 

Por  debajo  [ 
del  eje  x  | 

4 

Por  arriba 
del  eje  x 

I  I 

I  -0.17  1 
[Por  debajo' 

1  del  eje  x  | 

10 

Por  arriba 
del  eje  x 

Punlo  sobre  la  gralica: 

(-2,  -30) 

(-1.4) 

(1.1, -0.17) 

(2,  10) 

La  grafica  de  g  tiene  cuando  mucho  cuatro  puntos  de  retomo.  Para  valores 
grandes  de  x,  la  grafica  se  comportara  como  la  de  y  =  x^.  La  figura  43  ilustra  la 
grafica  de  g. 
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Procedimiento  para 
encontrar  los  ceros  reales 
de  una  funcion 
polinomlal 


I)K,S.\KKi  iLl.o  lIKSTOKirCi 


VrrHi  unr  Hacer  la  grafica  g(A:)  =  —  x‘*  —  —  2x  +  2.  Utilizar  TRACE 

para  localizar  los  puntos  de  retorno  y  verificar  las  intersecciones-x.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  47. 

A1  factor  cuadratico  x^  +  1  que  aparece  en  forma  factorizada  en  el  ejemplo  6 
se  le  llama  irreducible,  ya  que  el  polinomio  +  1  no  puede  ser  factorizado  en  los 
numeros  reales.  En  general,  decimos  que  un  factor  cuadrdtico  ax^  +  bx  +  c  es 
irreducible  si  no  puede  ser  factorizado  en  los  numeros  reales,  esto  es,  si  es  primo 
en  los  numeros  reales. 

Consulte  la  funcion  polinomial/del  ejemplo  4.  Encontramos  que/tiene  cinco 
ceros  reales,  de  modo  que,  por  el  teorema  del  factor,  su  forma  factorizada  tencira 
cinco  factores  lineales.  La  funcion  polinomial  g  del  ejemplo  6  tiene  tres  ceros  realcs. 
y  su  forma  factorizada  tiene  tres  factores  lineales  y  un  factor  cuadratico  irreducible. 
El  resultado  siguiente  nos  dice  lo  que  debemos  esperar  cuando  factorizamos  un 
polinomio. 

Toda  funcidn  polinomial  (con  coeficientes  reales)  puede  ser  factorizada  de  manera 
unica  en  un  producto  de  factores  lineales  y/o  factores  cuadrliticos  irreducibles.  ■ 

Probaremos  este  enunciado  en  la  seccidn  3.7  y,  de  hecho,  sacaremos  varias 
conclusiones  adicionales  acerca  de  los  ceros  de  una  funcidn  polinomial.  Vale  la  pena 
hacer  notar  una  conclusion  ahora.  Si  un  polinomio  (con  coeficientes  reales)  es  de 
grado  impar,  entonces  debe  tener  al  menos  un  factor  lineal.  (^Advierte  por  que?) 
Por  lo  tanto,  tendrd  al  menos  un  cero  real. 

Una  funcidn  polinomial  (con  coeficientes  reales)  de  grado  impar  tiene  al  menos  un 
cero  real.  ■ 

Resumen 

Para  obtener  informacidn  acerca  de  los  ceros  reales  de  una  funcidn  polinomial,  siga 
estos  pasos: 

.’'..so  Utilizar  el  grado  del  polinomio  para  determinar  el  numero  maximo  de  ceros. 

2-  Aplicar  la  regia  de  los  signos  de  Descartes  para  determinar  el  numero  posible  de 
ceros,  positivos  y  negatives, 

I’VSO  (a)  Si  el  polinomio  tiene  coeficientes  enteros,  utilizar  el  teorema  de  los  ceros 
racionales  para  identificar  aquellos  numeros  racionales  que  potencialnientc 
puedan  ser  ceros. 

(b)  Utilizar  la  divisidn  sint6tica  para  comprobar  cada  posible  cero  racional. 

(c)  Cada  vez  que  se  encuentre  un  cero  (y  por  tanto  un  factor),  repetir  los  pasos 
2  y  3  sobre  la  ecuacidn  reducida. 

y\S(}  4  Cuando  intente  encontrar  los  ceros,  recuerde  utilizar  (si  es  posible)  las  tecnicas 
de  factorizacidn  que  ya  conoce  (productos  especiales,  factorizacidn  por  agru- 
pacion,  etc6tera). 

Si  estos  procedimientos  fallan  en  la  localizacidn  de  todos  los  ceros,  puede 
tener  que  conformarse  con  una  “estimacidn”  o  “aproximacidn”  de  estos.  El  obje- 
tivo  de  la  seccidn  siguiente  es  darle  a  conocer  edmo  “estimar  o  aproximar”  los  ceros 
reales  de  una  funcion  polinomial. 

■  Existen  formulas  para  solucionar  ecuaciones  polinomiales  de  tercer  y  cuarto  gra¬ 
des  que,  a  pesar  de  no  ser  muy  prdcticas,  tienen  cierto  interes  historico. 

Durante  el  siglo  XVI  en  Italia,  las  competencias  matematicas  fueron  un 
pasatiempo  muy  popular  y  quienes  poseian  mdtodos  para  resolver  problemas  los 
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mantenian  en  secreto.  (Las  soluciones  que  se  publicaban  ya  eran  del  conocimiento 
publico.)  Nicolas  de  Brescia  (1499-1557),  comunmente  conocido  como  Tartaglia  (“el 
tartamudo”),  mantenia  en  secreto  el  metodo  para  resolver  ecuaciones  cubicas  (de  ter- 
cer  grado),  lo  que  le  dio  una  ventaja  decisiva  en  los  concursos.  Girolamo  Cardano 
(1501-1576)  descubrid  que  Taitaglia  conocia  el  secreto,  y  como  estaba  interesado  en 
las  ecuaciones  cubicas,  le  solicito  la  solucion  a  Tartaglia.  Este,  renuente,  vacilo  por 
algun  tiempo  pero  fmalmente,  haciendole  jurar  a  medianoche  y  a  la  luz  de  una  vela 
conservar  el  secreto,  le  comunico  a  Cardano  el  mdtodo.  Cardano  publico  la  solucion 
en  su  libro  Ars  Magna  (1545)  dandole  a  Tartaglia  el  credito,  pero  descubriendo  el 
secreto.  Tartaglia  explotd  en  amargas  recriminaciones,  y  cada  uno  escribio  panfletos 
que  perjudicaban  el  linaje,  caracter  moral  y  matemdtico  del  otro.  El  metodo  de 
Tartaglia  es  analizado  en  los  problemas  del  75  al  83  en  el  ejercicio  3.5. 

La  ecuacion  cuartica  o  bicuadrdtica  (cuarto  grado)  fue  resuelta  por  Ludovico 
Ferrari,  estudiante  de  Cardano,  y  esta  solucion  tambien  fue  incluida,  con  credito  y 
el  respectivo  permiso,  en  Ars  Magna. 

Se  hicieron  intentos,  en  la  misma  dpoca,  por  resolver  la  ecuacion  de  quinto 
grado  pero  todos  fracasaron.  A  principios  del  siglo  XIX,  P.  Ruffini,  Niels  Abel  y 
Evaristo  Galois  encontraron  maneras  de  demostrar  que  no  es  posible  resolver  ecua¬ 
ciones  de  quinto  grado  por  medio  de  fdrmulas,  pero  esas  demostraciones  requen'an 
de  mdtodos  nuevos.  Los  metodos  de  Galois  eventualmente  contribuyeron  al  desa- 
rrollo  de  gran  parte  del  algebra  modema.  ■ 


Ejercicio  3.5 

En  los  problemas  del  1  al  12  indique  el  numero  maxima  de  ceros  que  puede  tener  cada  funcidn  polinomial. 
Luego  utilice  la  regia  de  los  signos  de  Descartes  para  determinar  cudntos  ceros,  positivos  y  negatives, 
puede  tener  cada  funcidn  polinomial.  No  intente  encontrar  los  ceros 


1. 

fix) 

=  -4x''  -1-  x^  - 

■  x2  -1-  2 

2. 

fix) 

=  5x‘'  +  lx-  -  6x  -  5 

3. 

.fix] 

=  2x®  -  3x2  ^ 

X  -1-  1 

4. 

fix) 

=  -3x2  +  4yt  +  2 

5. 

fix) 

=  3x2  -  2x2  -r 

X  -t-  2 

6. 

fix) 

=  — X^  —  x2  -1-  X  -f  1 

7. 

fix) 

=  — x'*  -f  x2  — 

1 

8. 

.fix) 

=  x^  +  5x*  -  2 

9. 

fix) 

=  +  x"*  +  X- 

+  X  +  \ 

10. 

fix) 

=  X~2  —  x'’  +  X^  —  .X-  + 

11. 

.fix) 

=  X®  -  1 

12. 

fix) 

=  X^+  1 

En  los  problemas  del  13  al  24,  enliste  los  posibles  ceros  racionales  de  cada  funcidn  polinomial  pero  no 
intente  encontrarlos. 


13.  /(x)  =  ?,x''  -  3x^  +  x^-  ~  X  +  \ 
15.  fix)  =  jf  -  6x-  -t  9x  -  3 
17.  f(x)  =  -4x^  ~  x^  +  X  +  2 
19.  fix)  =  3x‘'  -  x‘  + 2 
21.  /(x)  =  2sf  -  x^  +  Ix^  +  4 
23.  fix)  =  ex'*  -H  2x-^  -  X-  +  2 


14.  fix)  =  x5  -  x'*  +  2x^  +  3 
16.  /(x)  =  2x^  -  x'*  —  x^  -f-  1 
18.  fix)  =  6x‘*  ~  x^  +  2 
20.  fix)  =  — 4x^  -I-  X-  -t  X  +  2 
22.  fix)  =  3x^  ~  X-  +  2x+  3 
24.  fix)  =  -6.x^  -  x^  +  X  +  3 


En  los  problemas  del  25  al  36,  utilice  la  regia  de  los  signos  de  Descartes  y  el  teorema  de  los  ceros 
racionales  para  encontrar  todos  los  ceros  reales  de  cada  funcidn  polinomial.  Con  los  ceros  asl  obtenidos, 
factorice  fen  los  numeros  reales. 

25.  /(x)  =  x^  -t  2x^  —  5x  —  6  26.  fix)  =  -I-  8x^  -f  1  lx  —  20 

27.  /(x)  =  Zx^  —  x^  +  2x  —  1  28.  fix)  =  2x’  +  x^  +  2x  +  1 
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29. 

fix)  =  x"  +  x2  -  2 

30. 

fix) 

=  x-*  -  3x2  -  4 

31. 

fix)  =  4x‘'  +  7x^-2 

32. 

fix) 

=  4x'*  +  15x2  _  4 

33. 

fix)  =  x'*  +  x-'*  -  3.x-  -  X 

+  2 

34. 

fix) 

=  x'*  —  x2  —  6x2  _|_  4j-  _|_  g 

35. 

fix)  =  4x5  -  Sx^  -  X  +  2 

36. 

fix) 

=  4x5  +  I2x‘*  -  X  -  3 

En 

los  problemas  del  37  al  46  resuelva  cada  ecuacidn  en  el  sisterna  de  los  numeros  reales. 

37. 

x"*  -  x5  +  2x2  -  4x  -  8  = 

=  0 

38. 

2x2  . 

b  3x2  +  2x  +  3  =  0 

39. 

3x2  +  4^2  -  7x  +  2  =  0 

40. 

2x2  . 

-  3x2  _  3^  _  5  =  Q 

41. 

3x2  _  _  1 5x  +  5  =  0 

42. 

2x2  . 

-  11x2  +  lOx  +  8  =  0 

43. 

x‘*  +  4x2  _|_  2^2  —  X  +  6  = 

=  0 

44. 

x**  - 

2x2  +  _  ,g^  +  9  =  q 

45. 

x:2  —  fx-  +  |x  +  1  =  0 

46. 

x2  + 

^x2  +  3x  -  2  =  0 

En  los  problemas  del  47  al  56  encuentre  las  intersecciones  de  coda  funcion  polinomial  f{x).  Encuentre  los 
intervalos  de  jc  en  los  cuales  la  grdfica  estd  por  arriba  del  eje  x  y  en  los  que  estd  por  debajo  del  eje  x. 
Obtenga  algunos  olros  pantos  de  la  grdfica  y  conectelos  mediante  una  curva  suave.  [Sugerencia:  Utilice  la 
forma  factorizada  de  f  (v6anse  los  problemas  del  27  al  36).] 


47.  fix)  =  -  x^  +  lx  -  1 

49.  fix)  =  x"*  +  X-  -2 

51.  fix)  =  4x‘*  +  1x^-2 


48.  fix)  =  2fi'  +  +  2x  +  1 

50.  fix)  =  x‘^  -  3x^  -4 

52.  fix)  =  4x‘*  +  15.x^  -  4 


53.  fix)  =  x‘*  +  -  3x-  -  X  +  2 

55.  fix)  =  4fi  -  Ex'*  -X +  2 


54.  fix)  =  -  6x^  +  4x  +  8 

56.  fi.x)  =  4x^  +  IZ-d  -x-3 


w 


57. 

x" 

-  3x2  -  4  = 

=  0 

58. 

59. 

x4 

+  x2  -  X  - 

1  =  0 

60. 

61. 

x-* 

+  3x2  -  x2 

1 

[ 

to 

II 

o 

62. 

63. 

X5 

-  x^  +  2x2 

—  2x2  _|_  j  = 

0  64. 

65. 

Una  solucion  de  la  ecuacidn  x^ 

+ 

r4 

1 

En  los  problemas  del  57  al  64  resuelva  cada  ecuacidn  en  el  sisterna  de  los  numeros  complejos 

x^ 
x'* 
x'* 

fi+x^+fi  +  fi-Tx  —  2  =  Q 

ijc  —  3  =  0  es  3.  Encuentre  la  suma  de  las  soluciones  restantes. 

66.  Una  solucidn  de  la  ecuacion  x^  +  5,x-  +  S.x  —  2  =  0  es  -2.  Encuentre  la  suma  de  las  soluciones  restantes. 

”67.  ^  5  es  un  cero  dtfix)  =  2j3  +  3x^  -  6x  +  7?  Explique  su  respuesta, 

68.  i  5  es  un  cero  de  fix)  =  4x-^  ~  5x-  ~  3x  +  1?  Explique  su  respuesta. 

69.  ^  ^  es  un  cero  de  fix)  =  2fi‘  —  5x5  +  jx^  -  x  +  1?  Explique  su  respuesta. 

70.  I  j  es  un  cero  de  fix)  =  +  6x^  —  .x^  +  x  +  2?  Explique  su  respuesta. 

71.  ^Cu^l  serd  la  longitud  de  la  arista  de  un  cubo  del  que  despues  de  cortarle  a  una  de  sus  caras  una  pulgada  de  grosor 
el  volumen  restante  es  de  294  pulgadas  cubicas? 

72.  ^Cual  es  la  longitud  de  la  arista  de  un  cubo  cuyo  volumen  podn'a  duplicarse  por  un  aumento  de  6  centi'metros  a  un 
lado,  otro  aumento  de  12  centimetros  a  un  segundo  lado  y  una  disminucidn  de  4  centimetres  al  tercer  lado? 

73.  Sea  fix)  una  funcidn  polinomial  cuyos  coeficientes  son  enteros.  Suponga  que  r  es  un  cero  real  defy  que  el  coeti- 
ciente  principal  de  /es  1.  Utilice  el  teorema  de  los  ceros  racionales  para  demostrar  que  r  es  un  entero  o  un  niimero 
irracional. 

74.  Demostrar  el  teorema  de  los  ceros  racionales.  [Sugerencia:  Sea  p/q.  una  solucion  del  polinomio  fix)  =  a„.x"  + 
a„-ix"~'  +  ■  •  •  +  oix  +  <7o.  cuyos  coeficientes  son  todos  enteros,  y  donde  p  y  q  no  tienen  factores  comunes  excepto 
I  y  -  I.  Demostrar  que  +  a„-ip"~'q  +  ■  ■  ■  +  a[pq"^'  +  a^q"  =  0.  Ahora,  ya  que  p  es  un  factor  de  los  primeros 
n  terminos  de  esta  ecuacidn,  p  tambidn  debe  ser  un  factor  del  termino  aoq".  Como  p  no  es  factor  de  q  (^sabe  u.sted 
por  qud?),  p  debe  ser  un  factor  de  qq.  De  manera  analoga,  q  debe  ser  un  factor  de  «„.] 


En  los  problemas  del  75  al  83  desarrolle  la  solucion  de  Tartaglia-Cardano  de  la  ecuacidn  cubica  y  miiestrc 
por  que  es  completamente  imprdctica. 

75.  Demuestre  que  la  ecuacidn  cubica  general  y^  +  by-  +  cy  +  d  =  0  puede  ser  transformada  en  una  ecuacidn  de  la  forma 
+  px  +  q  =  0  utilizando  la  sustitucidn  y  =  x  -  b/3. 
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76.  En  la  ecuaci6n  +  px  +  q  =  0,  reemplace  x  por  H  +  K.  Sea  3HK  =  -p,  y  demuestre  quet  =  —q. 

[Sugerencia:  3ffK  +  3HK^  =  3HKx.] 

77.  Con  base  en  el  problema  76,  tenemos  las  dos  ecuaciones 

3HK  =  -p  y  =  -q 

Resuelva  para  K  en  3HK  =  —p  y  sustituya  en  tP  +  =  —q.  Luego  demuestre  que 


78. 


79. 


[Sugerencia:  Busque  una  ecuacidn  que  estd  en  forma  cuadrdtica.] 

Utilice  la  solucidn  H  del  problema  77  y  la  ecuacidn  tP  +  =  —q  para  demostrar  que 


Utilice  los  resultados  de  los  problemas  del  76  al  78  para  demostrar  que  la  solucion  de  x^  +  px  +  q  =  0  es 


80. 

81. 

82. 

83. 

84. 


Utilice  el  resultado  del  problema  79  para  resolver  la  ecuacion  —  6x  -  9  =  0. 

Con  una  calculadora  y  el  resultado  del  problema  79  resuelva  la  ecuacion  +  3.v  —  14  =  0. 

Aplique  los  metodos  de  este  capitulo  para  resolver  la  ecuacion  +  3x  -  14  =  0. 

A’  ,  li,  ■:  tli  hr  irur  -.r  iiitiph‘j(i\  Demuestre  que  la  formula  deducida  en  el  problema  79  conduce  a  la  rafz 
cubica  de  un  numero  complejo  cuando  se  aplica  a  la  ecuacidn  —  6,r  +  4  =  0.  Utilice  los  metodos  de  este  capitulo 
para  resolver  la  ecuacion. 

Una  funcidn/tiene  la  propiedad  de  que  /(2  +  x)  =  f{l  —  x)  para  todo  x.  Si/tiene  exactamente  cuatro  ceros  reales, 
encuentre  la  suma  de  estos  ceros. 


P 

Algunas  veces  los  procedi mientos  analizados  en  la  seccidn  3.5  proporcionan  infor- 
macidn  limitada  acerca  de  los  ceros  de  un  polinomio.  Veamos  un  ejemplo. 


Dl'In  =nin::.  :  ::  dr  ih  tut-:  imi 

Analizar  los  ceros  de:  f(x)  =  ~  1 

Soluciiiil  P-\S()  1;  /tiene  cuando  mucho  cinco  ceros. 

I'.VSO  /tiene  un  cero  positive,  y  ya  que  f{~x)  =  —x’  +  x^  -  1,  /  tiene  dos  ceros,  o 
ninguno,  negatives. 

I’ASO  3:  Los  posibles  ceros  racionales  son  ±  1,  ninguno  de  los  cuales  realmente  es  un 
cero.  Concluimos  que/tiene  un  cero  positive  irracional  y  tal  vez  dos  ceros  irra- 
cionales  negatives.  B 

Para  obtener  mds  informacion  acerca  de  los  ceros  del  polinomio  del  ejemplo 
1,  necesitamos  algunos  resultados  adicionales. 

Cotas  superior  e  inferior 

La  busqueda  de  ceros  en  una  funcion  polinomial  puede  reducirse  un  poco  si  podemos 
encontrar  sus  cotas  superior  e  inferior.  Un  numero  M  es  una  cota  superior  para  los 
ceros  de  un  polinomio  /si  ningtin  cero  de/es  mayor  que  M.  El  numero  m  es  una 
cota  inferior  si  ningun  cero  es  menor  que  m. 
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Por  lo  tanto,  si  m  es  una  cota  inferior  y  M  una  cota  superior  para  los  ceros  de 
un  polinomio/,  entonces 

m  <  cualquier  cero  de/<  M 

Una  ventaja  inmediata  de  conocer  los  valores  de  una  cota  inferior  m  y  una  cota  su¬ 
perior  M  es  que,  para  polinomios  con  coeficientes  enteros,  puede  permitirle  elimi- 
nar  algunos  posibles  ceros  racionales,  esto  es,  cualesquiera  que  esten  fuera  del  in- 
tervalo  [n,  M],  El  teorema  siguiente  nos  dice  c6mo  localizar  cotas  inferiores  y 
superiores. 

Tcurcinu  Sea/una  funcion  polinomial  cuyo  coeficiente  principal  es  positive, 
cc''  IS  (Jc  Ins  cci  .ss 

Si  A/  >  0  es  un  numero  real  y  el  tercer  rengl6n  en  el  proceso  de  divisidn  sintdtica  cle  / 
entre  x  —  M  solo  tiene  numeros  que  son  positives  o  cero,  entonces  M  es  una  cota  supe¬ 
rior  para  los  ceros  de/. 

Si  m  <-  0  es  un  numero  real  y  el  tercer  rengidn  en  el  proceso  de  divisidn  sintelica  de  j 
entre  x  -  m  tiene  s6lo  numeros  que  son  alternadamente  positives  (o  cero)  y  negatives  (o 
cero),  entonces  m  es  una  cota  inferior  para  los  ceros  de  /,  I 

Dcuiostiaci'.  ,.  (Iv.isqiic;  -i  Solo  daremos  un  bosquejo  de  la  demostracion  de  la  primera  parte  del  teorema. 

Suponga  que  M  es  un  numero  real  positivo,  y  el  tercer  rengidn  en  el  proceso  dc  di¬ 
vision  sintetica  del  polinomio /entre  x  —  M  solo  tiene  numeros  que  son  positives 
o  cero.  Entonces,  hay  un  cociente  17  y  un  residue  R  de  modo  que 

fix)  =  (x  -  M)q(x)  +  R 

donde  los  coeficientes  de  q(x)  son  positives  o  cero  y  el  residue  R  ^  0.  Asi,  para 
cualquier  x>  M,  debemos  tener  x  —  M  >  Q,  q(x)  >0,  y  R  ^  0,  de  modo  que 
f(x)  >  0.  Esto  es,  no  hay  ceros  de/mayores  que  M.  I 


,I  K  M  P  L  ()  2  !>!!'/'  ■>'rnch  :/'’n  lii’  ,l\  n-'U:-.  MiiHX-ia.  <■  if.jrn::.  r 

Encontrar  cotas  superior  e  inferior  para  los  ceros  de:  f(x)  =  a-‘'  —  x^  —  1 


Solucinii  A1  buscar  una  cota  superior  para  los  ceros,  la  prdctica  comiin  es  empezar  con  I  y 
seguir  con  2,  3,  ...  ,  hasta  que  en  el  tercer  rengidn  del  proceso  de  division  sintetica 
se  tengan  sdlo  numeros  positives  o  cero.  Por  tanto,  empezamos  con  1: 


ijr  0  -1  ~0  0  -1 
1  10  0  0 
11  0  0  0  -1 


Con  2,  el  tercer  rengidn  sdlo  tiene  numeros  positives;  por  lo  tanto  2  es  una  cota 
superior. 

Para  obtener  una  cota  inferior  para  los  ceros,  empezamos  con  —  1  y  continua- 
mos  con  —2,  —3,  .  .  .  ,  hasta  que  en  el  tercer  rengidn  del  proceso  de  division  sin- 
tdtica  se  tengan  numeros  que  alternen  en  signo 

-1 

-1  1000 

1  -1  0  0  0  -1 
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Puesto  que  las  entradas  alteman  en  signo,  —  1  es  una  cota  inferior.  Por  lo  tanto,  los 
ceros  de  /  estan  entre  —  1  y  2.  • 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Nota:  A1  determinar  las  cotas  inferiores,  un  cero  en  el  renglon  inferior  seguido  por  una  en- 
trada  diferente  de  cero  puede  ser  contado  como  positivo  o  negalivo,  segun  sea  necesario.  Si 
la  siguiente  entrada  tambien  es  un  cero,  debe  ser  contada  de  signo  opuesto  a  como  fue  con¬ 
tado  el  cero  anterior  (consulte  el  ejemplo  2). 

En  el  ejemplo  2  encontramos  que  los  ceros  de  f{x)  =  x-  -  —  1  estdn  en  el 

intervalo  [—1,  2],  Sin  embargo,  recuerde  que  al  buscar  las  cotas  inferior  —1  y  su¬ 
perior  2,  solo  probamos  con  enteros.  Si  probdramos  con  otros  numeros  positives 
menores  que  2  y  otros  negatives  mayores  que  —1,  podriamos  mejorar  las  cotas  y 
encontrar  un  intervalo  mds  pequeiio  que  contenga  los  ceros  de  /.  Pero  el  esfuerzo 
necesario  para  hacer  esto  generaJmente  no  se  compensa  ya  que  hay  metodos  mas 
eficientes.  Veamos  uno  de  tales  mdtodos. 

Teorema  del  valor  intermedio 

El  enunciado  siguiente  llamado  teorema  del  valor  Intermedio,  esta  basado  en  el 
hecho  de  que  la  grafica  de  una  funcidn  polinomial  es  continua;  esto  es,  no  tiene 
“saltos”  o  “cortes”. 

Uiucn;.,  Sea /una  funcidn  polinomial.  Si  a  <  b  y  si /(a)  y  f(b)  son  de  signos  opuestos,  en- 

di’l  vtiKii  intcimcdii  tonces  hay  al  menos  un  cero  de/entre  a  y  b.  ■ 


Aunque  la  demostracidn  de  este  enunciado  demanda  metodos  avanzados  de 
calculo,  es  fdcil  “ver”  por  que  es  verdadero.  Vease  la  figura  44. 


FIGURA  44 

Si  f(a)  <  0  y  f{h)  >  0, 
hay  un  cero  entre  a  y  b. 


Demo:  trar  que/(x)  =  x"’  —  ~  1  tiene  un  cero  entre  1  y  2. 

Solucitm  Sabemos  del  ejemplo  1  que /tiene  exactamente  un  cero  positivo.  Ahora,  remita- 
monos  a  la  solucidn  del  ejemplo  2,  donde  usamos  la  division  sintetica  para  dividir 
/entre  x  —  1  y  despues  entre  x  —  2.  De  alii,  vemos  que 

/(1)=  -1  y  /(2)  =  23 

Ya  que  /(I)  <  0  y/(2)  >  0,  se  deduce  del  Teorema  del  valor  intermedio  que/tiene 
un  cero  entre  I  y  2.  ■ 

Observemos  que  el  cero  entre  1  y  2  es  irracional,  pues  encontramos  en  el 
ejemplo  1  que  los  unicos  ceros  racionales  posibles  son  —  1  y  1. 


•  Ahora  resuelva  el  problema  7. 


248  Capitulo  3  Funciones  racionales  y  polinomiales 


Podemos  utilizar  el  teorema  del  valor  intermedio  para  obtener  una  aproxi- 
macidn  mejor  al  cero  de  una  funcidn  /como  sigue: 

Aproximacion  dG  los  ceros  PVbO  l :  Encontrar  dos  enteros  consecutivos  a  y  a  +  1  tales  que/tenga  un  cero  entre  ellos, 

de  una  funcion  polinomial  Divld.r  el.ntervalo  [a.  «  +  l]  en  lO  subimervalos 

PA.S< )  d:  Evaluar  fen  cada  extremo  de  los  subintei-valos  hasta  que  se  pueda  aphcar  cl  teo- 
rema  del  valor  intermedio;  ese  intervalo  contiene  entonces  un  cero. 

I’Vsti  Repita  el  proceso  empezando  en  el  paso  2  hasta  que  se  alcance  la  precision 
deseada. 

i:  .1  K  M  P  L  ()  4  MDUicin)!  ih  I't'ii’-  (If  ului  liiiifi(i>> 

Encontrar  el  cero  positive  de/(x)  =  —  1  con  dos  decimales  exactos. 

■SiiluciDn  Del  ejemplo  3  sabemos  que  el  cero  positive  estd  entre  1  y  2.  Dividimos  el  intervalo 
[1,  2]  en  10  subintervalos  iguales:  [1,  1.1],  [1.1,  1.2],  [1.2,  1.3],  [1.3,  1.4],  [1.4,  1.5|, 
[1.5,  1.6],  [1.6,  1.7],  [1.7,  1.8],  [1.8,  1.9],  [1.9,  2].  Ahora,  encontremos  el  valor  dc 
/en  cada  extremo  hasta  que  se  pueda  aplicar  el  teorema  del  valor  intermedio.  El 
metodo  mds  sencillo  es  escribir /(x)  en  forma  anidada  y  utilizar  una  calculadora. 
Por  tanto,  escribimos 

fix)  =  .r'  -  x3  -  1 

=  (x^—  1)'X-X-X  —  1  =(x-x  —  1)  -x-x-x—  1 
/(1.0)=-1  /( 1. 2)  =  -0.23968 

/(l.l)  =  -0.72049  /(1.3)  =  0.51593 

Podemos  detenemos  aqu!  y  concluir  que  el  cero  estd  entre  1.2  y  1.3.  Ahora 
dividimos  el  intervalo  [1.2,  1.3]  en  10  subintervalos  y  procedemos  a  evaluar/en 
cada  extremo: 

/(1.20)  =  -0.23968  /(1.23)  =  -0.0455613 

/(1.21)  =  -0.1778185  /(1.24)  =  0.025001 

/(1.22)  =  -0.1131398 

Concluimos  que  el  cero  esta  entre  1.23  y  1.24  y,  asi,  el  cero  es  1.23,  con  dos  dcci- 
males  exactas.  I 


er 


Comentario:  Utilizar  la  grdfica  de /(x)  =  x^  —  .v^  —  1  para  concluir  que/tiene  un  cero  posi¬ 
tive.  Luego  utilizar  ZOOM  y  TRACE  para  aproximarlo  con  dos  decimales  exactos.  I 

Hay  muchas  otras  tecnicas  numericas  para  aproximar  los  ceros  de  un  poli- 
nomio.  La  esboztida  en  el  ejemplo  4  (una  variacidn  del  metodo  de  biseccion)  licnc 
las  ventajas  de  que  siempre  funciona,  puede  ser  programada  muy  facilmente  en  una 
computadora,  y  cada  vez  que  se  aplica  nos  da  un  decimal  adicional  de  precision. 
Vease  el  problema  33  para  el  metodo  de  biseccion,  donde  se  ubica  al  cero  en  una 
sucesidn  de  intervales,  con  cada  nuevo  intervalo  de  la  mitad  de  longitud  que  cl 
precedente. 


Ejercicio  3.6 

En  los  problemas  del  1  al  6  encuenlre  cotas  superior  e  inferior  para  los  ceros  de  cada  funcion  polinomial. 
1.  fix)  =  2.A  +  X-  -  I  2.  fix)  =  3x''  -  2x-  +  X  +  4 

3.  fix)  =  x'  —  5x^  —  1  lx  +  1 1  4.  /(.v)  =  ZH  —  x^  —  1  lx  —  6 

5.  fix)  =  x^  +  3x-'*  -  5.H  +  9  6.  fix)  =  4x‘*  -  12x-^  +  27x^-  -  54x  +  81 
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En  los  problemas  del  7  al  12  utilice  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que  cada  funcion 
polinomial  tiene  un  cero  en  el  inten’alo  dado. 

1.  fix)  =  8x‘'  -  2x2  +  5x  -  1;  [0,  !]  8.  /(x)  =  x‘*  +  Sx^  -  x^  +  2;  [-1,0] 

9.  /(x)  =  2x2  +  6x2  -  8x  +  2;  [-5,-4]  10.  /(x)  =  Sx^  -  lOx  +  9;  [-3,-2] 

11.  /(x)  =  x2  -  x'*  +  7x2  -  7x2  -  18x  +  18;  |;i.4_i.5]  12.  /(x)  =  x^  -  3x^  -  2x2  +  6x2  +  x  +  2;  |;i,7j,8] 

En  los  problemas  del  13  al  16  cada  funcion  polinomial  tiene  exactamente  un  cero  positivo.  Utilice  el 
metodo  del  ejemplo  4  para  aproximar  ese  cero  con  dos  decimales  e.xactos. 

13.  /(x)  =  x2  +  x2  +  X  -  4  14.  fix)  =  2x'*  +  x2  -  1 

15.  fix)  =  It"*  -  3x2  -  4x2  -  8  =  3^3  _  2:^2  _  20 


En  los  problemas  del  17  al  20  cada  ecuacion  tiene  una  solucidn  r  en  el  intervalo  indicado.  Utilice  el 
metodo  del  ejemplo  4  para  aproximar  esa  solucidn  con  dos  decimales  exactos. 

17.  Sx'’  -  2x2  +  5x  -  1  =  0;  q  <  r  £  1  18.  x'*  +  8x2  -  x2  +  2  =  0;  _  1  <  <  0 

19.  2x2  +  6x2  -  8x  +  2  =  0;  -5  <  ^  <  -4  20.  3x2  _  jq,-  +  9  =  0;  -3  £  x  £  -2 


En  los  problemas  del  21  al  24  aproxime  el  cero  positivo  con  dos  decimales  exactos. 
21.  fix)  =  x2  +  x2  +  X  -  4  22.  fix)  =  2x^  +  x2  -  1 

23.  fix)  =  Tx'*  -  3x2  -  4x2  -  8  24^  =  3^3  -  2x2  -  20 


En  los  problemas  del  25  al  28  aproxime  las  soluciones  correctas  con  dos  decimales  exactos. 
2r.  8x-^  -  2x2  +  5x  -  1  =  0  2...  x-*  +  8x2  _  _;^.2  +  2  =  0 


2x2  +  6x2  -  8x  +  2  =  0  3  .,  3x2-10x  +  9  =  0 

Suponga  que  se  le  da  una  ecuacidn  polinomial  para  resolver.  Escriba  un  breve  parrafo  e.sbozando  su  eslrategia. 

Suponga  que  los  posibles  ceros  racionales  de  una  funcion  polinomial  son  ±  3  y  ±7.  Explique  por  qu^  se  deduce 
del  teorema  de  las  cotas  inferior  y  superior,  que  es  preferible  probar  primero  con  ±  3  antes  que  con  ±  7. 


31.  I :  ecu  n:  Escriba  un  programa  que  estime  el  cero  positivo  de  una  funcidn  polinomial  a  cualquier 

grado  deseado  de  precision.  La  entrada  debe  consistir  de  los  coeficientes  del  polinomio,  en  orden  descendente,  segui- 
dos  por  el  grado  N  de  precision  requerida  (esto  es,  el  cero  serS  estimado  con  una  precision  de  10' seguido  por 
dos  enteros  consecutivos  entre  los  cuales  estara  el  cero  buscado.  La  salida  consistirS  de  dos  numeros  decimales  en- 
tre  los  cuales  estara  el  cero  buscado.  El  programa  debe  tener  una  subrutina  que  escriba  el  polinomio  en  forma  anidada. 

32.  Ejrri  II  i<  dt  nrii-ranun  ion.  Modifique  el  programa  del  problema  31  para  incluir  la  localizaciOn  de  los  dos  enteros 
consecutivos  entre  los  cuales  estara  el  cero  buscado. 


33.  (/('.  hr.  .hn  pai  iipiiiiin  -n  7  una  tunc  ion  !  Empezamos  con  dos  enteros  consecutivos, 

ay  a  +  1,  tales  que  /(a)  y/(a  +  1)  scan  de  signos  opuestos.  Evalue /en  el  punto  medio  mj  de  a  y  a  +  I.  Si  /(mi)  = 
0.  entonces  mi  es  el  cero  de  /  y  habremos  terminado.  De  otra  forma, /(mi)  es  de  signo  opuesto  a  /(a)  o  /(a  +  1). 
Suponga  que/(a)  y/(mi)  son  de  signos  opuestos.  Ahora  evalue/en  el  punto  medio  ntj  de  a  y  m\.  Repita  este  pro- 
ceso  hasta  que  el  grado  deseado  de  precisidn  se  haya  alcanzado.  Observe  que  cada  interaccidn  coloca  al  cero  en  un 
intervalo  cuya  longitud  es  la  mitad  del  intervalo  precedente.  Utilice  el  metodo  de  biseccidn  para  resolver  los  pro¬ 
blemas  del  13  al  20. 


\ 

Una  variable  4  en  e)  sistema  de  los  numeros  complejos  es  llamada  variable  com- 
pleja.  Una  funcion  polinomial  compleja  /  de  grado  n  tiene  la  forma 

fundamental  del  ^  '  +  •■■  +  +  oo  (d 

algebra 
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complejos; 
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donde  a,„  a„-  Oi,  ao  son  numeros  complejos,  (2„  ^  0,  y  «  es  un  entero  no 

negativo.  Aqui,  a„  es  llamado  coeficiente  principal  de/.  Un  numero  complejo 
llamado  cero  (complejo)  de  una  funcion  compleja /si/(r)  =  0. 

En  el  capftulo  2  descubrimos  que  algunas  ecuaciones  cuadraticas  no  tieiien 
soluciones  reales,  pero  que  en  el  sistema  de  los  numeros  complejos  toda  ecuacion 
cuadrdtica  tiene  una  solucidn,  real  o  compleja,  El  teorema  siguiente,  demostrado  pot 
Karl  Friedrich  Gauss  (1777-1855)  cuando  teni'a  22  anos  de  edad,*  amplia  el  con- 
cepto  a  polinomios  complejos.  De  hecho,  este  enunciado  es  tan  importante  y  liiil 
que  se  le  ha  reconocido  como  el  teorema  fundamental  del  algebra, 

ici'ierii.i  (iindtiinciil;!;  Toda  funcidn  polinomial  compleja  fiz)  de  grado  n  s  1  tiene  al  menos  un  cero 
•  ii.  ;  .licciir:;  complejo.  I 


No  probaremos  este  enunciado  pues  la  demosiracion  se  sale  del  alcance  de 
este  libro.  Sin  embargo,  usando  el  teorema  fundamental  del  algebra  y  el  teorema 
del  factor,  podemos  probar  lo  siguiente: 

Toda  funcion  polinomial  compleja /(z)  de  grado  n  >  1  puede  ser  factorizada  en  n 
factores  lineales  (no  necesariamente  distintos)  de  la  forma 

fiz)  =  a„iz  ~  rOiz  -  rj)  ■  .  .  .  •  (z  -  r„)  (2) 

donde  a,„  r\,  ro,  ■  ■  ■  ,  r„  son  numeros  complejos. 

1  )em.'-.i'ticiu,.  Sea 

fiz)  =  a„z!'  +  a„-  iz""'  +  •  •  ■  +  aiz  +  uq 

For  el  teorema  fundamental  del  algebra, /tiene  al  menos  un  cero,  digamos,  r\.  En- 
tonces,  por  el  teorema  del  factor,  z  ^  r|  es  un  factor,  y 

fiz)  =  (z  -  ri)i?j(z) 

donde  q\(z)  es  un  polinomio  complejo  de  grado  n  —  1  cuyo  coeficiente  principal 
a„.  Nuevamente.  por  el  teorema  fundamental  del  algebra,  el  polinomio  complejo 
q\iz)  tiene  al  menos  un  cero,  digamos,  ^2.  Por  el  teorema  del  factor,  q\iz)  tiene  el 
factor  z  “  ^2,  de  modo  que 

q\iz)  =  iz-  r2)q2iz) 

donde  r/zlz)  es  un  polinomio  complejo  de  grado  n  —  2  cuyo  coeficiente  principal  es 
a„.  En  consecuencia, 

fiz)  =  (z  -  ri)(z  -  r2)q2iz) 

Al  repetir  este  argumento  n  veces,  finalmente  llegamos  a 

fiz)  =  (z  -  r|)(z  -  r2)  ■  ■  ■  .  ■  iz-  r„)q„(z) 


■^En  total,  Gauss  dio  cualro  demostraciones  diferentes  de  este  teorema,  el  primero,  cn  1799,  fue  teniudd 
SLi  disertacion  doctoral, 
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dondc  c/ii(z)  es  un  polinomio  complejo  de  grade  n  —  n  =  0  y  cuyo  coeficiente  prin¬ 
cipal  es  a„.  Por  lo  tanto,  g„(z)  =  a„z^  =  a,,,  y  asi 

f(z)  =  a-niz  -  r^)(z  -  o)  •  .  .  .  •  -  r„)  ■ 


Polinomios  complejos 
con  coeficientes  reales 

Podemos  utilizar  el  teorema  fundamental  del  dlgebra  para  obtener  informacion 
valiosa  acerca  de  los  ceros  de  polinomios  complejos  cuyos  coeficientes  son  numeros 
reales. 


'Ict-icim.  Sea/(r)  un  polinomio  complejo  cuyos  coeficientes  son  reales.  Si  r  =  a  +  bi  es  un 

.V-  I iiii|uu.ii!i’'-  cero  de /,  entonces  el  complejo  conjugado  r  =  a  —  bi  tambien  es  un  cero  de /.  ■ 

En  otras  palabras,  para  polinomios  complejos  cuyos  coeficientes  son  numeros 
reales,  los  ceros  aparecen  en  pares  conjugados. 

DcniO'lraciv'ii  Sea 

fiz)  =  a„z"  +  +  ■  ■  ■  +  a\z  +  oq 

donde  an,  a,,-],  .  .  .  ,  a\,  qq  son  numeros  reales  y  a„  ^  0.  Si  r  es  un  cero  de /,  en¬ 
tonces /(r)  =  0,  de  modo  que 

a„r''  +  a„-  -f  •  ■  ■  -I-  a\r  -I-  qq  =  0 

Tomamos  el  conjugado  de  ambos  lados  para  obtener 

fl,,/"'’  -I-  an-\r''  -I-  ■  •  ■  -f  a\r  +  ao  =  0 

Onr"  +  a„  - +  ■  ■  ■+a\r  +  UQ  =  Q  I  i  i  i...  i -  ij. 

TTnCr)"  +  a„-.|(r)'’“'  +  •  ■  ■+a{r  +  'ao  =  0  i-i-.i.u  i..  ■ 

■  ■  t;  ^  Uit.  I  vie  :  ^  c  ■;  -'ft  L,.  . 

-I-  ■  •  ■  -t-  a\r  -f  ao  =  0  T.  ..  .liii  J.-  ,  :  .1  .'r.  i 

,.M  ,,l  'llini,  :..  ■  I 

Esta  ultima  ecuacidn  establece  que  /(f)  =  0;  esto  es,  f  es  un  cero  de  /.  ■ 


El  valor  de  este  enunciado  debe  quedar  claro.  Una  vez  enterados  de  que,  di- 
gamos,  3  -I-  4/  es  un  cero  de  un  polinomio  con  coeficientes  reales,  entonces  sabe- 
mos  que  3  —  Ai  tambien  es  un  cero.  El  teorema  tiene  un  corolario  importante. 

(  ■:)i!>l;-‘‘i'  Un  polinomio  complejo /de  grado  impar  con  coeficientes  reales  tiene  al  menos  un 
cero  real.  ■ 

■  ''ciiK  -.imi.  iio  Ya  que  los  ceros  complejos  aparecen  como  pares  conjugados  en  un  polinomio  com¬ 
plejo  con  coeficientes  reales,  siempre  habra  un  niimero  par  de  ceros  que  no  son 
numeros  reales.  En  consecuencia,  ya  que / es  de  grado  impar,  uno  de  sus  ceros  tiene 
que  ser  un  numero  real.  ^ 

Por  ejemplo,  el  polinomio  f{z)  =  —  dz'*  -I-  4z'  -  5  tiene  al  menos  un  cero 

que  es  un  numero  real,  ya  que  /es  de  grado  5  (impar)  y  tiene  coeficientes  reales. 

Ahora  podemos  probar  el  teorema  que  enunciamos  al  final  de  la  seccion  3.5. 
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Toda  funcion  polinomial  con  coeficientes  reales  puede  ser  factorizada  de  manera 
unica  en  los  numeros  reales  en  un  producto  de  factores  lineales  y/o,  factores  cuadrati- 
cos  irreducibles.  i 

Todo  polinomio  complejo/de  grado  n  tiene  exactamente  n  ceros  y  puede  ser  fac- 
torizado  en  un  producto  de  n  factores  lineales,  Y  cuando  sus  coeficientes  son  reales, 
los  ceros  que  sean  numeros  complejos  siempre  aparecerdn  por  pares  conjugados. 
Como  resultado  de  esto,  si  r  =  a  +  bi  es  un  cero  complejo,  entonces  tambien  r  = 
a  —  bi  lo  es.  En  consecuencia,  cuando  los  factores  lineales  z  —  r  y  z  —  r  de  /  son 
multiplicados,  tenemos 

(z  —  r)(z  —  r)  =  z"  —  (r  +  ?)z  +  rr  =  —  2az  +  +  b^ 

Este  polinomio  de  segundo  grado  tiene  coeficientes  reales  y  es  irreducible  (en  los 
numeros  reales).  Por  lo  tanto,  los  factores  de  o  son  lineales  o  son  cuadraticos 
irreducibles.  ■ 


I  1  M  I'  !  t)  S 

Un  polinomio /de  grado  5  cuyos  coeficientes  son  numeros  reales  tiene  los  ceros  1. 
5/  y  1  +  i.  Encontrar  los  otros  dos  ceros. 

Ya  que  los  ceros  conjugados  aparecen  como  pares  conjugados,  se  deduce  que  -5/, 
el  conjugado  de  5/  y  1  —  /,  el  conjugado  de  1  +  i,  son  los  dos  ceros  que  faltan.  ■ 

'  Ahora  resuelva  el  problema  1. 


Polinomios  con  coeficientes  complejos 

El  algoritmo  de  la  divisidn  para  polinomios  {vease  la  seccion  3.4)  es  cierto  para 
polinomios  con  coeficientes  complejos.  Como  consecuencia  de  esto,  el  teorema  del 
residue  y  el  del  factor  tambien  son  ciertos.  De  hecho,  el  proceso  de  divisidn  siii- 
tetica  tambidn  funciona  para  polinomios  con  coeficientes  complejos 

Utilice  la  divisidn  sintetica  y  el  teorema  del  factor  para  demostrar  que  1  +  2i  es  un 
cero  de 

/(z)  =  (1  +  i)z^  +  (2  -  i)z  +  (3  -  40 
Utilizamos  divisidn  sintetica  y  dividimos  f(z)  entre  z  —  (1  +  2iy. 

1  +  2i)  1  +  i  2  -  i  3  -  4( 

—  1  +  3(  —3  +  4; 

1  +  ;  1+2;  0 

Por  tanto,  z  —  (1  +  2;')  es  un  factor,  y  1  +  2;  es  un  cero.  ■ 

Por  supuesto,  pudimos  haber  demostrado  que  1  +  2;  es  un  cero  del  polinomio 
/(z)  en  el  ejemplo  2  utilizando  sustitucidn  como  sigue: 

/(I  +  2i)  =  (1  +  ;■)(!  +  2if  +  (2  -  ;)(1  +  2;)  +  (3  -  4;) 

=  -  7  +  ;■  +  4  +  3;  +  3  -  4;  =  0 


Ahora  resuelva  el  problema  23. 
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Con  base  en  la  ecuacion  (2)  podemos  afinnar  que  un  polinomio  complejo/ 
de  grado  n  tiene  n  factores  lineales.  Estos  n  factores  lineales  no  tienen  que  ser  dis- 
tintos;  algunos  pueden  repetirse  mds  de  una  vez.  Cuando  un  factor  lineal  z  ^  r 
aparece  exactamente  m  veces  en  la  forma  factorizada  de  /,  entonces  r  es  llamada 
cero  de  multiplicidad  m  de /.  Esto  nos  lleva  a  la  siguiente  conclusion. 

Si  un  cero  de  multiplicidad  m  de  un  polinomio  complejo/es  contado  m  veces,  en¬ 
tonces  un  polinomio  complejo  /de  grado  n  £  1  tendrd  exactamente  n  ceros. 


La  funcidn  polinomial  compleja 

fiz)  =  (2  +  i){z  -  5)^(z  -I-  i)\z  -  (3  +  -  i) 

de  grado  10  tiene  a  2  -I-  i  como  coeficiente  principal.  A  continuacidn  se  enlistan  sus 
ceros 

5:  Multiplicidad  3 
Multiplicidad  2 
3  -I-  /:  Multiplicidad  4 
i:  Multiplicidad  1 
Grado:  10 


Construir  el  polinomio  f{z)  con  coeficientes  complejos  de  grado  3  y  los  siguientes 
ceros: 


1  +  i:  Multiplicidad  1 
— Multiplicidad  2 

Como  1  -f  (  es  un  cero  de  multiplicidad  i  y  —  /  es  un  cero  de  multiplicidad  2,  en¬ 
tonces  z  —  (1  +  i)  y  (z  +  i)^  son  factores  de/.  Por  lo  tanto, /(z)  es  de  la  forma 

fiz)  =  [z  -  (1  +  ;)](z  +  i)^ 

=  [z  -  (1  +  i)](z~  +  2iz  -  1) 

=  z^  +  (-  1  +  i)z^  +  (1  ^  2i)z  +  I  +  i 

Aunque  otros  polinomios  con  coeficientes  complejos  tienen  los  tres  ceros  requeri- 
dos,  los  unicos  de  grado  3  seran  fiz)  o  kfiz),  donde  k  ¥=  0  es  algun  niimero 
complejo. 


Ejercicio  3.7 

En  los  problemas  del  1  al  10  se  da  infonnacion  acerca  de  un  polinomio  complejo  fiz)  cuyos  coeficientes  son 
mimeros  reales.  Encuentre  los  restanles  ceros  de  f. 

1.  Grado  3;  ceros:  3,  4  —  /  2.  Grado  3;  ceros:  4,  3  -I-  / 

3.  Grado  4;  ceros:  i,  13-/  4.  Grado  4;  ceros:  1,  2,  2  -I-  / 
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5.  Grado  5 
7.  Grado  4 
9.  Grado  6: 


ceros:  I,  i,  2i 
ceros:  i,  2,  -2 
ceros:  2,2  +  i, 


-3  -i,  0 


6. 

8. 

10. 


Grado  5; 
Grado  4; 
Grado  6; 


ceros:  0,  1,2,  / 
ceros:  2  —  i.  —  i 
ceros:  i,  3  —  2i,  - 


2  +  i 


En  los  problemas  11  y  12  indique  por  que  los  dalos  dados  son  contradiclorios. 

z)  es  un  polinomio  complejo  de  grado  3  con  coeficientes  reales;  sus  ceros  son  4  +  /,  4  -  i,  y  2  +  i. 

12.  /{;)  es  un  polinomio  complejo  de  grado  3  con  coeficientes  reales;  sus  ceros  son  2,  /,  y  3  +  i. 

fiz)  es  un  polinomio  complejo  de  grado  4  con  coeficientes  reales;  tres  de  sus  ceros  son  2,  1  +  2;,  y  1  -  2i.  Expliquc 

por  que  el  cero  que  falta  debe  ser  un  numero  real 


13. 

14. 


15. 


fiz)  es  un  polinomio  complejo  de  grado  4  con  coeficientes  reales;  dos  de  sus  ceros  son  —  3  y  4  -  Explique  por 
que  Lino  de  los  restantes  ceros  debe  ser  un  numero  real.  Anote  uno  de  los  ceros  que  faltan. 

Encuentre  todos  los  ceros  de  fiz)  =  c"* 


I.  16. 


1. 


Encuentre  todos  los  ceros  de  fiz)  = 

En  los  problemas  del  17  al  22  evalue  cada  funcion  polinomial  compleja  f  en  z  =  1  +  t. 

17.  fiz)  =  ic  -  3  18.  fiz)  =  3z  +  i 

19.  fiz)  =  3z2  -  2  20.  fiz)  =  (4  +  i)z-  +  5-2/ 

21.  fiz)  =  z^  +  iz  -  I  +  /  22.  fiz)  =  iz^  -  2z-  +  I 

En  los  problemas  del  23  al  28  utilice  la  division  sintetica  para  encontrar  el  valor  de  f(r). 


23.  fiz)  =  5z^  -  iz'*  +  2;  r  =  \  +  i 
25.  fiz)  =  i\+i) 


A  —  -  S 


iz:, 


27.  fiz)  =  iz^  +  iz^  +  iz:  r  =  1  +  2/ 


24. 

26. 

28. 


fiz)  =  iz*  +  (2  +  i)z-  -  z:  r  =  \  -  i 

fiz)  =  2iz*'  +  8z^  -  4/.-  +  I ;  r  =  2  +  / 
fiz)  =  :*  +  zl^  +  \  :  r  =  1  -  2/ 


En  los  problemas  del  29  al  34  construya  un  polinomio  fiz)  con  coeficientes  complejos  que  tenga  el  grado  y 
ceros  dados. 

29.  Grado  3;  ceros:  3  +  2/,  multiplicidad  1;  4,  multiplicidad  2 

30.  Grado  3;  ceros:  /,  multiplicidad  2;  1  +  2/,  multiplicidad  1 

31.  Grado  3;  ceros:  2,  multiplicidad  1;  -  /,  multiplicidad  1;  1  +  /,  multiplicidad  1 

32.  Grado  3;  ceros:  /,  multiplicidad  1;  4  —  /,  multiplicidad  I ;  2  +  /,  multiplicidad  I 

33.  Grado  4;  ceros:  3,  multiplicidad  2;  —  /,  multiplicidad  2 

34.  Grado  4;  ceros:  I,  multiplicidad  3;  I  +  /,  multiplicidad  I 


Repaso  del  capitulo 


CONCEPTOS  FUNDAMENTALES 


Funcion  cuadrdtica 


Funcidn  potencia 


Funcion  polinomial 


fix)  =  ax-  +  bx  +  c,  a  Q 


fix)  =  x",  «  s  2  es  par 


fix)  =  x",  «  >  3  es  impar 


fix)  =  Ufyf"  +  a„-  ix"  '  + 

•  •  ■  +  a[X  +  qq,  a„  i=  0 


Venice:  (-  bl2a,fi-  b/2a  )) 

Eje:  La  recta  x  =  —  bl2a 
La  pardbola  abre  hacia  arriba  si  a  >  0. 

La  parSbola  abre  hacia  abajo  si  a  <  0. 

Funcion  par: 

Pasa  por  (-1,  1),  (0,  0),  (1,1) 

Abre  hacia  arriba 
Funcidn  impar: 

Pasa  por  (-1,  -1),  (0,  0),  (I,  I) 

Creciente 

Cuando  mucho  n  —  1  puntos  de  retorno;  para  valores 
grandes  de  n  se  comporta  como  y  = 


Repaso  del  capitulo 


p(x) 

Funcion  racional  R(x)  =  - , 

(/(x) 

p,  q  son  funciones  polinominales  en  t^rminos  Veanse  los  pasos  del  1  al  6  en  la  p^gina  215 
mas  simples 

(a'i'os  de  un  polinomio/  Numeros  para  los  cuales/(jr)  =  0;  estas  son  las  intersecciones-ar  de  la  grafica  de  /. 

Teorcma  del  residuo  Si  un  polinomio/(jr)  es  dividido  entre  x  —  c,  entonces  el  residuo  es/(c'). 

Teorema  del  factor  x  -  c:  es  un  factor  del  polinomio /(x)  si,  y  s61o  si  /(c)  =  0. 

Regia  de  los  signos  de  Descartes  Sea/una  funcidn  polinomial.  El  numero  de  ceros  positives  de  /es  igual  al  numero  de  varia- 

ciones  en  el  signo  de  los  coeficientes  de  /(x),  o  es  igual  a  ese  numero  menos  algun  entero  par. 
El  numero  de  ceros  negatives  de  /es  igual  al  numero  de  variaciones  en  el  signo  de  los  coefi¬ 
cientes  de/(— x),  o  es  igual  a  ese  numero  menos  algun  entero  par. 

Teorcma  de  los  ceros  racionales  Sea/una  funcidn  polinomial  de  grado  1  o  mayor  en  la  fonria 

/(x)  =  -  ■  ■  ■  a-  oi.y  +  oq.  a„  =/=  0,  ao  ^  0 

dondc  cada  coeficiente  es  un  entero.  Si  piq,  no  tienen  factores  comunes,  excepto  1  y  -1.  y  piq 
es  un  cero  de  /  entonces  p  debe  ser  un  factor  de  uq  y  <7  un  factor  de  a„. 

Teorcma  del  valor  intermedio  Si  a  <  6  y  si  f{d)  y  f{b)  son  de  signo  opuesto,  entonces  hay  al  menos  una  rafz  de  /  entre 

a  y  b. 

Teorcma  fundamental  del  dlgebra  Toda  funcion  polinomial  compleja /(z)  de  grado  n  a  I  tiene  al  menos  un  cero  complejo. 

Teorcma  de  los  pares  conjugados  Sea  /fz)  un  polinomio  complejo  cuyos  coeficientes  son  numeros  reales.  Si  r  =  a  +  bi  es  un 

cero  de  /  entonces  el  complejo  conjugado  r  =  a  -  bi  tambidn  es  un  cero  de /. 

Como  hacer  para _ 

llaccr  la  grafica  de  funciones  cuadrdticas. 
llaccr  la  grafica  de  funciones  polinomiales. 

Haccr  la  grafica  de  funciones  racionales  (veanse  los  pasos  del  1 
al  6.  pagina  215). 

LTili/ar  la  division  sintdtica  al  dividir  un  polinomio  entre  x  -  c. 

Escribir  un  polinomio  en  forma  anidada. 

Complete  en  los  espacios _ 

1.  La  grdfica  de  una  funcidn  cuadratica  es  llamada _ .  Su  punto  mas  bajo  o  mas  alto  es  llamado _ . 

2.  En  el  proceso  de  divisidn  larga, 

(Divisor)(Cociente)  + _ = _ 

3.  Cuando  una  funcion  polinomial  / se  divide  entre  x  -  c,  el  residuo  es _ 

4.  Una  funcidn  polinomial  /  tiene  el  factor  x  -  c  si,  y  s6lo  si, _ 

5.  Un  numero  r  para  el  cual  f(r)  =  0  es  llamado _ de  la  funcion / 

6.  La  funcidn  polinomial  f(x)  =  .r’  —  2x’  +  x‘  -F  x  —  I  tiene  _  o  _  corns  positives;  tiene 

_ 0 _ ceros  negatives. 

7.  Los  posibles  ceros  racionales  de/(x)  =  2v'  -  v'  -F  x“  —  x  -F  I  son _ . 

v’  -  I 

8.  La  recta _ es  una  asi'ntota  horizontal  de:  R(x)  =  - 

x  ’  -F  1 

X  '^  -  I 

9.  La  recta _ es  una  asmtota  vertical  de:  R(x)  =  - 

X'  -t  1 

10.  Si  3  -F  4/  es  un  cero  de  un  polinomio  de  grado  5  con  coeficientes  reales,  entonces  tambien  lo  es _ 


Encontrar  los  ceros  de  un  polinomio  utilizando  la  regia  de  los  sig¬ 
nos  de  Descartes,  el  teorema  de  los  ceros  racionales  y  ecuaciones 
reducidas. 

Resolver  ecuaciones  polinomiales  utilizando  la  regia  de  los  sig¬ 
nos  de  Descartes,  el  teorema  de  los  ceros  racionales  y  ecuaciones 
reducidas. 

Aproximar  los  ceros  de  un  polinomio. 


i56  Capftulo  3  Funciones  racionales  y  polinomiales 


ClERTO  O  FALSO 


c 

c 


c 

c 


F  1.  Todo  polinomio  de  grado  3  con  coeficientes  reules  tiene  exactamente  tres  ceros  reales. 

F  2.  Si  2  -  3/  es  un  cero  de  un  polinomio  con  coeficientes  reales,  entonces  tambidn  lo  es  -2  +  3/. 


F  3.  La  grafica  de  R(x)  = 


X  -  I 
- 


tiene  exactamente  una  asi'ntota  vertical. 


F  4.  La  gralica  de /(x)  =  x^(x  —  3)(x  +  4)  tiene  exactamente  tres  intersecciones-x. 
F  5.  Si/ es  una  funcidn  polinomial  de  grado  4  y/(2)  =  5,  entonces 

7^  =  ^^"^^x-2 


donde  pix)  es  un  polinomio  de  grado  3, 


Ejercicios  de  repaso 


En  los  prohlemas  del  I  al  10,  haga  la  grafica  de  cada  fiuncidn  cuadrdtica  para  dcicrminar  si  su  grdfiica 
abre  hacia  arriba  o  hacia  abajo  y  encuentre  su  vertice,  su  eje  de  simetria,  la  interseccion-y  y  la 
interseccion-x,  si  las  hay. 

1.  /(x)  =  (x  -  2)=  X  2  2.  /(x)  =  (x  +1)2-4 

4.  /(.v)  =  -j.v2  +  2  S.  fix)  =  —  4x2  +  4x 

7.  fix)  =  h-  +  3x  +  1  8.  /(x)  =  -x2  +  .V  +  i 

10.  fix)  =  -2x2  -  X  +  4 

En  los  prublemas  del  1 1  al  16  haga  la  grdjica  de  cada  fiuncion  utilizando  las  tecnicas  de  desplaz.amicnto. 
compresion,  alargamiento  y  refilexion. 

11.  fii.x)  =  (x  -f  2)2  12.  fix)  =  -x2  +  3  13.  fix)  =  -(X  -  1)^ 

14.  fi.x)  (X  -  1)“  -  2  15.  fix)  =  (x  -  O'*  +  2  16.  fix)  =  ( 1  -  .v)^ 

En  los  problemas  del  17  al  22  determine  si  la  fiuncidn.  cuadrdtica  dada  tiene  un  valor  maxima  o  un  valor 
rnlnimo  y  luego  encuentre  el  valor. 

17.  fi.x)  =  3.v2  -  6.V  +  4  18.  fix)  =  2x2  +  gx  +  5  19.  fi.x)  -  -.x"  +  8x  -  4 

20.  fi.x)  =  -.x"  -  lOx  -  3  21.  fix)  =  -3x2  +  [2^.^  +  4  22.  fix)  =  -2.x'  +  4 

En  los  problemas  del  23  al  30: 

(a)  Encuentre  las  intersecciones  con  los  ejes  de  cada  fimcidn  polinomial  fi. 
ib)  Determine  si  la  grdfiica  de  f  toca  o  cruza  el  eje  x  en  cada  interscccidn-x. 

(c)  Encuentre  la  fiuncidn  potencia  a  la  que  se  parece  la  grdfiica  para  valores  grandes  de  x. 

id)  Determine  el  numero  mdxlmo  de  puntos  de  retomo  en  la  grdfiica  de  fi. 

ie)  Utilice  la  interseccidn  io  intersecciones)-x  y  numeros  de  prueba  para  encontrar  los  intervalos  en  los 
cuules  la  grdjica  de  fi  estu  por  arriba  y  por  debajo  del  eje  x. 

(/)  Trace  los  puntos  obtenidos  en  las  partes  ia)  y  ie),  y  utilice  la  infiormacidn  restante  para  conectarlos  par 
medio  de  una  curva  suave. 

23.  fix)  --  .xix  +  2)ix  4) 

26.  fix)  =  ix  -  2)(x  +  4)2 
29.  fix)  =  ix  -  l)2(x  +  3)(x  +  I) 


3.  fi.x)  =  jx2  -  16 
6.  fi.x)  =  9.x'  —  6.x  ^  .1 
9.  fix)  =  3x2  4j.  _  , 


24.  fix)  =  .xix  -  2)(x  -  4) 

27.  fi.x)  =  ..r’  -  4x2 

30.  fi.x)  =  ix  -  4)(x  +  2)2(,r  -  2) 


25.  fi.x)  =  (X  -  2)2(x  +  4) 
28.  fi.x)  =  .r2  +  4x 


Repaso  del  capilulo 


En  las  problemas  del  31  al  40  analice  coda  funcion  racional  siguiendo  los  sets  pasos  establecidos  en  la 
seccion  3.3. 


31.  R(x)  = 


2.x  —  6 


34.  H(x)  =  — 


37.  Fix)  =  — 


.V-  -  1 
.v' 


,v~  -  4 


32.  R{x)  = 


4-x 


35.  = 

x-^  -  X  -  6 
3.^ 


38.  F(x)  = 


{x~\? 


33.  H{x)  = 


x  +  1 
x(x  -  2) 


x~  -  6  V  9 
36.  R(x)  =  - 

39.  R{x)  =  — 


40.  Rix) 


En  los  problemas  del  41  al  44  utilice  la  division  sintetica  para  encontrar  el  cocienle  q{x)  y  el  residua  R 
cuando  f(x)  es  dividida  entre  ,^Cv). 

41.  f(.x)  =  S.v''  —  3.\~  +  .V  +  4;  g(x)  =  x  —  I  42.  f(.x)  =  2x^  +  —  5jr  +  5;  g(x)  =  x  —  2 

43.  f(x)  =  x‘*  -  2.x^  +  A'  —  I ;  ,i;(x)  =  x  +  2  44.  /(x)  =  x'*  —  +  3x;  g(x)  =  x  +  1 

45.  Encuenlre  cl  valor  de/(x)  =  12.v'’  —  Sx”^  +  1  en  x  =  4. 

46.  Encuentre  el  valor  de/(x)  =  —  I6.x-^  +  18x^  -  x  +  2  en  x  =  -2. 


En  los  problemas  47  y  48  utilice  la  regia  de  los  signos  de  Descartes  para  demostrar  cudntos  ceros  positivos 
y  negutivos  puede  tener  cada  funcion  polinomial.  No  intente  encontrar  los  ceros. 

47.  fix)  =  [2x^  -  x'’  +  8x''  -  +  x  +  3  48.  /(x)  =  --6x''^  +  x'*  +  +  x  +  I 

49.  Enliste  todos  los  po.sibies  ceros  racionales  de:  /(.v)  =  IZv*^  —  x’  +  bx''  —  .x^  +  x  -  3 

50.  Enlisle  todos  los  posibles  ceros  racionales  de:/(x)  =  — bx"’  +  x  *  Z  Zr’  ~  x  +  1 

En  los  problemas  del  51  al  56,  utilice  la  regia  de  los  signos  de  Descartes  y  el  teorema  de  los  ceros 
racionales  para  encontrar  todos  los  ceros  reales  de  cada  funcion  polinomial.  Utilice  los  ceros  para 
factorizar  f  en  los  numeros  reales. 

51.  /(.x)  =  f  —  3f-  —  6x  +  8  52.  /(x)  =  x'^  -  x-  —  1  Ox  —  8 

53.  fix)  =  4x-'’  +  4x2  _  +  2  54.  =  4^^  -  4x-2  -7^-2 

55.  /'(x)  =  x*^  —  4x2  +  9x2  _  20x  +  20  56.  /(x)  =  x'*  +  dr’  +  I  Ix^  +  I2x  +  18 

En  los  problemas  del  57  al  60  resuelva  cada  ecuacion  en  el  sislema  de  los  numeros  reales. 

57.  Zx'*  +  Zr'  -  1 1x2  +  X  -  6  =  0  58_  3^4  +  3^  _  1 7^2  +  ^  _  5  =  q 

59.  Zx'*  +  7x2  +  ^2  _  7^  _  3  =  0  60.  2x‘’  +  7x2  ^  5^2  28x  -12  =  0 


En  los  problemas  del  61  al  70  encuentre  las  intersecciones  de  cada  polinomio  f{.x).  Encuentre  tambien  los 
numeros  x  para  los  cuales  la  grdfica  de  f  estd  por  arriba  del  eje  x  y  aquellos  para  los  que  la  grdfica  estd 
por  abajo  del  eje  x.  Obtenga  algunos  olros  puntos  de  la  grdfica  v  conectelos  por  medio  de  una  curva  suave. 
61.  fix)  =  x2  —  3x2  _  3.  g  g2.  /(x)  =  x’  —  x’  —  I  Ox  —  8 

63.  fix)  =  4x2  +  4x2  _  7;i-  +  2  64.  fix)  =  4x2  _  4^2  -y^-2 

65.  fix)  =  x'*  —  4x2  +  9x2  _  20x  +  20  66.  fix)  -  x’  +  Ox’  +  I  lx’  +  IZx  +  18 

67.  fix)  --  Zx'*  +  2.x2  -  1 1x2  +  X  -  6  68.  fix)  =  3x'*  +  3x2  _  17^2  +  ^  _  g 

69.  fix)  =  2x''  +  7x2  +  x2  -  7x  -  3  70.  fix)  =  Zx-*  4  l.x^  -  5f  -  28x-  -  1 2 


?58  Capi'tulo  3  Funciones  racionales  y  polinomiales 


En  los  problemas  del  71  al  74  iitilice  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que  cada  polinomio 
tiene  un  cero  en  el  intervalo  dado. 

71.  fix)  =  'ix^  -  x~  \\  [0,  I  ]  72.  fix)  =  2r^  -  A'-  -  3;  [1,2] 

73.  fix)  =  Sx'*  -  4.x^  -  2x  -  1 ;  [0,  1]  74.  fix)  =  3x‘*  +  4x^  -  8x  -  2;  [1,2] 

En  los  problemas  del  75  al  78  encuentre  colas  enteras  superior  e  inferior  para  los  ceros  de  cada  funcion 
polinornial. 

75.  fix)  =  2r^  -  x‘  -  4x  +  2  76.  /(x)  =  +  x^  -  lOx  ~  5 

77.  fix)  =  2x--^  -  lx-  -  lOx  +  35  78.  fix)  =  3,r’  -  7x"  -  6x  +  14 

En  los  problemas  del  79  al  82  cada  polinomio  tiene  exactamenle  un  cero  positivo.  Aproxime  el  cero 
redondeado  a  dos  decimoles. 

79.  fix)  =  -  X -  2  80.  fix)  =  Zr’  -  x^  -  3 

81.  fix)  =  Sx'*  -  4x3  -  2x  -  1  82.  fix)  =  3x‘‘  +  4x3  -  8x  -  2 

En  los  problemas  del  83  al  86  la  informacion  dada  es  acerca  de  un  polinomio  complejo  fiz)  cuyos 
coeficienles  son  numeros  reales.  Encuentre  los  ceros  restantes  de  f. 

83.  Grado  3;  ceros:  4  +  i,  6  84.  Grado  3;  ceros:  3  +  4;,  5 

85.  Grado  4;  ceros:  i.  1  +  i  86.  Grado  4;  ceros:  1,2,  1  +  / 


En  los  problemas  del  87  al  90  construya  un  polinomio  f{z)  con  coeficienles  complejos  que  tengan  el  grado) 
ceros  dados. 

87.  Grado  4;  ceros:  1,  multiplicidad  2;  /,  multiplicidad  I;  3,  multiplicidad  1 

88.  Grado  4;  ceros:  multiplicidad  2;  2,  multiplicidad  2 

89.  Grado  3;  ceros:  1  +  ;,  2,  3,  cada  uno  con  multiplicidad  1 

90.  Grado  3;  ceros:  1,  1  +  /,  1  +  21,  cada  uno  con  multiplicidad  1 

91.  Encuentre  el  cociente  y  el  residue  si  x'*  +  2x3  _  7^2  —  gj-  +  12  es  dividido  entre  (x  -  2)(x  ^  1). 

92.  Encuentre  el  cociente  y  el  residue  si  x'*  +  —  4x-  ~  5x  -  6  es  dividido  entre  (x  -  2)(x  +  3). 


En  los  problemas  del  93  al  96  resuelva  cada  ecuacidn  en  el  sistema  de  los  numeros  complejos. 

93.  x3  -  x3  -  8x  +  12  =  0  94.  x3  -  3x3  -  4^  +  12  =  0 

95.  3x‘'  -  4r3  +  4x3  -  4x  +  1  =  0  96_  ^4  +  4^3  +  2x3  -  8x  -  8  =  0 


En  los  problemas  del  97  al  100  escriba  cada  polinomio  en  forma  anidada.  Luego  utilice  una  calculadora 
para  evaluar  cada  polinomio  en  x  =  1.5.  Evite  el  uso  de  leclas  de  memoria. 

97.  fix)  =  8x3  .^2>x-  +  X  -  6  98.  fix)  =  5x3  +  4x3  -  6x  +  8 

99.  fix)  =  x"*  -  2x3  +  X  -  I  100.  fix)  =  x‘*  -  X-  +  3x 

101.  Encuentre  las  cotas  enteras  superior  e  inferior  para  los  ceros  de 

fix)  =  4fi  -  3x^  +  8x3  +  X  +  2 

102.  Encuentre  las  cotas  enteras  superior  e  inferior  para  los  ceros  de 

fix)  =  8x®  -  x^  +  6x3  +  24x  +  15 

103.  Encuentre  el  punto  sobre  la  recta  y  =  x  que  est6  mas  cercano  al  punto  (3,  I).  [Sugerencia:  Encuentre  el  valor  mi 
nimo  de  la  funcion  fix)  =  d-,  donde  d  es  la  distancia  desde  (3,  1)  a  un  punto  de  la  recta.] 

104.  Encuentre  el  punto  en  la  recta  y  =  x  +  1  que  este  m^s  cercano  al  punto  (4,  I). 


Repaso  del  capitulo  259 


r 


105.  Un  puente  horizontal  tiene  la  forma  de  un  aico  parabolico,  Dada  la  informacion  vista  en  la  figura,  ^.ciial  es  la  aliura 
h  del  arco  a  2  pies  desde  la  orilla? 


106.  Encuentre  la  iongitud  y  la  anchura  de  un  rectangulo  cuyo  pen'metro  es  de  20  pies  y  el  area  niide  16  pies  cuadrados 

107.  Disene  una  funcion  polinoniial  con  las  caracten'sticas  siguientes:  grado  6;  cuatro  ceros  reales,  uno  de  multiplicidad 
3;  interseccion-y  igual  a  3;  para  valores  grandes  de  .v  se  comporta  como  y  =  ~5x^  .  /.Este  polinomio  es  unico?  Com¬ 
pare  su  polinomio  con  el  de  otros  compafieros,  ^.Que  terminos  serfin  iguales  para  todos?  Agregue  mas  caracten'sticas 
tales  como  simetn'a  o  diga  cuales  son  los  ceros  reales.  (.Esto  de  que  manera  modifica  al  polinomio? 

108.  Disene  una  funcidn  racional  eon  las  caracten'sticas  siguientes:  tres  ceros  reales,  uno  de  multiplicidad  2;  interseceidn 
con  el  eje  v  en  1;  asfntotas  verlicales  .v  =  —2  y  .v  =  3;  asmtota  oblicua  y  =  2x  +  i.  ^Esta  funcion  racional  es  unica? 
Compare  la  suya  con  la  de  sus  compafieros.  i.Qui  terminos  seran  iguales  para  todos?  Agregue  mas  caracten'sticas 
tales  como  simetn'a  o  diga  cuales  son  los  ceros  reales.  (,Esto  de  que  manera  modifica  a  la  funcion  racional? 

109.  La  ilustracion  muestra  la  grafica  de  una  funcion  polinoniial. 

(a)  (,EI  grado  del  polinomio  es  par  o  impar? 

(b)  ^E1  coeficiente  principal  es  positive  o  negative? 

(c)  ^La  funci6n  es  par,  impar  o  de  ninguno  de  estos  tipos? 

(d)  ^Por  que  x-  es  necesariamente  un  factor  del  polinomio'!' 

(e)  ^CuSI  es  el  grado  mmimo  del  polinomio? 

(f)  Formule  cinco  polinomios  diferentes  cuyas  graficas  puedan  verse  como  la  que  se  muestra.  Compare  su  grafica 
con  la  de  otros  compafieros.  ^Que  semejanzas  nota?  ^Que-  diferencias? 


PREPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 


Capitulo 


I 


orama  Alcohol  y  rnanejo 


le  medir  la  concentracion  de  alcohol  en  la  sangre  de  iina 
I.  Invesiigaciones  medicas  recientes  sugicren  que  el  riesgo  R 
cmno  un  porcentqje)  de  tener  im  accidetUe  autoiaoviUstico  puede 
modetiido  mediante  la  eciuicidn 


4. 1  Funciones 
exponenciales 

4.2  Funciones  logaritmicas 

4.3  Propiedades  de  los 
logaritmos 

4.4  Ecuaciones  logaritmicas 
y  exponenciales 

4.5  Interns  compuesto 

4.6  Crecimiento  y 
decaimiento 

4.7  Escalas  logaritmicas 
Repaso  del  capitulo 


R  = 

it '  iS  la  concentracion  variable  de  alcohol  en  la  sangre  y  k  ana 

Supmga  que  ana  concentracion  de  0.04  de  alcohol  en  la  sangre 
pWiiuce  un  riesgo  del  10%  (R  —  10)  de  sufrir  un  accidente. 
Oftrrmine  la  constante  k  de  la  ecuacidn. 

Uiilicc  el  valor  de  k  e  indique  cudl  es  el  riesgo  si  la  concentracion 
asciende  a  0. 1 7. 

I'a.n  c'i  mismo  valor  de  k  indique  la  concentracion  de  alcohol 
COiiespondiente  a  un  riesgo  del  100%:. 

*>/  lu  ley  estahlece  que  las  personas  con  un  riesgo  del  20%  o 
m\or  de  sufrir  un  accidente  no  dehen  nuinejar,  (,con  cudl 
omcenlracidn  de  alcohol  en  la  sangre  dehe  un  conductor  ser 
.urestado  y  multado?  /Vease  el  ejemplo  9  en  la  seccidn  4.2.]  ■ 


asta  ahora,  nuestro  estudio  de  las  fun- 
clones  se  ha  concentrado  en  las  funciones 
poiinomiales  y  racionales,  las  cuales  perte- 
necen  a  la  clase  de  las  funciones  algebraicas,  es 
decir,  funciones  que  pueden  expresarse  en  termi- 
nos  de  sumas,  restas,  productos,  cocientes,  poten- 
cias  o  rafces  de  polinomios.  Las  funciones  que  no 


son  algebraicas  se  llaman  trascendentes  (trascienl 
den,  esto  es,  estan  mas  alia,  de  las  funciones  alge-i 
braicas).  1 

En  este  capitulo  estudiaremos  dos  funciones 
trascendentes:  las  funciones  exponenciales  y  loga- 
n'tmicas.  Estas  funciones  aparecen  con  frecuenca 
en  una  amplia  variedad  de  aplicaciones. 


Funciones 

exponenciales 


En  el  capitulo  1  vimos  una  definicidn  de  lo  que  significa  elevar  un  numero  real, 
a  una  potencia  racional.  Con  base  en  ese  analisis,  dimos  signil'icado  a  expresionc- 
de  la  forma 


donde  la  base  a  es  un  numero  real  positive  y  el  exponente  r  un  numero  racional, 
Pero,  ^cual  es  el  significado  de  cr*.  donde  la  base  a  es  un  numero  real  positivi 
y  el  exponente  .v  un  numero  irraeional?  Aunque  una  definicidn  rigurosa  utiliza  meto- 
dos  anaiizados  en  calculo,  el  concepto  basico  es  facil  de  seguir:  elija  un  nilmer, 
racional  r  formado  al  truncar  (eliminar)  todos  los  digitos  del  numero  irraeional  .v,  e\- 
cepto  un  numero  finito  de  ellos.  Entonces  es  razonable  esperar  que 


K  j  E  a;  P  I  () 


For  ejemplo,  consideremos  el  numero  irraeional  tt  =  3. 14159. 
una  aproximacibn  a  a'"  es 

,,-n-  —  ,,S.14 


Entoncc'v 


donde  hemos  eliminado  los  digitos  posteriores  a  la  posicion  de  los  centesimos  del 
valor  de  tt.  Una  aproximacion  aiin  mejor  sen'a 

^3.14159 

donde  hemos  eliminado  los  digitos  posteriores  a  la  posicion  de  los  cienmiiesinios. 
De  esta  forma  es  como  podemos  obtener  aproximaciones  a  a"  con  cualquier  grado 
descado  de  precision. 

La  mayor  parte  de  las  calculadoras  cienti'ficas  tienen  una  teclaP 


para  trabajar  con  exponenles.  Para  utilizar  esta  tecla  primero  escriba  la  base  .v,  luego 
optima  la  tecla  x'’  ,  escriba  y  y  oprima  la  tecla  |  = 


1 

■  (/(■ 

.  '(ilriilt 

fra  [HU  - 

'll 

r-  -'Oli 

Utilice  una  calculadora 

con  tecla 

x'' 

evalue: 

(a)  2>-4 

(b)  2'‘*' 

(c)  (d)  2''4'« 

(e) 

■boluciun 

(a)  2‘-^  =  2.6390158 
(c)  2'^'^  =  2.6647497 
(e)  2^  =  2.6651441 

(b)  2'-4‘  = 

(d)  2'‘»'42 

=  2.6573716 
«  2.6651191 

.V2 


■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Es  posible  mostrar  que  las  leyes  usuales  de  los  exponentes  racionales  son  vali- 
das  para  exponentes  reales. 


262 


Seccion  4.1  Funciones  exponenciales  »63 


-H  .’i’i.  S\  s,  t,  a  y  h  son  numeros  reales  con  a  >  0  y  b  >  0,  entonces 


a'  •  a'  =  (o^)'  =  a^'  (aby  =  a'’  ■  If 

F  =  I  a-^  =  —  =  (  -  I  qO  =  1 
a'  \  a 


(1) 


Ahora  estamos  preparados  para  la  siguiente  definicion. 


Funcion  exponencial  Una  funcion  exponencial  es  una  funcion  de  ia  forma 

fix)  =  a' 

donde  o  es  un  numero  real  positivo  y  distinto  de  1 .  El  domlnio  de 
f  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales. 


Excluimos  la  base  a  =  1,  ya  que  esta  funcion  es  tan  solo  la  funcion  constante 
f(x)  =  1'  =  1.  Tambien  debemos  excluir  las  bases  negativas,  de  lo  contrario  ten- 
drfamos  que  excluir  muchos  valores  de  .v  del  dominio,  como  a'  =  5,  x  =  |,  etc.  [Re- 
cuerde  que  (  —  2)'^-,  (— y  asi  sucesivamente,  no  estan  definidas  en  el  sistema 
de  los  numeros  reales.] 

Graficas  de  funciones  exponenciales 

En  primer  lugar,  hagamos  la  grafica  de  la  funcion  exponencial  y  =  V. 


K  .1  K  M  V  I  O  2 


I  inifii  a>  iihi  ill  «  xp: 

Hacer  la  grafica  de  la  funcion  exponencial  f{x)  =  2-* 


•Soliicion  El  dominio  de  f(x)  =  2^  consta  de  todos  los  numeros  reales.  Primero  localiza- 
mos  algunos  puntos  sobre  la  grafica  de/(x)  =  2'  ,  segun  muestra  la  tabla  1. 

Como  2'^  >  0  para  toda  x,  el  rango  de /es  (0,  co).  De  lo  cual  podemos  concluir 
que  la  grafica  no  tiene  intersecciones  con  el  eje  x  y  que,  de  hecho,  estara  arriba  del 
eje  X.  Como  muestra  la  tabla  J,  la  interseccion  con  el  eje  y  es  1.  La  tabla  tambien  in- 
dica  que  cuando  x  ^  —  oc  d  valor  de  /(x)  =  2^  se  acerca  cada  vez  mas  a  0.  Asi,  el 


eje  X  es  una  asmtota  horizontal 

TABLA  1  FIGURA  1 

V  =  2'’ 

.V  fix)  =  2' 


-10 

2-'®  =  0.00098 

g 

4 

/ 

-3 

-2 

2-5  —  1 

2-^ : : ] 

;  / 

-1 

0 

1 

2-1=3 

2°  =  1 

2'  =  2 

3 

/  (2,  4) 

—  /■ 

/ 

2 

3 

10 

22  =  4 

22  =  8 

2'*’  1024 

(-2.J)  H  J 

V ‘ 

1  _ 

-  >(1,2) 

(0,1) 

III, 

(-3.  h 

3  X 

de  la  grafica,  cuando  x-^  —  Observe  de  nuevo  la 
tabla  1.  Cuando  x^  ./(x)  =  2^  aumenta  r^pida- 
mente,  lo  cual  hace  que  la  grafica  de  f(x)  =  2-*'  se 
eleve  tambien  muy  rdpido.  Asi,  vemos  que/es  una 
funcion  creciente  y,  por  lo  tanto,  uno  a  uno.  Con 
toda  esta  infoimacion,  localizamos  algunos  de  los 
puntos  de  la  tabla  1  y  los  conectamos  mediante  una 
curva  suave,  continua,  segun  muestra  la  figura  1. 

■ 

Como  veremos,  las  graficas  similares  a  la 
de  la  figura  1  aparecen  con  mucha  frecuencia  en 
diversas  situaciones.  Por  ejemplo,  observe  la  gra¬ 
fica  de  la  figura  2,  la  cual  ilustra  la  poblacion  exis- 
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FIGURA2 

La  poblacidn  de  Etiopfa  crece  con 
una  de  las  tasas  mas  alias  del  mundo, 
lo  cual  agrava  los  continues 
problemas  de  suministro  de 
alimentos  para  sus  millones  de 
habitantes.  La  nacion,  que 
comparativamente  solo  mide  ires 
cuartas  partes  del  territorio  de 
Alaska,  liene  mas  de  2  millones  de 
nacimientos  por  ano. 


Etiopia,  en  millones  de  personas, 
con  proyecciones  hasta  el  ano  2015 
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Proyecciones: 


Fuenti's:  Agendas  de  noticias.  Banco  Mundial,  Li,  S. 
Agency  for  International  Development,  FAO-Nacionc' 
Unidas,  Population  Reference  Biireuit,  UNICEF,  Dc 
partamento  de  Agricultura  de  Estados  Unidos,  Hiimm 
Nutrition  /nforination  Service. 


FIGURA  3 


rente  en  Etiopfa.  Podrfa  concluirse  de  la  grdfica  que  la  poblacion  en  Etiopfa  se  “com- 
porta  de  manera  exponencial”;  es  decir,  la  grdfica  exhibe  un  “creciiniento  rapido,  n 
exponencial”.  En  este  capftulo  tenemo.s  mas  que  decir  acerca  de  situaciones  que 
conducen  a  un  crecimiento  exponencial.  Por  ahora,  seguiremos  en  la  biisqueda  de 
propiedades  de  las  funciones  exponenciales. 

La  grafica  de  f{x)  =  2^  en  la  figura  1  es  tfpica  de  todas  las  funciones  expo¬ 
nenciales  con  una  base  mayor  que  1.  Tales  funciones  son  crecientes  y,  por  ello,  uno 
a  uno.  Sus  graficas  estan  sobre  el  eje  x,  pasan  por  el  punto  (0,1)  y  despuds  siiben 
con  rapidez  cuando  x  ^  .  Cuando  x  — >  —  “  ,el  eje  x  es  una  asfntota  horizonlal, 

No  existen  asfntotas  verticales.  Por  ultimo,  las  grdficas  son  suaves  y  continuas,  .sin 
esquinas  ni  saltos.  La  figura  3  muestra  las  grdficas  de  otras  dos  funciones  expo¬ 
nenciales  con  base  mayor  que  1.  Obserx'e  que  si  la  base  es  mayor,  la  grafica  crece 
mds  rdpido  cuando  x  >  0,  y  esta  mds  cerca  del  eje  x  cuando  x  <  0. 

A  continuacion  tenemos  un  resumen  de  la  informacion  acerca  de  /(x)  = 
cf,a>  1 : 


fix)  =  fl-'  a  >  1 

Dominio:  (— °°,  Rango:  (0,  0°) 

Intersecciones-x:  ninguna  Intersccciones-y:  1 
Asfntota  horizontal:  eje  x,  cuando  x 
/es  una  funcidn  creciente 
/es  uno  a  uno  y  pasa  por  (0,1)  y  (1,  a) 


Verificadon:  haga  la  grdfica  de  y  =  2-*  y  compare  el  resultado  con  la  figura  I.  Luego  bone  la 
pantalla,  haga  la  grafica  de  y  =  3-*^  y  y  =  6^  y  compare  con  la  figura  3.  De  nuevo,  bone  la  pan- 
talla  y  haga  la  grafica  de  y  =  KT  y  y  =  lOOL  .^Cual  ventana  parece  serc'ir  mejor? 


Ahora  consideremos/(x)  =  a'  cuando  0  <  a  <  1. 
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Hacer  la  grdfica  de  la  funcidn  exponencial:  f(.x)  =  {5)" 


TABLA  2 


fM  =  (if 

(i)  "■=  1024 


0.00098 


El  dominio  de  f{x)  =  (oj  consta  de  todos  los  numeros  reales.  Como  antes,  loca- 

/  I  ■  f 

lizamos  algunos  puntos  sobre  la  grafica,  (tabla  2).  Como  (5)  >  0  para  toda  .v,  el 
rango  de/es  (0,  ).  Asi,  la  grafica  estd  sobre  el  eje  x  y  no  tiene  intersecciones  con 

el.  La  interseccidn  con  el  ejey  es  l.Cuandox^  —  ^  ,f{x)  =  i,]  crece  muy  rapido. 
Cuando  x  ,  el  valor  de  f(x)  tiende  a  cero.  De  modo  que  el  eje  x  (_y  -  0)  es  una 
asmtota  horizontal  cuando  “  Se  ve  entonces  que  /es  una  funcion  decreciente 
y,  por  tanto,  uno  a  uno.  La  figura  4  muestra  la  grdfica. 

FIGURA  4 
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-3 

3  X 

Observe  que  podn'amos  obtener  la  grdfica  dey(x)=  j;  ^  a  partir  de  la  de  y  =  V. 
Si  f(x)=  2/  entonces /(—x)  =  2~^  “  y  =  (2)^-  la  grafica  de  3'  =  fiV  =  2~^  es 
una  reflexion  con  respecto  al  eje  y  de  la  grifica  de  y  =  2-'.  Compare  las  figuras  1  y  4. 

La  grafica  de  /(x)  =  en  la  figura  4  es  tipica  de  todas  las  funciones  expo¬ 
nenciales  con  base  entre  0  y  1.  Tales  funciones  son  decrecientes,  uno  a  uno.  Sus 
gr^ficas  estan  sobre  el  eje  x,  pasan  por  el  punto  (0,1)  y  crecen  con  rapidez  cuando 
X  ^  Cuando  x  — >  <»,  el  eje  x  es  una  asmtota  horizontal.  No  existen  asintotas 
verticales.  Por  ultimo,  las  graficas  son  suaves  y  continuas,  sin  esquinas  ni  saltos.  La 
figura  5  muestra  las  grdficas  de  otras  dos  funciones  exponenciales  cuyas  bases  es- 
t^n  entre  0  y  1.  Observe  que  la  eleccion  de  una  base  mas  cercana  a  0  produce  una 
grafica  mds  inclinada  cuando  x  <  0,  y  cercana  al  eje  x  cuando  x  >  0. 

A  continuacion  tenemos  un  resumen  de  la  informacion  acerca  de  /(x)  =  cf, 
0  <  a  <  1: 


f{x)  =  o'  0  <  a  <  \ 

Dominio:  (—  00  ^  00 )  Rango:  (0,  “  ) 
Intersecciones-x:  ninguna  Intersecciones-y:  1 
Asmtota  horizontal:  eje-x,  cuando  x  ^  “ 

/es  una  funcion  decreciente 
/es  uno  a  uno  y  pasa  por  (0,  1)  y  (1,  o) 


Verificacion:  haga  la  grafica  de  y  =  (if  y  compare  el  resultado  con  la  figura  4.  Luego  bone 
la  pantalla,  haga  la  grafica  de  =  (_|f  y  y  =  if)  y  compare  con  la  figura  5.  Borre  de  nuevo  la 
pantalla  y  haga  la  grafica  de  y  =  (/f  y  y  =  (-[iio)  .  ^Cual  ventana  parece  sei'vir  mejor? 


Capi'tulo  4 


\]  ;■ 


.1  I’  M  P 


Funciones  exponenciales  y  logan'tmicas 


Las  tecnicas  de  corrimiento,  compresion,  alargamiento  y  reflexidn  sirven  tain- 
bien  para  hacer  la  grafica  de  muchas  funciones  que,  en  esencia,  son  funcioIle^ 
exponenciales. 


1.  .j  ^  : -  //n  i 

/•  v/rvr  ‘  . 

Hacer  la  grdfica  de;  f(x)  =  2~^'  —  3 
:  'iiu  'll  La  figura  6  muestra  los  diversos  pasos. 

FIGURA6 
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Refle>:l6n  con 
rrspectoaif. 


(b)  y=2- 


Cn.  iiiento  ,i. 
3  uniu.. 


(c)  y=  2-^-3 


Observe  que  la  asi'ntota  horizontal  de  f(x)  =  2  —  3  es  la  recta  y  =  -3.  cornu 

muestra  la  figura  6(c).  I 

i  III  Jiiiirioiux  i/iic  '  ■:  xii-mcni  ialcs  -  n  ■  \c!it  in  lu-  (li-.iiiit 

.  r>  ■!.  xiii/i,  ■-  v  -  .nrjuii.tis 


Hacer  la  grafica  de:  /(a:)  =  -(2*' 
Soliicion  La  figura  7  muestra  los  diversos  pasos. 

FIGURA  7 
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Vriiui-ifior,  haga  la  grafica  de  y  =  — (2-*‘ ■^)  y  compare  el  resultado  con  la  figura 
7.  Utllice  la  caracten'stica  TRACE  para  verificar  los  puntos  de  la  grdfica  que  se 
muestran  en  la  figura  7.  ■ 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  11  y  13. 


La  base  e 

Como  veremos  en  breve,  muchos  problemas  que  surgen  en  la  naturaleza  necesitan 
de  una  funcidn  exponencial  cuya  base  es  un  numero  irracional  simbolizado  por  la 
letra  e. 

Ahora  veremos  una  forma  de  llegar  a  este  importante  numero  e. 


El  numero  e 


El  numero  e  se  define  como  el  numero  al  que  tiende  la  expreslon 


1  4-  IV' 

n 


(2) 


cuando  En  cdlculo,  esto  se  expresa  medlante  la  notaclon 

de  limite  como 


TABLA  3 


n 

i 

n 

1+1 

n 

(■4)- 

1 

1 

2 

2 

2 

0.5 

1.5 

2.25 

5 

0.2 

1.2 

2.488.82 

10 

0.1 

1.1 

2.59374246 

100 

0.01 

1.01 

2.704813829 

1.000 

0.001 

1.001 

2.716923932 

10.000 

0.0001 

1.0001 

2.718145926 

KXKWO 

0.00001 

1. 00001 

2.718268237 

1,000.000 

0.000001 

1. 000001 

2.718280469 

i.o(K).ooo,ono 

10 

1  +  10 

2.718281827 

La  tabla  3  muestra  lo  que  ocurre  con  la  expresidn  (2) 
cuando  n  adquiere  valores  cada  vez  mayores.  El  ultimo  numero 
de  la  ultima  columna  de  la  tabla  tiene  sus  primeras  nueve  cifras 
decimales  correctas  y  es  igual  al  date  correspondiente  a  e  que 
aparece  en  su  caJculadora  (si  tiene  las  primeras  nueve  cifras 
decimales  correctas). 

La  funcidn  exponencial  f(_x)  =  e*',  cuya  base  es  el 
numero  e,  aparece  con  tal  frecuencia  en  las  aplicaciones  que 
se  conoce  por  lo  general  como  la  funcidn  exponencial.  De  he- 
cho,  muchas  calculadoras  tienen  la  tecla  o  exp(x),  la 


cual  se  utiliza  al  evaluar  la  funcidn  exponencial  para  un  valor 
dado  de  x*  Ahora  utilice  su  calculadora  para  determinar  e' 


'Si  su  calculadora  no  tiene  csta  tecla  pero  tiene 
e  como  sigue: 


SHIFT 


y  una  tecla 


puede  desplcgar  el  numero 


Oprima: 

Pantalla: 


1 

i 

SHIFT 

In 

I 


2.7182818 


La  raz6n  de  esto  aparece  en  la  seccion  2.4. 
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TABLA  4 


X 

£r' 

-2 

0.14 

-1 

0.37 

0 

1 

1 

2.72 

2 

7.39 

!.  ()  6 


para  x  =  —  2,  x  =  —  1,  x  =  0,  x  =  1,  y  x  =  2,  de  la  misma  forma  que  hicimos  para 
crear  la  tabla  4  (despues  de  redondear).  La  grdfica  de  la  funcidn  exponenciaJ  J(\}  = 
aparece  en  la  figura  8.  Como  2  <  e  <  3,  la  grafica  de  y  =  e'  esta  entre  las  grafi- 
cas  de  y  =  2-*'  y  y  =  3^.  (Revise  las  figuras  1  y  3.) 


FIGURA  8 

V  = 


(-1,0.37]^/ 

I  T 


f 

i*  (2,  7.39) 


»  (1,2.72) 


f  (0,1) 


(-2,0.14)  0| 


3  X 


Verificacidn:  haga  la  grafica  de  y  =  e'  y  compare  el  resultado  con  la  figura  8.  Utilicc  TRACE 
para  verificar  los  puntos  sobre  la  grafica  que  aparecen  en  la  figura  8.  Ahora,  haga  la  grafica 
de  y  =  2-^  y  y  =  3^.  Observe  que  la  grafica  de  y  =  e*'  esta  entre  estas  dos  gr^ficas.  I 


■  Ahora  resuelva  el  problema  21. 


Existen  muchas  aplicaciones  de  la  funcidn  exponencial.  Veamos  una. 


A'(  ■  !.■  ■■.ihl.-  ' 

Suponga  que  el  porcentaje  R  de  personas  que  responden  a  un  anuncio  periodfstico 
relativo  a  un  nuevo  producto  y  que  adquieren  el  arttculo  despues  de  t  di'as,  se  dc- 
termina  mediante  la  formula 


R  =  50  -  lOOe-O  -^' 

(a)  cQud  porcentaje  ha  respondido  y  adquirido  el  artfculo  despues  de  5  dias? 

(b)  cQud  porcentaje  ha  respondido  y  adquirido  el  artfculo  despues  de  10  dfas? 

(c)  i^Cudl  es  el  mdximo  porcentaje  de  personas  que  se  espera  respondan  y  adquieran 
el  artfculo? 

■ .  :  ■  Hacer  la  grdfica  de  R  =  50  —  lOOe”*^-^',  t  >  0.  Utilizar  TRACE  y  comparar  lo.s 
valores  de  R  para  ;  =  5  y  /  =  10  con  los  obtenidos  en  el  ejemplo  6.  f,Cudntos 
dfas  son  necesarios  para  que  R  sea  mayor  al  40  por  ciento? 
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Opn’nia: 

Panlalla: 

Oprima: 

Pantalla: 


S!i|uLi()ii  (a)  Despues  de  5  dias,  tenemos  que  ?  =  5.  El  porcentajc  correspondiente  R  de  per¬ 
sonas  que  responden  y  adquieren  el  artfculo  es 

/?  =  50  -  100e<-°-3H5)  =  50 

Utilizamos  una  calculadora  para  evaluar  esta  expresion: 


X 

100 

= 

1.5 

— 

SHIFT 

In 

1.5 

-1.5 

j  0.2231301 

-< 

100 

1 

-4 

22.31301 

+ 

50 

-22.31301 

1 

50 
_ 1 

27.68698 

Asj,  cerca  de  un  28%  habrdn  rcspondido  despues  de  5  dfas. 


(b)  Despues  de  10  dias,  tenemos  que  t  =  10.  El  porcentaje  correspondiente  R  de 
personas  que  responden  y  compran  es 

R  =  5Q~  100e<-0'3)<'0)  =  50  -lOOc-'^  =  45.021 

Cerca  del  45%  habran  respondido  y  comprado  despues  de  10  dias. 

(c)  Se  espera  que  mas  personas  respondan  y  compren  con  el  paso  del  tiempo.  El 
maximo  porcentaje  esperado  se  determina  entonces  para  el  valor  de  R  cuando 

Como  =  1/^°-^',  esto  implica  que  ^  0  cuando  r —>  Asi, 
el  mdximo  porcentaje  esperado  es  un  50  por  ciento. 
i.i  Cea.s-e  la  figura  9. 


Se  necesitan  8  dias  para  exceder  el  40  por  ciento.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 

Resumen 

PROPIEDADES  DE  LA  FUNCION  EXPONENCIAL 

f{x)  =  ff'',  a  >  1  Dominio:  (— =<=);  range:  (0,  ^);  interseccione.s-.r;  ninguna;  inter- 
seccidn-y:  I ;  asintota  horizontal:  eje  x,  cuando  .r  ^  -x-;  creciente; 
uno  a  uno.  Vease  la  figura  3  para  observar  una  grdfica  tipica. 

f{x)  =  o',  0  <  a  <  I  Dominio:  (-“,  “);  rango;  (0,  ^):  intcrsecciones-x:  ninguna;  inter- 
scccidn-y:  I;  asintota  horizontal:  eje  x,  cuando  x-^  decreciente; 
uno  a  uno.  Vease  la  figura  5  para  observar  una  gralica  tipica. 
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Ejercicio  4.1 

En  los  problemas  del  1  al  JO,  aproxime  coda  numero  medianle  una  calculadora.  Exprese  su  respuesta 
redondeada  a  ires  cifras  decimales. 


1. 

(a)  32-2 

(b)  32-23 

(C)  32-236 

(d)  33^ 

2. 

(a)  5'-^ 

(5)  51.73 

(C)  5 '  -232 

(d)  53^ 

3. 

(a) 

(5)  2^141 

(C)  23-'‘"5 

(d)  2^ 

4. 

(a)  22  ^ 

(b)  22-21 

(C)  22-218 

(d)  2" 

5. 

(a)  3.12-^ 

(b)  3.14221 

(c)  3.14|2-^i8 

(d)  77- 

6. 

(a)  2.7-^  ' 

(b)  2.7 1 -3- 

(c)  2.7183  '“! 

(d)  e'^ 

7. 

,,1.2 

8. 

9. 

10.  £2.1 

En  los  problemas  del  II  al  18  aparecen  las  grdficas  de  una  funcion  exponencial.  Relaclone  cada  grdftca 
con  una  de  las  siguientes  funciones: 
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En  tos  problemas  del  19  al  26,  utilice  la  grdfica  de  y  =  (figura  8)  junto  con  las  tecnicas  de  corrimiento, 
compresion,  alargamiento  y  reflexion,  para  hacer  la  grdfica  de  cada  funcidn. 

19.  V  =  e~'  20.  y  =  — 21.  y  =  22.  y  —  e'  —  I 

23.  y  =  .5  -  g--'  24.  y  =  9  -  25.  y  =  2  26.  y  =  l  -3g 

27.  Si  4-''  =  7,  la  que  es  igual  4"“'?  28.  Si  2^  =  3,  ^,a  quS  es  igual  4“'? 

29.  Si  3“-^  =  2,  que  es  igual  3^?  30.  Si  5~-'‘  =  3,  7a  que  es  igual  5-^'? 

31.  '  ■  til ..  Si  un  cristal  obstruye  el  3%  de  la  luz  que  pasa  a  travds  de  ^1,  el  porcenlaje  p  de  luz  que  pasa  por  n  cristales 
sucesivos  est^  dado  aproximadamente  por  la  ecuacidn 

p  =  |OOg-o“" 

(a)  iQue  porcentaje  de  la  luz  pasara  a  traves  de  10  cristales? 

(b)  a  travds  de  25? 

32.  La  presion  atmosfdrica  p  sobre  un  globo  0  un  avion  disminuye  al  aumentar  la  altura.  Esta 
presidn,  medida  en  mili'metros  de  mercurio,  se  relaciona  con  el  nurnero  de  kildmetros  h  sobre  el  nivel  del  mar  me- 
diante  la  fdrmula 

p  =  760e“0‘'‘5'' 

(a)  Determine  la  presidn  atmosfdrica  a  una  altura  de  2  kildmetros  (mas  de  una  milla). 

(b)  ^Cual  es  la  presidn  a  una  altura  de  10  kildmetros  (mas  de  30,000  pies)? 

33.  El  nurnero  de  vatios  ir  proporcionados  por  la  fuente 
de  energi'a  de  un  sattlite  espacial  despues  de  un  periodo  de  d  di'as 
esta  dado  por  la  fdrrr  ula 

w  =  50e“0'^‘' 

(a)  .[.Cu^nta  energra  estarS  disponible  despues  de  30  dias? 

(b)  ^Cudnta  energi'a  es  ara  disponible  despues  de  un  ano  (365  di'as)? 

34.  La  recuperacidn  normal  de  una  herida  se 
puede  modelar  mediante  una  funcidn  exponencial.  Si  Aq  representa  el  drea 
original  de  la  herida  y  4  es  el  area  de  la  herida  despuds  de  n  di'as, 
entonces  la  fdrmula 

A  =  • 

describa  el  area  de  una  herida  en  el  n-dsimo  di'a  despuds  de  una  lesidn, 
si  no  hay  infecciones  que  retarden  la  recuperacidn.  Suponga  que  una 
herida  tiene  un  drea  inicial  de  I  centimetre  cuadrado. 

(a)  Si  hay  un  proceso  de  recuperacidn,  ^cudnto  medird  el  drea  de  la 
herida  despuds  de  3  dias? 

(b)  ^Cudnto  medird  despuds  de  10  dias? 

La  fdrmula 

D  =  dg-”'** 

sirve  para  determinar  el  nurnero  de  miligramos  D  de  cierto  medicamento  en  el  flujo  sanguineo  de  un  paciente,  h  bo¬ 
ras  despues  de  su  administracidn.  ^.Cudntos  miligramos  estardn  presentes  despuds  de  I  hora?  fY  despuds  de  6  horas? 

Un  modelo  para  el  nurnero  N  de  personas  en  una  comunidad  cscolar  que  han  escuchado 

cierto  rumor  es 

N  =  P(\  -  g'O  iS't) 

donde  P  es  la  poblacidn  total  de  la  comunidad  y  el  nurnero  de  dias  transcurridos  desde  el  inicio  del  rumor.  En  una 
comunidad  de  1000  estudiantes,  ^cuantos  de  ellos  habrdn  escuchado  el  rumor  despues  de  3  dias? 
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39. 


El  porcentaje  R  de  audiencia  que  responde  a  un  comercial  de  tele\  isidn 
para  un  nuevo  producto  despues  de  t  dias  se  determina  mediante  la  formula 

R  =  10-  lOOe-'^-, 

(a)  porcentaje  se  espera  que  responda  despuds  de  10  di'as? 

(b)  tQufi  porcentaje  ha  respondido  a  los  20  dfas? 

(cl  (,Cual  es  el  maximo  porcentaje  de  personas  que  se  espera  respondan? 

Haga  la  grafica  de  R  -  IQ  -  lOOe'^®  -',  t  >  0.  Utilice  la  caracten'stica  TRACE  y  compare  los  valores  de  R  para 
t  =  10  y  (  20  con  los  obtenidos  en  las  partes  (a)  y  (b).  ^Cuantos  dfas  deben  transcurrir  para  que  R  exceda  cl 

40  por  ciento? 

La  ganancia  anual  P  de  ^na  compahfa  debida  a  las  ventas  de  cierto  am'culo  despues  de  ,r  anos  de  set 
lanzado  al  mercado  es 

P  =  $100,000  -$60,000;  if 

(a)  ^,Cual  es  la  ganancia  despues  de  5  anos? 

(b)  despues  de  10  anos? 

(c)  gCudl  es  la  maxima  ganancia  que  la  companfa  espera  obtener  por  su  producto? 

Haga  la  grafica  de  la  funcidn  de  ganancia.  LItilice  la  caracterfstica  TRACE  y  compare  los  valores  de  P  para 
,r  — ■  5  y  X  =  10  con  los  obtenidos  en  las  partes  (a)  y  (b).  pCuanto.s  anos  deben  transcun  ir  antes  de  que  se  obtenga 
una  ganancia  dc  $65,000.00? 

■■  ■■■  ^  ■  >H  La  ecuacion  que  gobierna  la  cantidad  de  corrien- 

te  /  (en  amperios)  despues  de  un  tiempo  i  (en  segundos)  en  un  circuito  RL  individual, 
el  cual  consta  de  una  resistencia  R  (en  ohms),  una  inductancia  L  (en  henrios)  y  una  fuerza 
electromotriz  E  (en  voltios),  es 

/  =  -[1  - 
R 

(a)  Si  £  =  120  voltios,  R  =  10  ohms,  y  £  =  5  henrios,  g,cudnta  corriente /[  estd  disponible 
despuds  de  0,3  segundos?  g,Despues  de  0.5  segundos?  luego  de  un  segundo? 

(b)  gCual  es  la  corriente  maxima? 

(c)  Haga  la  grafica  de  la  funcion  /  =  midiendo  /  a  lo  largo  del  eje  y  y  f  a  lo  largo 
del  eje  x. 

(d)  Si  £  =  120  voltios,  R  =  5  ohms,  y  £  =  10  henrios,  g,cuanta  corriente  £  estS  disponible  despues  de  0.3  segundos? 
^ Despues  de  0.5  segundos?  ^Y  luego  de  un  segundo? 

(e)  ^CuiSl  es  la  corriente  maxima? 

(f)  Haga  la  grafica  de  la  funcidn  I  =  £(0  en  los  mismos  ejes  de  coordenadas  donde  hizo  la  grafica  de  /|(/). 


40.  ' 'Hi  If-:.--:  ,-. -■,>£■<  La  ecuacidn  que  gobierna  la  cantidad  de  corrien-  -,  | 

te  /  (en  miliamperios)  despuds  de  un  tiempo  i  (en  milisegundos)  en  un  circuito  RC  in-  '  f 

dividual,  el  cual  consta  de  una  resistencia  R  (en  ohms),  una  capacitancia  C  (en  micro- 
faradios)  y  una  fuerza  electromotriz  £  (en  voltios),  es 

£ 

/  =  —  „-iHRC) 

(a)  Si  £  =  120  voltios,  R  =  2000  ohms,  y  C  =  LO  microfaradios,  g,cudnta  corriente  1\ 

esta  disponible  inicialmente  (/  =  0)  y  despuds  de  1000  milisegundos?  ^Cuanta  des¬ 
pues  de  3000  milisegundos?  C 

(b)  ^Cual  es  la  corriente  maxima?  - 1  |- 

(c)  Haga  la  grafica  de  la  funcion  /  =  /|(0,  midiendo  /  a  lo  largo  del  eje  y  y  t  a  lo  largo 
del  eje  .v. 

(d)  Si  £  =  120  voltios,  R  =  1000  ohms,  y  C  =  2,0  microfaradios,  ^cuanta  corriente  £  esta  disponible 
despuds  de  1000  milisegundos  y  despues  de  3000  milisegundos? 

(e)  ^.Cual  es  la  corriente  mdxima? 

(f)  Haga  la  gritfica  de  la  funcidn  /  =  £(£  en  los  mismos  ejes  de  coordenadas  donde  hizo  la  grdfica  de 


inicialmente. 
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41.  /  ■  -  .  .  lilt  Despues  de  la  tragedia  del  Challenger  en  1986,  se  realize  un  estudio  de  los  23  lanza- 

mientos  anteriores  al  vuelo  fatal.  Se  desarroll6  un  modelo  matematico  para  la  relacion  entre  la  temperatura  Fahrenheit 
X  en  tomo  de  los  anilios  O  y  el  numero  y  de  anillos  O  principales  desgastados  o  con  fugas.  El  modelo  establecia  que 


y  =  5  [[  +  g-(5.085-0.)  I56.<)J- I 

donde  6  indica  los  6  anillos  O  principales  de  la  nave  espacial. 


(a)  ^Cudl  es  el  numero  pronosticado  de  anillos  O  principales  desgastados  o 
con  fugas  a  una  temperatura  de  100°F? 

(b)  ^Cudl  es  el  numero  pronosticado  de  dichos  anillos  O  a  una  temperatura 
de  60°F? 

(c)  ly  cudl  para  una  temperatura  de  30°F? 

Haga  la  grdfica  de  la  ecuacidn  y  utilice  TRACE.  que  temperatura 
ocurre  que  el  numero  pronosticado  de  anillos  O  principales  desgastados  o 
con  fugas  sea  1,  3  y  5? 


42.  /  '  El  numero  acumulativo  y  de  estampillas  de  correo  diferentes  (regulates  y  conmemorativas) 

emitidas  por  la  oficina  de  correos  de  Estados  Unidos  se  puede  aproximar  (modelar)  mediante  la  funcidn  exponencial 


donde  x  es  el  numero  de  ahos  desde  1 848. 


(a)  ^Cual  es  el  numero  acumulativo  pronosticado  de  estampillas  emitidas  hasta  el  ano  1995? 

(b)  ^Cual  es  el  numero  acumulativo  pronosticado  de  estampillas  emitidas  hasta  1998? 

(c)  El  numero  acumulativo  de  estampillas  emitidas  por  Estados  Unidos  fue:  2  en  1848,  88  en  1868,  218  en  1888  y 
341  en  1908.  (,Que  conclusi6n  puede  extraerse  acerca  del  uso  de  la  funcidn  dada  como  modelo  durante  las  primeras 
decadas  de  emision  de  las  estampillas? 


43. 


Utilice  una  calculadora  para  obtener  el  valor  de 


2 


para  n  =  4,  6,  8,  y  10.  Compare  cada  resultado  con  e. 

[Nola:  1!  =  1,  2!  =  2  ■  1,  3!  =  3  ■  2  •  1,  n!  =  n(n  -1)  •  .  .  .  ■  (3)(2)(l)]. 

44.  Utilice  una  calculadora  para  obtener  los  diversos  valores  de  la  expresion 

2  +  _ 

1  +  1 


2  +  2 


3  +  3 


4  +  4 
etc. 


Compare  los  valores  con  e. 

45.  Si  /(x)  =  aT  demuestre  que:  ^  =  a-*  (— - *- 

h  \  h 

46.  Si  fix)  =  nT  demuestre  que:  f(A  +  B)  =  /(A)  ■  /(B) 


‘Linda  Tappin,  “Analyzing  Data  Relating  to  the  Challenger  Disaster”,  Malhemalics  Teacher,  vol.  87,  niim.  6,  septiembre  de  1994, 
pags.  423-426. 

‘David  Kullman,  “Patterns  of  Postage-stamp  Production”,  Malhemalics  Teacher,  vol.  85,  niim.  3,  marzo  de  1992,  pags.  188  y  189. 
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47.  Si/(x)  =  a*,  demuestre  que:  f(—x)  =  — ^ 

fix) 

48.  Si  f(x)  =  a\  demuestre  que:  f{ca)  =  [/(,r)]“ 


En  los  problemas  49  y  50  se  definen  otras  dos  funciones  irascendentes. 


49.  La  funcidn  seno  hiperbdiico,  denotada  senh  x,  se  define  como 


50. 


senh  X  =  — (e'  —e^) 
2 


(a)  Demuestre  que  f(x)  =  senh  x  es  una  funcidn  impar. 

(b)  Haga  la  grSfica  de  y  =  ir"  y  y  =  en  el  mismo  conjunto  de  ejes  coordenados,  y  utilice  el  metodo  de  re.siady 

ordenadas  para  obtener  una  grSfica  de  f(x}  =  senh  x 


La  funcidn  coseno  hiperbdlico,  denotada  cosh  x,  se  define  como 


cosh  X  = 


~(e''  +  e~^) 
2 


(a)  Demuestre  que  f(x)  =  cosh  x  es  una  funcidn  par. 

(b)  Haga  la  grafica  de  y  =  y  y  =  e"'*  en  el  mismo  conjunto  de  ejes  coordenados,  y  utilice  el  mdtodo  de  suma  dc 
ordenadas  para  obtener  una  grdfica  de/(xj  =  cosh  x. 

(c)  Consulte  el  problema  49.  Demuestre  que  para  cada  x, 

(cosh  x)‘  ^  (senh  x)-  =  1 


51. 


Pierre  de  Fermat  (1601-1665)  conjeturd  que  la  funcidn 
fix)  =  2' 2')  -P  1 


para  x  =  I,  2,  3,  ,  siempre  es  un  numero  prime.  Sin  embargo,  Leonhard  Euler  (1707-1783)  demostrd  que  esta 

fdrmula  falla  para  x  =  5.  Utilice  una  calculadora  para  determinar  los  numeros  primos  producidos  por/ para  x  =  1 ,2, .14, 
Compruebe  entonces  que /(5)  =  641  X  6,700,417,  el  cual  no  es  prime. 

En  un  recipiente  de  4  litres  las  bacterias  duplican  su  cantidad  cada  minute.  Despuds  de  60  minutes  el  recipiente  eski 
lleno.  iCudnto  tiempo  transcurrid  para  que  el  recipiente  se  llenase  hasta  la  mitad? 

Explique  con  sus  propias  palabras  lo  que  es  el  numero  e  y  proporcione  al  menos  dos  aplicaciones  donde  se  nece- 
site  utilizarlo. 


54.  ^,Cree  usted  que  exista  una  funcidn  potencia  que  crezea  mas  rdpido  que  una  funcidn  exponencial  con  base  mayor 
que  1?  Explique  su  respuesta. 


Funciones 

logantmicas 


Recuerde  que  una  funcidn  uno  a  uno  y  =  f(x)  tiene  una  inversa  definida  (de  manc- 
ra  implfcita)  por  la  ecuacidn  y  —  f(y).  En  particular,  la  funcidn  exponencial  y  “ 
fix)  =  a^,  a  >  0,  a  4=  1,  es  uno  a  uno  y,  por  lo  tanto,  tiene  una  inversa  definida  de 
manera  implfcita  mediante  la  ecuacidn 

X  =  a  >  0,  a  4=  I 

Esta  inversa  es  tan  importante  que  tiene  su  nombre  propio.  funcidn  logantmica. 


Funciones  logantmicas  La  funcidn  logantmica  base  a,  donde  a>0y  a  f  1 ,  se  denote 

/  =  logo  X  (se  lee  "y  es  el  logaritmo  base  a  de  x")  y  se  define 
como 

y  =  log,,  X  si,  y  sdlo  si,  .v  =  a'' 
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J  E  IVi  P  L  O  1  Relarinn  pnor  los  lo^ttritmns  y  ios  c  •jif>nrn;ts 

(a)  Si  y  =  log3  X,  entonces  x  =  3-''.  Asi,  cuando  jc  =  9,  >>  =  2,  de  ese  modo  9  =  3^ 
es  equivalente  a  2  =  log3  9. 

(b)  Si  =  logs  entonces  jc  =  5'’.  Asi,  cuando  x  =  |  =  5" —  1,  de  modo  que 

5  =  5^'  es  equivalente  a  —  1  =  logs  (j)-  ■ 

J  M  P  L  ()  2  Caml'io  ile  :■  t\\p->nrtti'iiili  \  u  f'Xf’it '>11  ■/}(■'■  -  -yell, :  i  , 

Cambiar  cada  expresion  exponencial  a  una  equivalente  con  logaritmos. 

(a)  1.2^  =  m  (b)  e*  =  9  (c)  a"*  =  24 


.S;.iuci>'in  Utilizamos  el  hecho  de  que  3;  =  log^x  y  x  =  a>',  a  >  0,  a  A  1,  son  equivalentes. 

(a)  Si  1.2-^  =  m,  entonces  3  =  log  12  m. 

(b)  Si  e*  =  9,  entonces  b  =  log^,  9. 

(c)  Si  fl"*  =  24,  entonces  4  =  logo  24.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

J  K  M  F  I  .  (  ■  . 

Cambiar  cada  expresidn  logantmica  a  una  equivalente  con  exponentes. 

(a)  logo  4  =  5  (b)  log,,  b=  -3  (c)  logs  5  =  c 

'u.h  ii-:]  (a)  Si  logo  4  =  5,  entonces  =  4. 

(b)  Si  loge  b  =  —3,  entonces  e~^  =  b. 

(c)  Si  logs  5  =  c,  entonces  3‘'  =  5. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  13. 

Para  determinar  con  exactitud  el  valor  de  un  logaritmo,  escribimos  el  logarit- 
mo  en  notacion  exponencial  y  utilizamos  el  siguiente  hecho: 

Si  =  a'’,  entonces  u  =  v.  (1) 

El  resultado  (1)  es  consecuencia  de  que  las  funciones  exponenciales  son  uno  a  uno. 

j  F  M  }  )  ()  4  ■  ,  .  .. 

Determine  el  valor  exacto  de: 

(a)  log2  8  (b)  logs  5  (c)  logs  25 
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s.ilut  loii  (a)  Para  y  =  log2  8,  tenemos  la  ecuaci6n  exponencial  equivalente  2''  =  8  =  2^,  usi, 
por  (1),  y  =  3.  For  lo  tanto,  log2  8  =  3. 

(b)  Para  >'  =  log3  5,  tenemos  3'’  =  j  =  3  asf )'  =  —  1.  Por  lo  tanto,  log3  3  =  “!■ 

(c)  Para  y  =  logs  25,  tenemos  5-'  =  25  =  5^,  asi  y  =  '1.  Por  lo  tanto,  logs  25  =  2.  I 

■  Ahora  resuelva  el  problema  25. 


Dominio  de  una  funcion  logaritmica 

La  funcion  logaritmica  y  =  log^  x  es  la  inversa  de  la  funcidn  exponencial  y  =  o' . 
Es  decir,  s[f{x)  =  a-',  entonces/“'(x)  =  log^  x.  Segun  el  anilisis  de  la  secci6n4.ii  ^ 
sobre  funciones  inversas,  sabemos  que  para  una  funcion /y  su  inversa 

Dominio/"'  =  Rango/  y  Rango/"'  =  Dominio/ 

En  consecuencia: 


Dominio  de  la  funcion  logtiritmica  =  Rango  de  la  funcidn  exponencial  =  (0, 
Rango  de  la  funcion  logaritmica  =  Dominio  de  la  funcidn  exponencial  =  x-\ 


En  el  siguiente  recuadro  resumimos  algunas  propiedades  de  la  funcion 
logaritmica: 


y  =  logo  ■’i:  (ecuacidn  que  lo  define:  x  =  a-^') 

Dominio:  0  <  x  <  “  Rango:  — =0  <  y  <  00 


Observe  que  el  dominio  de  una  funcidn  logaritmica  consta  de  los  niimeroj 
reales  positives. 


.1  1;  M  I*  !  0  5 


Determinar  el  dominio  de  cada  funcidn  logaritmica: 


(a)  Fix)  =  log2  (1  -  x)  (b)  g(x)  =  logs 


(c)  hix)  =  log  1/2  |x! 


Solncii  ■ 


(a)  El  dominio  de  f  consta  de  las  x  tales  que  (1  —  x)  >  0;  es  decir,  x  <  1,  0  (-  x.j), 

(b)  El  dominio  de  g  estd  restringido  a 


A1  resolver  la  desigualdad,  determinamos  que  el  dominio  de  g  consta  de  las.i 
entre  - 1  y  1,  es  decir,  —  1  <  x  <  1,  o  (—  1,  1). 

(c)  Como  |x|  >  0  si  x  A  0,  el  dominio  de  h  consta  de  todos  los  niimeros  reaks 
distintos  de  cero.  » 


■  Ahora  resuelva  el  problema  39. 
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Graflcas  de  funciones  logaritmicas 

Dado  que  Jas  funciones  exponencial  y  logantmica  son  inversas  entre  si,  la  grffica 
de  una  funcion  logaritmica  y  =  logo  x  es  la  reflexidn  con  respecto  de  la  recta  y  = 
X  de  la  grafica  de  la  funcion  exponencial  y  =  a^,  como  muestra  la  figura  10. 


FIGURA  10 


Hechos  inherentes  Q  la  I.  La  interseccion  de  la  grifica  con  el  eje  .r  es  i.  No  existe  inlerseccidn  con  el  eje  y. 
grafica  de  una  funcion  2.  El  eje  y  es  una  asfntota  vertical  de  la  grafica. 

logaritmica  f(x)  =  logo  X  funcion  logantmica  es  decreciente  si  0  <  n  <  1  y  creciente  si  n  >  I. 

4.  La  grafica  es  suave  y  coniinua,  sin  esquinas  ni  saltos. 


Si  la  base  de  una  funcion  logaritmica  es  el  numero  e,  entonces  tenemos  la  fun- 
don  logaritmo  natural.  Esta  funcidn  se  presenta  con  tal  frecuencia  en  las  aplicaciones 
que  tiene  asignado  un  simbolo  especial,  In  (del  latin,  logarithmus  naturalis).  Asi, 

y  =  In  X  si,  y  solo  si,  x  =  e^' 

Como  y  =  In  X  y  la  funcion  exponencial  y  =  son  funciones  inversas, 
podemos  obtener  la  grafica  de  y  =  In  x  reflejando  la  grafica  de  y  =  con  respecto 
de  la  recta  y  =  x.  Vease  la  figura  11. 


TAB LA  5 

X  In  X 


(  -0.69 

2  0.69 

.0  I.IO 


Una  calculadora  con  una  tecla 


In 


permite  obtener  otros  puntos  en  la  gra¬ 


fica  de/(x)  =  In  X.  Vease  la  tabla  5. 
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K  J  F  M  P  F  O  (. 


Solikiisn 

FIGURA  12 


i:  J  i;  M  I  I.  ^  7 


S.illU  i,  ill 


FIGURA  13 


I  )  1  \i  i‘  1  (>  S 


U  /  //if  ai  iim  haga  la  grafica  de  y  =  e''  y  v  =  In  a:  en  una  misma  pantalla  cuadradii. 
Utilice  TRACE  para  verificar  los  puntos  sobre  la  grafica  dados  en  la  figura  1 1. 
usted  la  simeln'a  de  las  dos  grdficas  con  respecto  de  la  recta  y  =  xl  I 


i  (icii-f-  il’  'hni  -Hi  sun  ■  r  >■■■.  c,  //js:  ■;  liudiiiili: 

i  firriiiiii  i;,  ;—  ;  .<  i.h'jii!!-.!- 

Haga  la  grafica  de  y  =  -In  a  a  partir  de  la  grafica  de  y  =  In  a. 

Obtenemos  la  grafica  de  y  =  —In  a  mediante  una  reflexion  con  respecto  del  eje.v 
de  la  grafica  de  y  =  In  a.  Vease  la  figura  12. 


y.. 

3  - 

(3,1.10) 

-  (2,  0.69)^..  ^ 

y  ^*(1,0)'  ^ 

-  '(^,-0.69) 

J 

>;■  I 


Vi 

3 

1^0.69) 

3 

1  1  , 

0 

(1.0)'  ^(2, -0.69) 

r  (3, -1.10')*'-  ' 

- 

(a)  y=lnA 


(b)  y  =  -lnA 


( intiu  ch  \  ,7t  ,fr’j7y.  .w  ■  /f  .,f  i  n  r  ■/  ^ , :  f :  ,  i  \  .'lU 

t  )<  ,.'.7  M  n,- 

Haga  la  grdfica  de:  y  =  ln(A  +  2) 

El  dominio  consta  de  las  a  tales  que 

a  +  2>0  o  a>— 2 


Obtenemos  la  grafica  aplicando  un  corrimiento  horizontal  a  la  izquierda,  en  2  unidadcs. 
como  muestra  la  figura  13.  Observe  que  la  recta  a  =  — 2  es  una  asi'ntota  vertical. 


y 

CM 

1 

II 

3 

“ 

1  ^ 

1 

- 

(3,  1.10) 

1 

1 

1 

1 

(1,1.10^ 

t  1 

^  (2,0.69),,,.-^ 

,  - 

1 

l(-1,0) 

I  I 

’(0,  0.69) 

. 

0 

(1,0)  3  A 

y(^,-0.69) 

-3  !  .  0 

(-i.-o.69)y 

I 

I 

- 

3  X 

■  1 

(a)  y=lnA  (b)  y=ln(A+2) 


Haga  la  grdfica  de:  y  =  ln(l  —  a) 
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.S()luci()n  El  dominio  consta  de  las  .v  tales  que 

1  —  .Y  >  0  o  JC  <  1 

Obtenemos  la  grafica  de  y  =  ln(l  —  x),  mediante  los  pasos  ilustrados  en  la  figura 
14.  Observe  que  la  asmtota  vertical  de  y  =  ln(l  — x)  es  x  =  1. 


FIGURA  14 


(a)  y=\nx  (b)  y=ln(-x)  (c)  y=ln(-x+1) 

=  In  (1  -X)  g 

■  Ahora  resuelva  el  problema  61. 

KJFMPLO  \ 

Es  posible  medir  la  concentracion  de  alcohol  en  la  sangre  de  una  persona.  Investi- 

gaciones  medicas  recientes  sugieren  que  el  riesgo  R  (dado  como  un  porcentaje)  de 

tener  un  accidente  automovilistico  se  modela  mediante  la  ecuacion 

R  = 

donde  x  es  la  concentracidn  variable  de  alcohol  en  la  sangre  y  k  una  constante. 

(a)  Sup  nga  que  una  concentracion  de  alcohol  en  la  sangre  de  0.04  produce  un  riesgo 
de!  Wo  {R  =  10)  de  sufrir  un  accidente.  Determine  la  constante  k  de  la  ecuacion. 

(b)  Utili  e  el  valor  de  A:  e  indique  cual  es  el  riesgo  si  la  concentracion  es  de  0.17. 

(c)  Coi  el  mismo  valor  de  k  encuentre  la  concentracidn  de  alcohol  correspondiente 
a  i  1  riesgo  del  100  por  ciento. 

(d)  Si  a  ley  establece  que  las  personas  con  riesgo  de  sufrir  un  accidente  del  20% 
o  mayor  no  deben  manejar,  ^con  cual  concentracion  de  alcohol  en  la  sangre 
debe  un  conductor  ser  an'estado  y  multado? 


.Sollicinn  (a)  Para  una  concentracion  de  alcohol  en  la  sangre  de  0.04  y  un  riesgo  del  10%, 
haga  X  =  0.04  y  R  =  10  en  la  ecuacidn  y  resuelva  para  k. 

R  =  6e'^ 

10  = 


20 

6 


g0.04k 


0.04k  =  ln~  =  0.5108256 
6 


■MU 


k  =  12.77 
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(b)  Con  k  =  12.77  y  jc  =  0.17  en  la  ecuacibn,  determinamos  que  el  riesgo  R  es 

R  =  =  52,6 

Para  una  concentracidn  de  alcohol  en  la  sangre  de  0.17,  el  riesgo  de  sufrirur 
accidence  es  cercano  al  52.6  por  ciento. 

(c)  Con  k  =  12.77  y  R  =  100  en  la  ecuacion,  determinamos  que  la  concentracidn 
X  de  alcohol  en  la  sangre  es 

R  =  6e*' 

100  = 

IQQ  =  gl2.77x 
6 

12.77X  =  In  =  2.8134 
6 

X  =  0.22 


Para  ima  concentracidn  de  alcohol  en  la  sangre  de  0.22,  el  riesgo  de  tenet  iin 
accidente  es  del  100  por  ciento. 

(d)  Con  k  =  12.77  y  /?  =  20  en  la  ecuacion,  determinamos  que  la  concentracidn  i 
de  alcohol  en  la  sangre  es 

R  = 

20  = 

—  =  ^I2.77x 

b 

12.77X  =  In  —  =  1.204 
6 

X  =  0.094 

Un  conductor  que  presente  una  concentracidn  de  alcohol  en  la  sangre  a  un  nivel  do 
0.094,  debe  ser  arrestado  y  multado.  I 

Nota:  En  la  mayor  parte  de  Estados  Unidos,  al  conductor  que  reba,sa  el  0.10  de  conienido 
de  alcohol  en  la  sangre  se  le  multa  y  se  le  hace  llegar  un  citatorio.  En  algunos  e.stados  basi.i 
con  el  0.08. 


Resumen 

PROPIEDADES  DE  LA  FUNCION  LOGARITMICA 


f(x)  =  log„  X,  a  >  I 

(y  =  log„  X  significa  x  =  a-') 


Dominio:  (0,  rango:  “);  interseccidn-x;  1;  inter- 

seccidn-y:  ninguna;  asi'ntota  vertical:  eje  y;  creciente;  umi 
a  uno.  Vease  en  la  figura  10(b)  una  grafica  ti'pica. 


fix)  =  log„  X,  0  <  a  <  1 
(y  =  log„  X  significa  x  =  o') 


Dominio:  (0,  “);  rango:  (-“,  interseccidn-x:  1;  inter- 
seccidn-y:  ninguna;  asi'ntota  vertical:  eje  y;  decreciente; 
uno  a  uno.  Vckise  en  la  figura  10(a)  una  grafica  ti'pica. 


Ejercicio  4.2 

En  los  probletnas  del  I  al  12,  cambie  cada  expresion  exponencial  por  una  expresion  equivalente  con  un 
logarilino. 

1.  9  =  3’  2.  16  =  42  3.  a- =\. 6  4.  =  2A  5.  \.\-  =  M  6.  2.2'’ =  A 

7.  2'  =  7.2  8.  3'  =  4.6  9.  x^'^  ^  ^  10.  =  e  11.  e'  =  8  12.  e-  =  M 
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En  las  problemas  del  13  al  24,  cambie  cada  expresion  logantmica  por  una  expresion  equivalente  con  un 
exponente. 


13. 

log2  8  =  3 

14. 

logs©  =  -2 

15. 

log„  3  =  6 

16. 

log/j  4  =  2 

17. 

logs  2=  X 

18. 

10g2  6  =  X 

19. 

logs  A7  =  1 .3 

20. 

logs  N  =  2. 

21. 

logv^  ”■  = 

22. 

log^X  =  s 

23. 

In  4  =  X 

24. 

In  X  =  4 

En  los  problemas  del  25  al  36,  determine  el  valor  exacto  de  cada  logarilino  sin  utilizar  una  calculadora  o 
una  tabla. 

25.  log2  1  26.  logs  8  27.  logs  25  28.  logsCg)  29.  log,/:  16  30.  log,/,,  9 

31.  logic  VTO  32.  logs^^^  33.  log^4  34.  log^,/3  9  35.  In  VV  36.  In?’ 

En  los  problemas  del  37  al  46,  determine  el  dominio  de  cada  funcion. 

37.  f{x)  =  ln(3  -  x)  38.  g(x)  =  ln(x^  -  I)  39.  f(.v)  =  log2A'- 

40.  H{x)  =  logs  41.  h(x)  =  logi/2(x2  -  x  -  6)  42.  G{x)  =  logi/2^^j 

43.  f(x)  =  44.  gW  =  ln{x  -  5)  45.  g(x)  =  logs^—  46.  h(x)  = 


En  los  problemas  del  47  al  50,  utilice  una  calculadora  para  evaluar  cada  expresion.  Redondee  la  respuesta 
a  Ires  cifras  decimoles. 


47. 

51. 

52. 


48. 


In  5 
3 


49. 


In  10/3 
0.04 


50. 


Determine  a  de  modo  que  la  grafica  de/(jr)  =  logn  x  contenga  al  punto  (2,  2). 
Determine  a  de  modo  que  la  grafica  de  f(x)  =  log^  x  contenga  al  punto  (s,  -4). 


In  2/3 
-0.1 


En  los  problemas  del  53  al  60  aparecen  las  grdficas  de  una  funcion  logarttmica.  Relatione  cada  grafica 
con  las  siguientes  funciones: 


4.  V  =  logs  X 

B.  y  =  logs(- 

-x)  C.  y=-logsx 

D.  >'=-log3( 

-X) 

E.  y  =  logs  ~  1 

F.  y  =  logs(x 

-  1)  G.  y=logs(!-x) 

H.  y  =  1  -  logs  X 

53.  y\ 

54.  yi 

55.  y- 

56.  y- 

3 

3 

3 

3 

1  1  1  1  1 

- 

1 

1  1  1  1  1  ^  11.1  J - 1  ' 

_ i_^  _) _ 

,5 

-5  0 

1  X  lid 

S’x  -5  0 

1  X  -1 

X 

-3 

-3 

-3 

-3 

- 

57.  y- 
3 

58.  y- 

3 

59.  y, 

3 

60.  y^ 

3 

1  1  1  :  1  ,  . . 

- 

2l 

5  X  -1 

5  X  -1 

5  X  -5  0 

- 

-3 

-3 

-3 

h  -3 

- 
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En  los  problemas  del  61  al  70,  utilice  la  grdfica  de  y  =  In  x,  junto  con  las  tecnicas  de  corrimiento, 
compresid/i,  alargamiento  y  reflexion,  para  hacer  la  grdfica  de  cada  funcidn. 

61.  /(x)  =  ln(x  +  4)  62.  /(x)  =  ln(x  -  3)  63.  /(x)  =  In(-x)  64.  /(x)  = -ln(-x) 

65.  g(x)  =  In  2x  66.  h{x)  =  In  \x  67.  fix)  =  3  In  x  68.  /(x)  =  —  2  In  x 

69.  fix)  =  ln(3  -x)  70.  h{x)  =  ln(4  -  x) 

71.  Si  un  solo  cristal  obstruye  el  10%  de  la  luz  que  pasa  por  61,  enlonces  el  porcentaje  de  luz  que  pasa  a  tra\e> 
de  n  cristales  consecutivos  esla  dado  aproximadamente  por  la  ecuacion 

P  =  100e“°'" 

(a)  ^.Cuantos  cristales  son  necesarios  para  bloquear  al  menos  un  50%  de  la  luz? 

(b)  ^,Y  para  bloquear  al  menos  el  75%  de  la  luz? 

72.  (_  El  pH  de  una  solucidn  qui'mica  esta  dado  aproximadamente  por  la  fdrmula 

pH  =  -logio  [H+] 

donde  [H'*']  es  la  concentracion  de  iones  de  hidrdgeno  en  moles  por  litro.  Los  valores  del  pH  varian  de  0  (fcidoi  a 
14  (alcalino). 

(a)  Determine  el  pH  del  agua  en  un  recipiente  de  I  litro,  con  0,0000001  moles  de  iones  de  hidrdgeno. 

(b)  Determine  la  concentracion  de  iones  de  hidiogeno  en  una  solucion  semiScida,  con  un  pH  de  4.2. 

73.  El  nurnero  de  vatios  w  proporcionados  por  la 
fuente  de  energi'a  de  un  satelite  espacial  despues  de  un  periodo  de  d 
di'as  estd  dado  por  la  fdrmula 

re  =  50e“°°‘^"' 

(a)  ^.Cuanto  tiempo  transcurre  hasta  que  la  energia  disponible  llega  a 
30  vatios? 

(b)  hasta  que  desciende  a  solamente  5  vatios? 

74.  R.  ■  .  .x-r/f  La  recuperacidn  normal  de  una  herida  se  puede  modelar  mediante  una  funcion  c,\- 

ponencial.  Si  Ao  representa  el  area  original  de  la  herida  y  /I  es  igual  al  Srea  de  la  herida  despues  de  n  dias,  entonas 
la  fdrmula 

describa  el  Srea  de  una  herida  en  el  n-6simo  dta  despuds  de  una  lesion,  si  no  hay  infecciones  que  retarden  la  recu- 
peracidn.  Suponga  que  una  herida  tiene  un  drea  inicial  de  I  centfmetro  cuadrado. 

(a)  Si  hay  un  proceso  de  recuperacidn,  ^cuintos  dias  deben  transcurrir  antes  de  que  la  herida  tenga  la  mitad  de  m, 
tamano  original? 

(b)  ^Cudnto  tiempo  antes  de  que  tenga  el  10%  de  su  tamano  original? 

75.  /’/  -r,,tic:  '  La  formula 

D  = 

sirve  para  determinar  el  nurnero  de  miligramos  D  de  cierto  medicamento  en  el  flujo  sangumeo  de  un  paciente,  h  ho- 
ras  despuds  de  su  administracidn,  Cuando  el  nurnero  de  miligramos  llegue  a  2  se  debe  administrar  de  nuevo  el  niedica- 
mento.  ^Cudnto  tiempo  transcurre  entre  las  inyecciones? 

76.  /?,/«.. .  Un  modelo  para  el  nurnero  N  de  personas  en  una  comunidad  escolar  que  han  escuchado  derio 
rumor  es 

N  =  P{\  -  c-0  '5'') 

donde  P  es  la  poblacidn  total  de  la  comunidad  y  d  e\  nurnero  de  dias  transcurridos  desde  el  inicio  del  rumor.  En  una  co¬ 
munidad  de  1000  estudiantes,  ^cudntos  dtas  habrdn  transcurrido  antes  de  que  450  estudiantes  hayan  escuchado  el  mnw,' 
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77.  Corrit  ih  ill  ;i  iii:  ircuifi  /?/ .  La  ecuacion  que  gobierna  la  cantidad  de  corrienle  /  (en  amperios)  despu6s 
de  un  tiempo  t  (en  segundos)  en  un  circuito  RL  individual,  el  cual  consta  de  una  resistencia  R  (en  ohms),  una  in- 
ductancia  L  (en  henrios)  y  una  fuerza  eleciromotriz  E  (en  voltios)  es 


Si  £  =  12  voltios,  /?  =  10  ohms,  y  L  =  5  henrios,  ^cuSnto  tiempo  transcurre  antes  de  obtener  una  corriente  de  0.5 
amperios?  de  1.0  amperios?  Haga  la  gr^fica  de  la  ecuacidn. 

78.  'ur\-a  de  aprendizujt  En  ocasiones  los  sicologos  utilizan  la  funcion 

£(0  =  A{\  -  e“*') 

para  medir  la  cantidad  L  aprendida  en  el  tiempo  t.  El  numero  A  representa  la  cantidad  por  aprender  y  k  mide  el  nivel 
de  aprendizaje.  Suponga  que  un  estudiante  debe  aprender  un  total  de  A=  200  palabras  de  vocabulario.  Un  sicdlogo  de- 
termina  que  el  estudiante  aprendio  20  palabras  del  vocabulario  cada  5  minutos. 

(a)  Determine  la  tasa  de  aprendizaje  k. 

(b)  ^Aproximadamente  cuantas  palabras  habra  aprendido  el  estudiante  despues  de  10  minutos? 

(c)  despues  de  15  minutos? 

(d)  ^Cudnto  tiempo  tardara  el  estudiante  en  aprender  180  palabras? 

79.  i/i  ■■  'ji'  Es  posible  medir  la  concentracion  de  alcohol  en  la  sangre  de  una  persona.  Supongamos  que  el 

riesgo  R  (dado  como  un  porcentaje)  de  tener  un  accidente  de  automdvil  se  modela  mediante  la  ecuacidn 

R  = 

donde  x  es  la  concentracidn  variable  de  alcohol  en  la  sangre  y  k  una  constante. 


(a)  Suponga  que  una  concentracion  del  0.06  de  alcohol  en  la  sangre  produce  un  riesgo  del  10%  (R  =  10)  de  sufrir 
un  accidente.  Determine  la  constante  k  de  la  ecuacion. 


(b)  Utilice  ese  valor  de  k  e  indique  cudl  es  el  riesgo  si  la  concentracidn  es  de  0.17. 

(c)  Con  el  mismo  valor  de  k  indique  la  concentracidn  de  alcohol  correspondiente  a  un  riesgo  del  100  por  ciento. 

(d)  Si  la  ley  establece  que  las  personas  con  riesgo  de  sufrir  un  accidente  de  15%  o  mayor  no  deben  manejar,  ^con 
cual  concentracidn  de  alcohol  en  la  sangre  debe  un  conductor  ser  arrestado  y  multado? 

D  Compare  esta  situacidn  con  la  del  ejemplo  9.  Si  usted  participase  en  la  elaboracidn  de  las  leyes,  ^cual  caso  apo- 
yari'a?  Proporcione  sus  razones. 


80.  Diga  si  existe  una  funcidn  de  la  forma  y  =  .x®,  0  <  a  <  I,  que  crezca  mas  lentamente  que  una  funcidn  logaritmica 
con  base  mayor  que  I.  Explique  su  respuesta. 


81.  '  <  f  -.-i  .2-  unu  Ihf'-  ia/'  Revise  la  figura  2  en  la  pSgina  264.  Si  los  puntos  (1950,20)  y  (1990,50)  estdn  so- 

bre  la  grdfica,  determine  una  ecuacion  exponencial  y  =  Ae'”  que  se  ajuste  a  los  datos.  [Sugerencia:  Haciendo  t  =  0 
correspondiente  al  ano  1950,  demuestre  que  A  =  20.  Luego  determine  b.]  ^La  proyeccidn  de  102  mi  Hones  en  2015 
es  confirmada  por  su  modelo?  Intente  obtener  datos  similares  acerca  de  las  tasas  de  nacimiento  y  construya  una  fun¬ 
cion  que  se  ajuste  a  esos  datos. 


82.  Pfn>  tn  .  ill  ■  nil  .  Al  comprar  un  automovil  nuevo  existe  un  punto  que  puede  considerarse  como  la  forma  en 
que  el  auto  conserva  su  valor  en  el  tiempo.  Las  diversas  marcas  de  automdviles  pueden  tener  diferentes  tasas  de 
depreciacion.  En  seguida  presentamos  una  forma  de  calcular  la  tasa  de  depreciacidn  para  un  automovil.  Suponga  que 
los  precios  actuales  de  un  Mercedes  son  los  siguientes: 


1  ANO  2  ANOS  3  ANOS  4  ANOS  5  ANOS 

NUEVO  VIEJO  VIEJO  VIEJO  VIEJO  VIEJO 

$38,000  $36,600  $32,400  $28,750  $25,400  $21,200 


Utilice  la  formula  N  =  donde  N  es  el  precio  del  auto  nuevo  y  A  el  precio  en  un  ano  especi'fico,  para  determinar 
R,  la  tasa  anual  de  depreciacidn,  para  un  tiempo  especi'fico  t.  ^Cudndo  serd  el  mejor  momento  para  vender  el  auto?  Con- 
suite  una  lista  de  precios  de  automoviles  y  compare  dos  modelos  similares.  ^CuJI  tiene  la  mejor  tasa  de  depreciacidn? 
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Propiedades  de  Los  logaritmos  tienen  algunas  propiedades  muy  utiles  que  se  pueden  deducir  en 

forma  directa  de  la  definicion  y  las  leyes  de  los  exponentes. 


los  logaritmos 


K  J  \1  P  L  ()  L  /  .i!.7>/(  i/t  7  .'/('.N  i/t  ,  -,  '.  f 

(a)  Muestre  que  log^  1  =  0.  (b)  Muestre  que  log„  a  =  1. 

.11111  (a)  Establecimos  este  hecho  al  hacer  la  grafica  de  y  =  log^  j:  {vease  la  figura  lOi, 

En  forma  algebraica,  si  y  =  log^  1 ,  tenemos  a>  =  \  =  a°,  de  modo  que  y  -  U, 

(b)  Si  y  =  logo  tenemos  que  =  a  =  a\  de  modo  que  y  =  1. 

logo  1  =  0  logo  a  =  1 


En  las  propiedades  dadas  a  continuacidn,  M  y  a  son  numeros  reales  positivos,  con 
a+  1,  y  r  es  cualquier  numero  real. 

El  numero  logoff  es  el  exponente  al  que  debemos  elevar  a  para  obtener  M. 
Es  decir. 


(I) 

El  logaritmo  base  a  de  a  elevada  a  una  potencia  e 
es, 

s  igual  a  esa  potencia.  Estu 

logo  a'^  =  r 

(2) 

Sea  X  =  logo  Cambiamos  esta  expresion  logaritmica 

cial  equivalente: 

por  la  expresion  exponen- 

=  M 

Pero  X  =  logo  M,  de  modo  que 

. 

Sea  X  =  fl''.  Cambiamos  esta  expresion  exponencial  por  la  expresion  logan'lmica 
equivalente; 

logo  x  =  r 

Pero  X  =  a'' ,  de  modo  que 


logo  a''  =  r 


g 


(a)  =  77  (b)  logo,2  0.2  ^  (c)  In  e'‘'  =  kt 


Ahora  veamos  otras  propiedades  utiles  de  los  logaritmos. 
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TL.tivnu 


El  logaritmo  de  un 
producto  es  igual  a  la 
sumo  de  los  logaritmos 


El  logaritmo  de  un  cociente 
es  Iguol  o  lo  diferenclo  de 
los  logaritmos 


[);:nM  -  :  [iciiin  lic  la 
(al 


1  ila  la 

p.apicd.Ki  It;: 


E  .1  i:  \i  IM.  <) 


En  las  siguientes  propiedades  M,  N  y  a  son  numeros  reales  positivos,  con  a  ^  1,  y 
r  es  cualquier  numero  real. 


\oga  =  logo  M  +  logo  /V  (3)  I 


logo^^)  =  logo  M- logo  ^  (4) 


I  =  -logo  at 

(5)  , 

logo  W' 

=  r  logo  A/ 

(6)  1 

Realizaremos  la  deduccidn  de  las  propiedades  (3)  y  (6)  y  dejaremos  la  de  las 
propiedades  (4)  y  (5)  como  ejercicio  {veanse  los  problemas  63  y  64). 

Sean  A  =  logo  M  y  B  =  logo  Estas  expresiones  son  equivalentes  a  las  expresiones 
exponenciales 

=  M  and  =  N 


Ahora 


logo  rWA'  =  logo  =  logo  ■;  ■  ■'  ■  . 

=  A  +  B  i’-  ■  ■ 

=  logo  M  +  \0gaN  m 

Sea  A  =  logo  M.  Esta  expresion  es  equivalente  a 

c/'  =  M 


Ahora 

logo  jW''  =  logo(a^)''  =  logo  a''^  : 

=  rA  I, 

=  r  logo  M  m 

Podemos  utilizar  los  logaritmos  para  transformar  productos  en  sumas,  co- 
cientes  en  diferencias,  y  potencias  en  factores.  Tales  transformaciones  demuestran 
su  utilidad  cuando  se  aplican  en  ciertos  tipos  de  problemas  del  calculo. 


Escribir  logoCxVx^  +  1)  como  una  suma  de  logaritmos.  Expresar  todas  las  poten¬ 
cias  como  factores. 

logoUVjr^  +  1)  =  logo  ^  +  logo 

=  logo  +  logoU-  +  \)''- 

=  logo  x  +  j  logo(x“  +  1 )  Cl 
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E  :  I  :ni  r  L  o  4 


i hui  .'xprcsion  eii  Jornia  ih- 

Escribir 


Sul  lie  ion 


logf, - 7 

U  -1)3 

como  una  diferencia  de  logaritmos.  Expresar  todas  las  potencias  como  factores. 

v2 


log,, 


U-l)3 


log„  -logo(x  -  1)3  =  2  logflX  -  3  Jog„(x  -  1) 


Ahora  resuelva  el  problema  13. 


E  J  E  M  P  L  ()  5 


I  'lHi  vxp>v.\i<>ii  liii’dn'lihii  II  I'll  forma  dc  sumo  v  ilifcrciicia  de  loi^arifiim^ 


Escribir 


logo 


x^\/x^  -b  1 
(X  +  1)^ 


como  suma  y  diferencia  de  logaritmos.  Expresar  todas  las  potencias  como  faclorcs. 


Solueibn  log^  =  loga(x3\/x3~TT)— log„(x -I-  1)“* 

(x  +  1  r 

=  log„  x3  -F  logo  Vx3  -F  1  -  log„(x  -F  1)4 
=  loga  x3  -F  10g„(x2  +  I)"'^  -  ]og^(j:  +  1)4 

=  3  log„  X  -F  ^  logo(x3  -F  1)  -  4  loga(x  -F  1) 


Otro  uso  de  las  propiedades  de  la  (3)  a  la  (6)  es  escribir  las  sumas  o  restas  de 
logaritmos  con  la  misma  base  como  un  linico  logaritmo. 

E  J  E  M  PEG  6  Eiipreyiones  en  forma  de  un  linico  loparitmo 

Escriba  cada  una  de  las  siguientes  expresiones  como  un  unico  logaritmo: 


■Solueibn 


(a)  log„  7  +  4  log„  3 

(b)  1  log„  8  -  loga  (34  -  8) 

(c)  log,,  X  +  log„  9  +  log„(x3  +  I)  -  log,,  5 

(a)  l0g„  7  +  4  log,,  3  =  l0g„  7  +  log„  34  Fr.ipicdad  e: 

=  logo  7  +  log,,  81 
=  logo(7  -81)  Prop!,-J.id  ( t  i 

=  log,,  567 

(b)  \  loga  8  -  l0ga(34  -  8)  =  loga  “  l0ga(81  -  8)  ri»pu-d.iLl 

=  logo  4  -  log,,  73 

=  logo(^)  !  .4, 


(c)  log,,  X  +  logo  9  +  log„(x3  +  1)  -  log,,  5  =  logo  9x  +  logofx^  +  1)  -logo  5 

=  log„[9x(x2  +  1 )]  -  logo  5 


=  log,. 


9x{x-  -  1) 


.5 
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M  P  L  O  7 

■SdliicicSn 


Cuidado:  un  error  comun  entre  estudiuntes  es  expresar  el  logaritrno  de  una  suma  como  la 
suma  de  logaritmos: 

\oga{M  +  N)  no  es  igual  a  log^  M  +  lqg„  N 
I  1  .  .L.  log„  A/A' =  log„  M  +  lOgu  /V  I':,  lic.i,,  .  :  . 

Otro  error  comun  es  expresar  la  diferencia  de  logaritmos  como  el  cociente  de 
logaritmos: 

lOCT  jV/ 

log,,  M  -  logo  N  no  es  igual  a  - 

logn  N 

linuneiiijn  lurrceU  log^  M  —  log„  N  =  log„^"j  Pnipic-ilad  :  ti. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  23. 


Existen  otras  dos  propiedades  de  los  logaritmos  que  debemos  conocer;  ellas 
son  consecuencia  del  hecho  de  que  la  funcidn  logaritmica  y  =  log„  .r  es  uno  a  uno. 

En  las  siguientes  propiedades  M,N  y  a  son  numeros  reales  positives,  con  a  A  1: 


Si 

M  =  N, 

entonces 

logo  M  = 

log,,  N. 

(7) 

Si 

log,,  M 

=  log,,  N, 

entonces 

M  =  N. 

(8)  1 

Las  propiedades  (7)  y  (8)  sirven  para  resolver  ecuaciones  logan'tmicas,  tema 
de  la  siguiente  seccidn. 


Uso  de  una  calculadora  para  evaluar 
logaritmos  con  bases  distintas  de  e  o  10 


Los  logaritmos  con  base  10,  llamados  logaritmos  comunes,  fueron  utilizados  para 
facilitar  los  calculos  aritmeticos  antes  de  que  las  calculadoras  tuvieran  tan  amplia 
difusidn  .  {Vcase  la  caracteristica  histdrica  al  final  de  esta  seccion.)  Los  logaritmos 
naturales,  es  decir,  aquellos  cuya  base  es  el  numero  e,  siguen  siendo  muy  importantes 
debido  a  la  frecuencia  con  que  apareccn  en  el  estudio  de  los  fendmenos  naturales. 

Los  logaritmos  comunes  se  abrevian  por  lo  general  como  log,  donde  se  en- 
tiende  que  la  base  es  10,  al  igual  que  los  logaritmos  naturales  se  abrevian  mediante 
In,  donde  se  entiende  que  la  base  es  e. 

Muchas  calculadoras  tienen  teclas 


log]  e  I  In  para  calcular  el  logaritrno 


comun  y  el  logaritmo  natural  de  un  numero.  Veamos  un  ejemplo  para  calcular  loga¬ 
ritmos  con  bases  distintas  de  10  o  de  e. 


FA  uhuK  lnn  cic  logantnuts  con  h(i.\c  tliMinla  dc  10  o  e 

Evaluar:  log2  7 

Sea  y  =  log2  7.  Entonces  2-'  =  7,  de  modo  que 

2.V  =  7 

In  2'  =  In  7  PropicJiiU  (7) 

y  In  2  =  In  7  rmpn-Jiij  it., 

_  ln7 

y  —  '■ 

In  2 

=  2.8074  -.jm'-'.  la  iTp;.lii  [Tn^  i  I 
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iiilii  !\ira  -1 


El  ejemplo  7  nos  muestra  la  forma  para  cambiar  la  base  de  2  a  e.  En  general, 
para  cambiar  de  la  base  b  a  la  base  a  utilizamos  la  formula  para  el  cambio  de  base. 

T  <■:  -nni  Si  a  =/=  I,  b  1,  y  M  son  numeros  reales  positives,  entonces 
amhio  ■  ' 


log„  M  = 


logfe  M 
logfc  a 


.  niir-.irn-  ii-...  Deducimos  esta  fdrmula  como  sigue:  sea  y  =  logo  M.  Entonces  a-'  =  M,  de  modoque 

logft  a>'  =  logf,  M 
y  logfc  a  =  log*  M 
^  log/,  M 
log/,  a 

log,,  «  =  ^  1 

log/,  a 

Como  algunas  calculadoras  solo  tienen  teclas  para  I  log  I  e  In  |.  en  la  prac- 
tica  la  formula  para  el  cambio  de  base  utiliza  b  =  10  o  b  =  e.  Asi, 


,  ,,  log  Af  ,  In  M 

log,,  M  =  — ^ -  y  log,,  M  =  - 

log  a  In  a 


Comentario:  para  hacer  la  gnifica  de  funciones  logaritmicas  cuando  la  base  es  distintadci 
o  de  10,  necesitamos  la  formula  para  el  cambio  dc  base,  Asi',  por  ejemplo,  para  hacer  la  gra- 
fica  de  y  =  log2  x,  podemos  hacer  la  grdfica  de  y  =  (In  x)/(ln  2).  Intdntelo.  I 


I  .1  E  M  l»  I  ()  8 


’  df  If  iiiif  iiU!  jxira  •■■■  I  sfii'niii  ;. 
Calcule: 

(a)  logs  89  (b)  log,y2^ 


■l:i -  iim  (a)  logs  89  =  «  1-94939  ^  2.1%%9 

^  log  5  0.69897 


,  _  In  89  4,4886 

logs  89  =  - -  ~  — — —  =  2.7889 

In  5  1.6094 


/I  N  ,  A /7  los  Vs  : -  0.69897 

,b)  logv-,  V5  =  -  Uog  2  “  Holm  = 


7  log  5 


In  V  2  2  lo  2 


0.6931 


=  2.3219 


H  Ahora  resuelva  el  problema  41. 
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Resumen  de  las  propiedades  de  los  logaritmos 

En  la  siguiente  lista,  a>  0,  a  1^=  \,  y  b  >  0,  b  1;  tambien,  M  >  0  y  N  >  0. 


Definicibn 

Propiedades  de  los  logarilmos 


Fbrmula  para  el  cambio  de  base 


y  =  logo  X  significa  que  x  =  a> 

logu  I  =  0;  log„  a  =  I 
aioga  =  M-,  loga  a'  =  r 
loga  MN  =  loga  M  +  loga  N 

lOgal'^j  =  loga  M  -  loga  N 
10ga|^-j^j  =  -loga  N 


loga  M''  =  r  loga  M 


.  ...  log*  A/ 

loga  M  =  - 

logfc  a 


i’ aka.i'TEKKstu  A  in.sTOKU'A  ■  Los  logaritmos  fueron  inventados  hacia  1590  por  John  Napier  (1550-1617)  y 

Jobst  Biirgi  (1552-1632)  en  forma  independiente  uno  del  otro.  Napier,  cuyo  trabajo 
tuvo  mayor  influencia,  era  un  noble  escoces,  un  hombre  reservado  de  quien  sus  ve- 
cinos  pensaban  que  tem'a  tratos  con  el  diablo.  Su  enfoque  de  los  logaritmos  fue  un 
poco  distinto  al  de  nosotros;  se  basaba  en  la  relacidn  entre  las  sucesiones  aritmeti- 
cas  y  geometricas  {vease  el  capituio  11),  y  no  en  la  relacidn  de  funcidn  inversa  de 
los  logaritmos  con  las  funciones  exponenciales  (descrita  en  la  seccion  4.2).  Las 
tablas  de  Napier,  publicadas  en  1614,  contienen  lo  que  ahora  llamariamos  logarit¬ 
mos  naturales  de  senos  y  eran  mas  bien  difjciles  de  utiiizar.  Un  profesor  de  Lon- 
dres,  Henry  Briggs,  se  intereso  en  las  tablas  y  visito  a  Napier.  En  sus  conversaciones 
desarrollaron  la  idea  de  los  logaritmos  comunes  y,  entonces,  Briggs  convirtio  las 
tablas  de  Napier  en  tablas  de  logaritmos  comunes,  publicadas  en  1617.  Su  im- 
portancia  para  los  cdlculos  fue  reconocida  de  inmediato  y  en  1650  ya  eran  impresas 
en  lugares  tan  remotos  como  China.  Se  mantuvieron  como  una  importante  he- 
rramienta  de  calculo  hasta  el  surgimiento  de  la  calculadora  manual  barata,  alrede- 
dor  de  1972,  lo  que  hizo  disminuir  su  importancia  al  desarrotlar  los  calculos  mas 
no  su  intends  teorico. 

Un  efecto  colateral  de  la  invencion  de  los  logaritmos  fue  la  popularizacidn 
del  sistema  decimal  de  notacion  para  los  numeros  reales.  ■ 


n 

Ejercicio  4.3 

En  los  problemas  del  1  al  12,  suponga  que  \r\  2  =  a  y  \n  3  =  b.  Utilice  las  propiedades  de  los  logarilmos 
para  escribir  cada  logaritmo  en  terminos  de  a  y  b. 


1. 

In  6 

2. 

In  1 

3. 

In  1.5 

4. 

In  0.5 

5. 

In  2e 

6. 

'"(a) 

7. 

In  12 

8. 

In  24 

9. 

In  ^/Ts 

10. 

In  V'AS 

11. 

IOg2  3 

12. 

log.-,  2 
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En  los  prohlemas  del  13  al  22,  escriha  cada  expresion  coino  iina  siima  y  diferencia  de  logaritmos.  Exprese 
las  potencias  como  factores. 


13.  \n(xW\  -  x) 
x(x  +  2) 


17.  log 


21.  In 


U  +  3)2 

.3.r\/|  -3.y 
(X  -  4)2 


14.  ln(xVTT/?) 


18.  log 


15.  log; 


X  —3 


16.  log' 


22.  In 


x-*V.r  ->  I 
(.v-2)2~ 


19.  In 


r  x^  -  X -2 
(X  +  4)2 


20.  In 


U  -  4)2 


2!) 


4(x  -r  1)2 

En  los  problemas  del  23  al  32,  escriba  cada  expresion  como  un  unico  logaritmo. 
23.  3  logs  u  +  4  logs  '' 


25.  logi/2  Vx  -logi/2  x^ 
27.  Inf-^ 

X  -  1 


-  ln(x'  -  1) 


29.  8  log2  V  3.x  —  2  —  log2  “  +  log2  4 


31.  2  log„  5x2  -  s  logr,(2x  +  3) 


24. 

logs 

u2  -  logs  V 

26. 

logs 

28. 

log[ 

'  x2  +  2x  -  3  )  , 

.  x^-4  j  ' 

30. 

2 1  logs  +  logs  9x2 

32. 

^  log(.r*  -b  1 )  +  s  log(x‘ 

log 


X-  +  7x^  6 


En  los  problemas  del  33  al  40,  utilice  la  formula  para  el  cambio  de  base  y  una  calculadora  para  evaliiar 
cada  logaritmo.  Redondee  la  respuesta  a  tres  cifras  decimales. 

33.  logs  21  34.  logs  18  35.  logi/s  71  36.  logi/?  15 

37.  logy's7  38.  log^  jR  39.  log„  e  40.  log^  V2 

41.  Muestre  que  log„(x  +  Vx2  —  I )  -I-  log„(x  —  Vx2  —  1)  =  0 

42.  Muestre  que  log„(Vx  -I-  Vx  -  1)  +  log„(Vx  -  Vx  -  1)  =  0 

43.  Muestre  que  ln(l  -I-  e-')  =  2x  +  ln(l  -I-  e  2') 

fix  h)  —  fix^  i  h 

44.  Si  f(x)  =  logo  X,  muestre  que  ^ - " -  =  log^l  1  H - j  ,  h  0 

45.  Si /(x)  =  logo  X,  muestre  que  — /(x)  =  logi/a  x  46.  Si /(x)  =  log^  x,  muestre  que /(1/x)  =  -/(x) 

47.  Si/(x)  =  loga  X,  muestre  que  /(AB)  =f(A)  +  f{B)  48.  Si  fix)  =  log^  x,  muestre  que  /(x“)  =  o(/(x) 


En  los  problemas  del  49  al  58,  exprese  a  y  como  una  funcion  de  x.  La  constante  C  es  un  numero  positivo. 


49. 

In  y  =  In  X  +  In  C 

50. 

In  y  =  ln(x  -b  C) 

51. 

In  y  = 

In  X  -b  ln(x  -b  1)  +  In  C 

52. 

In  y  =  2  In  X  —  ln(x  +  1)  -b  In  C 

53. 

In  y  =  3x  -b  In  C 

54. 

In  y  = 

-2x  -b  In  C 

55. 

ln(y  -  3)  =  — 4x  -b  In  C 

56. 

ln(y  -b  4)  =  5x  -b  In  C 

57. 

3  In  y  =  ^  ln(2x  -b  1)  —  ^  ln(x  -b  4)  -b  In  C 

58. 

2  In  y  =  —  J  In  X  -b  ^  In/x^  -b  1)  -b 

In  C 

59.  Determine  el  valor  de  log2  3  ■  logs  4  ■  logs  5  •  logs  6  •  logs  7  ■  logs  8. 

60.  Determine  el  valor  de  logs  4  •  log4  6  •  logs  8. 

61.  Determine  el  valor  de  logs  3  •  logs  4  ■  ■  \og„{n  -r  1)  •  log„+i  2. 

62.  Determine  el  valor  de  logs  2  ■  logs  4  ■  .  .  .  •  logs  2". 

63.  Muestre  que  \oga(MIN)  =  log,,  M  —  loga  N,  donde  a,  M,  y  N  son  numeros  reales  positivos,  con  a  \. 

64.  Muestre  que  logo  (I /AO  =  ~log„  N,  donde  a  y  N  son  numeros  reales  positivos,  con  a  \. 

65.  Determine  el  dominio  de /(x)  =  loga  x2  y  el  dominio  de  g(x)  =  2  loga  x.  Dado  que  loga  x2  =  2  loga  x,  ^c6mo  explica 
usted  el  hecho  de  que  los  dominios  no  sean  iguales?  Escriba  una  breve  explicacidn. 
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ISION  POSIBLE 

Capi'tulo  4 


El  cafe  nfwton 

Suponga  que  su  equipo  de  trabajo  ha  sido  llamado  para  resolver  un  problema  en  un  restaurante  de 
comida  rapida  cuyos  propietarios  piensan  que  el  caf6  debe  prepararse  a  170°  Fahrenheit.  Pero  a 
esa  temperatura  el  cafe  esta  demasiado  caliente  y  si  a  un  cliente  se  le  derramara  por  accidente  le 
provocaria  quemaduras  de  tercer  grade. 


Lo  que  necesitan  es  un  recipiente  especial  donde  se  caliente  el  agua  a  170°F  para  preparar 
el  cafd  a  esa  temperatura,  y  despues  enfriarlo  con  rapidez  hasta  una  temperatura  en  que  se  pueda 
beber,  como  140°F,  y  mantenerJo  ahi,  o  al  menos  sobre  los  120°F  durante  un  periodo  razonable 
sin  tener  que  recalentarlo.  Para  enfriar  el  cafe,  tres  companias  han  formulado  propuestas  con  las 
siguientes  especificaciones: 

(a)  CentiKeeper  tiene  un  recipiente  que  reduce  la  temperatura  de  un  Ifquido  de  200°F  a  100°F  en 
90  minutos,  manteniendo  una  temperatura  constante  de  70°F. 

(b)  TempControl  ofrece  un  recipiente  que  reduce  la  temperatura  de  un  h'quido  de  200°F  a  1 10°F 
en  60  minutos,  manteniendo  una  temperatura  constante  de  60°F. 

(c)  Flot’n’Cold,  Inc.,  propone  un  recipiente  que  reduce  la  temperatura  de  un  Ifquido  de  210°F  a 
90°F  en  30  minutos,  manteniendo  una  temperatura  constante  de  50°F. 

El  trabajo  de  usted  y  su  equipo  consiste  en  hacer  una  recomendacidn  acerca  del  recipiente 
que  debe  adquirirse.  Para  ello  necesitaran  aplicar  la  ley  del  enfriamiento  de  Newton: 

M  =  r  +  (mo  -  T)e^\  k<0 

En  esta  fdrmula  T  representa  la  temperatura  del  ambiente,  «o  es  la  temperatura  inicial  del  objeto  calentado, 
t  el  intervalo  de  tiempo  en  minutos,  k  una  constante  negativa  y  m  la  temperatura  en  el  instante  i. 

1.  Utilice  la  ley  del  enfriamiento  de  Newton  para  determinar  la  constante  k  de  la  fdrmula,  para  cada  recipiente. 

2.  ^CuSnto  tiempo  tarda  cada  recipiente  en  reducir  la  temperatura  del  cafe  de  I70°F  a  I40°F? 

3.  ^Cufinto  tiempo  permanecera  la  temperatura  del  caf6  entre  I20“F  y  I40°F? 

4.  Con  base  en  esta  informacidn,  ^cudl  compafiia  debe  ganar  el  conirato  con  McNewton?  ^CuSles  son  sus 
razones? 

5.  iQud  son  el  “costo  de  capital”  y  el  “costo  de  operacidn”?  (;,C6mo  podn'an  afectar  su  eleccidn? 
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Ecuaciones  logaritmicas 

Las  ecuaciones  que  contienen  terminos  de  la  forma  logaX,  donde  a  es  un  numeru 
real  positivo  distinto  de  1,  son  ecuaciones  logaritmicas. 

Ahora  veremos  c6mo  utilizar  las  propiedades  de  los  logaritmos  para  resolver 
ecuaciones  logaritmicas. 

!  I  ;  'I  i'  i  O  I  Resolver:  log3(4x  -  7)  =  2 

V  '  I'  Pasamos  la  expresion  a  su  forma  exponencial  para  resol verla; 

log3(4A'  -  7)  =  2 
4x~l  =  3^ 

Ax  - 1  =  9 
4jr  =  16 

3:  =  4  I 

r  .(  I  '  r  !  '  1  /  Resolver:  2  logs  r  =  logs  9 

L  2  logs  =  iogs  9 

logs  =  logs  9 
x2  =  9 

x=3  o  X  =  —3 


La  ecuacion  solo  tiene  una  solucion,  3.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

1/  ,1  I'.  M  1'  I,  <)  3  Resuelva  log4(x  +  3) -1- log4(2  -  .x)  =  1 

Sii!.,cii  Debemos  expresar  el  lado  izquierdo  como  un  unico  logaritmo.  Despuds  pasamos  la 

expresidn  a  su  forma  exponencial. 

log4(x  -b  3)  -b  log4(2  -  x)=  \ 
log4f(.>t:  -b  3)(2  -  x)]  =  1 

(x  -b  3)(2  -  X)  =  4'  =  4 
— x^  —  X  +  6  =  4 
x2  -b  X  -  2  =  0 
(x  -b  2)(x  -  1 )  =  0 
X  =  —2  o  X  =  1 

Verifique  que  ambas  son  soluciones.  I 


^  - 

Ecuaciones 
logaritmicas  y 
exponenciales 


■  Ahora  resuelva  el  problema  11. 
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Hay  que  tener  cuidado  al  resolver  ecuaciones  logan'tmicas.  Asegurese  de  veri- 
ficar  cada  presunta  solucion  en  la  ecuacion  original  y  descartar  las  raices  que  sean 
extranas.  En  la  expresidn  log„M,  recuerde  que  a  y  M  son  positivos  y  a  \. 

Ecuaciones  exponenciales 

Las  ecuaciones  que  contienen  terminos  de  la  forma  cr',  donde  a  es  mayor  que  0  y 
distinto  del,  seconocen  como  ecuaciones  exponenciales;  algunas  de  ellas  se  pueden 
resolver  aplicando  en  forma  adecuada  las  leyes  de  los  exponentes  y  la  ecuacidn  (1), 
pdg.  401 ,  a  saber, 

Si  a"  =  a'\  entonces  u  =  v.  (1) 

Para  utilizar  la  ecuacidn  (1),  hay  que  escribir  los  dos  lados  de  la  igualdad  en 
la  misma  base. 

V  I  O  Resolver  la  ecuacion  3^"^'  =  81 

Como  81  =3"*,  podemos  escribir  la  ecuacion  como 

3^+1  =  =  34 

Ahora  tenemos  la  misma  base  (3)  de  cada  lado,  por  lo  que  podemos  aplicar  (1)  para 
obtener 

x  +  I  =  A 
-X  =  3 

Ahora  resuelva  el  problema  19. 

9  1 

Resolver  la  ecuacion  e  ' '  =  (e'y  ■ 

Primero  utilizamos  algunas  leyes  de  los  exponentes  para  obtener  la  misma  base  e  a 
cada  lado: 

e'  =  (e^Y  •  ^ 

Ahora  aplicamos  (1)  para  obtener 

—x^  =  2x  —  3 
+  2x  -  3  =  0 
(x  +  3)(x  -  1)  =  0 
X  =  ^3  o  X  =  1 

Resolver  la  ecuacion  4''  —2^  —12  =  0 

Obsei-vamos  que  4''  =  (2^)’^  =  2^^'  =  (lY,  de  modo  que  en  realidad,  la  ecuacion 
tiene  forma  cuadrdtica  y  podemos  reescribirla  como 

(2.v)2  -  -  12  =  0 

Podemos  factorizar  de  la  manera  usual: 

{2-^  -  4)(2'''  +  3)  =  0 
2  -'  -  4  =  0  o  2  ^  +  3  =  0 
2^  =  4  2'-  =  -3 


I  )  5 

■  ■inn 
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La  ecuacion  de  la  izquierda  tiene  la  solucion  x  =  2,  ya  que  2-''  =  4  =  2";  la  ecuaciiin 
de  la  derecha  no  tiene  solucidn  debido  a  que  2''  >  0  para  toda  jc.  I 

En  cada  uno  de  los  tres  ejemplos  anteriores  pudimos  escribir  cada  expresion 
exponencial  utilizando  la  misma  base,  obteniendo  asi  las  soluciones  exactas  de  la 
ecuacion.  Cuando  esto  no  es  posible,  a  veces  se  pueden  utilizar  los  logaritmos  para 
obtener  la  solucion. 


EJEMPLO  7  Resolver  para  x:  2'‘  =  5 

.Suluci.in  Escribimos  la  ecuacion  exponencial  en  la  forma  logaritmica  equivalente: 


2''  =  5 


X  =  log2  5 


In  5 
In  2 


|->  rtriill;: 


Otra  altemativa  para  resolver  la  ecuacion  2''  =  5  es  tomar  el  logaritmo  natural  (o  cl 
logaritmo  comun)  de  cada  lado.  Si  tomamos  el  logaritmo  natural, 

2^  =  5 
In  2-^  =  In  5 
X  In  2  =  In  5 
In  5 


Utilizamos  una  calculadora  para  obtener  la  solucidn,  redondeada  a  tres  cifras  decimalcs: 


X  = 


In  5 
In  2 


2.322 


I 


■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 


E  .1  E  M  P  I,  O  8  Resolver  para  x:  8  ■  3'^  =  5 


SuliiLion 


8  •  3  -'^  =  5 
V  =  - 

X  =  l0g3(g)  = 


In  i 

In  3 


^  -Id  .icf  s  c:J- 
.  ;>  CjC'npIv 


Utilizamos  una  calculadora  para  obtener  la  solucidn,  redondeada  a  tres  cifras  decimales: 


X  = 


In  3 


-0.428 


■ 


E  .1  K  M  P  I,  O  M  Resolver  para  x;  5''  2  =  33,i:+2 


Seccion  4.4  Ecuaciones  logaritmicas  y  exponenciales  295 


S()liici('>n 


VI  P  L  O  10 

& 

.Suliicion 


FIGURA  15 


Como  las  bases  son  diferentes,  consideramos  el  logaritmo  natural  de  cada  lado  y 
aplicamos  las  propiedades  adecuadas  de  los  logaritmos.  El  resultado  es  una  ecuacidn 
en  X  que  podemos  resolver. 

5-'-2  = 

In  =■ 

(.V  -  2)ln  5  = 

(In  5)x  —  2  In  5  = 

(In  5  —  3  In  3)x  = 

X  = 

I  Ahora  resuelva  el  problema  41. 

Soluciones  mediante  dispositivos  de  graficacidn 

Las  tecnicas  presentadas  en  esta  seccion  solo  se  aplican  a  ciertos  tipos  de  ecuaciones 
logaritmicas  y  exponenciales.  Las  soluciones  a  otros  tipos  se  estudian  por  lo  gene¬ 
ral  en  el  calculo  mediante  metodos  numericos.  En  el  siguiente  ejempio  mostraremos 
la  forma  de  utilizar  un  dispositive  de  graficacidn  para  obtener  soluciones. 

Sohu  ion  (!(  <  ■  luu  meiliiiii'e  un  dispositvo  de  (icidn 

Resolver  para  x:  x  +  y  =  2 

Expresar  la  solucidn  (o  soluciones)  con  dos  cifras  decimales. 

Este  tipo  de  ecuacidn  exponencial  no  se  puede  resolver  mediante  los  metodos  an- 
teriormente  vistos.  Sin  embargo,  podemos  utilizar  un  dispositive  de  graficacidn. 
Primero  observamos  que  la  ecuacidn  por  resolver  es  equivalente  a 

X  +  y  =  2 
x  +  y -  2  =  0 

Las  soluciones  para  esta  ecuacidn  son  las  intersecciones-x  de  la  grdfica  de  la  fun- 
cidn  /(x)  =  x  +  y  ~  2.  Esta  funcidn /es  creciente  (^puede  advertir  por  qud?),  de 
mode  que,  cuando  mucho,  tendr^  una  interseccidn-x.  Como  /(O)  =  —  1  <  0  y 
/(I)  =  1  +  e  —  2  >  0,  el  teorema  del  valor  intermedio  (seccidn  3.6,  pag.,  247)  im- 
plica  que  existe  una  interseccidn-x  entre  0  y  1,  en  consecuencia,  hacemos  la  gra- 
fica  de  la  funcidn  con  0  x  <  1.  Vease  la  figura  15. 

.5 


3av(-2 

In  3^'-'  ‘ 

(3x  2)ln  3 
(3  In  3)x  +  2  In  3 
2  In  3  -f  2  In  5 
2(ln  3  -Un  5) 


I’i-  .’11.0.11; 


In  5  -  3  In  3 


=  -3.212 


Utilizamos  TRACE,  ZOOM-IN  y/o  BOX  para  obtener  la  solucidn  x  =  0.44, 
con  dos  cifras  decimales. 
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La  ecuacion  por  resolver  es  equivalente  a 

X  +  =  2 

=  2  —  X 

Hacemos  la  gr^fica  de  las  dos  ecuaciones  y  =  e^yy  =  2  —  x.  Vedse  la  figura  16. 
La  ordenada  de  su  punto  de  interseccion  es  la  solucion  buscada.  Utilizamos  TRACE 
ZOOM-IN  y/o  BOX  para  obtener  la  solucion  .t  =  0.44,  con  dos  cifras  decimales. 


FIGURA  16 


Ejercicio  4.4 

En  los  pmblemas  del  1  al  58  resuelva  cada  ecuacion. 


1. 

log2(2A:  -1-  1 )  =  3 

2. 

log3(3x  -  2)  =  2 

3. 

IOg3(x2  -r  1)  =  2 

4. 

logs/x^  +  X  +  4)  =  2 

5. 

^  log3  X  =  2  logs  2 

6. 

-2  log4  X  =  log4  9 

7. 

2  logs  x  =  3  logs  4 

8. 

3  log2  X  =  -log:  27 

9. 

3  log2(x  -  1)  +  log: 

10. 

2  logs/x  4)  -  logs  9  =  2 

11. 

login  X  +  logioCx  +  1 

5)  =  2  12. 

IOg4  X  +  10g4(x  -  3)  ^ 

13. 

logx  4  =  2 

14. 

log^s)  =  3 

15. 

10g3(x  -  1)2  =  2 

16. 

logsU  -H  4)^  =  6 

17. 

log,/2(3x-H  l)‘«  =  - 

2  18. 

log,/3(l  -  2x)'«  =  - 

19. 

22.V+ 1  =  4 

20. 

51 -Iv  =  i 
.‘7 

21. 

3-'-  =  9^ 

22. 

4^-  =  2^ 

23. 

8--=  ^  =  3 

24. 

9-'  =  3 

25. 

2’-'  ■  8^-"  =  4'^ 

26. 

0'-  =  4 

27. 

22>  ~  2-'  -12  =  0 

28. 

3-'  H  3-''  -  2  =  0 

29. 

+ 

+ 

1 

II 

0 

30. 

4.4  -  2  ’^  =  0 

31. 

4'  =  8 

32. 

9^'  =  27 

33. 

2^  =  10 

34. 

3-'  =  14 

35. 

8'-'  =  1.2 

36. 

2  '  =  1.5 

37. 

31-2.V  =  4.V 

38. 

24+1  =  51-2.V 

39. 

(f  =  7'-- 

40. 

41. 

1.2^  =  (0.5)“’^ 

42. 

(0.3)’  +  '  =  1.72^-’ 

43. 

Tt'  ■  '  = 

44. 

45. 

5(22->)  =  8 

46. 

0.3(4“2^)  =  0.2 

47. 

400e°-'  =  600 

48. 

500eO'34  =  600 

49. 

10ga(x  -  1  )  -  l0g„(.l-  +  6)  = 

=  l0ga(x  - 

2)-log„(x  +  3)  50. 

log,,  X  +  log„(x 

-  2)  =  loga(x  -H  4) 

51. 

lOgi/sCv-  +  .v)  -I0gi/3(x-  - 

X)  =  -1 

52. 

iOg4(x-  —  9)  - 

log4(x  +  3)  =  3 

53. 

log:  8'^  =  -3 

54. 

IOg3  S-'  =  -  1 

55. 

logzU-  -1-  1)  -log4  x^  =  1 
[Sugerencia:  cambie  log4 

56. 

x^  a  base  2.] 

log2(3x  -1-  2)  - 

IOg4  X  =  3 

57. 

logi6  A-  -1-  IOg4  X  -H  IOg2  X  = 

^  7 

58. 

logs  X  +  3  log3 

X  =  14 

Seccion  4.5  Interes  compuesto  ?97 


En  los  problemas  del  59  al  70  utilice  un  dispositivo  de  graficacion  para  resolver  cada  eciiacion.  Exprese  su 
respuesta  con  dos  cifras  decimales. 


e''  =  — X 


c-''  =  -V  +  2 


6)  =  X“ 


=  x^ 


In  X  =  —X  'i4.  In  2x  =  — x  +  2 

e' '  +  In  X  =  4  —  In  X  =  4 


In  X  =  x~^  -  I  In  X  =  -X- 

=  In  X  =  -In  x 


Interes  compuesto  El  interes  es  dinero  pagado  por  el  uso  de  dinero.  La  cantidad  total  prestada  (ya  sea 

por  un  banco  a  una  persona,  bajo  la  forma  de  un  pr^stamo,  o  por  una  persona  a  un 
banco  bajo  la  forma  de  una  cuenta  de  ahorros)  es  el  capital.  La  tasa  de  interes,  ex- 
presada  como  un  porcentaje,  es  la  cantidad  cobrada  por  el  uso  del  capital  durante 
cierto  periodo,  que  por  lo  general  se  expresa  sobre  una  base  anual. 

Si  se  presta  un  capital  de  P  ddlares  durante  un  periodo  de  t  anos  con  una  tasa 
de  interns  anual  r,  expresada  como  un  decimal,  el  interes  /  cobrado  sera 

Formula  de  interes  simple  l  =  Pn  (1) 

El  interes  cobrado  segun  la  fdrmula  (1)  es  llamado  interes  simple. 

Al  trabajar  con  problemas  de  interes  utilizamos  el  periodo  de  pago  como  sigue: 


Anual 

Una  vez  por  ano 

Semestral 

Dos  veces  al  afio 

Trimestral 

Cuatro  veces  al  afio 

Mensual 

1 2  veces  al  afio 

Diario 

365  veces  al  afio* 

Cuando  el  interes  generado  al  final  de  un  periodo  de  pago  se  agrega  al  ca¬ 
pital,  de  modo  que  el  interes  calculado  al  final  del  siguiente  periodo  de  pago  se 
base  en  la  nueva  cantidad  de  capital  (capital  anterior  -I-  interes),  decimos  que  el 
interes  es  compuesto.  Asi,  el  interes  compuesto  es  interes  pagado  sobre  un  in¬ 
teres  anterior. 


Una  asociacidn  de  credito  paga  un  interes  del  8%  anual,  compuesto  en  forma  trimes- 
tral,  en  cierto  plan  de  ahorro.  Si  se  depositan  $1000.00  bajo  ese  plan  y  el  interes  se 
deja  acumular,  ^que  cantidad  habra  en  la  cuenta  despuds  de  1  afio? 

Utilizamos  la  fdrmula  del  interds  simple,  /  =  Prt.  El  capital  P  es  $1000.00  y  la  tasa 
de  interes  8%  =  0.08.  Despuds  del  primer  trimestre  del  afio,  e!  tiempo  es  /  =  ^  afio, 
el  interes  ganado  es 

/  =  Prt  =  ($1000)(0.08)(:|)  =  $20 

El  nuevo  capital  serd  P  +  I  =  $1000  -I-  $20  =  $1020.  Al  final  del  segundo  trimestre, 
el  interds  sobre  este  capital  es 

/  =  ($1020)(0.08)(i)  =  $20.40 

•'•Algunos  bancos  ulilizan  un  “aiio”  de  360  dfas. 
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A1  final  del  tercer  trimestre,  el  interds  sobre  el  nuevo  capital  de  $1020  -l-  $20.40  = 
$1040.40  es 

/  =  ($1040.40)(0.08)f^)  =  $20.81 
Por  ultimo,  despues  del  cuarto  trimestre,  el  interes  es 

I  =  ($1061.21)(0.08)(^]  =  $21.22 

Asi,  despues  de  1  ano.  la  cuenta  tendrd  $1082.43.  ■ 


El  patron  de  los  calculos  realizados  en  el  ejemplo  1  conduce  a  una  formula 
general  para  el  interes  compuesto.  Establezcamos  el  concepto:  sea  P  el  capital  por 
invertir  con  una  tasa  de  interes  anual  r,  compuesta  n  veces  al  ano.  (Para  fines  dc 
calculo,  r  se  expresa  como  un  decimal.)  El  interds  obtenido  despues  de  cada  perio- 
do  es  el  capital  por  r/n.  Asi,  la  cantidad  A  despues  de  un  periodo  es 

A  =  P  -0  =  pfl  -0 


Despues  de  dos  periodos,  la  cantidad  A,  basada  en  el  nuevo  capital  P(  1  +  r/n).  ts 


A  =  P 


^  4-Wl  +  ^  £ 


Despues  de  tres  periodos. 


A  =  pfl  -H  j  -t-  p(  1  -H  -  ]  [ - 
n  \  n  \n 


=  P  1  +  - 
\  n 


Continuamos  de  esta  forma  y  luego  de  n  periodos  (1  ano), 

Como  t  anos  tienen  n  •  t  periodos,  despues  de  t  anos  tenemos 


'reorema  La  cantidad  A  generada  despues  de  i  anos  por  un  capital  P  invertido  a  una  tasade 
interds  anual  r  compuesta  n  veces  por  ano  es 


Formula  del  interes 
compuesto 

i 

! 

i 

II 

4- 

(2) 

1 

F.  .1  E  M  1*  1.  u  2 

t  inripcIHti  in.-; 

iisiciim 

La  inversion  de  $1000.00  a  una  tasa  anual  del  10%  compuesto  en  forma  anual. 
trimestral,  mensual  y  diaria  proporciona  las  siguientes  cantidades  despues  de  1  ano: 


Composicidn  anual: 


A  =  P(  1  +  r) 

=  ($1000)(1  -d  0.10)  =  $1100.00 


Seccion  4.5  Interns  compuesto  ’9!i 


Compo.sicion  trimestral:  A  =  P\\  +  — 


($1000)(1  +  0.025)“*  =  $1103.81 


Composici6n  mensual:  A  —  P\\  + 


12 


12 


Composici6n  diaria: 


=  ($1000)(1  +  0.00833)'2  =  $1104.71 


365  y 

=  ($1000)(1  +  0.000274)365  =  $1105.16 


Ahora  resuelva  el  problema  1. 

El  ejemplo  2  permite  ver  que  el  efecto  de  una  composicion  mas  frecuente  es 
que  la  cantidad  en  la  cuenta  despues  de  1  ano  es  mayor:  $1000.00  compuestos  4 
veces  al  ano  al  10%  producen  $1103.81;  compuestos  12  veces  al  ano  al  10%  pro- 
ducen  $1104.71;  compuestos  365  veces  al  ano  al  10%  producen  $1 105.16.  Esto  hace 
surgir  la  siguiente  pregunta:  (■  que  ocurrirS  con  la  cantidad  inicial  despues  de  1  ano 
si  el  nurnero  de  veces  que  el  interes  se  compone  crece  sin  Ifmite? 

Determinemos  la  respuesta.  Si  P  es  el  capital,  r  la  tasa  de  interes  anual  y  n  el 
nurnero  de  veces  que  el  interes  se  compone  por  ano,  la  cantidad  despu6s  de  1  ano 
sera 


Ahora,  supongamos  que  el  niimero  n  de  veces  que  el  interes  se  compone  por  ano 
es  cada  vez  mayor;  es  decir,  que  n  — >  Entonces, 


A  =  P 


( 

1 

n  / 

\  1  1 

n/r\r 

r  /  1 

’  1  +  -  =  p 

1  +  — 

=  P\ 

1  + 

=  p 

1  +  - 

\  n) 

n/r 

\ 

n/r 

1 

LI  hj  } 

(3) 


Asi,  en  (3),  cuando  n  /i  =  nir  y  la  expresion  entre  corchetes  tiende  a 

e  [consulte  (2)  en  la  pag.,  267],  entonces  A  — >  Pe' .  La  tabla  6  compara  (1  +  r/n)", 
con  e'’  para  valores  grandes  de  «  y  /-  =  0.05,  r  =  0.10,  r  =  0.15,  y  r  =  1.  Cuando 
n  aumenta  (1  +  r/n)"  se  acerca  mds  a  e''.  De  manera  que  no  importa  la  frecuencia 
de  la  composicion  pues  la  cantidad  despuds  de  1  ano  tiene  como  Ifmite  superior  Pe’^. 

TABLA  6 


(■  -  7)' 

A 

(* 

n  =  too 

n  =  1000 

n  =  10,000 

e’^ 

r  0.05 
r=  0.10 
r  =  0.15 
r  =  1 

1.0512579 
1.1051157 
1.1617037 
2.7048 138 

1.05127 

1.1051654 

1.1618212 

2  71602.39 

1.051271 

1.1051703 

1.1618329 

2.7181459 

1.0512711 

1.1051709 

1.1618342 

2.7182818 

Cuando  el  intends  se  compone  de  modo  que  la  cantidad  al  final  de  1  ano  sea 
EeL  se  dice  que  estd  compuesto  de  manera  continua. 
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I  I’m,  ill:  La  cantidad  A  despues  de  t  afios  obtenida  mediante  un  capital  P  invertido  a  unatM 
de  interes  anual  r  compuesto  de  manera  continua  es 


Composicion  continuo 


A  =  Pe'' 


h  J  K  M  P  i  C 


La  cantidad  A  que  resulta  de  invertir  un  capital  P  de  $1000.00  a  una  tasa  anual.' 
del  10%  compuesto  de  manera  continua  durante  un  tiempo  t  de  1  aito  es 

A  =  $1000e°  '0  =  ($1000X1.10517)  =  $1105.17  I 


■  Ahora  resuelva  el  problema  9. 

La  tasa  efectiva  de  interes  es  la  tasa  de  interns  anual  simple  equivalente  qut 
producin'a  la  misma  cantidad  obtenida  mediante  una  composicidn  continua  en  1  ano, 
Asi,  en  el  ejemplo  3  un  capital  de  $1000.00  produce  $1105.17  a  una  tasa  del  10^ 
compuesto  de  manera  continua.  Para  obtener  la  misma  cantidad  mediante  una  lasa 
de  interes  simple  habria  que  invertir  con  un  interes  que  produzca  1105.17- 
$1000.00  =  $105.17  sobre  el  capital.  Como  $105.17  es  el  10.517%  de  $1000. « 
necesitaria  una  tasa  de  interes  simple  del  10.517%  para  igualar  la  del  107f  cum- 
puesto  de  manera  continua.  En  consecuencia,  la  tasa  efectiva  de  interes  compuesto 
de  manera  continua  es  del  10.517  por  ciento. 

Con  base  en  los  resultados  de  los  ejemplos  2  y  3,  tenemos  las  siguientes 
comparaciones; 


TASA  ANUAL 


Compuesto  en  forma  anual 
Compuesto  en  forma  trimestral 

Compuesto  en  forma  mensual 
Compuesto  en  forma  diaria 
Compuesto  en  forma  continua 


TASA  EFECTIVA 

10% 

10.381% 

10.471% 

10.516% 

10.517% 


Ahora  resuelva  el  problema  21. 


K  .II  \I  P  1  ()  4  r  7  / .  . 

El  2  de  enero  de  1996  se  colocaron  $2000.00  en  una  cuenta  de  retiro  que  pagara  un 
interes  del  10%  anual  compuesto  de  manera  continua.  ^A  cudnto  ascender^  la  cuenta 
el  primero  de  enero  del  ano  2016? 

S-.ilticnv  La  cantidad  A  despues  de  20  afios  es 

A  =  Pe"  =  $2000e<o  =  $14,778.11 


•  ■  ifi, ,.  ((>1..  haga  la  grafica  de  y  =  2000e°  '  '^  y  utilice  TRACE  para  verificar  que 
si  X  =  20  entonces  y  =  $14,778.11.  I 


Investigacidn:  ^cu^nto  tiempo  transcumrti  hasta  que  y  sea  igual  a  $40,000.00? 

Cuando  las  personas  involucradas  en  las  finanzas  hablan  del  “valor  del  dinero 
en  el  tiempo”,  por  lo  general  se  refieren  al  valor  presente  del  dinero.  El  valor  prc- 
sente  de  A  dolares  a  recibir  en  una  fecha  proxima  es  el  capital  que  usted  debe  in- 
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FIGURA  17 

Eltiempoes  dinero 

H 

! 


Formulas  para  el  valar 
presente 


V.  .1  K  M  r  L  ()  5 


venir  ahora  para  que  este  llegue  a  A  ddlares  en  el  periodo  establecido.  Asi',  el  valor 
presente  del  dinero  a  ser  recibido  en  una  fecha  proxima  siempre  es  menor  que  la  can- 
tidad  a  recibir,  pues  la  cantidad  a  recibir  es  igual  al  valor  presente  (el  dinero  inver- 
tido  en  este  momento)  mas  el  interes  acumulado  en  el  periodo  contratado. 

Utilizamos  la  fdrmula  del  interes  compuesto  (2)  para  obtener  una  fdrmula  para 
el  valor  presente.  Si  P  es  el  valor  presente  de  /I  dolares  a  ser  recibidos  despues  de 
t  anos  a  una  tasa  de  interes  anual  r  compuesta  n  veces  por  afio,  entonces,  por  la 
formula  (2), 

A  =  P 


Para  despejar  P,  dividimos  ambos  lados  entre  (1  +  /'/«)"',  y  el  resultado  es 


A 


(1  +  r/n)" 


=  P 


P  =  A 


El  valor  presente  P  de  A  dolares  a  ser  recibidos  despues  de  t  anos,  con  una  tasa  de 
interes  anual  r  compuesta  n  veces  por  afio,  es 


P  = 


(5) 


Si  el  interes  es  compuesto  de  manera  continua,  entonces 


P  =  Ae-" 


(6) 


Para  demostrar  (6),  despeje  P  en  la  formula  (4). 


(  tllclllli  ll(‘l  '(llii:  lif  III!  hnilii  ill':  ;  .  :il 

Un  bono  “cupon  cero”  (sin  intereses)  puede  ser  amortizado  en  10  anos  por  $1000.00. 
^Cuanto  dinero  estarfa  dispuesto  a  pagar  por  el  ahora  si  quiere  obtener  un 
rendimiento  de 

(a)  iS%  compuesto  en  forma  mensual? 

(b)  ^7%  compuesto  en  forma  continua? 

(a)  Estamos  buscando  el  valor  presente  de  $1000.00.  Asi,  utilizamos  la  formula 
(5)  con  A  =  $1000,  n  =  12,  r  =  0.08,  y  /  =  10: 


P  =  A|  1  +  - 
n 


=  $1000 
-  $450.52 


0.08  V2<i0) 
12 


Para  una  tasa  del  8%  compuesto  mensualmente,  se  debe  pagar  $450.52  por 
el  bono. 
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(b)  En  este  caso,  utilizamos  la  fbrmula  (6)  con  A  =  $1000,  r  =  0.07,  y  /  =  111: 

P  =  /te-" 

=  SlOOOe-^oo’)''”' 

=  $496.59 

Para  una  tasa  del  17c  compuesto  en  forma  continua,  se  debe  pagar  $496.59  pore 
bono. 

Ahora  resuelva  el  problema  1 1. 


^Cual  es  la  tasa  de  interes  anual,  compuesta  en  forma  anual,  necesaria  para  duplioi; 
una  inversion  en  5  afios? 

Si  P  es  el  capital  y  queremos  duplicarlo,  la  cantidad  A  serS  2P.  Utilizamos  k 
formula  del  interds  compuesto,  con  n  =  1  y  ?  =  5  para  detenuinar  r: 

2P  =  P(\  + 

2  =  ( 1  -H  r)5 
1  +  r  =  ^  2 

r  =  ^2  -  1  =  1.148698  -  1  =  0.148698 
La  tasa  de  interes  anual  necesaria  para  duplicar  el  capital  en  5  afios  es  14.87fL 

Ahora  resuelva  el  problema  23. 


(a)  i^Cudnto  tiempo  tarda  una  inversion  en  duplicar  su  valor  si  gana  el  57c  de  in¬ 
teres  compuesto  en  forma  continua? 

(b)  ^Cuanto  tiempo  tarda  en  triplicarse  con  esa  tasa? 


(a)  Si  P  es  la  inversion  inicial  y  queremos  que  se  duplique,  la  cantidad  A  sera  2P. 
Utilizamos  la  formula  (4)  para  calcular  el  interes  compuesto  en  forma  eiin- 
tinua,  con  r  =  0.05.  Entonces 


A  =  Pe'' 
2P  =  PfiO.OSr 

2  —  ^0,05/ 


0.05/  =  In  2 

=  ilLl 
‘  0.05 


13.86 


Se  necesitan  14  anos  para  duplicar  la  inversion. 


Seccion  4.5  Interes  compuesto  ^03 


(b) 


Para  triplicar  la  inversion,  hacemos  /4  =  3P  en  la  formula  (4). 

/I  =  Pe'-’ 

3P  = 


3  =  g0.05, 

0.05/  =  In  3 
^  ki_3_ 
‘  0.05 


21.97 


Se  necesitan  22  afios  para  triplicar  la  inversion. 


Ahora  resuelva  el  problema  29. 


fl 


Ejercicio  4.5 

En  los  problemas  del  I  al  10,  determine  la  cantidad  que  resulta  de  cada  inversion. 

1.  $100.00  al  4%  compuesto  en  forma  trimestral,  despues  de  2  afios. 

2.  S50.00  al  6%  compuesto  mensualmente,  despuds  de  3  afios. 

3.  $300.00  al  8'/f  compuesto  en  forma  trimesual,  despuds  de  2\  afios. 

4.  $300.00  al  12%  compuesto  mensualmente,  despuds  de  l|  afios. 

5.  $600.00  al  5%  compuesto  diariamente,  despuds  de  3  afios. 

6.  $700.00  al  6%:  compuesto  diariamente,  despuds  de  2  afios. 

7.  $10.00  al  1 1%;  compuesto  en  forma  continua,  despuds  de  2  afios. 

8.  ,$40.00  al  7%  compuesto  en  forma  continua,  despues  de  3  afios. 

9.  ,$100.00  al  \0%  compuesto  en  forma  continua,  despuds  de  2j  afios. 

10.  $100.00  al  12%  compuesto  en  forma  continua,  despuds  de  3|  afios. 

En  los  problemas  del  II  al  20,  determine  el  capital  necesario  para  obtener  cada  cantidad;  es  decir,  calcule 
el  valor  presente. 

11.  Para  .$100.00  despuds  de  2  afios  al  6%  compuesto  mensualmente. 

12.  Para  $75.00  despuds  de  3  afios  al  8%  compuesto  trimesiralrnente. 

13.  Para  $1000.00  despues  de  2  afios  y  medio  al  6%  compuesto  diariamente. 

14.  Para  $800.00  despuds  de  3  afios  y  medio  al  7%  compuesto  mensualmente. 

15.  Para  $600.00  despuds  de  2  afios  al  4%  compuesto  en  forma  trimestral. 

16.  Para  $300.00  despuds  de  4  afios  al  3%  compuesto  en  forma  diaria. 

17.  Para  $80.00  despuds  de  3  afios  y  j  al  9%  compuesto  en  forma  continua. 

18.  Para  $800.00  despues  de  2  afios  y  medio  al  8%  compuesto  en  forma  continua. 

19.  Para  $400.00  despuds  de  1  afio  al  I0%c  compuesto  en  forma  continua. 

20.  Para  $1000.00  despues  de  I  afio  al  12%  compuesto  en  forma  continua. 

21.  Determine  la  tasa  efectiva  de  interds  para  5|%  compuesto  en  forma  trimestral. 

22.  ^Cual  tasa  de  interes  compuesta  en  forma  trimestral  dard  una  tasa  efectiva  del  7%  ? 

23.  /,Cudl  es  la  tasa  de  interds  necesaria  para  dupiicar  una  inversion  en  3  afios? 

24.  /,Cudl  es  la  tasa  de  interds  necesaria  para  dupiicar  una  inversion  en  10  afios? 
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En  los  problemas  del  25  al  28,  icudl  de  Las  dos  lasas  produce  la  mayor  cantidad  en  I  ano?  [Sugercnciu: 

Inicie  con  un  capital  de  $10,000.00  en  cada  caso.] 

25.  691  compue,sio  en  forma  trimestral  o  6]9;  compuesto  anualmente. 

26.  9%  compuesto  en  forma  trimestral  o  9\%  compuesto  anualmente. 

27.  9%  compuesto  men.sualmente  o  8.8%  compuesto  diariamente. 

28.  K'/r  compuesto  en  forma  semestral  o  7.99c  compuesto  diariamente. 

29.  i;,Cuanto  tiempo  tardara  una  inversion  en  duplicar  su  valor  si  se  ha  contratado  al  8%  anual  compuesto  mensualmcnti;: 
(,Y  compuesto  en  forma  continua? 

30.  ^Cuanto  tiempo  tardara  una  inversion  en  duplicar  su  valor  si  se  ha  contratado  al  10%  anual  compuesto  meiisuul- 
mente?  ^,Y  compuesto  en  forma  continua? 

31.  Si  se  dispone  de  $100.00  para  invertir  al  8%  anual  compuesto  mensualmente,  i^en  cuanto  tiempo  Negara  la  caniiilaJ 
a  $130.00?  Si  la  composicion  es  continua,  ^cuanto  tiempo  sera  necesario? 

32.  Si  se  dispone  de  $100.00  para  invertir  al  1091  anual  compuesto  mensualmente,  ^en  cuanto  tiempo  Negara  la  canii- 
dad  a  $175.00?  Si  la  composicion  es  continua,  ^cuanto  tiempo  sera  necesario? 

33.  ^Cuantos  anos  son  necesarios  para  que  una  inversion  inicial  de  $10,000.00  crezea  hasta  $25,000.00?  Suponga  uiu 
tasa  de  interes  del  6%  compuesto  en  forma  continua. 

34.  <,Cuantos  ahos  son  necesarios  para  que  una  inversion  inicial  de  $25,000.00  crezea  hasta  580,000.00?  Suponga  un,: 
tasa  de  interes  del  7%  compuesto  en  forma  continua. 

35.  Cuanto  costara  una  casa  de  $90,000.00  dentro  de  5  anos  si  la  tasa  de  inflacion  durante  el  periodo  promedia  tin  .1 
compuesto  en  forma  anual? 

36.  Una  tienda  de  departamentos  carga  el  1.25%  mensual  a  las  cuentas  atrasadas  de  sus  clientes  (el  interes  se  compaiir 
mensualmente).  Un  cliente  tiene  un  adeudo  de  $200.00  y  no  paga  su  cuenta  durante  6  mescs.  ^.CuSI  sera  su  saldoer 
ese  medio  aho? 

37.  Usted  quiere  adquirir  un  auto  nuevo  por  $15,000.00  dentro  de  3  ahos.  ^Cuanto  dinero  debe  pedir  a  sus  padres  alwr,!. 
de  modo  que  si  lo  invierte  al  5%  compuesto  en  forma  continua  tenga  la  cantidad  suficiente  para  comprar  el  atitoun 
ese  tiempo? 

38.  Usted  necesitara  $3000.00  dentro  de  6  meses  para  pagar  un  prdstamo  que  no  le  da  beneficios  aunque  pague  por  ade- 
lantado.  Si  ahora  dispone  de  $3000.00,  ^cudnto  debe  guardar  en  una  cuenta  que  paga  el  391  compuesto  mensual¬ 
mente  de  modo  que  en  6  meses  tenga  exactamente  $3000.00? 

39.  Usted  esta  pensando  en  adquirir  100  acciones  en  la  bolsa  de  valores,  a  $15.00  cada  una,  sin  recibir  dividendos.  1.; 
historia  de  las  acciones  indica  que  deben  crecer  a  una  tasa  anual  del  15%  por  aho.  ^.Cuanto  valdran  esas  acciiino 
dentro  de  5  ahos? 

40.  Usted  esta  pensando  en  adquirir  100  acciones  en  la  bolsa  de  valores,  a  $15.00  cada  una,  sin  recibir  dividendos.  .Su 
corredor  dice  que  las  acciones  valdrdn  $20.00  en  2  ahos.  ^Cual  es  la  tasa  anual  de  rendimiento  de  esta  inversion.' 

41.  Una  empresa  adquirida  por  $650,000.00  en  1994  se  vende  en  1997  por  $850,000.00.  ,^Cudl  es  la  tasa  anual  A 
rendimiento  de  esta  inversi6n? 

42.  Usted  acaba  de  heredar  un  anillo  de  diamantes  valuado  en  $5000.00.  Si  los  diamantes  han  auraentado  su  valor  ton 
una  tasa  anual  del  8%  ,  ^cual  era  el  valor  del  anillo  hace  10  ahos,  cuando  fue  adquirido? 

43.  Usted  abre  con  $1000.00  una  cuenta  bancaria  que  paga  el  5.6%  compuesto  en  forma  continua.  Despues  de  1  ;ino. 
^tended  el  dinero  suficiente  para  comprar  un  sistema  de  computo  que  cuesta  $1060.00?  Si  otro  banco  le  paga  un  5.99 
compuesto  mensualmente,  ^serd  mejor  invertir  ahf  el  dinero? 

44.  El  primero  de  enero  usted  compra  por  $1000.00  un  ceitificado  de  deposito  que  paga  el  6.8%  compuesto  en  fornu 
continua,  y  que  vence  en  3  meses.  Despues  coloca  los  $1000.00  y  el  interds  devengado  en  una  cuenta  que  pagauit 
5.25%o  compuesto  mensualmente.  ^Cu^nto  dinero  habrd  en  la  cuenta  el  primero  de  mayo? 

45.  Usted  invierte  $2000.00  en  un  bono  que  paga  el  9%  de  interes  compuesto  en  forma  semestral.  Un  amigo  suyo  in¬ 
vierte  $2000.00  en  un  certificado  de  depdsito  que  paga  un  8.5%  compuesto  en  forma  continua.  ^Quien  tendra  ni:s 
dinero  despues  de  20  ahos,  usted  o  su  amigo? 

46.  Suponga  que  tiene  acceso  a  una  inversion  que  paga  el  10%  de  interes  compuesto  en  forma  continua.  ^Qud  sera  mejut 
recibir  $1000.00  en  este  momento  para  aprovechar  esta  oportunidad  de  inversion  o  recibir  $1325.00  dentro  de  3  aims,' 
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47.  Listed  acaba  de  adquirir  una  casa  por  $150,000.00,  la  cual  tiene  una  hipoteca  de  $50,000.00,  y  se  compromete  a  pa- 
garle  al  vendedor  $50,000.00  mas  el  interes  acumulado  en  5  anos  a  partir  de  ahora.  El  vendedor  le  ofrece  tres  op- 
ciones  de  interes  sobre  la  hipoteca: 

(a)  Interes  simple  al  12%  anual.  (b)  11.5  %  de  interds  compuesto  mensualmente. 

(c)  1 1 .25%:  de  interes  compuesto  en  forma  continua. 

^Cual  opcion  es  mejor?  Es  decir,  ^.cual  produce  el  menor  interes  sobre  el  prestamo? 

48.  Un  banco  anuncia  que  paga  intere.ses  en  cuentas  de  ahorro  a  una  tasa  del  4.25%  compuesto  en  forma  diaria.  Deter¬ 
mine  la  tasa  efectiva  si  el  banco  utiliza  (a)  360  di'as  o  (b)  365  dias  para  calcular  la  tasa  diaria. 

Los  problemas  del  49  al  52  se  relacionan  con  bonos  cupon  cero.  Un  bono  cupon  cero  es  el  que  se  adquiere 
ahora  con  descuento  y  pagard  el  valor  marcado  en  cierta  fecha  futura,  cuando  se  venza;  no  hay  pagos  por 
interes. 


49.  Un  bono  cup6n  cero  se  puede  hacer  efectivo  en  20  anos  por  $10,000.00.  ^Cuanto  dinero  estan'a  dispuesto  a  pagar 
por  el  ahora  si  desea  tener  un  rendimiento  del: 

(a)  10%  compuesto  mensualmente?  (b)  ^10%  compuesto  en  forma  continua? 


50.  Los  abuelos  de  una  nina  estan  pensando  en  adquirir  un  bono  con  un  valor  nomimal  de  $40,000.00  en  la  fecha  de  su 
nacimiento,  de  modo  que  ella  tenga  el  dinero  suficiente  para  su  educacion  universitaria,  17  anos  despues.  Si  la  in- 
flacidn  anual  es  del  8%;,  ^cudnto  deben  pagar  por  el  bono? 

51.  lEn  cuanto  dinero  debe  venderse  ahora  un  bono  cup6n  cero  con  un  valor  nominal  de  $10,000.00,  con  vencimiento 
en  10  anos,  si  su  tasa  de  rendimiento  debe  ser  del  8%  compuesto  anualmente? 

52.  Si  usted  paga  $12,485.52  por  un  bono  cupdn  cero  con  valor  nominal  de  $25,000.00  y  que  vence  en  8  anos,  ^cual  es 
tasa  anual  de  rendimiento? 


Explique  con  sus  propias  palabras  lo  que  se  entiende  por  interes  compuesto  y  composicion  continua. 

Explique  con  sus  propias  palabras  el  significado  del  concepto  de  valor  presente. 

Escriba  un  programa  que  calcule  el  valor  de  una  inversion  monto  despuds  de  n  anos  cuando  se  invierte  un  capital  P 
al  r  %  anual,  compuesto  en  forma  trimestral,  y  utih'celo  para  vcriFicar  sus  respuestas  a  los  problemas  I  y  3. 

Escriba  un  programa  que  calcule  el  capital  necesario  ahora  para  obtener  la  cantidad  4  despuds  de  n  anos  al  r  % 
anual,  compuesto  en  forma  diaria,  y  utih'celo  para  verificar  su  respuesta  al  problema  13. 


'1.  Escriba  un  programa  que  calcule  la  tasa  de  interes  anual  necesaria  para  duplicar  una  inversion  en  n  anos.  Utih'celo 
para  verificar  su  respuesta  a  los  problemas  23  y  24. 


Escriba  un  programa  que  calcule  el  numero  de  meses  necesarios  para  que  una  inversion  inicial  de  x  dOlares  crezca  hasta 
y  dOlares  al  r  %  anual  compuesto  en  forma  continua.  Utih'celo  para  verificar  su  respuesta  a  los  problemas  33  y  34. 

59.  /  ■  .  -  La  formula 

In  m 


V  n 

permite  determinar  el  numero  de  anos  y  necesarios  para  multiplicar  una  inversion  m  veces,  cuando  r  es  la  tasa  de  in- 
terds  anual  compuesta  n  veces  al  aho. 


(a)  ^Cudntos  anos  se  necesitan  para  duplicar  el  valor  de  una  cuenta  de  retiro  compuesta  en  forma  anual  con  una  tasa 
del  12%)? 

(b)  ^Cuantos  anos  se  necesitan  para  triplicar  el  valor  de  una  cuenta  de  ahorro  compuesta  en  forma  trimestral  con  una 
tasa  anual  del  6%)? 

(c)  Deduzca  esta  fOrmula. 

60.  La  formula 

_  Jn  4  —  In  P 
r 

permite  determinar  el  numero  de  anos  y  necesarios  para  que  una  inversion  P  crezca  hasta  un  valor  A  compuesto  en 
forma  continua  a  una  tasa  anual  r. 


(a)  ,^Cudnto  tiempo  tardara  una  inversion  inicial  de  $1000.00  en  crecer  hasta  $8000.00  a  una  tasa  anual  del  10%)? 

(b)  ^Cual  es  la  tasa  anual  necesaria  para  incrementar  el  valor  de  una  cuenta  de  retiro  de  $2000.00  hasta  $30,000.00 
en  35  anos? 

(c)  Deduzca  esta  fOrmula. 
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Usted  acaba  de  firmar  un  contralo  para  adquirir  una  casa  y  busca  financiamienlo  por  la  cantidaJ 
de  $100,000.00,  pai'a  lo  cual  acude  a  varios  bancos.  El  banco  1  le  presta  $100,000.00  a  una  tasa  del  8.75%  amortizado 
en  30  anos  con  una  cuota  inicial  sobre  el  prdstamo  del  1.75%.  El  banco  2  le  pre.sta  $100,000.00  a  una  tasa  del  H.,375'j 
amoiiizado  en  15  afios  con  una  cuota  inicial  sobre  el  prdstamo  del  1.5%.  El  banco  3  le  presta  $100,000.00  a  una  aa 
del  9.125%  amortizado  en  30  afios  sin  cuota  inicial  sobre  el  prestamo.  El  banco  4  le  presta  $100,000.00  a  una  tasa  del 
8.625%  amortizado  en  15  afios,  tambidn  sin  cuota  inicial.  ^Cual  es  el  prestamo  que  contratard?  ^Por  qu6?  Asegiirese  de 
tener  buenas  razones  para  hacer  su  eleccion.  Si  el  monto  del  pago  mensual  no  le  preocupa,  ^cual  prdstamo  elegini? 
nuevo,  hagase  de  buenas  razones  para  su  eleccion.  Ulilice  la  infoimacion  de  la  tabla  siguiente  como  ayuda.  Compare 
su  decision  final  con  las  decisiones  de  sus  condiscfpulos;  analice  algunas  y  escriba  sus  impresiones. 


PAGO  MENSUAL  CUOTA  INICIAL  DEL  PRESTAMO 


Banco  I  $786.70  $1750.00 

Banco  2  $977,42  $1500.00 

Banco  3  $813.63  $0.00 

Banco  4  $990.68  $0.00 


Crecimiento  y 
decaimiento 


Muchos  fen6menos  naturales  siguen  la  ley  de  que  una  cantidad  A  van'a  con  el  tiempo 
/  segun  la  formula 


A  =  Aot-*^' 


(1) 


donde  Aq  es  la  cantidad  original  {t  =  0)  y  k  ^  0  es  una  constante. 

S\  k>  0,  entonces  la  ecuacidn  (1)  establece  que  la  cantidad  A  aumenta  con 
el  tiempo;  si  k  <0,  la  cantidad  A  disminuye  con  el  tiempo.  En  ambos  casos,  cuando 
una  cantidad  A  van'a  con  el  tiempo  de  acuerdo  con  la  ecuacidn  (1),  obedece  la  ley 

exponencial  o  ley  del  crecimiento  (k  >  0)  o  decaimiento  (k  <  0)  no  inhibido. 

Vease  la  figura  18. 


FIGURA  18 


4 


t 


(a)  A=Age’‘',l<>0  (b)  A=Ay,k<0 

Por  ejemplo,  en  la  seccion  4.5  vimos  que  el  interes  compuesto  en  forma  con- 
tinua  sigue  la  ley  del  crecimiento  no  inhibido.  En  esta  seccion  veremos  otros  tres 
fenomenos  que  obedecen  a  esta  ley  exponencial. 


Biologia 

La  mitosis,  o  division  celular,  es  un  proceso  universal  indispensable  en  el  crecimiento 
de  los  organismos  vivos  como  las  amibas,  plantas,  celulas  humanas  y  muchas  otras. 
Con  base  en  una  situacion  ideal  donde  no  mueren  celulas  ni  hay  efectos  colaterales. 
el  numero  de  cdlulas  presentes  en  un  instante  dado  obedece  la  ley  del  crecimiento 
no  inhibido.  Sin  embargo,  en  la  realidad,  despues  de  cierto  tiempo  el  crecimiento  en 
forma  exponencial  cesa  debido  a  la  influencia  de  factores  como  la  carencia  de  espa- 
cio,  la  disminucion  de  la  fuente  alimenticia,  etc.  La  ley  del  crecimiento  no  inhibido 
solo  retleja  de  manera  exacta  las  primeras  etapas  del  proceso  de  mitosis. 


Seccion  4.6  Crecimiento  y  decaimiento  3b/ 

El  proceso  de  mitosis  comienza  con  un  cultivo  de  A^o  celulas  donde  cada  celula 
crece  durante  cierto  periodo  y  despuds  se  divide  en  dos  celulas  identicas.  Suponemos 
que  el  tiempo  necesario  para  que  cada  celula  se  divida  en  dos  es  constante  y  que 
no  cainbia  al  aumentar  el  numero  de  celulas.  Despues,  estas  celulas  crecen  y  se 
dividen  en  dos,  y  asi  sucesivamente. 

Una  formula  que  proporciona  el  numero  N  de  celulas  en  el  cultivo  despues 
de  transcurrir  un  tiempo  t  (en  las  primeras  etapas  de  crecimiento)  es 


Crecimiento  no  inhibido  de  N(t)  =  Noe^'  k>  0  (2) 

celulas 

donde  k  es  una  constante  positiva. 

Al  modelar  el  crecimiento  de  las  celulas  mediante  la  ecuacion  (2)  utilizamos 
una  funcion  que  proporciona  numeros  reales  positives,  aunque  estemos  contando  el 
numero  de  cdlulas  el  cual  debe  ser  un  entero.  Esta  es  una  prdctica  comun  en  muchas 
aplicaciones. 

K  I  i  M  I’  I  n  I  <  ■■  ■■  ■  ■ 

Una  colonia  de  bacterias  crece  de  acuerdo  con  la  ley  del  crecimiento  no  inhibido. 
Si  la  cantidad  de  bacterias  se  duplica  en  3  boras,  ^cudnto  tiempo  tardar^  la  colonia 
en  triplicar  su  numero? 

s  -U,.  .1  Utilizamos  la  formula  (2);  el  numero  N  de  c61ulas  en  un  instante  t  es 

N(t)  =  /Voc^' 

donde  Nq  es  la  cantidad  inicial  de  bacterias  presentes  y  un  numero  positivo.  Primero 
determinaremos  el  numero  k.  La  cantidad  de  celulas  se  duplica  en  3  boras;  asf, 
tenemos 


N(3)  =  2-Vo 

Pero  N(3)  =  de  modo  que 

=  2No 
=  2 

3k  =  In  2 

k=  5ln2«i(0.6931)  =  0.2310 
Por  lo  tanto,  la  fdrmula  (2)  para  este  proceso  de  crecimiento  es 

N(t)  = 


El  tiempo  t  necesario  para  que  el  tamafio  de  la  colonia  se  triplique  requiere  que 
N  =  3No.  Asi,  sustituimos  3Ao  en  vez  de  N  para  obtener 

3No  = 

3  =  ^,0.2310/ 

0.2310/  =  In  3 


/ 


1 

0^310 


In  3  ~ 


1.0986 

0.2310 


=  4.756  boras 


Se  necesitan  cerca  de  4.756  boras  para  que  el  tamano  de  la  colonia  se  triplique.  V 


■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 
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Decaimiento  radiactivo 


F  .1  i:  M  p  1.  o  2 


Los  materiales  radiactivos  obedecen  la  ley  del  decaimiento  no  inhibido.  Asi,  lacan- 
tidad  A  de  un  material  radiactivo  presente  en  el  instante  t  esta  dada  por  la  formula 


Decaimiento  radiactivo  no 
inhibido 


A  =  Aot’* 


k<0 


donde  Aq  es  la  cantidad  original  de  material  radiactivo  y  /:  un  numero  negativo. 

Todas  las  sustancias  radiactivas  tienen  una  vida  media  especifica,  la  cual  es  j 
el  tiempo  necesario  para  que  la  mitad  de  la  sustancia  radiactiva  desaparezca  (dc- 
caiga).  En  el  fechado  por  carbono  se  utiliza  el  hecho  de  que  todos  los  organisnios 
vivientes  tienen  dos  tipos  de  carbono,  el  carbono-12  (un  elemento  estable)  y  el  car-; 
bono  14  (un  elemento  radiactivo  con  vida  media  de  5600  afios).  Cuando  un  orga- 
nismo  esta  vivo  la  proporcidn  entre  el  carbono-12  y  el  14  es  constante;  pero  al 
morir,  la  cantidad  total  de  carbono-12  presente  permanece  sin  alteracion,  mientirH; 
que  la  cantidad  de  carbono-14  comienza  a  disminuir.  Esta  variacidn  permitc  calcu- 
lar  la  edad  de  los  restos  de  organismos  vivientes. 

l.stiiihii  nin  I,'  ahul  t'i  '/■  ‘.'r: i  (in'ii.  ;'S 

Restos  de  madera  quemada,  hallados  junto  con  antiguas  herramientas  de  piedracn 
un  sitio  arqueologico  en  Chile,  contienen  1.67%  de  la  cantidad  original  de  car¬ 
bono-14.  Si  la  vida  media  del  carbono-14  es  de  5600  afios,  ^aproximadamento 
cuando  se  coit6  y  quemo  el  drbol? 

Utilizamos  la  ecuacion  (3);  la  cantidad  A  de  carbono-14  presente  en  el  instante  i  cs  j 

A  =  Aoc*' 

donde  Aq  es  la  cantidad  original  de  carbono-14  presente  y  /:  un  numero  negativo.  j 
Primero  determinaremos  el  numero  k.  Para  ello  utilizamos  el  hecho  de  que  despuh] 
de  5600  anos,  se  conserva  la  mitad  de  la  cantidad  original  del  carbono-14.  Asi, 


-Ao  =  Aoe*<=®°°> 


=  e 


5600k 


5600k  =  In  — 
2 


k  = 


-  In  — 

5600  2 


-0.000124 


Entonces,  la  formula  (3)  queda  como 

Si  la  cantidad  A  de  carbono-14  presente  en  la  actualidad  es  1.67%  de  la  cantidad  j 
original,  entonces 

0.0167Ao  =  Aoe"0000'24' 

0.0167  =  e-o.oooi24, 

-0.000124/  =  In  0.0167 


;  = 


-0.000124 


In  0.0167  «  33,000  ahos 
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Ley  del  enfriamiento  de 
Newton 


E  J  I  \I  P  L  ()  3 


SdliiLii'm 


El  ^bol  fue  cortado  y  quemado  hace  33,000  anos  aproximadamente.  Algunos  ar- 
queologos  utilizan  esta  conclusion  para  afirmar  que  un  grupo  humano  vivid  en 
America  hace  33,000  ahos,  mucho  antes  de  lo  generalmente  aceptado.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 


Ley  del  enfriamiento  de  Newton 

La  ley  del  enfriamiento  de  Newton*  establece  que  la  temperatura  de  un  objeto 
caliente  disminuye  en  forma  exponencial  con  el  tiempo  hacia  la  temperatura  del  am- 
biente.  Es  decir,  la  temperatura  u  de  un  objeto  caliente  en  un  instante  I  satisface  la 
ecuacidn 


u  =  T+  (uo  -  T)e^'  k<0  (4) 


donde  T  es  la  temperatura  constante  del  ambiente,  mq  la  temperatura  inicial  del  ob¬ 
jeto  caliente  y  /c  un  numero  negative. 


'  '■('  i!i  Id  l,  \  ■/(  /  i  ilh  Idiiiu'lltd  ill'  .Y( f.  ■■■ 

Un  objeto  se  calienta  a  100°C  y  despuds  se  deja  enfriar  en  un  cuarto  cuya  tempe¬ 
ratura  del  aire  es  de  30°C.  Si  la  temperatura  del  objeto  es  de  80°C  despues  de  5 
minutos,  ^en  que  momento  llegara  a  50°C? 


Utilizamos  la  ccuacidn  (4)  con  7  =  30  y  mq  =  100.  la  temperatura  (en  grades 
Celsius)  del  objeto  en  el  instante  ;  (en  minutos)  es 

M  =  30  +  (100  -  30)e*' =  30  +  70e*'  (5) 

donde  k  es  un  numero  negative.  Para  determinar  k  utilizamos  el  hecho  de  que 
M  =  80  cuando  /  =  5.  Entonces 


80  =  30  H- 
50  = 

^ 

70 


5k=[n  — 


/L  =  -  In  -  «  -0.0673 
5  7 


Asi,  la  formula  (5)  se  escribe 


M  =  30  -I-  70f' 


0.067.3: 


*Recibe  el  nombre  de  Isaac  Newlon  (1642-1727),  uno  de  los  cofundadores  del  calculo. 
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Aheira  determinemos  ;  cuando  u  =  50°C,  de  modo  que 
50  =  30  + 

20  =  70e“°o®”' 


^-0.0673/  = 

-0.0673/  = 

/  = 

Asi,  la  temperatura  del  objeto 


70 


- — —  In  —  «=  18.6  minutes 

-0.0673  7 

sera  de  50°C  a  los  18.6  minutes,  aproximadameiitc. 


haga  la  grafica  de  3;  =  30  +  70e  o.0673x  y  utilise  TRACE  para  veri- 
ficar  que  x  =  18.6  cuando  y  =  50. 

Invesfigacion:  ^cuSnto  vale  y  cuando  x  =  30  minutes?  ^CuSndo  ocurre  que  y  =  .Vs'C* 
^Cuando  ocuire  que  y  =  30°C? 


Ejercicio  4.6 

1.  El  tamafio  P  de  cierta  poblacidn  de  insectos  en  el  instante  /  (en  di'aNi 

obedece  la  ecuacion  P  =  ^Despues  de  cuSntos  di'as  llegar^  la  poblacion  a  1000?  lY  a  2000? 

2.  El  numero  N  de  bacterias  presentes  en  un  cultivo  en  el  instante  t  (en  boras)  obedcce  la 
ecuacion  N  =  lOOOe®*-’''.  ^Despues  de  cudntas  boras  llegara  ese  numero  a  1500?  a  2000? 

3.  El  estroncio-90  es  un  material  radiaclivo  que  disminuye  de  acuerdo  con  la  ley  ,1  - 
Aqs  o.0244r^  donde  Aq  es  la  cantidad  inicial  y  /t  la  cantidad  presente  en  el  instante  /  (en  anos).  ^Cudl  es  la  vida  me¬ 
dia  del  esironcio-90? 

4.  El  iodo-131  es  un  material  radiactivo  que  disminuye  de  acuerdo  con  la  ley  A  =  Ayr 
donde  Ay  es  la  cantidad  inicial  y  A  la  cantidad  presente  en  el  instante  t  (en  dfas).  yCudI  es  la  vida  media  del  iodo-1.?].' 

5.  Utilice  la  infotmacidn  del  problema  3  para  delerminar  el  tiempo  que  tardan  100  gramos  de  estroncio-90  en  disminuir 
basta  10  gramos. 

6.  Utilice  la  informacidn  del  problema  4  para  determinar  el  tiempo  que  tardan  100  gramos  de  iodo-131  en  disminuir 
basta  10  gramos. 

7.  La  poblacidn  de  una  colonia  de  mosquitos  obedece  la  ley  del  cieci- 
miento  no  inbibido.  Si  en  un  principio  existen  1000  mosquitos  y  despues  de  1  dfa  bay  1800,  ycual  serd  el  tamanodc 
la  colonia  despues  de  3  di'as?  yCudnto  tiempo  pasard  basta  que  baya  10,000  mosquitos? 

8.  Un  cultivo  de  bacterias  obedece  la  ley  del  crecimiento  no  inbibido.  Si  en  un  principio 
existen  500  bacterias  y  despuds  de  I  bora  bay  800,  ycudntas  bacterias  babrd  despues  de  5  boras?  yCudnto  tiempo 
pasard  basta  que  baya  20,000  bacterias? 

9.  La  poblacidn  de  una  ciudad  obedece  la  ley  exponencial.  Si  la  poblacidn  duplica  su  lamano 
en  un  periodo  de  18  meses  y  actualmente  bay  10,000  babitantes,  ycuanta  serd  dentro  de  2  anos? 

10,  La  poblacidn  de  una  ciudad  obedcce  la  ley  exponencial.  Si  disminuye  de  900,00(1  ;i 
800,000  entre  1993  y  1995,  ycudnta  serd  la  poblacidn  en  1997? 

11,  La  vida  media  del  radio  es  de  1690  anos.  Si  actualmente  existen  10  gramos,  ^qud  cunti- 
dad  babra  dentro  de  50  anos? 

12.  La  vida  media  del  potasio  radiactivo  es  de  1.3  miles  de  millones  de  anos.  Si  actualmeiue 
existen  10  gramos,  ^que  cantidad  babra  dentro  de  100  anos?  yY  en  1000  anos? 

13.  Se  determina  que  un  pedazo  de  carbdn  tiene  el  30%  del  carbono-l 4  que  tem'a  origl- 
nalmente.  ^Cuando  murio  el  drbol  de  ddnde  provino  ese  carbon?  Utilice  5600  anos  como  la  vida  media  del  carboiio-14. 

Una  boja  fosilizada  contiene  el  70%  de  la  cantidad  normal  de  carbono-14. 

yQud  antigiiedad  tiene  este  fdsil? 


14. 
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15.  Una  pizza  horneada  a  450°F  se 
retira  del  homo  a  las  5:00  p.m.  en  un  cuarto  que  tiene  una  temperatura 
constante  de  70°F.  Despues  de  5  minutos  la  pizza  esta  a  300°F.  ^En  qud 
momento  podra  comenzar  a  comer  la  pizza  si  desea  que  este  a  135°F? 

16.  Un  termdmetro  con  una  lectura  de  72°F  se  introduce  en  un  refrigerador  que 
tiene  una  temperatura  constante  de  38°F.  Si  el  termdmetro  marca  60°F  des¬ 
puds  de  2  minutos,  ^.cuSI  serd  su  lectura  despues  de  7  minutos?  ^Cuanto 
tiempo  transcurrira  antes  de  que  el  termdmetro  mida  39'’F? 

17.  Un  termdmetro  con  una  lectura  de  8°C  se  lleva  a  un  cuarto  que  tiene  una 
temperatura  constante  de  35'’C.  Si  el  termdmetro  marca  15°C  despues  de 
3  minutos,  ^cual  serS  su  lectura  luego  de  estar  en  cl  cuarto  5  minutos? 
despuds  de  10  minutos?  [Sugerencia:  Construya  una  fdrmula  similar  a  la  ecuacidn  (4).] 

18.  Una  came  congelada  a  28^  se  coloca  en  un  cuarto  que  tiene  una 
temperatura  constante  de  70°F.  Despues  de  10  minutos  la  temperatura  de  la  came  ha  subido  a  35°F,  ^Cudl  ser^  su  tem¬ 
peratura  luego  de  30  minutos?  ^Cuanto  tiempo  tardara  la  came  en  alcanzar  los  45°F?  [Vease  la  sugerencia  dada  para 
el  problema  17.] 

19.  La  sal  (NaCI)  se  descompone  en  el  agua  en  iones  de  sodio  (NA^)  y  cloruro 
(Cl“)  segun  la  ley  del  decaimiento  no  inhibido.  Si  una  cantidad  inicial  de  sal  son  25  kilogramos  y  despuds  de  10  horas 
quedan  15,  ^cuanta  sal  habra  despues  de  I  di'a?  ^Cuanto  tiempo  transcunird  hasta  que  haya  solo  1/2  kilogramo  de  sal? 

20.  El  voltaje  de  cierto  condensador  disminuye  con  el  tiempo  segun  la  ley  del  decaimiento 
no  inhibido.  Si  el  voltaje  inicial  es  de  40  voltios  y  2  segundos  despues  hay  10  voltios,  ^cual  es  el  voltaje  luego  de  5 
segundos? 

21.  Despuds  del  escape  de  material  radiactivo  de  la  pJanta  nuclear  de  Chernobyl  (Ucra- 
nia)  en  1986,  el  heno  de  Austria  fue  contaminado  por  iodo-131  (vease  el  problema  4),  Si  es  conveniente  alimentar 
al  ganudo  con  ese  heno  solo  cuando  en  el  reste  un  10%  del  iodo-131,  ^.cuanto  tiempo  deben  esperar  los  granjeros 
para  poder  utilizarlo? 

22.  El  hotel  Bora-Bora  ofrcce  un  servicio  de  barbacoa.  A 
mediodfa  el  cocinero  coloca  la  came  en  un  gran  homo  dentro  de  la  tierra. 

La  temperatura  original  de  la  came  era  75°F  pero  a  las  2:00  p.m.  que  sc 
verified  solo  habi'a  llegado  a  los  100°F.  Si  la  temperatura  del  homo  es  cons- 
tanic  e  igual  a  325°F,  ^en  que  momento  podrd  servirse  la  came  si  su  tem- 
pe.atura  ideal  es  a  los  175°F? 


Escalas 

logantmicas 


Los  logaritmos  comunes  aparecen  con  I'recuencia  al  medir  cantidades,  pues  pro- 
porcionan  una  forma  de  establecer  escalas  de  numeros  positives  que  van  desde  niuy 
pequefios  hasta  muy  grandes.  Por  ejemplo,  si  cierta  cantidad  puede  tomar  valores 
desde  0.0000000001  =  10~*°  hasta  10,000,000,000=  10**\  los  logaritmos  comunes  de 
tales  numeros  se  encontraran  entre  — 10  y  10. 

Volumen  del  sonido 


Nuestra  primera  aplicacion  utiliza  una  escala  logarltmica  para  medir  el  volumen  de 
un  sonido.  Los  ITsicos  definen  la  intensidad  de  una  onda  sonora  como  la  canti¬ 
dad  de  energfa  transmitida  por  la  onda  a  travds  de  un  drea  dada.  Por  ejemplo,  la 
menor  intensidad  que  un  ofdo  humane  puede  detectar  a  una  frecuencia  de  100 
hertzios  es  cercana  a  los  10~*^  vatios  por  metro  cuadrado.  El  volumen  L{x),  me- 
dido  en  decibeles  (en  honor  de  Alexander  Graham  Bell),  de  un  sonido  con  intensi¬ 
dad  X  (medida  en  vatios  por  metro  cuadrado)  es 


Volumen 

L{x)  =  10  logf 

(1) 

donde  /q  =  10  vatios  por  metro  cuadrado  es  el  sonido  menos  intense  que  puede 
detectar  un  ofdo  humano.  Si  x  =  /q  en  la  ecuacidn  (1),  obtenemos 


L(/o)  =  10  log  ^  =  10  log  1  =  0 
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FIGURA  19 

Volumen  de  sonidos 
comunes  (en  decibeles) 


'  ‘  P  1  ) 


Asi,  en  el  umbral  de  audibilidad  humana  el  volumen  es  de  cero  decibeles.  La  llgu- 
ra  19  proporciona  el  volumen  de  algunos  sonidos  comunes. 


DECIBELKS 


140 

Disparo  de  una  pistola,  jet  a  100  pies  al  despcgar. 

Dolor 

no 

Camara  de  pruebas  dc  un  motor. 

Umbral  dc  dolor  del  ofdo  humane 

120 

Pettudos,  truenos  fuertes,  martillo  neuniatico, 
multitud  gritando  en  un  estadio. 

Volumen  incomodo 

110 

Mu.sica  de  rock  amplificada. 

100 

Telar,  tren  subterraneo,  tren  elcvado,  tractor, 
cortadora  de  pasto,  prensa  dc  pcriodico. 

Volumen  alto 

90 

Trafico  intenso,  fabrica  con  mucho  ruido. 

80 

Camion  diesel  ti  40  millas  por  horu  y  50  pies 
de  distancia.  restaurantc  con  mucha  gente, 
procesador  de  basuia  fabrica  promedio,  aspiradora. 

Volumen  moderado 

70 

Auto  de  pasajeros  a  50  millas  por  hora  y 

50  pies  de  distancia. 

60 

M^quina  de  escribir  silenciosa,  pajaros  cantando, 
aire  acondicionado,  auto  silcncioso. 

Tranquilo 

50 

Convcrsttcion  normal,  oficina  promedio. 

40 

Refrigerador  cascro,  oficinti  tranquila. 

Muy  tranquilo 

30 

Casa  promedio,  Have  dc  agua  goteando, 

SLi.surro  a  5  pies. 

20 

Lluvia  ligera,  sonido  dc  las  hojas  de  un  irbol 

Umbral  de  audibilidad  de 
una  persona  promedio 

10 

Susurro  a  traves  del  cuarto 

Apentis  audible 

0 

Umbral  para  el  oido  agudo 

Observe  que  un  decibel  no  es  una  unidad  lineal  como  el  metro.  Por  ejemplo. 
un  nivel  sonoro  de  10  decibeles  es  10  veces  mds  sonoro  que  uno  de  cero  decibeles 
[Si  L(x)  =  10,  entonces  x  =  IO/q.J  Un  nivel  sonoro  de  20  decibeles  es  100  vece^ 
mayor  que  uno  de  10  decibeles.  [Si  L(x)  =  20,  entonces  x  =  IOO/q.]  Un  nivel  de  KJ 
decibeles  es  1000  veces  mayor  que  uno  de  cero  decibeles,  etcetera. 

f  ■  oj  ■  . 

Utilice  la  figura  19  para  determinar  la  intensidad  del  sonido  en  el  caso  de  una  llaic 
de  agua  que  gotea. 

Por  la  figura  19,  vemos  que  el  volumen  del  sonido  que  nos  ocupa  es  de  30  deci¬ 
beles.  Asi,  por  la  ecuacion  (1),  podemos  determinar  su  intensidad  x  como  siguc: 

30=10,„g(X) 

3 . 


X  =  lOOO/o 

donde  /q  =  10~'^  vatios  por  metro  cuadrado.  Asi,  la  intensidad  de  ese  sonido  cs  lOiH! 
veces  mayor  que  un  nivel  de  cero  decibeles;  es  decir,  una  Have  de  agua  que  gotea  pro¬ 
duce  un  sonido  con  intensidad  de  1000  ■  10“'^  =  10“®  vatios  por  metro  cuadrado.l 

Ahora  resuelva  el  problema  5. 


Utilice  la  figura  19  para  determinar  el  volumen  del  sonido  de  un  tren  subten'uneo; 
se  sabe  que  este  sonido  es  10  veces  mas  intenso  que  el  debido  al  trdfico  citadinoen 
boras  “pico”. 
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'-■=  liii’ii'ii 


Magnitud  de  un  terremoto 


El  sonido  de  un  tr^fico  intense  tiene  un  volumen  de  90  decibeJes.  For  lo  tanto,  su 
intensidad  es  el  valor  x  en  la  ecuacidn 


90=10log(|) 

Un  sonido  10  veces  mas  intense  que  x  tendra  un  volumen  E(IOa-).  Asi,  el  volumen 
del  tren  subterrdneo  es 


L(l0x)  =  10  log 


10a:\ 

lo  I 


=  10  log  10  ■ 


=  10 


log  10  +  log(  — 
lo 


=  10  log  10  +  10  log(  — 

lo 


=  10  +  90  =  100  decibeles 


Magnitud  de  un  terremoto 

Nuestra  segunda  aplicacidn  utiliza  una  escala  logaritmica  para  medir  la  magnitud 
de  un  terremoto. 

La  escala  de  Richter*  es  una  forma  de  convertir  las  lecturas  sismograficas 
en  numeros  que  proporcionen  una  referenda  sencilla  para  medir  la  magnitud  M  de 
un  terremoto.  Todos  los  terremotos  se  comparan  con  un  terremoto  de  nivel  cero 
cuya  lectura  sismografica  mide  0.001  de  milfmetro  a  una  distancia  de  100  kilome- 
tros  del  epicentro.  Un  terremoto  cuya  lectura  sismografica  mide  a  millmetros  tiene 
una  magnitud  M(x)  dada  por 


Mix)  =  logf  — ) 

(2) 

\xo) 

donde  aq  =  10  ^  es  la  lectura  de  un  terremoto  de  nivel  cero  a  la  misma  distancia 
del  epicentro. 


^Cual  es  la  magnitud  de  un  terremoto  cuya  lectura  sismografica  es  de  0.1  millme- 
tros  a  una  distancia  de  100  kildmetros  del  epicentro? 

Si  A  =  0.1,  la  magnitud  Mix)  de  este  terremoto  es 

M(O.l)  -  log(Aj  .  =  log(-|54)  =  log  10=  -  2 

El  terremoto  mide  entonces  2.0  en  la  escala  de  Richter.  r 

.  Ahora  resuelva  el  problema  7. 


'^Recibe  el  nombre  de)  cicnlffico  norieamericano,  C.F.  Richter,  quien  la  discMib  cn  1935. 
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Con  base  en  la  fbrmula  (2),  definimos  la  intensidad  de  un  terremoto 
la  proporcion  entre  x  y  xq.  Por  ejemplo,  la  intensidad  del  terremoto  descrito  enc 
ejemplo  3  es  =  10^  =  100.  Es  decir,  100  veces  m^s  intenso  que  un  terremoij 
de  nivel  cero. 


El  devastador  terremoto  de  San  Francisco  en  1906  midio  8.9  en  la  escala  de  Richter 
/,C6mo  se  compara  ese  terremoto  con  el  de  Papua,  Nueva  Guinea,  en  1988,  qcj 
midio  6.7  en  la  escala  de  Richter? 


FIGURA  20 


Sean  X|  y  xi  las  lecturas  sismogrdficas  respectivas  de  los  terremotos  de  San  Fran¬ 
cisco  y  Papua,  Nueva  Guinea.  Entonces,  con  base  en  la  formula  (2), 


En  consecuencia, 


.9  =  log 


6,7  =  log 


^  =  108  9  ^  =  10^’-^ 

Xq  Xq 


El  terremoto  de  San  Francisco  fue  108-9  ve^gs  mds  intenso  que  uno  de  nivel  ceni, 
El  terremoto  de  Papua,  Nueva  Guinea  fue  lO®-^  veces  mas  intenso  que  uno  de  nivd 
cero.  As/, 


Al 

X2 


108-9xo 

lO^^Xo 


10-2  «  I5g 


xi  ~  158.V2 


Por  lo  tanto,  el  terremoto  de  San  Francisco  fue  158  veces  mas  intenso  que  el  de  Pa 
pua,  Nueva  Guinea.  > 


El  ejemplo  4  muestra  que  la  intensidad  relativa  de  dos  teiTemotos  se  puedc 
determinar  elevando  10  a  una  potencia  igual  a  la  diferencia  de  sus  lecturas  en  lae^- 
cala  de  Richter. 


Ejercicio  4.7 

1.  Determine  el  volumen  del  sonido  de  una  lavadora  de  lo/.a  que 
opera  con  una  intensidad  de  10“^  vatios  por  metro  cuadrado.  Exprese  su  respuesta  en  decibeles. 

2.  Determine  el  volumen  del  sonido  de  un  motor  diesel  que  opera  con  une 
intensidad  de  10  vatios  por  metro  cuadrado,  Exprese  su  respuesta  en  decibeles. 
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3.  Con  los  motores  trabajando  a  toda  su  capacidad,  im  jet  Boeing  121  pro¬ 
duce  ruido  con  una  intensidad  de  0.15  vatios  por  metro  cuadrado.  Determine  el  volumen  del  .sonido  de  los  motores 
en  decibeles. 

4.  Un  susurro  produce  un  sonido  con  una  intensidad  de  10  “  vatios  por  metro 

cuadrado.  ^Cual  sera  su  volumen  en  decibeles? 

5.  Para  los  humanos,  el  umbral  del  dolor  debido  al  sonido  promedia 
130  decibeles.  ^Cudl  es  la  intensidad  de  dicho  sonido  en  vatios  por  metro  cuadrado? 

6.  Si  un  sonido  es  50  veces  mds  intenso  que  otro,  ^cual  es  la  diferencia  en  el  volumen  de  ambos?  Exprese  su  respuesta 
en  decibeles. 

7.  Determine  la  magnitud  de  un  terremoto  cuya  lectura  sismogrdfica  es  de  10.0  mili'me- 
tros  a  una  disiancia  de  100  kilometros  del  epicentre. 

8.  Determine  la  magnitud  de  un  terremoto  cuya  lectura  sismografica  es  de  1210  milfme- 
tros  a  100  kilometros  del  epicentre. 

9.  El  terremoto  de  la  Ciudad  de  Mexico  en  1978  registrd  7.85  en  la  escala  de  Richter. 
^Cuanto  habrti  medido  un  sismdgrufo  siiuado  a  100  kilometres  del  epicentre  durante  esie  tenemoto'.'  ^Como  se  com- 
para  la  intensidad  de  este  terremoto  con  el  de  San  Francisco  en  1906,  el  cual  registro  8.9  en  la  escala  de  Richter? 

10.  Dos  terremotos  difieren  en  1 .0  al  set  medidos  en  la  escala  de  Richter.  ^En  cuinto  diferiran 

sus  lecturas  sismograficas  a  una  distancia  de  100  kildmetros  del  epicentro?  ^Cdmo  se  relacionan  sus  intensidades? 
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Concertos  fundamentales 


I’nipiedades  de  la  funcion  exponencial 

ft.n  =  «',  u  .>  1  Dominio:  °o);  range:  (0,  “);  intersecciones-r:  ninguna;  intersecci6n-y:  I;  asfntota  horizontal: 

eje  x,  cuando  x  ^  creciente;  uno  a  uno. 

Vease  la  figura  3  para  apreciar  una  gnifica  ti'pica. 

fi.i.)  =  a'.  0  <  u  <  I  Dominio:  ,  “);  rango:  (0,  ’t);  intersecciones-x:  ninguna;  intersecci6n-y:  1 ;  asfntota  horizontal: 

eje  X,  cuando  x  ^  decreciente;  uno  a  uno. 

Vease  la  figura  5  para  una  grafica  tfpica. 

Propiedades  de  la  funcion  logaritmica 

r; v)  -  log„.r,  n  >  1  Dominio:  (0,  ^);  rango:  =c);  interseccidn-x:  I;  interseccidn-y:  ninguna;  asfntota  vertical:  eje  y; 

IV  =  log,p'  significa  x  =  a')  creciente;  uno  a  uno. 

Vease  la  figura  10(b)  para  apreciar  una  grdfica  tfpica. 

iH)=  log,p',  0  <'  a  <  I  Dominio:  (0,  »:);  rango:  “);  interseccidn-x:  I;  interseccidn-y:  ninguna;  asfntota  vertical:  eje  y; 

n  ~  log,,x  significa  x  =  a'')  decreciente;  uno  a  uno. 

Vease  la  figura  10(a)  para  apreciar  una  grdfica  tfpica. 

.\iimero  <- 


Logaritmo  natural 

I  -  In  X  significa  que  x  =  e-' 


Propiedades  de  los  logaritmos 

kij;,,  I  =  0  log,,  a  =  1  =  M  log^  a''  =  r 

liig„  AW  =  loga  M  +  log,,  N  logoi'  j  =  loga  M  -  log„  N  logoi' ^  'oga  ^  =  ''  'og-  ^ 
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Formulas 


Formula  para  el  cambio  de  base 

log,,  M  =  - 

Interes  compuesto 

A  =  P\ 

ComposiciOn  continua 

ri  =  Pe'^' 

Valor  presente 

P  =  A\ 

/ 

1  + 

Crecimiento  y  decaimiento 

SJ 

0 

II 

logfe  M 

logft  a 


o 


I 

( 

( 


P  =  Ae  ''' 


Como  hacer  para _ 

Hacer  las  graficas  de  funciones  exponenciales  y  logan'tmicas. 
Resolver  ciertas  ecuaciones  exponenciales. 

Resolver  ciertas  ecuaciones  logan'tmicas. 

Solucionar  problemas  de  interns  compuesto. 

Resolver  problemas  de  crecimiento  y  decaimiento. 

Resolver  problemas  de  intensidad  del  sonido  y  de  terremotos. 


Complete  en  los  espacios _ 

1.  La  gr^fica  de  toda  funcion  exponencial  f(x)  =  a',  con  a  mayor  que  cero  y  distinta  de  I.  pasa  por  los  dos  pu^lo^ 

2.  Si  la  grdfica  de  una  funcidn  exponencial  f(x)  =  cP,  con  a  mayor  que  cero  y  distinta  de  1,  es  decreciente,  entonces  su 

base  debe  ser  menor  que _ . 

3.  Si  y  =  3“*,  entonces  x  = _ 

4.  El  logaritmo  de  un  producto  es  igual  a _ de  los  logaritmos. 

5.  Para  cualquier  base,  el  logaritmo  de _ es  igual  a  0. 

6.  Si  logs  M  =  logs  7/  logs  8,  entonces  M  = _ 

7.  El  dominio  de  la  funcidn  logan'tmica /(x)  =  log^  x  consta  de _ . 

8.  La  grafica  de  toda  funcion  logan'tmica  /(x)  =  logu  x,  con  a  mayor  que  cero  y  distinta  de  1,  pasa  por  los  dos  punlas 

9.  Si  la  grafica  de  una  funcion  logan'tmica /(x)  =  logo  x,  siendo  a  mayor  que  cero  y  distinta  de  1 ,  es  creciente,  entonces 

su  base  debe  ser  mayor  que _ 

10.  Si  logs  =  logs  7,  entonces  x  = _ 


C 

c 

c 

c 

c 


ClERTO  O  FALSO _ 

F  1.  La  grafica  de  toda  funcion  exponencial /(x)  =  cP,  con  a  mayor  que  cero  y  distinta  de  1,  contiene  los  puntos  (0,1)  y  (1.  u!. 
F  2.  Las  grfificas  de  y  =  3“"^  y  y  =  (3)  son  identicas. 

F  3.  El  valor  presente  de  $1000.00  a  ser  recibidos  despu6s  de  2  anos  al  10%  anual  compuesto  en  forma  continua.  es  apro.si- 

madamente  de  $1205.00. 

F  4.  Si  y  =  log,,  X,  entonces  y  =  a''. 

F  5.  La  grafica  de  toda  funcidn  logan'tmica /(x)  =  log,,  x,  con  a  mayor  que  cero  y  distinta  de  I ,  contiene  los  puntos  ( 1 ,0)  y  («.l  1. 
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('  F  6.  o'"?'!''  =  M,  donde  a>  0,  a  i=  \,  M  >  0 

C  F  7.  log„(A7  +  AO  =  logo  M  +  logo  N,  donde  a  >  0,  a  ¥=  \,  M  >  0,  N  >  0 

C  F  8.  logo  M  -  logo  ''V  =  logo(A^/A0,  donde  a  >  0,  a  \ ,  M  >  0,  N  >  0 


Ejercicios  de  repaso 


Ell  los  problemas  del  1  al  6  evalue  cada  expresion. 


1-  log^(  =  ) 


2.  logj 


3.  In  e 


,V2 


4.  e'' 


5.  2'"-"’’“'' 


6.  log,  2^'"^ 


En  los  prohlemas  del  7  al  12,  escriba  cada  expresion  como  un  unico  logaritmo. 

8.  -2  y  log3  Vx 


7.  3  log4  X-  +  —  log4  Vx 


9.  In, 


X  — 
X 


+  In 


X  +  1 


-  In(x2  -  I) 


10.  log(x-  —  9)  -  log(x^  +  7x  +  12) 


11.  2  log  2  +  3  log  X  —  [log(x  +  3)  +  log(x  -  2)] 


12.  -  In(.x2  +  1)  -  4  In-  --[\n(x  -  4)  +  In  x] 


En  los  problemas  del  13  al  20,  determine  a  y  como  una  funcion  de  x.  La  constanie  C  es  un  niimero  positivo. 

13.  In  V  =  2x2  +  In  c  14.  InO’  -  3)  =  In  2x2  +  [„  c 

15.  \\n  y  =  3x2  +  in  c  X5.  |n  2y  =  ln(x  +  1)  +  ln(x  +  2)  +  In  C 

17.  In(>'  ^  3)  +  ln(y  +  3)  =  x  +  C  18.  In()’  ~  1)  +  InO’  +  I)  =  -.x  +  C 

19.  e-'  +  '2'  =  x2  +  4  20.  (?2v-c  =  +  4)2 


En  los  problemas  del  21  al  30  liaga  la  grdfica  de  cada  funcion.  Inicie  cada  problema  con  la  grdfica  de 
y  =  e*'  0  con  la  de  y  =  In  x. 


21. 

II 

22. 

.fix) 

=  ln(- 

--0 

23. 

fix)  =1-6^ 

24.  fix)  =  3  +  In  X 

25. 

fix)  =  3(r' 

26. 

fix) 

=  3  In 

.r 

27. 

fix)  =  e'i 

28.  fix)  =  ln|x| 

29. 

fix)  =  3  -e-' 

30. 

fix) 

=  4  - 

)n(- 

X) 

En 

los  problemas  del  31  al  50  resuelva  cada 

ecuacidn. 

31. 

^  2 

32. 

86 -.Xr  =  4 

33. 

^  ^23 

34. 

4'-  -■>’  =  ^ 

35. 

log,  64  =  - 

3 

36. 

IOgV2-X  =  -6 

37. 

5-'-  =  3-''+2 

38. 

5-V+2  =  jx-2 

39. 

11 

^o 

40. 

252'  =  5-'-” ‘2 

41. 

logjVx  -  2 

=  2 

42. 

2X+I  .  8-x  =  4 

43. 

CN 

II 

cc 

44. 

2-'  ■  5  =  KF 

45. 

logfiCx  +  3)  +  log6(x  +  4) 

46. 

logio(7x  -  12)  =  2  log 

10  2r 

47. 

e'-'  =  5 

48. 

gl-iv  =  4 

49. 

2^>.  —  323  + 1 

50. 

2.0  =  3,” 

En  los  problemas  del  51  al  54  utilice  el  siguiente  resultado:  si  x  es  la  presidn  atmosferica  (medida  en 
milimetros  de  mercurio),  entonces  la  formula  para  la  altitud  h(x)  (medida  en  metros  sobre  el  nivel  del  mar)  es 

h{x)  =  (30r  +  8000)log 

donde  T  es  la  temperatura  (en  grados  Celsius)  y  Pq  la  presidn  atmosferica  al  nivel  del  mar,  que  es 
aproximadamente  760  milimetros  de  mercurio. 
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51.  i,A  qiie  altuia  sc  cncLientra  un  avion  cuyos  instrunicntos  rc^isur 
ima  tcmpcratnra  exterior  dc  0°C  y  iina  presion  alinosferica  cie  300  milimetros  de  mercurio? 

52.  cQlic  altiiia  lienc  una  montana  si  los  instrumentos  colocados  cn  • 
cima  registran  una  teniperatura  dc  5“C  y  una  presion  atmosferica  de  500  inilfmetros  de  inereurio? 

53.  i^Cual  es  la  presion  atmosfdrica  fuera  de  un  avidn  que  vueia  a  una  alii- 
tud  de  10,000  metros  si  la  temperatura  del  aire  en  el  exterior  c.s  de  -I00°C? 

54.  ,rCuai  es  la  presidn  atmosferica  (en  mili'mctios  de  mercurio)  sobrce 
monte  Everest,  el  cual  tiene  una  altura  aproximada  de  8900  nretros,  si  la  temperatura  del  aire  es  allf  de  5°C? 

55.  La  potencia  P  de  salida  de  un  ampliftcador 
(en  \  atios)  se  relaciona  con  la  ganancia  de  vnltajc  (en  decibeles)  d  mediante 
la  formula  P  =  25e'*^ 

(a)  Determine  la  potencia  de  salida  para  una  ganancia  de  voltaje  de  4  decibeles. 

(b)  Para  una  potencia  de  salida  de  50  vatios,  ,  cur3l  es  la  ganancia  de  voltaje? 

56.  Un  telescopic  tiene  una  utilidad  limitada  por  el  br'illo  de  la  estrella  a  la  queer 
dirigido  y  por  el  diametro  de  su  lente.  Una  medida  del  brillo  de  una  estrella  es  su  magnitud'.  mientras  mas  oscura 
una  estrella  mayor  sera  su  magnitud.  Una  fdrmula  para  la  magnitud  h'mite  L  de  un  telescopio,  es  decir,  la  magiriiru 
de  la  estrella  mas  oscura  que  puede  observarse  con  el,  esta  dada  por 

L  =  9  +  5.1  log  (/ 

donde  d  es  el  diametro  (cn  pulgadas)  de  la  lente, 

(a)  ^Cual  es  la  magnitud  Kmite  de  un  telescopio  de  3.5  pulgadas? 

(b)  <(Cual  es  el  diametr'o  necesario  para  ver  una  estrella  de  magnitud  14? 

57.  La  demanda  de  un  producto  nuevo  aumenta  r-apidamente  al  principio  y  despues  sc  ni\elj 
El  porcentaje  P  de  compras  reales  del  producto  despues  de  estar  en  el  mercado  durante  i  meses  es 

P  =  90  -  80(|J 

(a)  (.Cual  sera  el  porcentaje  de  ventas  del  producto  despues  de  5  meses? 

(b)  ^Cual  sera  el  porcentaje  de  ventas  del  producto  despues  de  10  meses? 

(c)  (^Cual  sera  el  porcentaje  maximo  de  ventas  del  producto? 

(d)  ,(Cuantos  meses  transcurriran  antes  de  llegar  al  40%  de  ventas? 

(e)  f,Cuantos  meses  transcuiriran  antes  de  llegar  al  70%  de  ventas? 

58.  Un  muestreo  de  cierta  comunidad  de  10,000  residentes  deja  ver  que  el  numeio  ilc  rtsi- 
dentes  ,V  que  ban  cscuchado  cierta  informacion  despues  de  in  meses  esta  dado  por  la  fdrmula 

m  =  55.3  -  6  IndO.OOO  -  N) 

,(Cuantos  meses  transcurren  hasta  que  la  mitad  de  la  poblacidn  haya  escuchado  acerca  de  cierto  programa  enmurr 
tario  de  torna  de  lectuia  gratuita  de  la  presion  sangur'nea? 

59.  El  nijmer'O  de  anos  n  para  que  cierta  maquinaria  se  deprecie  hasta  un  valor  dc  recupeiacirn 
conocido  esta  dado  por  la  formula 

login  -s  -logint 
logio(  1  -  d) 

donde  ,v  es  el  valor  de  recuperacidn  de  la  maquinaria,  i  su  valor  inicial  y  d  su  tasa  anual  de  depreciacidn. 

(a)  (Cuantos  aiios  transcurriran  para  que  cicria  maquinaria  disminuya  su  valor  de  ,590,000.00  hasta  .SI 0,000.0(1  m 
trrsa  anual  de  depreciacidn  es  0.20  (20%  )? 

(b)  nCuantos  arios  transcurriran  para  que  cierta  maquinaria  pierda  la  mitad  de  su  valor  si  la  tasa  anual  de  depreciacii'ii 
es  del  15  por  ciento? 

60.  Los  abuelos  de  una  nina  adquieren  un  bono  de  $10,000.00,  que  vence  en  18  anos,  paia^u 
educacidn  universitaria.  Si  el  bono  paga  49i  de  interes  compuesto  en  forma  semestral,  ,(Cuanto  valdra  a  su  vencimientn' 
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61.  Los  ubuelos  tie  una  nifia  descan  adquirir  un  bono  que  vence  on  18  anos.  para  ta  cducaeion 
universitaria  de  su  iiicta.  El  bono  paga  un  49<  de  interes  tompuesto  en  forma  scmestral.  ^Que  canlidad  debcn  pagar 
por  el  bono  para  que  el  bono  valga  $85,000.00  a  su  vencimiento? 

62.  La  compani'a  First  Colonial  Bankshares 
anuncia  los  siguientes  planes  de  inversion  para  el  rctiro. 

(a)  Con  un  interes  compucsto  en  forma  continua,  ^cual  tasa 
anual  de  interes  ofreeen? 

(h)  La  eompanfa  afinna  que  $4000.00  invertidos  hoy  tendran  un 
valor  de  $32,000.00  en  20  aiios.  Utilice  la  respuesiu  de  la  parte 
(a)  para  delerminar  el  valor  real  de  $4000.00  en  20  ahos,  con 
una  composiciOn  continua. 

63.  Determine  el  volumen  del  sonido  que  produce  una  unidad  de 
procesamiento  de  hasura  que  opera  con  una  intensidad  de  10'  ^  \atios  por  metro  cuadrado.  Expresc  su  respuesta  en 
decibeles. 

64.  El  9  de  septiembre  dc  1485,  los  suburbios  del  oeste  de  Chicago  sufrieron  un  leve  tene- 
moto  que  registrd  3.0  en  la  escaia  de  Richter.  i^Cdmo  se  compara  la  intensidad  de  este  terremoio  con  la  del  gran  te- 
iTcmoto  de  San  Francisco  en  1906.  que  registrd  8.9  en  la  escaia  de  Richter? 

65.  La  osamenta  de  un  hombre  prehistdrico 
encontrada  en  el  desierto  de  Nuevo  Mexico  tiene  aproxiniadamentc  el  5%  de  la  ctmtidad  original  de  carbono-14.  Si 
la  vida  media  del  carbono-14  es  de  5600  anos,  ^aproximadamente  hace  cuantos  anos  murid  ese  hombre? 

66.  Una  sarten  se  retira  del  fuego  a  una  temperatura  dc  450‘’F  y  se  coloca  en  un  cuarto  que 
tiene  una  temperatura  constante  de  70°F.  Despues  de  5  minutos,  la  temperatura  de  la  sarten  es  de  40()“F.  i.Cuanlo  liempo 
pasara  hasta  que  su  temperatura  sea  de  150°F? 

67.  En  un  cuarto  cuya  temperatura  es  de  70°F.  ^,una  pizza  horneada  a  450^  llegara  en  algiin  niomento  a  los  70"F?  La  ley 
del  enfriamiento  de  Newton  parece  indicar  que  no.  ^Que  es  lo  que  realmente  ocurre?  ^.Cuales  son  las  hipdtesis  es- 
grimidas  al  utilizar  la  ley  de  Newton?  Escriba  un  breve  ensayo  con  sus  conclusiones. 
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PREPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 


^nte  de  iniciar  este  capitulo  revise  los  conceptos  siguientes: 


Teorema  de  Pitagoras  fp.  1 0) 

Circulo  unitario  (p.  65) 

Funciones  (p.  96) 

Dominio  de  una  funcion  (p.  99) 

Funciones  pares  y  funciones  impares  fpp.  114-116) 


Panorama  Faro  de  la  colina  Gibb,  Southampton,  Bermudas 

esid  eii  opcracion  destie  1846.  Mide  117  pies  y  se  levmita  sobre 
nu  roliiw  de  245  pies  de  altum,  de  niodo  qiic  el  rayo  de  luz  qiieda  a  362 
cl  nivel  del  mar.  Un  folleto  afirma  que  la  luz  puede  verse  en  el 
kr^onte  a  una  distancia  aproximada  de  26  niillas.  Verifique  la  veracidad 
icisia  informacidn.  El  folleto  afirma  tambien  que  los  barcos  que  navegau 
de  este  faro  pueden  ver  su  luz  y  que  aviones  volando  a  10,000 
pak  listingucn  a  120  millas.  Verifique  la  veracidad  de  estos  enunciados. 
Cui^s  la  suposicidn  que  se  desprende  del  folleto  acerca  de  la  altura  del 
s’  IVease  el  eie7nplo  9  y  el  problema  40  en  la  seccion  5.5.]  ■ 


5.1  Angulos  y  sus 
medidas 

5.2  Funciones 
trigonom^-tricas;  estudio 
por  medio  del  circulo 
unitario 

5.3  Propiedades  de  las 
funciones 
trigonom^tricas 

5.4  Trigonometria  del 
tri^ngulo  rect^ngulo 

5.5  Apiicaciones 
Repaso  del  capitulo 


a  trigonometri'a  fue  desairollada  por  astrono- 
mos  griegos  que  consideraban  al  cielo  como 
el  interior  de  una  esfera,  de  mode  que  resulto 
natural  estudiar  prirnero  los  triangulos  sobre  una  esfera 
(por  Menelao  de  Alejandria,  ano  1 00  a  de  C  )  y  que  los 
triangulos  en  el  piano  fueran  estudiados  mucho  despues. 
El  primer  libro  que  contiene  un  tratamiento  sistematico 
de  trigonometria  plana  y  esferica  fue  escrito  por  el  as- 
tronomo  persa  Nasfr  ed-din  (alrededor  del  1250  a.  C.). 

Regiomontano  (1436-1476)  es  el  autor  principal 
a  quien  se  debe  el  traslado  de  la  trigonometria  astro- 
nomica  a  las  matematicas.  Su  trabajo  fue  mejorado  por 
Copernico  (1473-1543)  y  por  el  alumno  de  Copernico, 
Rhaeticus  (1 51 4-1 576).  La  obra  de  Rhaeticus  fue  la  pri- 
mera  en  definir  las  seis  funciones  trigonometricas  co¬ 
mo  razones  entre  lados  de  triangulos,  aunque  no  le  dio 
a  las  funciones  sus  nombres  actuales.  El  credito  de  es- 
to  se  lo  lleva  Thomas  Fincke  (1583),  pero  en  su  epo- 


ca  esa  notacion  no  fue  aceptada  universalmente.  La 
notacion  quedo  establecida  a  partir  de  los  libros  de 
texto  de  Leonardo  Euler  (1707-1783). 

Desde  entonces  la  trigonometria  ha  venido  evo- 
lucionando  desde  su  uso  por  agrimensores,  navegan- 
tes  e  ingenieros,  hasta  las  aplicaciones  actuales  como 
el  movimiento  de  las  mareas  en  los  oceanos,  el  alza  y 
cai'da  de  los  recursos  alimenticios  en  determinadas 
condiciones  ecologicas,  patrones  de  ondas  cerebrates 
y  muchos  otros  fenomenos. 

Hay  dos  enfoques  aceptados  ampliamente  para 
el  desarrollo  de  las  funciones  trigonometricas:  uno  uti¬ 
lize  circulos,  en  especial  el  cfrculo  unitaric,  el  otro  se 
vale  de  los  triangulos  rectangulos.  En  este  libro  intro- 
ducimos  las  funciones  trigonometricas  utilizando  el 
ci'rculo  unitario.  En  la  seccion  5.4  mostraremos  que  ia 
trigonometria  del  triangulo  rectangulo  es  un  case  es¬ 
pecial  del  enfoque  dei  circulo  unitario. 


Angulos  y  sus 
medidas 

FIGURA  1 


Un  rayo,  o  semirrecta,  es  la  parte  de  una  recta  que  inicia  en  un  punto  V  de  la  recta 
y  se  extiende  indefinidamente  en  una  direccion.  El  punto  inicial  U  de  un  rayo  es  dc- 
nominado  vertice.  Vease  la  figura  1 . 

Si  se  dibujan  dos  rayos  con  vdrtice  comun  se  formara  un  angulo.  A  uno  de  e^- 
tos  rayos  le  llamamos  lado  inicial  y  al  otro  lado  final.  El  angulo  I'ormado  sc  idcnii- 
fica  scfialando  la  direccidn  y  cantidad  de  rotacidn  desde  el  lado  inicial  hacia  el  lado 
final.  Si  la  rotacidn  es  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj,  el  angulo  c^ 
denominado  positive;  si  la  rotacion  va  en  el  sentido  de  las  manecillas  del  reloj  el  an 
gulo  es  negativo.  Vease  la  figura  2.  Letras  minusculas  griegas  tales  como  a  (alfal. 
jS  (beta),  y  (gamma),  d  (theta),  etc.,  se  usaran  para  denotar  angulos.  Observe  en  la  li- 
gura  2(a)  que  el  angulo  (a  es  positive  porque  la  direccion  de  rotacion  desde  el  lado 
inicial  hasta  el  lado  final  es  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj.  El  an- 
gulo  p  en  la  figura  2ib)  es  negativo  porque  la  rotacion  es  en  el  sentido  de  las  mane¬ 
cillas  del  reloj.  El  Angulo  y  en  la  figura  2(c)  es  positive.  Obser\'e  que  el  angulo  u  en 
la  figura  2(a)  y  el  angulo  y  tienen  el  mismo  lado  inicial  y  el  mismo  lado  final.  Sin 
embargo,  a  y  y  son  diferentes  ya  que  la  cantidad  de  rotacion  necesaria  para  ir  desde 
el  lado  inicial  hasta  el  lado  final  es  mayor  para  el  dngulo  y  que  para  el  angulo  «. 


FIGURA  2 


Venice  Lado  inicial 


Rotacion  en  sentido  contrario 
al  de  las  manecillas  del  reloj 

(a)  Angulo  positive 


Rotacion  en  el  sentido  de 
las  manecillas  del  reloj 

(b)  Angulo  negativo 


Rotacion  en  sentido  contrario 
al  de  las  manecillas  del  reloj 

(c)  Angulo  positive 


Se  dice  que  un  dngulo  9  esta  en  posicion  e.standar  si  su  vertice  esta  en  el  ori- 
gen  de  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares  y  su  lado  inicial  coincide  con  el  eje 
a:  positive.  Vease  la  figura  3. 
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FIGURA  3  ^ 

y. 

Lado  final 

-  j 

Vertice 

Vertice 

Lado  inicial  s 

Lado  final 

yLado  inicial 

(a)  e  en  posicion  estandar;  (b)  e  en  posicion  estdndar; 

e  positivo  0  negativo 

Cuando  un  angulo  0  esta  en  foima  estandar  el  lado  final  puedc  pertenecer  a  un 
cuadrante,  en  tal  case  decimos  cjue  0  esta  en  ese  cuadrante;  o  bien  el  lado  final  pue- 
de  estar  en  el  eje  .v  o  en  el  eje  y.  en  lal  caso,  decimos  que  6  es  un  angulo  cuadrantal. 
Por  ejemplo,  el  angulo  9  en  la  figura  4(a)  estii  en  el  segundo  cuadrante,  en  la  figura  4(b) 
esta  en  el  cuarto  cuadi'ante  y  en  la  figura  4(c)  el  angulo  9  es  un  angulo  cuadrantal. 

FIGURA  4 


y. 

y- 

t  y> 

1 

A  " 

1  X 

(a)  0  esta  en  el  segundo  (b)  e  esta  en  el  cuarto  (c)  e  es  un  angulo 

cuadrante  cuadrante  cuadrantal 

Medimos  los  angulos  determinando  la  cantidad  de  rotacion  necesaria  para  que 
el  lado  inicial  coincida  con  el  lado  final.  Hay  dos  unidades  de  medicion  utilizadas 
comunmente:  grades  y  radianes. 

Grades 

El  angulo  formado  por  la  rotacion,  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  re- 
loj,  desde  el  lado  inicial  hasta  que  coincida  con  el  mismo  (1  vuelta  o  revolucion), 
se  dice  que  mide  360  grados,  abreviado  360°.  Asi  un  grade,  1°,  es  de  vuelta. 
Un  angulo  recto  es  un  angulo  de  90°,  o  j  de  vuelta;  un  angulo  llano  es  un  angulo 
de  180°,  o  I  vuelta.  Vease  la  figura  5.  Como  lo  muestra  la  figura  5(b),  es  costum- 
bre  indicar  un  dngulo  recto  utilizando  el  simbolo  h_. 


FIGURA  5 

Lado  final 

Lado 

final 

d 

An, 

o 

Lado  inicial 

Vdrtice 

Vertice  Lado  inicial 

Lado  final 

Vertice  Lado  inicial 

(a)  Una  vuelta  en  sentido 

(b)  1 

,  de  vuelta  en  sentido 

(c) 

1  vuelta  en  sentido 

contrario  al  de  las 

contrario  al  de  las 

contrario  al  de  las 

manecillas  del  reloj,  360° 

Trazar  cada  angulo: 

(a)  45°  (b)  -90° 

manecillas  del  reloj,  90° 

(c)  225°  (d)  405° 

manecillas  del  reloj,  180' 
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(a)  Un  angulo  de  45°  es  5  de  un  dn- 
gulo  recto.  Vease  la  figura  6. 


FIGLIRA  6 


45° 


V6rtice  Lado  inicial 


(b)  Un  angulo  de  —90°  es  5  de  vuelta 
en  el  sentido  de  las  manecilla.s  dd 
reloj.  Vease  la  figura  7. 

FIGURA  7 


Vfirtinfi  Lado  inicial 


final 


(c)  Un  angulo  de  225°  consiste  de  una  (d)  Un  dngulo  de  405°  consiste  dcuna 
rotacion  de  180°seguida  por  una  ro-  vuelta  (360°)  seguida  por  una  ro- 

tacion  de  45°.  Vease  figura  8.  tacidn  de  45°.  Vease  figura  9. 


FIGURA  8  FIGURA  9 


Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Aunque  se  pueden  obtener  subdivisiones  de  un  grado  utilizando  decimales,  tarn- 
bien  podemos  usar  la  nocion  de  iidnutos  y  segundos.  Un  minuto,  denotado  por  1'.  so 
define  como  ^  de  grado.  Un  segundo,  denotado  por  1",  se  define  como  de  minu¬ 
to  o,  de  manera  equivalente,  de  grado.  Un  angulo  de,  digamos,  30  grades,  40  mi- 
nutos,  10  segundos  se  escribe  de  manera  concisa  como  30°  40'  10".  Para  resumir 


1  vuelta  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj  =  360° 
60'  =  1°  60"=!' 


Ya  que  las  calculadoras  utilizan  decimales,  es  importante  ser  capaces  de  eon- 
vertir  de  la  notacion  grades,  minutos  y  segundos  (D°M'S",  Degrees  (grades),  Mi¬ 
nutes  (minutes).  Seconds  (segundos)  a  una  forma  decimal,  y  a  la  inversa.  Verifiquo 
su  calculadora;  puede  ser  que  tenga  un  tecla  especial  que  haga  la  conversion  pur 
usted.  Si  su  calculadora  no  tiene  esa  tecla,  usted  puede  realizar  la  conversion  coinn 
se  describe  en  seguida. 

Sin  embargo,  antes  de  empezar  debe  preparar  la  calculadora  para  que  trabaje 
con  grades  ya  que  hay  dos  formas  comunes  de  medir  angulos.  Muchas  calculadoras 
muestran  el  modo  en  que  estan  trabajando 


DEG 


para  grades  {degrees)  0 


R,\D 


para  radianes.  (Pronto  definiremos  los  radianes.)  Por  lo  comtin,  una  tecla  es  utili/a- 
da  para  cambiar  de  un  modo  al  otro.  Verifique  su  manual  para  encontrar  como  fun- 
ciona  su  calculadora  en  estos  cases. 
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Ahora  veamos  como  convertir  de  notacidn  grades,  minutos  y  segundos 
(D°M'S'')  a  una  forma  decimal,  y  a  la  inversa,  examinando  algunos  ejemplos:  15°30' 
=  15.5°  ya  que  30'  =  5°  =  0.5°,  y  32.25°  =  32°15',  ya  que  0.25°  =  f  =  15'.  Para 
la  mayoria  de  las  conversiones,  una  calculadora  nos  sera  util. 


r  I  I'  M  iM.  )  :  r 

(a)  Convertir  50°6'21"  a  un  niimero  decimal  de  grados. 

(b)  Convertir  21.256°  a  la  forma  D°M'S"  Redondear  la  respuesta  al  segundo  mas 
cercano. 

'■■■u., (a)  Ya  que  1'  =  g^°  y  1"  =  ■  ^)°,  convertimos  como  sigue: 

50°6'21"  =  (50  +  6-5L  +  21 

«  (50  +  0.1  +  0.005833)° 

=  50.105833° 

(b)  Empezamos  con  la  parte  decimal  de  21.256°,  esto  es,  0.256°: 

0.256°  =  (0.256)(r)  =  (0.256)(60')  =  15.36' 


FIGIJRA  10 


h'  .S' 


A  .'i 


Ahora  trabajamos  con  la  parte  decimal  de  15.36',  esto  es,  0.36': 

0.36'  =  (0.36)(1')  =  (0.36)(60")  =  21.6"  «  22" 


Asi, 


21.256°  =  21°  +  0.256°  =  21°  +  15.36'  =  21°  +  15'  +  0.36' 


=  21°  +  15'  +  21.6"  2ri5'22" 


■  Ahora  resuclva  los  problemas  57  y  63. 

En  muchas  aplicaciones,  tales  como  la  localizacion  exacta  de  una  estrella  o 
la  posicion  precisa  de  un  barco  en  el  mar,  se  utilizan  angulos  medidos  en  grados, 
minutos  e  incluso  segundos.  Para  propdsitos  de  calculo,  los  grados  son  transforma- 
dos  a  la  forma  decimal.  En  muchas  otras  aplicaciones,  en  especial  en  calculo,  los 
dngulos  son  medidos  usando  radianes. 

Radianes 

Considere  un  circulo  de  radio  r.  Construya  un  angulo  cuyo  vertice  este  en  el  centro 
de  ese  circulo,  llamado  angulo  central,  y  cuyos  rayos  subtiendan  un  arco  de  longitud 
igual  a  r  sobre  el  circulo.  Vease  la  figura  10.  La  medida  de  tal  angulo  es  1  radian. 

Ahora  considere  un  circulo  y  dos  Angulos  centrales,  6  y  d\.  Suponga  que  es- 
tos  angulos  subtienden  arcos  de  longitudes  5  y  Si,  respectivamente,  como  se  mues- 
tra  en  la  figura  1 1.  De  la  geometria,  sabemos  que  la  razon  de  las  medidas  de  los  an¬ 
gulos  es  igual  a  la  razon  de  las  longitudes  correspondientes  de  los  arcos  subtendidos 
por  esos  dngulos;  esto  cs. 

0,  5| 


(2) 


Capftulo  5  Funciones  trigonom^tricas 


Suponga  que  6y  di  son  medidos  en  radianes,  y  que  6i  =  1  radidn.  Observe  de  nuevi! 
la  figura  )  1.  Entonces  la  longitud  del  arco  S'!  subtendido  por  el  angulo  central  (i|  eg 
igual  al  radio  r  del  circulo.  Asi,  .V|  =  r,  de  modo  que  (2)  se  reduce  a 


“  =  —  0  s  =  rO 

1  r 


{}) 


Para  un  circulo  de  radio  r,  un  Angulo  central  de  9  radianes  subtiende  un  arco  cuvjj 
longitud  i-  es 


s  =  r9 


(4) 


,[  I  1’  I  ('  3 


9  radianes 
1  radian 


Nota:  Las  fdrmulas  deben  scr  consistentes  con  las  unidades  de  medicidn  utilizadav, 
En  la  ccuacidn  (4),  escribimos 

s  =  rd 

Sin  embargo,  para  ver  las  unidades  debemos  regresar  a  la  ecuacidn  (3)  y  cscribir 

9  radianes  _  s  unidades  de  longitud 
1  radian  r  unidades  de  longitud 

S'  unidades  de  longitud  =  (r  unidades  de  longitud) 

Como  se  cancelan  los  radianes,  nos  quedamos  con 

s  unidades  de  longitud  =  (r  unidades  de  longitud) 0 

donde  9  parece  que  es  “adimensional”  pero,  en  realidad,  esta  medida  en  radianes.  Asi. 
al  usar  la  formula  s  =  r9,  las  dimensiones  para  9  por  lo  comun  se  omiten,  y  puedc 
ser  utilizada  cualquier  unidad  de  longitud  (tal  como  pulgada  o  metro)  para  s  y  r. 

•h-ii  .11  i  il-i  I'  -.it  .-/I  '!:> 

Determlnar  la  longitud  del  arco  de  un  circulo  con  radio  de  2  metros  subtendido  por 
un  angulo  central  de  0.25  radianes. 

0  1  Usamos  la  ecuacion  (4)  con  r  =  2  metros  y  9  =  0.25.  La  longitud  s  del  arco  es 

s  =  r9  =  2(0.25)  =  0.5  metros  I 


FIGURA  12 

l  vuelta  =  2tt  radianes 


■  Ahora  rcsuelva  el  problema  33. 

Relacion  entre  grades  y  radianes 

Considcre  un  ci'rculo  de  radio  r.  Un  angulo  central  de  una  vuelta  subtenderS  un  arco 
igual  a  la  circunferencia  del  cfrculo  (figura  1 2).  Ya  que  la  circunferencia  de  un  circu¬ 
lo  cs  igual  a  lirr,  usamos  s  =  lirr  en  la  ecuacion  (4)  para  encontrar  que,  para  un 
angulo  9  de  una  vuelta, 

s  =  r9 
l-nr  =  r9 


9  =  2tt  radianes 
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Asi, 


I  vuelta  =  2tt  radianes 


(5) 


de  modo  que 


0 


360°  =  277  radianes 


180°  =  77  radianes 


(6) 


Dividimos  ambos  miembros  de  (6)  entre  180.  Entonces 


77 


1  erado  = - radianes 

®  180 


Dividimos  ambos  miembros  de  (6)  entre  tt.  Entonces 

a  <  a-' 

-  -  grados  =  1  radian 


Asi,  tenemos  las  dos  formulas  de  conversion  siguientes: 


Convertir  cada  angulo  dado  en  grados  a  radianes: 

(a)  60°  (b)  150°  (c)  -45°  (d)  90° 

(a)  60°  =  60-1  grado  =  60  •  radian  =  —  radianes 

®  180  3 

(b)  150°  =  150  ■  — ^  radian  =  radianes 

180  6 

TT  TT 

(c)  —45°  =  —45  • - radian  = - radian 

180  4 

(d)  90°  =  90  ■  — ^  radian  =  ~  radianes 

180  2 

Ahora  resuelva  el  problema  13. 

E)  ejemplo  4  ilustra  que  cuando  los  angulos  son  fracciones  de  una  vuelta  se 
expresan  en  radianes  como  miiltiplos  fraccionales  de  77,  en  lugar  de  hacerlo  como 
decimales.  Asi,  un  angulo  recto,  como  en  el  ejemplo  4(d),  se  deja  en  la  forma  77/2 
radianes,  que  es  exacto,  en  lugar  de  usar  la  aproximacion  77/2  ~  3.1416/2  =  1.5708 
radianes. 


32[  Capitulo  5  Funciones  trigonometricas 


I  .1  1.  M  l>  I  ()  r 


TAB LA  1 


I  I  t  M  I'  I  () 


Convertir  cada  angulo  dado  en  radianes  a  grades. 

(a)  ^  radian  (b)  radianes  (c)  radianes 


(d)  radianes 
3 


,  .  'JT  TT  77  180 

(a)  —  radian  =  —  -1  radian  =  —  - - 

6  6  6  77 


grados  =  30° 


,  377  377 

(b)  - radianes  = - 

0  9 


180 


77 


grades  =  270° 


377  377  180 

(c)  - radianes  = - • - grados  =  — 135 

4  4  77 

,  777  777  180 

(d)  - radianes  = - • - grados  =  420 

3  3  77 


■  Ahora  resuelva  el  problema  23. 


La  tabla  1  enlista  las  medidas  en  grados  y  en  radianes  de  algunos  Angulos  que 
son  usados  comunmente.  listed  aprendera  a  sentirse  igualmente  seguro  al  usar  me¬ 
didas  tanto  en  grados  como  en  radianes  para  estos  Angulos. 


GRADOS 

0° 

0 

0 

45° 

60“ 

90“ 

120“ 

135“ 

1.50“ 

ISII 

RADIANES  , 

« 

TT 

TT 

77 

77 

2-77 

377 

577 

7T 

6 

4 

3 

2 

3 

4 

6 

GRADOS 

210” 

225 

240° 

270 

300“ 

3I.S“ 

330“ 

360“ 

RADIANES 

Stt 

577 

1  1  77 

277 

6 

4 

3 

2 

3 

4 

6 

Determinar  la  longitud  del  arco  de  un  ci'rculo  de  radio  r  =  3  pies  subtendido  por  un 
dngulo  central  de  30° 

Usamos  la  ecuacidn  (4),  pero  antes  debemos  convertir  el  angulo  central  de  30'  ;i 
radianes.  Ya  que  30°  =  77/6  radianes,  usamos  9  =  77/6  y  r  =  3  pies  en  la  ecuacidn 
(4).  La  longitud  del  arco  es 

77  77  3.14  ,  . 

s  =  r6  =  3  ■  —  =  —  ~ - =  1 .57  pies  r 

6  2  2 

Cuando  un  angulo  esta  medido  en  grados  el  sfmbolo  de  grado  siempre  se  debc 
escribir.  Sin  embargo,  cuando  un  tingulo  se  mida  en  radianes  seguiremos  la  prik- 
tica  comtin  de  omitir  la  palabra  radianes.  Asi,  cuando  la  medida  de  un  angulo  esic 
dada  como  77/6,  se  deber^  entender  que  significa  77/6,  radianes. 

Movimiento  circular 

Ya  hemos  definido  la  velocidad  media  de  un  objeto  como  una  distancia  recorrida  que 
se  divide  entre  un  tiempo  transcurrido.  Suponga  que  un  objeto  se  mueve  a  velocidad 
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constante  a  lo  largo  de  un  cfrculo  de  radio  r.  Si  5  es  la  distancia  recorrida  en  el  tiem- 
po  t  en  este  ci'rculo,  entonces  la  velocidad  lineal  v  del  objeto  se  define  como 


tiempo  t 


Conforme  el  objeto  recorre  el  cfrculo,  suponemos  que  6  (inedido  en  radiane.s)  es  el 
dngulo  central  que  cubre  en  el  tiempo  t  (Vease  la  figura  13).  Entonces  la  velocidad 
angular  w  (letra  griega  omega)  de  este  objeto  es  el  angulo  (medido  en  radianes) 
que  recorre  dividido  entre  el  tiempo  transcurrido;  esto  es, 


(9) 


La  velocidad  angular  es  la  manera  en  que  se  describe  la  velocidad  de  un  disco 
fonografico.  For  ejempio,  un  disco  de  45  rpm  (revoluciones  por  minuto)  es  aquel 
que  gira  a  una  velocidad  angular  de 

45  vueltas _ 45  vueltas  2tt  radianes  _  90tt  radianes 

minutos  minutos  vuelta  minutos 

Hay  una  relacion  importante  entre  la  velocidad  lineal  y  la  velocidad  angular'. 
En  la  formula  r  =  rd,  divida  cada  miembro  entre  t: 

A  —  R 

t  I 

Entonces,  usando  las  ecuaciones  (8)  y  (9),  obtenemos 


V  =  rw 


(10) 


Cuando  use  la  ecuacion  (10),  recuerde  que  v  =  sit  (la  velocidad  lineal)  tiene 
dimensiones  de  longitud  por  unidad  de  tiempo  (tal  como  pies  por  segundo  o  millas 
por  bora),  r  (el  radio  del  movimiento  circular)  tiene  las  mismas  unidades  de  longitud 
que  5,  y  w  (la  velocidad  angular)  tiene  dimensiones  de  radianes  por  unidad  de  tiempo. 
Como  se  hizo  notar  anteriormente,  dejamos  las  unidades  de  radianes  fuera  del  valor 
numerico  de  la  velocidad  angular  w  de  modo  que  ambos  miembros  de  la  ecuacion 
seran  dimensionalmente  consistentes  (con  “longitud  por  unidad  de  tiempo”).  Si  la 
velocidad  angular  esta  dada  en  tdrminos  de  revoluciones  por  unidad  de  tiempo  (como 
es  el  caso  con  frecuencia),  asegurese  de  convertirla  a  radianes  por  unidad  de  tiempo 
antes  de  intentar  usar  la  ecuacidn  (10). 


Determinar  la  velocidad  lineal  de  un  disco  de  33^  rpm  en  el  punto  donde  la  aguja 
esta  a  3  pulgadas  del  eje  (centro  del  disco). 
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FIGURA  14 


Veasc  la  figura  14  K1  punto  P  se  desplaza  a  lo  largo  del  circulo  de  radio  r  =  3  pti- 
gadas.  La  vclocidad  angular  o)  del  disco  es 

331  vuellas  100  vueltas  2  77  rad  lanes 

0)  —  .  —  •  , 

minutes  3  minutes  vueltas 

_  200-77  radianes 

3  minutes 


De  la  ecuacion  (10),  la  velocidad  lineal  v  del  punto  P  es 

2OO77  radianes  2OO77  pulgadas  628  pulgudas 
V'  =  ra»  =  3  pulgadas  •  _  .  =  .  = 

^  ^  3  minutos  minutos  minutos 

Ahora  resuelva  el  problema  71. 


EjercicioS.l 

En  los  problemas  del  I  al  12  trazar  cada  dngulo. 

1.  30°  2.  60°  3.  135°  4.  -120°  5.  450°  6.  540 

7.  3-77/4  8.  477/3  9.  -77/6  10.  -277/3  11.  I677/3  12.  217- 

En  los  problemas  del  13  al  22  convierta  cada  dngulo  dado  en  grados  a  radianes.  Exprese  su  respuestu 
como  iin  multiplo  de  tt. 

13.  30°  14.  120°  15.  240°  16.  330°  17.  -6fl- 

18.  -30°  19.  180°  20.  270°  21.  135°  22.  -2:.< 

En  los  problemas  del  23  al  32  convierta  cada  dngulo  dado  en  radianes  a  grados. 

23.  77/3  24.  5-77/6  25.  -577/4  26.  -2-77/3  27.  77/2 

28.  477  29.  77/12  30.  5-77/12  31.  277/3  32.  57/4 

En  los  problemas  del  33  al  40,  s  denota  la  longitud  del  arco  de  un  circulo  de  radio  r  subtendido  par  el 
dngulo  central  9.  Encuentre  la  cantidad  que  se  indica. 


33. 

7=10  metros, 

//  =  4  radipn,  s  =  ? 

34. 

7  =  6  pies.  6  =  2  radianes,  .v  =  ? 

35. 

6  =  j  radian,  ,v 

^  2  pies,  7  =  ? 

36. 

0  =  4  radian,  ,v  =  6  centi'metros,  7  =  ? 

37. 

7=5  millas,  s 

=  3  millas,  6  =  1 

38. 

7  =  6  metros,  ,v  =  8  metros,  6=1 

39. 

7=2  pulgadas. 

e  =  30°.  s  =  ? 

40. 

7=3  metros,  6  —  120°,  s  =  1 

En  los  problemas  del  41  al  48  convierta  cada  dngido  dado  en  grados  a  radianes.  Exprese  su  respuestu  en 
forma  decimal,  redondeada  a  dos  deciniales. 

41.  17°  42.  73°  43.  -40°  44.  -51°  45.  125°  46.  200°  47.  340°  48.  350 

En  los  problemas  del  49  al  56  convierta  cada  dngulo  dado  en  radianes  a  grados.  Exprese  su  respuestu  en 
forma  decimal,  redondeada  a  dos  decimales. 

49.  3,14  50.  77  51.  10.25  52.  0.75  53.  2  54.  3  55.  6,32  56.  \2 

En  los  problemas  del  57  al  62  convierta  cada  dngulo  dado  a  un  decimal  en  grados.  Redondee  su  respuestu  . 
dos  decimales. 

57.  40°I0'25''  58.  6I°42'2I"  59.  I°2'3"  60.  73°40'40"  61.  9°9'9"  62.  98  2245 
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En  los  probleinas  del  63  al  68  convierta  cada  dngulo  dado  a  la  forma  D°M'S".  Redondee  su  respuesta  al 
segundo  mas  cercano. 

63.  40.32°  64.  61.24°  65.  18.255°  66.  29.411°  67.  19.99°  68.  44.01° 


69. 

70. 

71. 

72. 

73. 


El  minutero  de  un  reloj  tiene  6  pulgadas  de 
largo.  En  15  minutos,  ^qu6  distancia  recorre  la  punta  del  minutero? 

('.Que  distancia  recorre  en  25  minutos? 

Un  pendulo  oscila  un  ungulo  de  20° 
cada  segundo.  Si  el  pendulo  tiene  40  pulgadas  de  largo,  ^qud  dis¬ 
tancia  recorre  su  extremo  cada  segundo? 

Un  objeto  viaja  alrededor  de  un  cfrculo  con  radio  de  5  centfmetros. 

Si  en  20  segundos  recorre  un  ungulo  central  de  ^  de  radian,  ^.cual  es 
la  velocidad  angular  del  objeto?  (,Cu3l  su  velocidad  lineal? 

Un  objeto  viaja  alrededor  de  un  cfrculo  con  radio  de  2  metros.  Si  en 
20  segundos  el  objeto  recorre  5  metros,  ^cudl  es  su  velocidad  an¬ 
gular?  ^Cual  su  velocidad  lineal? 

El  diametro  de  cada  rueda  de  una  bicicleta  es  de  26  pulgadas.  SI  usted  viaja  a  una  velocidad 
de  35  millas  por  bora  en  esa  bicicleta,  ^a  cuantas  revoluciones  por  minuto  estaran  girando  las  ruedas? 


74.  ,  El  radio  de  cada  rueda  de  un  automdvil  es  de  15  pulgadas.  Si  las  ruedas  giran  a  una  raz6n 
de  3  revoluciones  por  segundo,  iOtie  tan  rapido  se  esta  moviendo  el  automdvil?  Exprese  su  respuesta  en  pulgadas 
por  segundo  y  en  millas  por  bora. 

75.  I  El  limpiador  del  parabrisas  de  un  automdvil  mide  18  pulgadas  de  largo.  ^Cuantas  pul¬ 

gadas  cubre  el  extremo  del  limpiador  en  j  de  revolucidn? 

76.  .  "'SC  El  limpiador  del  parabrisas  de  un  automdvil  mide  18  pulgadas  de  largo.  Si  tarda  un 

segundo  en  describir  3  de  revolucidn,  (,que  tan  rapido  se  esta  moviendo  el  extremo  del  limpiador? 

77.  d  /(  La  distancia  media  de  la  Luna  a  la  Tierra  es  2.39  X  I0'’millas.  Suponiendo  que  la  drbita  de 
la  Luna  alrededor  de  la  Tierra  es  circular  y  que  una  revolucidn  tarda  27.3  dfas,  encuentre  la  velocidad  lineal  de  la 
Luna.  Exprese  su  respuesta  en  millas  por  bora. 

78.  '(/.  La  distancia  media  de  la  Tierra  al  Sol  es  9.29  X  10^  millas.  Suponiendo  que  la  drbita  de  la 

Tierra  alrededor  del  Sol  es  circular  y  que  una  revolucidn  tarda  365  dfas,  encuentre  la  velocidad  lineal  de  la  Tierra. 
Exprese  su  respuesta  en  millas  por  bora. 

79.  P-  Dos  poleas,  una  con  radio  de  2  pulgadas  y  la  olra 
con  radio  de  8  pulgadas  estan  conectadas  por  una  banda. 

(Vease  la  figura.)  Si  la  polea  de  2  pulgadas  se  bace  girar 
a  3  revoluciones  por  minuto,  determine  las  revoluciones 
por  minuto  de  la  polea  de  8  pulgadas.  [Sugerencia'.  Las 
velocidades  lineaies  de  las  poleas,  esto  es,  la  velocidad 
de  la  banda,  son  iguales.] 

80.  /(■(.:  .  Dos  poleas,  una  con  radio  rj  y  la  otra  con  radio 
r2  estan  conectadas  por  una  banda.  La  polea  con  radio  jq 
gira  a  tui  revoluciones  por  minuto,  mientras  que  la  polea 
con  radio  r2  rota  a  tU2  revoluciones  por  minuto.  Demuestre 
que  r|/r2  =  <1)2/011. 
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ilfitlo  \  ■■Icruic-  ..  :ii:  Para  medir  aproximadamenie  la  ve-  - 

locidad  de  la  corriente  de  un  rfo,  una  nieda  de  paletas  con  radio  de  4  pies  es  |  |  M  1  i-. 
introducida  al  agua.  Si  la  comenie  hace  que  la  rueda  gire  a  10  revoluciones 
por  minuto,  (’.cual  es  la  velocidad  de  la  corriente?  Exprese  su  respuesta  en  mi- 
lias  por  hora. 

Biilanccv  ''''  llaiUa\  Un  aparato  para  balancear  llantas  gira  la  llanta  de  un 
autoniovil  a  480  revoluciones  por  minuto.  Si  el  didmetro  de  la  llanta  es  de  26 
pulgadas,  (,a  que  velocidad  estd  siendo  probada?  Exprese  su  respuesta  en  mi- 
llas  por  hora.  /.A  cuantas  revoluciones  por  minuto  debe  ajustarse  el  balanceador 
para  probar  a  una  velocidad  de  80  millas  por  hora?  F 

vW/iM  tuiuiit  •!  Una  milla  nautica  es  igual  a  la  longitud  del  arco  subtendido 
por  un  ungulo  central  de  I  minuto  de  un  cfrculo  mSximo*  sobre  la  superficie  de  / 

la  Tierra.  (Veuse  la  figura.)  Si  el  radio  de  la  Tierra  se  toma  como  3960  millas,  / 

exprese  1  milla  nautica  en  tdrmino  de  millas,  o  millas  terrestres,  (5280  pies). 

Difcrt'ii'  h!  I'ti  littro  di  /<;  stilulu  <lcl  ,/>/ Naples,  Florida,  estd  aproxi-  Una  nlilla^|j|fi£ 
madamente  a  90  millas  en  direccidn  oeste  de  Fuerte  Lauderdale.  ^Cu^nto  * 

tiempo  antes  una  persona  en  Fuerte  Lauderdale  verti  la  salida  del  Sol  que  una  Un  minuto - 
persona  en  Naples?  [Sugerencia:  Consulte  la  figura.  Cuando  una  persona  en  \  ■ 

Q  ve  los  primeros  rayos  del  Sol,  una  persona  en  P  aun  esta  en  la  oscuridad. 

La  persona  en  P  ve  los  primeros  rayos  del  Sol  despuds  que  la  Tierra  ha  gi- 
rado  de  modo  que  P  este  en  la  posicidn  de  Q.  Ahora  utilice  el  hecho  de  que 
en  24  horas  se  subtiende  un  arco  de  277(3960)  millas.] 


Polo  Norte 


I 

if  , 


Polo  Sur 


Rotacion 
de  la  Tierra, 


Disney  World 


90  millas 


1 3960  mllias 


Naples,  P\  • 


Fort  Lauderdale,  Q 


Si  ;^uiniienii>  del  '■nf  ^Que  tan  rapido  tendria  usted  que  recorrer  la  superficie  de  la  Tierra  para  seguir  al  Sol  (^si- 
es,  de  modo  que  el  Sol  parezea  permanecer  en  la  misma  posicidn  en  el  cielo)? 

^.Prefiere  medir  anguios  usando  grados  o  radianes?  Proporcione  una  justificacidn  y  un  andlisis  razonado  para  su  elcaiA 
Analice  por  qud  los  barcos  y  los  aeroplanos  utilizan  millas  nduticas  para  medir  las  distancias.  Explique  la  difereo* 
entre  una  milla  ndutica  y  una  milla  terrestre. 

Investigue  el  funcionamiento  de  las  bicicletas  de  carreras,  En  particular,  explique  las  diferencius  y  similitudes  eor 
las  de  10  y  18  velocidades  (10  y  18  cambios  de  velocidad).  Asegurese  de  incluir  un  andlisis  de  velocidad  lineal; 
velocidad  angular. 


Funciones 
trigonometricas: 
Estudio  por  medio 
del  cfrculo  unitario 


Ahora  estamos  preparados  para  estudiar  las  funciones  trigonometricas.  Como  sediv 
antes,  el  enfoque  elegido  se  basa  en  el  cfrculo  unitario. 

Cfrculo  unitario 

Recuerde  que  el  cfrculo  unitario  es  un  cfrculo  con  radio  igual  a  1  y  cuyo  ceni: 
esta  en  el  origen  de  un  sistema  rectangular  de  coordenadas.  Ya  que  el  radio  nid 
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’Cualquier  circulo  trazado  sobre  la  superficie  de  la  Tierra  que  la  divide  en  dos  hemisferios  iguab. 
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FIGURA15 

CiYc'uio  unilario:  A"  +  =  I 


(0,-1) 


FIGURA16 


Funciones  trigonometricas 


Funcion  seno 


cfrculo  unitario  es  I ,  vemos  de  la  formula  s  =  r0qu&  en  el  cfrculo  unitario  un  angulo 
central  de  0  radianes  subtiende  un  arco  cuya  longitud  s  es 

,y  =  e 


Vease  la  figura  1 5.  Asf,  sobre  el  cfrculo  unitario,  la  medida  de  la  longitud  del  arco 
5  es  igual  a  la  medida  en  radianes  del  angulo  central  9.  En  otras  palabras,  sobre  el 
circulo  unitario,  el  numero  real  utilizado  para  medir  un  angulo  9  en  radianes  corres- 
ponde  exactaniente  al  numero  real  usado  para  medir  la  longitud  del  arco  subtendido 
por  ese  angulo. 

Por  ejempio,  suponga  que  r  =  1  pie.  Entonces,  si  0  =  3  radianes,  .s  =  3  pies; 
si  0  =  8.2  radianes,  entonces ,?  =  8.2  pies;  y  asf  sucesivamente. 

Ahora,  sea  !  cualquier  numero  real  y  0  el  dngulo,  en  posicion  estandar,  igual 
a  t  radianes.  Sea  P  el  punto  sobre  el  cfrculo  unitario  que  tambien  esta  sobre  el  lado 
final  de  0.  Si  /  ^  0,  se  llega  a  este  punto  P  moviendose  una  longitud  de  arco  igual 
a  t  unidades  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj  por  todo  el  cfrculo 
unitario,  iniciando  cn  (1,  0).  Vease  la  figura  16(a).  Si  t  <  0,  se  llega  a  este  punto  P 
moviendose  una  longitud  de  arco  igual  a  |;|  unidades  en  el  sentido  de  las  maneci¬ 
llas  del  reloj  a  lo  largo  del  cfrculo  unitario,  iniciando  en  (1, 0).  Vease  la  figura  16(6). 


(a)  e  = /radianes;  la  longitud 
del  arco  desde  (1 ,  0)  hasta 
P  es  de  /  unidades,  /  0 


(b)  e  =  /  radianes;  la  longitud 
del  arco  desde  (1,  0)  hasta 
P  es  de  I  /|  unidades,  /<  0 


Asf,  a  cada  numero  real  /  le  corresponde  un  punto  unico  P  =  {a,  b)  sobre  el 
cfrculo  unitario.  Aquf  esa  es  la  idea  importante.  No  importa  cual  sea  el  numero  real 
/  elegido,  le  corresponde  un  punto  unico  P  sobre  el  cfrculo  unitario.  Usamos  las 
coordenadas  del  punto  P  =  (a,  h)  sobre  el  cfrculo  unitai'io  que  coiresponde  al  numero 
real  t  para  definir  las  seis  funciones  trigonometricas. 


Sea  f  un  numero  real  y  P  =  (a,  b)  el  punto  sobre  el  circulo 
unitario  que  corresponde  a  t. 


La  funcion  seno  asocia  con  t  la  coordenada  y  de  P  y  es  deno- 
tada  por 

sen  /  =  h 
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Funcion  coseno 


Funcion  tangente 


Funcion  cosecant© 


Funcion  seconte 


Funcion  cotangent© 


H  J  E  M  P  I.  O  1 


La  funcion  coseno  asocia  con  t  la  coordenada  x  d©  P  y  es  deno- 
tada  por 


cos  t  =  a 


Si  a  7^  0,  la  funcion  tangente  estd  definida  como 


h 


tan  ?  =  — 


a 


Si  fc>  0,  la  funcion  coseconte  estd  definida  como 


Si  a  0,  la  funcion  secante  estd  definida  como 


Si  b  0,  la  funcion  cotangente  estd  definida  como 


Notese  en  estas  definiciones  que  si  a  =  0,  esto  es,  si  el  punto  P  =  (0,  b)  esta 
sobre  el  eje  entonces  la  funcion  tangente  y  la  funcion  secante  no  se  definen.  Tam- 
bien,  si  =  0,  esto  es,  si  el  punto  P  =  (o,  0)  est^  sobre  el  eje  x,  entonces  las  fun¬ 
ciones  cosecante  y  cotangente  no  se  definen. 

Debido  al  uso  del  circulo  unitario  en  estas  definiciones  de  las  funciones 
trigonometricas,  tambien  se  les  conoce  como  funciones  circulares. 

■  ■  P  't  Vlllor  (I,  '  ly'":;- 

Sea  /  un  numero  real  y  P  =  V3/2)  el  punto  sobre  el  cfrculo  unitario  que  corres- 

ponde  a  t.  Vense  la  figura  17.  Entonces 
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V3  1  V3/2 

2  2-5 


CSC  t  = 


1 

\/3/2 


2V3 

3 


2 


cot  /  = 


1 

2 


V3/2 


-V3 

3 


Funciones  trigonometricas  de  angulos 

Sea  P  el  punto  sobre  el  circulo  unitario  que  corresponde  al  numero  real  /.  Entonces 
el  Angulo  6,  en  posicion  estdndar  y  medido  en  radianes,  cuyo  lado  final  es  el  rayo 
que  va  del  origen  al  punto  P  es 

8  =  t  radianes 


Vease  la  figura  18. 

Asi,  sobre  el  circulo  unitario,  la  medida  del  angulo  0  en  radianes  es  igual  al 
valor  del  numero  real  t.  Como  resultado  de  esto,  podemos  decir 

sen  t  =  sen  6 


y  asi  sucesivamente.  Ahora  podemos  definir  las  funciones  trigonometricas  del 
Angulo  9. 

S\  0  =  t  radianes,  las  seis  funciones  trigonometricas  del  angulo  0 

estan  definidas  como 

sen  0  =  sen  /  cos  0  =  cos  t  tan  0  =  tan  i 

CSC  0  =  CSC  t  sec  0  =  sec  1  cot  0  =  cot  / 

Aunque  la  distincidn  entre  funciones  trigonometricas  de  numeros  reales  y  fun¬ 
ciones  trigonometricas  de  dngulos  es  importante,  se  acostumbra  referirse  a  estas  en 
conjunto  como  las  funciones  trigonometricas.  De  ahora  en  adelante  adoptaremos 
esa  prdctica. 

Si  un  angulo  9  se  mide  en  grados,  usaremos  el  si'mbolo  de  grades  cuando  se 
escriba  una  funcion  trigonometrica  de  0,  por  ejempio  en  sen  30°  y  tan  45°.  Si  un 
dngulo  0  se  mide  en  radianes,  entonces  no  se  usara  si'mbolo  alguno  cuando  se  es¬ 
criba  una  funcion  trigonometrica,  como  en  cos  tt  y  sec  Tr/3. 

Por  ultimo,  ya  que  los  valores  de  las  funciones  trigonometricas  de  un  angulo 
9  estan  determinados  por  las  coordenadas  del  punto  P  =  (a,  b)  sobre  el  circulo  uni¬ 
tario  correspondiente  a  0,  las  unidades  usadas  para  medir  el  angulo  0  son  irrele- 
vantes.  Por  ejempio,  no  importa  si  escribimos  9  =  ttH  radianes  0  0  =  90°.  El  punto 
sobre  el  circulo  unitario  correspondiente  a  este  angulo  es  P  =  (0,  1).  De  modo  que, 

sen  —  =  sen  90°  =  1  y  cos  —  =  cos  90°  0 

2  2 

Evaluadon  de  las  fundones  trigonometricas 

Para  encontrar  el  valor  exacto  de  una  funcidn  trigonometrica  de  un  angulo  9  se  nece- 
sita  que  localicemos  el  punto  correspondiente  P  sobre  el  circulo  unitario.  De  hecho, 
cualquier  circulo  cuyo  centro  este  en  el  origen  puede  usarse. 
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Sea  i9  cualquier  angulo  no  cuadrantal  colocado  en  posicidn  estdndar.  Sea 
=  (a*,  fc*)  el  punto  donde  el  lado  final  de  9  corta  al  circulo  unitaiio, 
Vease  la  figura  19. 


FIGURA  19 


P  =  U.b)/ 


(a*  6*) 


Ha  a*  m 


+  y2  =  1 


Sea  P  =  {a,  b)  cualquier  punto  sobre  el  lado  final  de  9.  Suponga  que  res  la 
distancia  desde  el  origen  hasta  P.  Entonces  P  estd  sobre  el  circulo  x-  +  y’  =  r.  Ob¬ 
serve  la  figura  19  otra  vez  y  advierta  que  los  triangulos  OA*P*  y  OAP  son  seme- 
janles;  por  tunto,  las  razones  de  los  lados  correspondientes  son  iguales: 


b*  _  b 
cr  a 
a*  _  ^ 
b*  ~  b 


Estos  resLiltados  nos  conducen  a  formular  el  teorema  siguiente: 

Teoieiiia  angulo  9  en  posicidn  estandar,  sea  P  =  (a,  b)  cualquier  punto  en  el  lado  fi¬ 

nal  de  9.  Si  r  es  igual  a  la  distancia  desde  el  origen  hasta  P  entonces 


sen  9  = 

b 

cos  9  = 

a 

tan  9  = 

a  P  0 

r 

r 

a  ’ 

CSC  9  = 

bPP) 

sec  9  = 

a^O 

cot  9  = 

a 

b  P  0 

b 

a 

\  .1  K  M  I*  I  () 


/  *(  /c  r/////”  /(I  l/l’  (ll  h:  (  S  ll’i III: 

Encontrar  el  valor  exacto  de  cada  una  las  sets  funciones  trigonomdtricas  de  un  an 
gulo  9  si  (4,  —3)  es  un  punto  en  sti  lado  final. 
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La  figura  20  ilustra  la  situacion  para  un  angulo  positivo  0.  Para  el  punto  (a,  b)  =  (4,  —  3), 
tenemos  a  =  Ay  b-  —3.  Entonces  r  =  =  Vl6  +  9  =  5.  Por  tanto, 

b  3  a  a  ,  a  3 

sen  0  =  —  = - cos  6  =  —  =  —  tan0  =  —  = - 

r  5  r  5  a  4 

n  r  5  ^  r  5  .  a  4  _ 

CSC  0  =  —  = -  sec  0  =  —  =  —  cot  9  =  —  = -  ■ 

b  3  a  4  b  3 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1 . 

Para  evaluar  las  funciones  trigonometricas  de  un  angulo  6  dado  en  posicion 
estandai',  necesitamos  enconlrar  las  coordenadas  de  cualquier  punto  en  el  lado  final 
de  ese  dngulo.  Esto  no  siempre  es  facil  de  hacer.  En  los  ejemplos  siguientes  evalua- 
remos  las  funciones  trigonometricas  de  ciertos  angulos  para  los  cuales  este  proceso 
es  relativamente  fdcil.  En  la  mayon'a  de  los  angulos  sera  necesaria  una  calculadora 
para  evaluar  las  funciones  trigonometricas. 

Dctcrminacinn  del  valor  e.\iH  to  tie  las  sets  fniicioiies  trigonometricas  dc 
dn^iilos  caadrantes 

Encontrar  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  funciones  trigonometricas  en 

(a)  0  =  0  =  0°  (b)  0  =  7r/2  =  90°  (c)0=7r=18O° 

(d)  0  =  377/2  =  270° 

(a)  El  punto  P  =  (1,  0)  esta  en  el  lado  final  de  0  =  0  =  0°  y  a  una  distancia  de  I 
unidad  desde  el  origen.  Vease  la  figura  21.  Por  lo  tanto, 

sen  0  =  sen  0°  =  —  =  0  cos  0  =  cos  0°  =  —  =  1 
1  1 

tan  0  =  tan  0°  =  —  =  0  sec  0  =  sec  0°  =  —  =  1 
1  1 

Ya  que  la  coordenada  y  de  P  es  0,  esc  0  y  cot  0  no  estan  definidas. 

(b)  El  punto  P  =  (0,  1)  esta  en  el  lado  final  de  0  =  77/2  =  90°  y  a  una  distancia  de 
1  unidad  desde  el  origen.  Vease  la  figura  22.  Por  lo  tanto, 

sen  —  =  sen  90°  =  —  =  1  cos  —  =  cos  90°  =  -^  =  0 
2  12  1 

CSC  —  =  CSC  90°  =  —  =  1  cot  —  =  cot  90°  =  —  =  0 
2  12  1 

Ya  que  la  coordenada  .r  de  P  es  0,  tan  77/2  y  sec  77/2  no  estan  definidas. 
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FIGURA  23 

e  =  TT=  180° 


(c)  El  punlo  P  =  (—  1,  0)  esta  en  el  lado  final  de  0  =  tt  =  180°  y  a  una  distancij 
de  1  unidad  desde  el  origen.  Vease  la  figura  23.  For  lo  tanto, 

sen  TT  =  sen  180°  =  —  =  0  cos  tt  =  cos  180°  =  — ^  =  - 1 
1  1 

tan  TT  =  tan  180°  =  —  =  0  sec  77  =  sec  180°  =  — ^  =  —  1 
1  -1 


Ya  que  la  coordenada  y  de  P  es  0,  esc  tt  y  cot  tt  no  estitn  definidas. 


FIGURA  24 

0  =  377/2  =  270° 


(d)  El  punto  P  =  (0,-1)  esta  en  el  lado  final  de  0  =  377/2  =  270°  y  a  una  distan- 
cia  de  1  unidad  desde  el  origen.  Vease  la  figura  24.  For  lo  tanto, 


Stt 

_  1 

377 

0  „ 

sen  — 

=  sen  270°  = - =  - 1 

COS  — 

=  cos  270°  = 

-  =  0 

2 

1 

2 

1 

377 

1 

377 

0 

CSC  — 

=  CSC  270°  = - =  —  1 

cot  —  = 

=  cot  270°  =  - 

—  =  0 

2 

-1 

2 

-1 

Ya  que  la  coordenada  x  de  P  es  0,  tan  377/2  y  sec  377/2  no  estan  definidas.  I 


Nota:  Los  resultados  obtenidos  en  el  ejemplo  3  seran  los  mismos  ya  sea  que  seleccioneniis 
un  punto  en  el  ci'rculo  unitario  o  un  punto  en  cualquier  circulo  cuyo  cenU'o  sea  el  origen.  Por 
ejemplo,  P  =  (0,  5)  es  un  punto  en  el  lado  final  de  0  =  ttH  =  90°  y  esta  a  una  distanciade 
5  unidades  desde  el  origen.  Utilizando  este  punto,  sen  0  =  ^  =  1 ,  cos  0  =  f  =  0,  y  asi  sure- 
sivamente.  como  en  el  ejemplo  3(b). 


La  tabla  2  resume  los  valores  de  las  funciones  trigonometricas  encontradas  en 
el  ejemplo  3. 


TABLA  2  ANGULOS  CUADRANTES 

0  (RADIAiNES)  0(GRADOS)  sen  0  cos  0  tan  0  esc  0  sec  0  cot  0 

0  0°  0  I  0  No  definida  I  No  dctiiiid; 

77/2  90°  I  0  No  definida  I  No  definida  0 

TT  180°  0  -I  0  No  definida  -I  No  dcfiiiiiLi 

3-77/2  270°  —1  0  No  definida  —I  No  definida  0 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  19  y  39. 


F  j  F  \j  r»  I  0 


.<7f  .  '.  at) 


4 


Encontrar  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  funciones  trigonometricas  en: 
(a)  0  =  77/4  =  45°  (b)  0  =  -77/4  =  -45° 
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IRA  25 

7t/4  =  45° 


y=x 


=  1 


S:  Uii.  U'fi  (a)  Buscamos  las  coordenadas  de  un  punto  P  =  {a,  b)  en  el  lado  final  de  0  =  77/4  = 
45°.  Vease  la  figura  25.  Primero,  observamos  que  P  estd  en  la  recta  y  =  x.  Ad- 
vierte  por  que?  Como  6  =  45°  =  j  ■  90°,  P  debe  estar  en  la  recta  que  biseca  al 
primer  cuadrante.)  Suponga  que  P  tambidn  esta  en  el  ci'rculo  unitario  de  modo 
que  P  esta  a  una  distancia  de  1  unidad  desde  el  origen.  Se  deduce  entonces  que 

a?-  +  =  \ 

=  \ 

2a^  =  1 

""  V2  2  ’  2 


77  V2 

sen  —  =  sen  45  = - 

4  2 

CSC  —  =  CSC  45°  =  — 7^ — 
4  V2/2 


Por  lo  tanto, 

77  \/2 

cos  —  =  cos  45°  = - 

4  2 


=  V2 


77 


1 


sec  —  =  sec  45°  =  ^ 

4  V2/2 


=  V2 


tan  —  =  tan  45° 
4 

cot  —  =  cot  45° 
4 


V2/2 

^  V2/2  “  ' 

_  \/2/2  _ 

~  V2/2  ~ 


lA  26 

ttM  =  -45° 


(b)  Buscamos  las  coordenadas  de  un  punto  Q  =  {a,  b)  en  el  lado  final  de  0  =  —  77/4  = 
--45°.  Vease  la  figura  26.  Primero,  notamos  que  Q  esta  en  la  recta  3’=  -x.  Si 
Q  tambien  esta  sobre  el  circulo  unitario  x^  -I-  y“  =  1,  entonces 

b'^=  \  ‘ 
a-  -I-  (  — =  1 
2a-  =  1 

a  =  — =  —  b  -  a=  ^ 

V2~  2  '  2 

Por  lo  tanto. 


sen(-45°) 

/  77  \ 

cos - 

\  4 ! 

=  cos(-45°) 

/  Tr\ 

tan - 

1  4  j 

=  tan(-45°) 

_y2 

-V2/2 

2 

2 

V2/2 

csc(-45°) 

=  sec(— 45°) 

/  77  ^ 

cot - 

4 

1  =  cot(-45°) 

-4^=-V2  =  1  =V2 

-V2/2  V2/2  -V2/2 


Al  resolver  el  ejemplo  4(b),  podriamos  haber  localizado  el  punto  Q  utilizando 
las  coordenadas  de  P  =  (V2/2,  V2/2)  del  ejemplo  4(a),  tomando  en  cuenta  la 
simetrfa  de  g  y  P  con  respecto  al  eje  x. 

!){  ‘it  rj!  ■”'<  hn  Jt'l  .  .tra  f-.r  <>/(  ■;  ;/■  C' 7f 

Encontrar  el  valor  exacto  de  cada  expresion: 

(a)  sen  45°  sen  180°  (b)  tan  —  sen 


\:  \i  I*  I. 
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FIGURA  27  Sdkiciiin 

/ 

/ 

/30 

„  o  /  k 


ID 
a 


(a) 


/ 

V 

N 

\ 

/  30'’ 

30 '\ 

c-2/ 

t,  \2 

/ 

/ 

\ 

\ 

/ 

\ 

\ 

/  60°  r 

60°  \ 

a  a 


(b) 


c  =  2 


J 

/ 


30‘ 


b='J3 


/  60° 


J 


Tcorcnvt 


(c) 


i:  J  E  M  P  L  ()  (. 


Soliicion 


V2  -V2 

(a)  sen  45°  cos  180°  =  1)  = 

(b)  tan  —  —  sen  =  1  —  (  -  1)  =  2 

4  2 

Del  ■  Ui  ...  ^  '.i’  I 

•  Ahora  resuelva  los  problemas  15  y  37. 

Funciones  trigonometricas  de  30°  y  60° 

Considere  un  triangulo  rectangulo  en  el  que  uno  de  los  Angulos  es  de  30°.  Se  de¬ 
duce  que  el  otro  angulo  es  de  60°.  La  figura  27(a)  ilustra  uno  con  hipotenusa  dc 
longitud  2.  Nuestro  problema  es  determinar  a  y  b. 

Empezamos  colocando  junto  a  este  triangulo  otro  tridngulo  congruente,  comn 
se  muestra  en  la  figura  27(b).  Ndtese  que  ahora  tenemos  un  tridngulo  cuyos  angu- 
los  son  cada  uno  de  60°.  For  lo  tanto,  este  triangulo  es  equilStero,  de  modo  que  eada 
lado  tiene  longitud  2.  En  particular,  la  base  es  2a  =  2  y  asf  a  =  1.  For  el  teorema 
de  Fitdgoras,  b  satisface  la  ecuacidn  +  b^  =  c^,  asi  que  tenemos 

+  b^  = 

12  +  ^2  =  22 

^2  =  4  _  1  =  3 

b  =  V3 

Esto  resulta  en  la  figura  27(c)  y  conduce  al  teorema  siguiente; 

En  un  triangulo  rectangulo  de  30,  60  y  90  grados,  la  longitud  del  cateto  opuesto  al 
angulo  de  30°  es  un  medio  de  la  longitud  de  la  hipotenusa.  La  longitud  del  cateto 
adyacente  es  V3/2  veces  la  longitud  de  la  hipotenusa.  I 

niiiiiK  i<iii  tifl  Viiit'i  dv  hr-:  fiinci(»>t  s  li-  —  60'} 

Encontrar  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  funciones  trigonometricas  de  ttI3  =  60' . 

Reubicamos  el  triangulo  de  la  figura  27(c)  en  un  sistema  de  coordenadas  rectangu- 
lares.  Buscamos  las  coordenadas  del  punto  P  =  (a,  b)  en  el  lado  final  de  6*  =  rr/.l  = 
60°,  a  una  distancia  de  2  unidades  desde  el  origen.  Vease  la  figura  28. 


FIGURA  28 
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Con  base  en  eJ  teorema  anterior,  se  deduce  que  a  =  \  y  b  =  Vs.  Como  r  =  2,  , 
tenemos 

sen  “  =  sen  60°  =  cos  —  =  cos  60°  =  —  tan  —  =  tan  60°  =  =  V3 

3  2  3  2  3  1 

77  2  2\/3  77  2  77  1  Vs  _ 

CSC  —  =  CSC  60  =  — ^  = -  sec  —  =  sec  60  =  —  —  2  cot  —  =  cot  60  =  — 1=  = -  ■ 

3  Vs  3  3  1  3  \/3  3 

f-  !  E  M  P  L  O  7  Dch  iniiiKwii  II  (li'l  \  iitn  - Klein  <lc  las  ttiiu  iiiiU’\  triuf)iifiiiu''inrir-  'f' 

Determinar  el  valor  exacto  de  las  funciones  trigonometricas  de  7t/6  =  30°. 

•Soliicion  Nuevamente,  reubicamos  el  triingulo  de  la  figura  27(c)  en  un  sistema  de  coordenadas 
rec  tang  u  I  arcs.  Buscamos  las  coordenadas  del  punto  P  =  {a,  b)  en  el  lado  final  de 
6  =  77/6  =  30°.  a  una  distancia  de  2  unidades  desde  el  origen.  Vease  la  figura  29.  Con 
base  en  el  teorema  anterior,  se  deduce  que  a  ~  Vs  y  b  =  \.  Como  r  =  2,  tenemos 


La  tabla  3  resume  la  informacidn  recien  deducida  para  77/6  (30°),  77/4  (45°), 
y  77/3  (60°).  Cuando  haya  memorizado  las  entradas  en  la  tabla  3,  debera  dibujar  un 
diagrama  apropiado  para  determinar  los  valores  dados  en  ella. 


TABLA  3  tMRADIANES) 

f)  (GRADOS) 

sen  9 

cos  9 

Ian  0 

CSC  0 

see  0 

cot  0 

7t/6 

30’ 

t 

\'s/2 

\  3/3 

2 

2\':v3 

\  3 

ir/4 

45 

vin 

X  2/2 

1 

V2 

V2 

1 

tt/S 

60’ 

vi/2 

1 

\  3 

2V  3/3 

D 

V  3/3 

®  Ahora  resuelva  los  problemas  21  y  31. 

E  I  E  M  P  I.  0  8  Cnnsinu  i  'nhi  lie  an  eimiil  Jc  dt  'laiiiiic  film  ini 

Se  construira  un  canal  de  desagtie  pluvial  con  hojas  de  aluminio  de  12  pulgadas  de 
ancho.  Despues  de  marcar  una  longitud  de  4  pulgadas  a  cada  lado,  las  hojas  se 
doblardn  en  un  angulo  9.  Vease  la  figura  30.  El  area  A  de  la  abertura  puede  ser  ex- 
presada  como  una  funcion  de  0: 

A{d)  =  16  sen  6  (cos  0+1) 


Encontrar  el  area  A  de  la  abertura  para  9  =  30°,  9  =  45°,  y  9  =  60°. 
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FIGURA  30 


—  4pulg- 
-12  pulg- 


Para  6  =  30°:  A(30°)  =  16  sen  30°  (cos  30°  +  1) 

=  +  l]  =  4V3  +  8 

El  ^ea  de  la  abertura  para  9  =  30°  es  aproximadamente  14.9  pulgadas  cLiadnida> 
Para  9  =  45°:  A(45°)  =  16  sen  45°  (cos  45°  +  1) 

El  drea  de  la  abertura  para  9  =  45°  es  aproximadamente  19.3  pulgadas  cuadratiav 
Para  9  =  60°:  A(60°)  =  16  sen  60°  (cos  60°  +  1) 

=  +  1)  =  I2V3 

El  area  de  la  abertura  para  9  =  60°  es  aproximadamente  20.8  pulgadas  cuadrada.v  I 

Uso  de  una  calculadora  para  determinar  el 
valor  de  una  funcion  trigonometrica 

Antes  de  empezar  a  trabajar  tiene  que  decidir  si  introducird  los  dngulos  a  la  calcu¬ 
ladora  usando  radianes  o  grades,  despues  instale  la  calculadora  en  el  modo  conccio. 
Si  su  calculadora  no  muestra  el  modo,  usted  puede  determinarlo  introduciendo  .lO 
y  presionando  luego  la  tecla  marcada  con  |  sen  |.  Si  estd  en  modo  de  grades,  la  pa.q- 
talla  mostrara  0.5  (sen  30°  =  0.5).  Si  estd  en  radianes  la  pantalla  mositaii 
I  -0.98803  iT]-  La  mayoria  de  las  calculadoras  tienen  una  tecla  que  le  permite  cam- 
biar  de  un  modo  al  otro.  (Revise  el  manual  de  operacion  para  saber  como  nianda 
su  calculadora  grades  y  radianes.) 

Tal  vez  su  calculadora  solo  tenga  teclas  marcadas  |  sen  |,  [  cos  |,  y  |  tan  |.  Para 
encontrar  los  valores  de  las  otras  tres  funciones  Irigonometricas,  secante,  cosecant,' 
y  cotangente,  usamos  el  hecho  de  que 

1  „  1  „  1 


sec  9  = 


CSC  9  = 


cot  9  = 


Estos  valores  son  una  consecuencia  directa  del  teorema  establecido  en  la  pdgina  .116, 


Usar  una  calculadora  para  encontrar  el  valor  aproximado  de 
(a)  cos  48°  (b)  esc  21°  (c) 

Redondear  las  respuestas  a  dos  decimales. 
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Resumen 

Para  los  angulos  cuadrantales  o  los  Angulos  de  30°,  45°,  60°  y  sus  multiplos  en- 
teros,  podemos  encontrar  el  valor  cxacto  de  cada  una  de  las  funciones  trigonometri¬ 
cas  utilizando  las  caracteristicas  geometricas  de  estos  angulos  y  simetn'a. 

La  figura  31  muestra  puntos  cn  e)  cfrculo  unitario  que  estan  en  los  lados 
finales  de  algunos  angulos  que  son  multiplos  enteros  de  7r/6  (30°),  ttM  (45°)  y 
7r/3  (60°). 

N6tese  la  relacion  entre  los  multiplos  enteros  de  un  angulo  y  la  simetrfa.  Por 
ejemplo,  en  la  figura  31(a),  el  punto  en  el  cfrculo  unitario  que  corresponde  a  IttIA 
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FIGURA  31 


Hl'i  li'  lil.S'l'i  >K  '.'O' 


FIGURA  32 


es  la  reflexion  con  respecto  al  eje  x:  del  punto  correspondiente  a  7r/4.  El  piiiilo  hv 
bre  el  cfrculo  unitario  correspondiente  a  57r/4,  es  la  reflexion  con  respecto  al  on- 
gen  del  punto  correspondiente  a  ttIA.  Asi,  utilizando  la  figura  31(a),  vemos  quo 


y2 

2 


\  2 
2 


-V2/2 

- ^  =  1 

-V2/2 


Y  utilizando  la  figura  31(b), 

1  ItT  1  1 TT 

sen - = -  cos  —  = 

6  2  6 


Vs 

2 


-V3/2 

=  \  3 

2 


Para  la  mayoria  de  los  angulos,  ademas  de  los  angulos  cuadrantales  y  de  aqu- 
llos  enlistados  en  la  figura  31,  solo  podemos  aproximar  el  valor  de  cada  funti-n 
trigonometrica  usando  una  calculadora. 


■  El  termino  seno  para  la  funcion  seno  se  debe  a  una  confusion  medieval.  El  nora- 
bre  proviene  de  la  palabra  sdnscrita  jJva  (que  significa  cuerda),  usada  primeru  cii  li 
India  por  Aryabhata  el  Mayor  (510  d.  de  C,).  Realmcnte  quen'a  decir  media  cuenia, 
pero  la  abrevio.  Esto  fue  llevado  al  arabe  como  jJba,  lo  cual  no  tiene  signil'icaiJn 
Puesto  que  la  palabra  apropiada  en  arabe  jaib  se  escribia  de  la  misma  mancra  ili> 
vocales  cortas  no  se  escriben  en  j'lba  se  pronuncid  como  jaib,  que  signifia 

pecho,  seno  0  hueco,  y  hasta  nuestros  dfas  jaib  permanece  como  el  significadott 
arabe  para  seno.  Los  especialistas  tradujeron  las  trabajos  arabes  al  latin  encontrando 
que  la  palabra  sinus  tambien  significaba  pecho,  seno  o  hueco,  y  de  sinus  obtmiift' 
la  palabra  seno. 

El  nombre  tangente,  debido  a  Thomas  Fincke  (1583),  puede  entendersc  vicmh 
la  figura  32.  El  segmento  de  recta  DC  es  tangente  al  circulo  en  C.  Si 
d(0,  C)  =  1,  entonces  la  longitud  del  segmento  de  recta  DC  es 


d(,D,  C) 


d(D,  C) 
1 


d(D,  O 
diO,  C) 


tan  a 


El  nombre  antiguo  para  la  tangente  es  umbra  versa  (que  significa  sombra  regie 
sada),  refiriendose  al  uso  de  la  tangente  en  la  resolucion  de  problemas  de  alturanie- 
diante  sombras. 

Los  nombres  de  las  funciones  restantes  se  sucedieron  como  sigue.  Si  a )  jl 
son  angulos  complementarios,  entonces  cos  a=  sen  /3.  Ya  que  fi  es  el  complcmenio 
de  a,  era  natural  escribir  coseno  de  a  como  sen  co  a.  Probablemente  por  razone- 
que  involucran  facilidad  de  pronunciacidn,  la  parti'cula  co  se  paso  al  frente,  y  ec- 
tonces  el  coseno  recibid  una  abreviacion  de  tres  letras  como  sen,  sec  y  tan.  Las  olrs 
dos  coftinciones  fueron  tratadas  de  manera  similar,  excepto  que  las  formas  largir 
cotan  y  ccjsec  subsisten  hasta  nuestros  dias  en  algunos  paises.  I 
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Ejercicio 


5.2 


En  hs  problemas  del  I  al  10  se  da  un  punio  en  el  lado  final  de  un  dngulo  6.  Encuenire  el  valor  exacto  de 
cada  una  de  las  scis  funciones  irigonometricas  de  0. 


1.  (-3,4)  2.  (5,-12)  3.  (2,-3)  4.  (-1,-2)  5.  (-2.-2) 

6.  (1,-1)  7.  (-3,-2)  8.  (2,2)  9.  (j,  -J)  10.  (-0.3, -0,4) 


En  los  problemas  del  II  al  30  encuenire  el  valor  exacto  de  cada  expresion.  No  ulilice  calculadora. 


11. 

sen  45°  +  cos  60° 

12. 

sen 

30° 

-  cos  45° 

13. 

sen  90° 

+  tan  45° 

14. 

cos  180°  -  .sen  180° 

15. 

sen 

45" 

cos  45" 

16. 

tan  45°  > 

cos  30° 

17. 

CSC  45°  tan  60° 

18. 

sec 

30° 

cot  45° 

19. 

4  sen  9C 

1"  -  3  tan  1 80' 

20. 

5  COS  90°  -  8  sen  270" 

21. 

2  sen  — 
3 

■  -  3  tan  ^ 

6 

22. 

2  sen  — 
4 

4  3  tan  — 

4 

23. 

77  77 

sen - cos  — 

24. 

tan 

^4 

77 

-  cos  — 

25. 

2  sec  — 

4-  4  cot  — 

4  4 

3 

3 

4 

3 

26. 

3  CSC - h  cot  — 

27. 

tan 

77  — 

cos  0 

28. 

377 
sen  — 

4-  tan  77 

3  4 

9 

29. 

77  ,  77 

CSC - h  cot  — 

30. 

sec 

77  — 

77 

CSC  — 

2  2 

2 

En  los  problemas  del  31  al  46  encuenire  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  sets  funciones  irigonoinetricas 
del  dngulo  dado.  Si  alguna  no  estd  definida,  indlquelo  asl:  ‘‘No  definida”.  No  ulilice  calculadora. 


31. 

277/3 

32. 

377/4 

33. 

0 

0 

34. 

330° 

35. 

-  77/6 

36. 

—  77/3 

37. 

225° 

38. 

210° 

39. 

577/2 

40. 

377 

41. 

0 

0 

00 

1 

42. 

-270' 

43. 

377/2 

44. 

—  77 

45. 

450° 

46. 

-90° 

En  los  problemas  del  47  al  70  ulilice  una  calculadora  para  encontrar  el  valor  aproximado  de  cada 
expresion  redondeado  a  dos  decimales. 


47. 

sen  28° 

48. 

cos  14° 

49.  tan  21° 

50. 

sen  15° 

51. 

sec  4 1  ° 

52. 

CSC  55" 

53.  cot  70° 

54. 

tan  80° 

55. 

77 

sen  — - 
10 

56. 

77 

COS  — 

8 

^-1  577 

57.  tan  — 

12 

58. 

377 
sen  — 
10 

59. 

77 

sec  12 

60. 

577 

CSC  — 

13 

61.  cot — 

18 

62. 

77 

sen  — 
18 

63. 

sen  1 

64. 

tan  1 

65.  sen  1° 

66. 

tan  1° 

67. 

cos  21.5° 

68. 

cos  35.2° 

69.  tan  0.3 

70. 

tan  0. ) 

En  los  problemas  del  71  al  82  encuenire  el  valor  exacto  de  cada  expresion  si  6  -  60°. 
calculadora. 

No  ulilice 

71. 

sen  0 

72. 

cos  (9 

73.  sen  — 

2 

74. 

0 

cos  — 

2 

75. 

(sen  0)° 

76. 

(cos  of 

77.  sen  26 

78. 

cos  20 

79. 

2  sen  d 

80. 

2  cos  9 

senO 

81.  2 

82. 

cos  0 

2 
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83.  Encuentre  el  valor  exacto  de  sen  45°  +  sen  135°  +  sen  225°  +  sen  315°. 

84.  Encuentre  el  valor  exacto  de  tan  60°  +  tan  150°. 

85.  Si  sen  6  =  0.1,  encuentre  sen(0  +  tt).  86.  Si  cos  6  =  0.3,  encuentre  cos((l  i  tti, 

87.  Si  tan  9  =  3,  encuentre  tan(6  +  tt).  88.  Si  cot  0  =  -2,  encuentre  cot(W+  n 

89.  Si  sen  6  =  5,  encuentre  esc  6.  90.  Si  cos  0  =  5,  encuentre  sec  6. 

La  trayectoria  de  un  proyectil  disparado  con  incUnacion  6  respecto  de  la  horizontal  a  una  velocidad  iniiiu! 
Vo  es  una  parabola  (v6ase  la  figura).  El  alcance  R  del  proyectil,  esto  es,  la  distancia  horizontal  que  recom. 
se  encuentra  usando  la  formula 

vn  sen  29 

R  =  — - 

g 


Vq  =  velocidad  inicial 


Altura,  H 


■  Alcance,  R  ■ 


donde  g  ~  32.2  pieshegundo^  —  9.8  metro  s/s  egundo^  es  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad.  La  altura 
maxima  H  del  proyectil  es 

_  vq sen-9 


En  los  problemas  del  91  al  94,  encuentre  el  alcance  R  y  la  altura  maxima  H. 

91.  El  proyectil  es  disparado  en  angulo  de  45°  con  respecto  a  la  horizontal  a  una  velocidad  inicial  de  100  pies  pur 
segundo. 


92.  El  proyectil  es  disparado  en  dngulo  de  30°  con  respecto  a  la  horizontal  a  una  velocidad  inicial  de  150  metros  por 
segundo. 


93. 

94. 

95. 


96. 


El  proyectil  es  disparado  en  angulo  de  25°  con  respecto  a  la  horizontal  a  una  velocidad  inicial  de  500  rnetro.s  pot 
segundo. 


El  proyectil  es  disparado  en  Angulo  de  50°  con  respecto  a  la 
horizontal  a  una  velocidad  inicial  de  200  pies  por  segundo. 

Si  se  ignora  la  friccidn,  el  tiempo  t  (en  segundos)  necesarios 
para  que  un  bloque  se  deslice  en  un  piano  inclinado  (vease  la 
figura)  estd  dado  por  la  formula 

2a 

I  =  . - 

"V  g  sen0cos  9 

donde  a  es  la  longitud  (en  pies)  de  la  base  y  g  ~  32  pies/se- 
gundo-  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad.  ^Cuanto  tiempo 
le  tomard  al  bloque  deslizai'se  en  un  piano  inclinado  con  base 
a  =  10  pies  cuando 

(a)  9  =  30°?  (b)  9  =  45°?  (c)  9  =  60°? 

En  cierto  motor  de  pistones,  la  distancia  x  (en  metros)  desde 
el  centro  del  eje  de  direccibn  a  la  cabeza  del  pistbn  esta  dada 
por 

X  =  cos  6  +  V'16  +  0.5  cos  29 

donde  9  es  el  dngulo  entre  la  manivela  y  la  trayectoria  de  la 
cabeza  del  pistdn  (vease  la  figura).  Encuentre  x  cuando  9  = 
30°  y  cuando  9  =  45°. 


Seccion  5.2  Funciones  trigonometricas;  estudio  por  medio  del  circulo  unitario  347 


97.  Ciili'iiln  del  ■■■  i  •-  >/  ulje  Dos  casas  en  la  playa  estan  separadas  8  milias  en  li'nea  recta  y  cada  una  queda 
a  una  milla  de  una  carretera  pavimentada  paraleia  al  oceano.  Sally  puede  caminar  a  8  milias  por  hora  en  la  carretera 
pero  solo  a  milias  por  hora  en  la  arena  de  la  playa.  A  causa  de  un  n'o  que  esta  enire  las  dos  casas,  para  ir  de  una 
a  la  otra  es  necesario  caminar  por  la  arena  hacia  la  carretera,  seguir  por  la  carretera  y  luego  caminar  de  nuevo  en 
la  arena.  Veasc  la  ilustracion.  El  tiempo  T  desde  una  casa  a  la  otra  como  una  funcidn  del  dngulo  0  mostrado  en  la 
ilustracion  es 


n  t?)  =  1  + 


3  sen  6  4  tan  IV 


90° 


(a)  Calcule  el  tiempo  T  para  0  =  30°.  (.Cuanto  tiempo  camina  Sally  por  la  carretera? 

(b)  Calcule  el  tiempo  T  para  9  =  45°.  ^Cuanto  tiempo  camina  Sally  por  la  carretera? 

(c)  Calcule  el  tiempo  T  para  9  =  60°.  (, Cuanto  tiempo  camina  Sally  por  la  carretera? 

'(d)  Calcule  el  tiempo  T  para  9  =  90°.  Describa  la  trayectoria  tomada.  ^Por  qu6  no  puede  utilizarse  la  formula  T  ? 

OciaiTO 


4 


98. 


99. 


/)i\<  ni'  de  pii  ^  •  dt  ■  otniivas.  Un  disenador  de  arte  decorativo  planea  comercializar 
esferas  de  oro  sdlido  encerradas  en  conos  de  cristal  claro.  Cada  esfera  es  de  radio  fijo 
R  y  sera  encen'ada  en  un  cono  de  altura  /?  y  radio  r.  Vease  la  ilustracidn.  Muchos  conos 
pueden  ser  utilizados  para  encerrar  la  esfera,  cada  uno  con  diferente  dngulo  de  incli- 
nacion  6.  El  volumen  V  del  cono  puede  ser  expresado  como  una  funcidn  del  dngulo  de 
inclinacion  del  cono: 


V(e)  =  -ttR"' 
3 


( I  -I-  sec  9)^ 
tan-  9 


0°  <  e  <  90° 


/.Que  volumen  V  es  necesario  para  encerrar  una  esfera  con  radio  de  2  centi'metros  en  un 
cono  cuyo  Angulo  de  inclinacion  9  es  30"?  45"?  60°? 

i.'Hienli’  de  un  pn'  lil.  Un  objeto  es  lanzado  hacia  arriba  a 
un  angulo  9,  45°  y  r  9(j°,  con  respecto  a  la  horizontal  y  velocidad 
inicial  de  vo  pies  por  scgundo  desde  la  base  de  un  piano  que  forma  un 
angulo  de  45°  con  la  horizontal.  Vease  la  ilustracidn.  Si  se  pasa  por 
alto  la  resistencia  del  aire,  la  distancia  R  que  recorre  hacia  airiba  del 
piano  inclinado  esta  dada  por 


R  = 


32 


-(sen  29  -  cos  26  ~  ]) 


‘y 

i^45- 


Eticuentre  la  distancia  R  que  el  objeto  recorre  a  lo  largo  del  piano  in¬ 
clinado  si  la  velocidad  inicial  es  de  32  pies  por  segundo  y  9  =  60°. 

100.  Si  0  (0  <  0  <  tt)  es  el  angulo  entre  un  rayo  horizontal  dirigido  hacia 
la  derecha  (digumos,  cl  eje  .v  positive)  y  una  recta  no  horizontal  y  no 
vertical  L.  demuestre  que  la  pendiente  in  de  L  es  igual  a  tan  9.  El  an¬ 
gulo  6  es  llamado  inclinacion  de  L.  [Sugereiicia:  Vea  la  ilustracion, 
donde  hemos  dibujado  la  recta  L*  paraleia  a  E  y  que  pasa  por  el  ori- 
gen.  Utilice  el  hecho  de  que  L*  corta  al  ci'rculo  unitario  en  el  punto 
(cos  9,  sen  0).) 
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1(13. 


Escriba  un  panafo  breve  que  explique  c6mo  calcular  rapidamente  las  funciones  trigonometricas  de  30°,  4,v‘\  fC 

Escriba  un  pirrafo  breve  que  explique  c6mo  calcular  rfipidamente  las  funciones  trigonometricas  de  0°,  90°.  ISlT ) 
270°. 

(;,C6mo  explicaria  usted  el  significado  de  la  funcion  seno  a  un  compafiero  estudiante  que  apenas  haya  tcrininai.liii 
curso  de  algebra? 


Propiedades  de 
las  funciones 
trigonometricas 

FIGURA  33 


Dominio  y  rango  de 

las  funciones  trigonometricas 

Sean  6  un  angulo  en  posicion  estandar  y  P  =  (a,  b)  un  punto  en  el  lado  final  tleS 
For  conveniencia,  suponga  que  P  tambi^n  esla  en  el  ci'rculo  unitario.  Veasc  la  figan 
33.  Entonces,  por  definicion 


Si  a  =  0,  entonces  la  funcion  tangente  y  la  funcidn  secante  no  estan  definida' 
Asi  que,  para  la  funcion  tangente  y  la  funcion  secante,  la  coordenada  ar  de  F  =  («,  h 
no  puede  ser  cero.  Sobre  el  ci'rculo  unitario  hay  dos  de  tales  puntos,  (0,  1)  y  (0,  - ! . 
Estos  dos  puntos  corresponden  a  los  dngulos  ttH  (90°)  y  3ttI2  (270°)  o,  de  nianeta 
mas  general,  cualquier  dngulo  que  sea  un  mriltiplo  impar  de  ttH  (90°),  tal  cornu  -rTi 
(90°),  377/2  (270°),  577/2  (450°),  -77/2  (-90°),  -377/2  (-270°),  y  asi  siiccsita 
mente.  Por  lo  tanto,  dichos  angulos  deben  ser  excluidos  del  dominio  de  las  fur, 
ciones  tangente  y  secante. 

El  dominio  de  la  funcidn  tangente  es  el  conjunto  de  todos  los  nCimeros  rcales, 
excepto  los  multiplos  impares  de  7r/2  (90°). 

El  dominio  de  la  funcidn  secante  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales, 
excepto  los  multiplos  impares  de  77/2  (90°). 


Si  b  =  0,  entonces  las  funciones  cotangente  y  cosecante  no  estan  definidav 
Asf  que  para  estas,  la  coordenada  y  de  F  =  {a,  b)  no  puede  ser  cero.  Sobre  el  circii- 
lo  unitario,  hay  dos  de  tales  puntos,  (1,  0)  y  (— 1, 0).  Estos  dos  puntos  correspun- 
den  a  los  angulos  0  (0°)  y  77  (180°)  o,  de  manera  mas  general,  a  cualquier  anpuir 
que  sea  un  multiplo  entero  de  tt  (180°),  tal  como  0  (0°),  77  (180°),  2tt  (360°).  ,17 
(540°),  -77  (—180°),  y  asi'  sucesivamente.  Por  lo  tanto,  dichos  angulos  deben  set 
excluidos  del  dominio  de  las  funciones  cotangente  y  cosecante. 


Seccion  5.3  Propiedades  de  las  funciones  trigonometricas  ^49 


El  dominio  de  la  funcidn  cotangente  es  el  conjunto  de  lodos  los  nCimeros 
reales,  cxcepto  multiplos  enicros  de  tt  (180°). 

El  dominio  de  la  funcidn  cosecante  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros  I 

reales,  exceplo  multiplos  enteros  de  77  ( 1 80°). 

Ahora  determinemos  el  range  de  cada  una  de  las  seis  funciones  Irigonometri- 
cas  refiriendonos  otra  vez  a  la  figura  33.  Sea  P  =  (a,  b)  el  punto  sobre  el  cfrculo 
unitario  que  corresponde  al  angulo  B.  Se  deduce  que  —  1  <  tt  <  1  y  —  1  <  <  1 . 

En  consecuencia,  ya  que  sen  9  =  b  y  cos  6  =  a,  tenemos 


—  1  <  sen  0  <  1  —  1  <  cos  9  s  1 

Asi,  el  rango  de  las  funciones  seno  y  coseno  lo  constituyen  todos  los  numeros  reales 
entre  —  1  y  1 ,  inclusive.  En  terminos  de  la  notacion  de  valor  absolute,  tenemos  [sen  0| 
<  I  y  |cos  0|  ^  I . 

De  manera  andloga,  si  9  no  es  un  multiplo  de  tt  (180°),  entonces  esc  9  =  \lb. 
Como  b  —  sen  0  y  |i>|  =  |sen  0|  ^  1,  se  deduce  que  |csc  9\  =  \l\h\  ^  1.  En  conse¬ 
cuencia,  el  rango  de  la  funcion  cosecante  lo  constituyen  todos  los  numeros  reales 
menores  0  iguales  a  —  1  o  mayores  0  iguales  a  1.  Esto  es. 


CSC  0  <  —  1  0  CSC  0  s  1 

Si  0  no  es  un  multiplo  impar  de  ttH  (90°),  entonces,  por  definicidn,  sec  0  = 
1 /a.  Como  a  =  cos  9y\a\  =  |cos  0|  ^  1 ,  se  deduce  que  |sec  0|  =  \l\a\  >  l.Portanto, 
el  rango  de  la  funcion  secante  lo  constituyen  todos  los  numeros  reales  menores  o 
iguales  a  —  1  o  mayores  o  iguales  a  1. 


sec  0  <  —  1  o  sec  0  s  1 

El  rango  de  las  funciones  tangente  y  cotangente  lo  constituyen  todos  los 
numeros  reales.  Se  le  pedira  comprobar  esto  en  los  problemas  91  y  92. 


—  00  <1  tan  0  <i  c>c  —  00  <  cot  0  <  00 

La  tabla  4  resume  los  resultados  anteriores. 


TABLA  4 


Il'NCION 

Sf.MBOLO 

DOMINIO 

RANGO 

fiO)  -- 

sen  9 

Todos  Ids  numeros  rcales 

Todo.s  los  numeros  reales 
hasta  1 ,  inclusive 

desJe  —  1 

coseno 

m  = 

cos  6 

Todos  los  numeros  reales 

Todos  los  niimcids  reales 
hasta  1 ,  inclusive 

desde  -  1 

untente 

m  = 

tan  6 

Todos  los  numeros  realcs,  exceplo  los  multiplos 
impaivs  de  7r/2  (90  } 

Todos  los  numeros  reales 

■ctiwaiUc 

m  = 

CSC  9 

Todos  los  numeros  reales,  exceplo  los  multiplos 
enteros  de  tt  ( 1 80°) 

Todos  los  numeros  reales 
a  1  0  menores  o  iguales  a 

0  iguales 

1 

-rejnlc 

m  = 

sec  9 

Todos  los  numeros  reales.  cxcepto  los  multiplos 
impares  de  ttH  (90°) 

Todos  los  numeros  reales 
0  iguales  a  1  o  menores  o 

mayores 
iguales  a  —  1 

o)t:(n,i:enlc 

m  = 

col  9 

Todos  los  numeros  reales.  exceplo  multiplos 
enteros  de  tt  ( 1 80°) 

Todos  los  numeros  reales 
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FIGURA  34 


■  Ahora  resuelva  el  problema  85. 

Periodo  de  las  funciones  trigonometricas 

Veasc  la  figura  34.  Esta  I'igura  muestra  que,  para  un  anguio  de  7r/3  radianes.  el  puts  j 
correspondiente  P  sobre  el  circulo  unitario  es  (1/2,  V3/2).  Observese  que,  paraur : 
anguio  de  7r/3  +  2-^  radianes,  el  punto  correspondiente  P  sobre  el  cfrculo  unilw 
tambien  es  (1/2,  V3/2).  Asi, 

TT  \  '3  (  n  ^ 

3  2  ^  ^3  y  2 

77  1  /  I  O  \  ' 

32  l3  )  2 

Este  ejemplo  ilustra  una  situacidn  mas  general.  Para  un  anguio  dado  0.  me 
dido  en  radianes,  suponga  que  conocemos  el  punto  correspondiente  P  =  (u,  h)  su 
bre  el  cfrculo  unitario.  Luego  sumamos  2tt  a  6.  El  punto  sobre  el  cfrculo  unittins 
correspondiente  a  0  -h  277  es  igual  al  punto  P  sobre  el  cfrculo  unitario  concspoit- 
diente  a  0.  Vease  la  figura  35.  Asf,  los  valores  de  las  funciones  trigonometricas  ik 
B  +  277  son  iguales  a  los  de  las  funciones  trigonomdtricas  correspondientes  de  t*. 

Si  sumamos  (o  restamos)  multiplos  enteros  de  277  a  6,  los  valores  trigonoitictn- 
cos  no  cambian.  Esto  es,  para  toda  6, 


sen(0  +  lirk)  ~  sen  0 

cos(0  +  iTTk)  =  COS  6  (1) 

donde  k  cs  cualquier  entero. 

f 

Las  funciones  que  exhiben  esta  clase  de  comportamiento  son  llamadas  /lU!- 
Clones  periodicas. 


Visiializando  el  concepto.  Para  ver  el  comportamiento  periddico  de  la  funcidn  seno  haga, 
grafica  de  _v  =  sen  x,  y  =  .scn(x  +  277),  y  =  sen(x  -  277),  y  y  =  sen(x  +  477)  en  la  misna 
pantalla. 


Funcion  periodica 


Una  funcion  f  es  llamada  periodica  si  existe  un  numero  positivo  p 
tai  que  siempre  y  cuando  B  este  en  el  dominio  de  f,  tambien  io 
este  9  ■+  p,  y 


f(9  +  p)  =m 


_ 1 


Periodo  Si  existe  un  numero  minimo  p  con  Io  propiedod  anterior,  se  ie 
liomo  periodo  (fundamental)  de  f. 


Asf  que,  con  base  en  la  ecuacion  (1),  las  funciones  seno  y  coseno  son  pe- 
riddicas.  De  hecho,  las  funciones  seno  y  coseno  tienen  periodo  2tt.  Se  le  pidt 
demostrar  este  hecho  en  los  problemas  93  y  94.  Las  funciones  secante  y  cosecanic 
tambien  son  periddicas  con  periodo  277,  las  funciones  tangente  y  cotangente  son 
periddicas  con  periodo  tt.  Se  le  pide  demostrar  estas  proposiciones  en  los  prohlo- 
mas  del  95  al  98. 
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Propiedades  periodicas  sen(y  +  lirk)  =  sen  0  cos(6  +  lirk)  =  cos  0  tan(0  +  vk)  =  tan  6 

csc(0  +  lirk)  =  CSC  9  sec(9  +  lirk)  =  sec  9  cot(^?  +  irk)  =  cot  6 
donde  k  es  cualquier  entero. 

Ya  que  las  funciones  seno,  coseno,  secante  y  cosecante  tienen  periodo  Irr,  una 
vez  que  conocemos  sus  valores  para  0  <  0  <  2tt,  tenemos  todos  sus  valores;  de 
manera  analoga,  ya  que  las  funciones  tangente  y  cotangente  tienen  periodo  tt,  una 
vez  que  conocemos  sus  valores  para  0  s  0  <  tt,  tenemos  todos  sus  valores. 


■  r  M  P  1  O  1 

FIGURA  36 


i>  ■  nnilliti  iiin  \  s 
Encontrar  el  valor  exacto  de 


it'\  ityUHili!  pr-'ph  p  ;l\ 


(a)  sen  ■ 


(b)  cos  577  (c)  tan - 

4 


■MiliiLinn  (a)  Es  mejor  trazar  primero  el  angulo,  como  se  rnuestra  en  la  figura  36(a).  Como 
el  periodo  de  la  funcion  seno  es  277,  cada  vuelta  completa  puede  ser  ignorada. 
Esto  deja  el  angulo  77/4.  For  tanto, 


w"  j/ 


1777 

sen - =  sen 

4 


\  77  V2 

477  =  sen  —  = - 

4  2 


(b)  Vease  la  figura  36(b).  Como  el  periodo  de  la  funcion  coscno  es  277,  cada  vuelta 
completa  puede  ser  ignorada.  Esto  deja  el  dngulo  tt.  For  tanto, 

cos  577  =  C0S(77  +  477)  =  cos  77  =  -  I 

(c)  Vease  la  figura  36(c).  Como  el  periodo  de  la  funcion  tangente  es  77,  cada  me¬ 
dia  vuelta  puede  ser  ignorada.  Esto  deja  el  angulo  77/4.  For  tanto, 

5  77  /  77  ,  \  77  ,  ^ 

tan - =  tan - h  77  =  tan  —  =1  ■ 

4  \4  )  4 

Las  propiedades  periodicas  de  las  funciones  trigonometricas  nos  seran  muy 
utiles  cuando  estudiemos  sus  graficas  en  el  capftulo  siguiente. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 


FIGURA  37 


P=  (a,  b).  a>Q.  b<0 


Los  signos  de  las  funciones  trigonometricas 

Sea  P  =  (a,  b)  el  punto  sobre  el  circulo  unitario  que  coiTespondc  ul  angulo  6.  Si 
sabemos  en  que  cuadrante  esta  el  punto  P,  entonces  podemos  determinar  los  signos 
de  las  funciones  trigonometricas  de  9.  For  ejempio,  si  P  ~  {a,  b)  esta  en  el  cuarlo 
cuadrante,  como  se  rnuestra  en  la  figura  37,  entonces  sabemos  que  a  >  0  y  b  <  0. 
En  consecuencia. 


sen  9  =  b  <  0 


CSC  0  =  —  <  0 


cos  9  =  a  >  0 


tan  0  =  —  <  0 


sec  0  =  —  >  0  cot  0  =  —  <  0 
a  b 
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TAB LA  5 

FIGURA  38 


E  J  E  M  P  E  O  2 

Solucion 


Identidades  reciprocas 


La  tabla  5  enlista  los  signos  de  las  seis  funciones  trigonometricas  para  cada  cuadran- 
te.  Tambien  vease  la  figura  38. 


niADRANTE  DE  /' 

n.  C.C  0 

cos  IX  see  D 

tan  IX  ent  H 

[ 

Positive 

Positivo 

Positivo 

It 

Positivo 

Negativo 

Negativo 

III 

Negative 

Negativo 

Positive 

TV 

N'l-ealivo 

_ Po.siti^o _ 

_ Ns-galivo 

Y. 

+ 

II  (-,  +) 

sen  e  >  0,  CSC  9  >  0 
las  demfe  negativas 

i(+,-^) 

Todas  positivas 

_  y- 

-  X 

+ 

III  (-.  -) 

X 

IV(+.-) 

+  V 

tan  0  >  0,  cot  9  >  0 
las  demas  negativas 

cos  9  >  0,  sec  0  >  0  -  L 

las  demas  negativas 

1 

-  X 

seno 

cosecante 


cosejio 

secante 


tangente 

cotangente 


(a) 


(b) 


Dctcrniinai  ion  del  ciuidrante  en  (/iic  csid  tin  dn^ulo  0 

Si  sen  6  <  0  y  cos  0  <  0,  diga  en  que  cuadrante  esta  el  angulo  9. 

Sea  P  =  {a,  b)  el  punto  sobre  el  circulo  unitario  que  corresponde  a  0.  Entonccs  sen  11 
=  b  <0  y  cos  0  =  a  <  0.  Asf  que,  P  =  {a,  b)  debe  estar  en  el  tercer  cuadrante,  dc 
modo  que  0  estd  en  el  tercer  cuadrante.  ® 

®  Ahora  resuelva  el  problema  17. 


Identidades  fundamentales 

S'y  P  =  {a,  b)  es  un  punto  sobre  el  circulo  unitario  que  corresponde  a  0,  entonces 


sen  0  = 

b 

cos  0  = 

a 

tan  0  = 

A 

a  ’ 

si  a  A  0 

CSC  0  = 

7-,  si  A  0 
b 

sec  0  = 

— ,  si  (3  ^  0 
a 

cot  0  = 

a 

si  0  A  0 

For  tanto,  tenemos  las  identidades  reciprocas: 


^  1 

CSC  6  = 

a  > 

sec  8  — 

n  J 

cot  0  = 

(2) 

send 

cos  0 

tan  0 

Otras  dos  identidades  fundamentales  que  son  faciles  de  ver  son  las  identidades 
cocientes: 
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Identidades  cocientes 


tan  0  = 


sen0 
cos  d 


cot 


cos  9 
sent? 


(3) 


Las  demostraciones  de  las  formulas  (2)  y  (3)  se  deducen  de  las  definiciones 
de  las  funciones  trigonomdtricas.  {Veanse  los  problemas  99  y  100.) 


Visualizando  el  concepto.  Para  ver  la  identidad  tan  0  =  (sen  0)/(cos  0),  haga  la  grdfica  de  y 
=  tan  X  y  y  =  (sen  x)/(cos  x)  en  la  misma  pantalla. 


Si  sen  0  y  cos  0  son  conocidos,  las  fdrmulas  (2)  y  (3)  hacen  facil  encontrar 
los  valores  de  las  demds  funciones  trigonometricas. 


E  M  P  L  O  3  Dclenriinacinn  de  valonw  u.uinJo  iilctuicUidcs  niundo  .sc  dan  d 

sdU)  V  cl  co.seno 

Dado  sen  0  =  l/Vs  y  cos  0  =  2/V5,  encontrar  los  valores  exactos  de  las  otras  fun¬ 
ciones  trigonometricas  de  0. 

Soluci(*n  Con  base  en  la  identidad  cociente  de  la  fdrmula  (3),  tenemos 

.  sen0  I/V5  1 

tan  0  = - = - 7^  =  — 

COS0  2/V5  2 


Entonces  usamos  las  identidades  reci'procas  de  la  formula  (2)  para  obtener 


CSC  0  = 


1 


1 


sen  0  I/V5 


=  V5 


sec  0  = 


1 


cos  0 


1  _  V5 

2/V5  2 


cot  6  = 


tan  0 


=  ^  =  2 


■  Aitora  resuelva  el  problema  25. 

La  ecuacidn  del  circulo  unitario  es  =  1.  Asi  que,  si  f*  =  (a,  b)  es  el 

punto  en  el  lado  final  de  un  angulo  0  y  P  estd  sobre  el  cfrculo  unitario,  entonces 

=  1 

Pero  b  =  sen  0  y  a  =  cos  0.  Por  tanto, 

(sen  0)^  +  (cos  0)^  =  1  (4) 

Es  costumbre  escribir  sen^  0  en  lugar  de  (sen  0)^,  cos^  0  en  lugar  de  (cos  0)-, 
y  as!  sucesivamente.  Con  esta  notacion,  podemos  reescribir  la  ecuacidn  (4)  como 


sen^  0  +  cos^  0  =  1 


(5) 


Si  cos  0  0,  podemos  dividir  cada  miembro  de  la  ecuacion  (5)  entre  cos’  0: 

sen^  0  j  _  1 

cos^  0  cos^  0 

+ 1  = 

i^COS  0 )  I  cos  0) 
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Identidades  fundamentales 


K  J  j  \I  P  I.  U  4 


Siilucion  I 


Ahora  usamos  las  formulas  (2)  y  (3)  para  obtener 


tan^  d  +  I  =  sec^  6 


Dc  manera  andloga,  si  sen  6^0,  podemos  dividir  la  ecuacidn  (5)  entre  sen' « 
y  usar  las  formulas  (2)  y  (3)  para  obtener  el  resultado: 


n 


1  +  cot-  d  =  csc^  6 


En  conjunto,  las  identidades  en  las  ecuaciones  (5),  (6)  y  (7)  son  conocidas  como 

identidades  pitagoricas. 

Hagamos  una  pausa  aqui  para  resumir  las  identidades  fundamentales. 


.  sen  0  „  cos  6 

tan  0  = -  cot  0  ■■ 


cot  0  = 


cos  0 


sec  0  ■ 


1 


sen  0 


CSC  0  = 


1 


tan  0  cos  0  send 

sen-  0  -f  cos^  0  =  1  tan^  d  -f  1  =  sec^  d  1  +  cot^  0  =  csc^  d 


La  identidad  pitagorica 

sen-  d  -f  cos-  d  =  1 

puede  ser  resuelta  para  sen  d  en  terminos  de  cos  d  (o  viceversa)  como  sigue: 

sen-  d  =  1  -  cos-  d 
sen  d  =  ±Vl  —  cos-  0 

donde  el  signo  -f  es  usado  si  sen  d  >  0  y  el  signo  —  es  usado  si  sen  d  <  0. 


.  i/r  ./•  im  i  .(/f  ■’/  ih 


Dado  que  sen  d  =  ,  y  cos  d  <  0,  encontrar  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  olr;i' 
cinco  funciones  trigonometricas. 

Resolvemos  este  problema  de  dos  maneras:  la  primera  usa  la  definicidn  de  la.s  fun- 
clones  trigonometricas;  en  el  segundo  metodo  se  aplican  las  identidades  fundamentale\ 


1/ 


a '  nil  till 


Suponga  que  P  =  {a,  b)  es  un  punto  en  el  lado  final  de  d  situado  a  una  distanciaik- 
3  unidades  desde  cl  origen.  Como  sen  d  >  0  y  cos  d  <  0,  el  punto  P  esta  en  el  x'- 
gundo  cuadrante.  Vease  la  figura  39.  (.^Advierte  por  qud  seleccionamos  3  unidade'  ' 


Observe  que  sen  d 


h/r.  La  seleccion  r  -  3  hace  que  nuestros  calculos  scan 


sencillos.)  Con  esta  eleccion,  b  =  1  y  r  =  3.  Como  cos  0  =  a/r  <  0,  se  deduce  qui: 
a  <  0.  Por  tanto, 
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FIGURA  39 


h  I  .  ' 


+  12  =  32 
=  8 

a  =  -2V2 


^  0 


3  '  X 


.  a  -2V2 

cos  9  =  —  = - r - 

r  3 


CSC  0  =  —  =  —•  =  3  sec  6  =  —  =  — 

b  1  a  -2V2 


.  .  b  1  -V2 

a  -2V2  4 

-3V2  ^  a  -2V2 

4  b  1 


=  -2V2 


Soluciiiii  A/  u'-m  iu- 

Primero,  resolvemos  la  ecuaci6n  (5)  para  cos  0: 

sen-  B  +  cos^  6  =  1 

cos^  0=1—  sen^  0 
cos  0  =  ±V  1  —  sen^  0 

Como  cos  0  <  0,  elegimos  el  signo  menos: 


cos  6  =  —' 


sen2  0  =  —  1 - =  —  j  —  -  -- 


Ahora  conocemos  los  valores  de  sen  0  y  cos  0,  de  modo  que  usamos  las  formulas 
(2)  y  (3)  para  obtener 


tan  0  = 


sec  0  = 


sen0  _ 

3 

1 

_  -V2 

1 

cos  0 

-2V2/3 

-2\/2 

4 

cot  6  ~ 

tan  0 

1 

1 

_  -3  _ 

-3V2 

CSC  0  — 

1 

cos  0 

-2V2/3 

2V2 

4 

sen0 

=  -2\/2 


=  T  =  3 


Teorcina 
pruniciiiulcs  pur  c  iiiipui 


■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 

Propiedades  par  e  impar 

Recuerde  que  una  funcidn  /es  par  si  /(— 0)  =  ./(0)  para  toda  0  en  el  dominio  de  /'; 
una  funcion  /  es  impar  si  /(— 0)  =  — /(0)  para  toda  0  en  el  dominio  de  /.  Ahora 
mostraremos  que  las  funciones  trigonomdtricas  seno,  tangente,  cotangente  y  cose- 
cante  son  funciones  impares,  mientras  que  coseno  y  secante  son  funciones  pares. 

scn(-0)  =  —sen  0  cos(— 0)  =  cos  0  tan(-0)  =  —tan  0 

csc(— 0)  =  -CSC  0  sec(-0)  =  sec  0  cot(-0)  =  —cot  0 


356  Capitulo  5  Funciones  trigonometricas 


FIGURA  40  Doinosiri  icion  Sea  P  =  (a,  b)  el  punto  en  el  lado  final  del  Angulo  9  que  estd  sobre  el  circulo  uni- 

tario.  (Vease  la  figura  40.)  El  punto  Q  en  el  lado  final  del  dngulo  —9  que  eslii  so¬ 
bre  el  circulo  unitario  tendra  las  coordenadas  (a,  —b).  Usando  la  definicidn  paralih 
funciones  trigonometricas,  tenemos 

sen  9  b  cos  9  =  a  sen(— 0)  =  —b  cos(-O)  =  a 

de  modo  que 

sen(-0)  =  —sen  9  cos(— 0)  =  cos  9 

Ahora,  usando  estos  resultados  y  algunas  de  las  identidades  fundamentales,  tenemos 

1 


y- 

! 

1 

(a,  ti] 

f 

A®  \ 

0 

v-e  y  ^ 

-^=(a,  -h) 

-1 

\ 

,  sen(-0)  -sen0  . 

tan(-0)  = - ^ — -  = - =  -tan  9 

cos(  — 0)  cos  9 


sec(— 0)  = 


1 


1 


cos(— 0)  cos  0 


=  sec  0 


cot(  — 0)  = 
csc(  — 0)  = 


tan(— 0)  -tan  0 
1  ^  1 
sen(— 0)  —sen  0 


=  -cot  0 

=  -CSC  H 


agM  Visualizando  el  concepto.  Para  ver  que  la  funcion  coseno  es  par,  haga  la  grS fica  de  y  =  cos  c 
y  luegoy  =  cos(-x).  Limpie  la  pantalla.  Luego  haga  la  gr^fica  de  y  =  -sen  xy  y  =  scn(-vl. 


K  .1  E  M  P  I.  O  5 


l)i‘lcrmina(  i(in  Jr  vtJori's  r.uu  tox  ii.saiulo  hi.s  /irtipicJailes  par  r  iinpar 
Encontrar  el  valor  exacto  de 

(a)  sen(— 45°)  (b)  cos(  — tt)  (c)  cot(— 37r/2)  (d)  tan(  — 37t7-/4) 

V2 


(b)  cos(  —  tt)  =  cos  TT  =  —  1 
I  tiriCK'm  itnpuf 


Suliicion  (a)  sen(— 45°)  =  —sen  45°  =  — 

Kunciiin  par 

/  s  (  37r\  3-77  . 

(c)  cot|  — Yj  =  ® 

{'UiicitH)  par 

,  ,,  ,  37tt\  3777  f  ^  ,  n  \  1 

(d)  tan( - =  —tan  ^  =  — tani  —  +  9771  =  —tan  ~ 


I  iincum  par 

Abora  resuelva  el  problema  49. 


IVtukI** 


Ejercicio  5.3 


En  los  problemas  del  I  al  16  utilice  el  hecho  de  que  las  funciones  trigonometricas  son  periddicas  para 
encontrar  el  valor  exacto  de  cada  expresion.  No  utilice  calculadora. 


sen  405° 

2. 

cos  420° 

3. 

tan  405° 

4. 

sen  390° 

5. 

CSC  450° 

6. 

sec  541) 

cot  390° 

8. 

sec  420° 

9. 

3377 

cos - 

4 

10. 

977 

sen  — 

4 

11. 

tan  2 1  77 

12. 

977 

cscy 

1777 
sec  — 

4 

14. 

1777 
cot  -  - 
4 

15. 

1977 

tan - 

6 

16. 

2577 

sec - 

6 

13. 
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En  los  problemas  del  17  at  24  diga  en  que  cuadrante  estd  el  dngulo  9. 


17. 

sen  6>  0, 

cos  0  <0 

18.' 

sen  0  <  0, 

cos  0  >  0 

19. 

sen  0  <  0, 

tan  0  <  0 

20. 

cos  0>  0, 

tan  0  >  0 

21. 

cos  0  >  0, 

tan  0  <  0 

22. 

cos  0  <  0, 

tan  0  >  0 

23. 

sec  6  <0, 

sen  0  >  0 

24. 

CSC  0  >  0, 

cos  0  <  0 

En  los  problemas  del  25  al  32  se  dan  sen  9  y  cos  9.  Encuenire  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  otras 
cuatro  funciones  trigonometricas. 


25. 

sen  0  = 

2/V5,  cos  0  =  I/V5 

26. 

sen  0  = 

-I/V5, 

cos  0  =  —2/ Vs 

27. 

sen  0  = 

5,  cos  0  =  ^^3/2 

28. 

sen  0  = 

V3/2. 

cos  0  =  5 

29. 

sen  0  = 

-{.  cos  0  =  2V2/3 

30. 

sen  0  = 

2V2/3, 

cos  0  =  -  { 

31. 

sen  0  = 

0.2588,  cos  0  =  0.9659 

32. 

sen  0  = 

0.6428. 

cos  0  =  0.7660 

En  los  problemas  del  33  al  48  encuentre  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  restantes  funciones 
trigonometricas  de  9. 


33. 

sen  0  = 

12 

13' 

0 

A 

DC 

0 

34. 

II 

t/5 

270°  <  0  < 

360° 

35. 

cos  0  = 

_4 

5' 

77<0<  377/2 

36. 

sen  0  =  - 

"B-  '^<9< 

377/2 

37. 

sen  0  = 

3 

l.V 

cos  0  <  0 

38. 

T  vr, 

It 

sen  0  <  0 

39. 

cos  0  = 

1 

3' 

CSC  0  >  0 

40. 

sen  0  =  - 

=,  sec0>O 

41. 

sen  0  = 

2 

tan  0  <  0 

42. 

cos  0  =  - 

tan  0  >  0 

43. 

see  0  = 

2, 

sen  0  <  0 

44. 

CSC  0  =  3, 

cot  0  <  0 

45. 

tan  0  = 

4’ 

sen  0  <  0 

46. 

0 

0 

II 

cos  0  <  0 

47. 

tan  0  = 

1 

V 

sen  0  >  0 

48. 

sec  0  =  - 

2,  tan  0  >  0 

En  los  problemas  del  49  al  66  utilice  las  propiedades  par  e  impar  para  encontrar  el  valor  exacto  de  cada 


expresion.  No  utilice  calculadora. 


49. 

sen(^60°) 

50. 

cos(-30°) 

53. 

sec(  — 60°) 

54. 

csc(-30°) 

57. 

”(-f) 

58. 

sen(-  77) 

61. 

tan(— 77) 

62. 

65. 

“ff) 

66. 

CSc(-f) 

51. 

tan(-30°) 

52. 

sen(-  135°) 

55. 

,sen(~90°) 

56. 

cos(-270°) 

59. 

'“(■7) 

60. 

63. 

64. 

sec(-77) 

En  los  problemas  del  67  al  78  encuentre  el  valor  de  cada  expresion.  No  utilice  calculadora. 
67.  .scn(— 77)  +  cos  Sir 
9tt 


70.  t;in(  — 677)  +  cos  ■ 


4 


68. 

f  577' 
tan  — — 

\  Itt 

-  cot 

69. 

sec(-77)  +  CSC 

71. 

1  4  , 

(  977' 
sen - 

1  2 

72. 

/  1777\ 

cos - - 

74. 

1  4 

sec2  18°  - 

/  14; 

■  tan^  18° 

75. 

1  4  J 

sen  80°  esc  80° 

77. 

tan  40°  - 

.sen40° 

cos  40° 

78. 

cot  20°  - 

sen2 

73.  sen"  40°  +  cos^  40" 
76.  tan  10°  cot  10° 


79.  Si  sen  6  =  0.3,  encuentre  el  valor  de  sen  6  +  sen(t^  +  277)  +  senC^  +  477), 

80.  Si  cos  6  =  0.2,  encuentre  el  valor  de  cos  6  -  cos(f)  +  277)  +  cos(6  +  477). 

81.  Si  tan  6  =  3,  encuentre  el  valor  de  tan  6  +  tan(0  +71)  +  tan(0  +  277-). 


377 
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82.  Si  cot  B  =  —2.  cncuentre  el  valor  de  cot  B  +  cot(6  —  rr)  +  cot{d  —  2tt). 

83.  !  '/(■'■>>  li,  .  mill  L'sled  quiere  caminar  desde  un  estacionamiento  haslu  una  casa  freate  a! 

ocdano.  La  casa  estii  ubicada  a  1500  pies  desde  el  estacionamiento  en  la  direccldn  de  un  camlno  pavimeniado  para- 
lelo  al  ocdano,  y  a  500  pies  en  scntldo  perpendicular  al  camino,  Vease  la  llustracidn.  For  el  camino  usted  pucda 
avanzar  a  300  pies  por  minuto.  pero  en  la  arena  s6lo  lo  hace  a  100  pies  por  minuto. 

El  tiempo  T  para  ir  desde  el  estacionamiento  hasta  la  casa  de  la  playa  puede  ser  expresado  como  una  fuii- 
cidn  del  dngiilo  6  mosirado  en  la  ilustracion 


nd)  =  5 


5 

3  tan  6 


+  —,0<B 

sen  9 


IL 

2 


Calcule  el  licmpo  T  si  camina  directamente  desde  el  estacionamiento  a  la  casa  [Sugerencia:  tan  9  =  500/1500.) 


Cc^o 

Playa 

500  pies 

— 

- - V  -  X  * 

camino  pavimentado 

r  A  ' 

1 

1 

1 

J 

■  WOdws 

Bosque 

'  V. 

Vi  * 

84.  _  Dos  casas  frente  aj  ocdano  estan  separadas  8  millas  en  Imea  recta  sohie  ki 

playa,  cada  una  queda  a  una  milla  de  un  camino  pavimentado  paralelo  al  oceano.  Sally  puede  caminar  a  8  millav 
por  hora  en  la  carretcra  pavimentada.  pero  solo  a  3  millas  por  bora  en  la  arena.  A  causa  de  un  rio  que  csta  entre  las 
dos  casas,  es  ncccsario  caminar  por  la  arena  hacia  la  carretera,  continual'  por  esta  y  luego  caminar  de  nuevo  poi  la 
arena  para  ir  de  una  casa  a  otra.  Vease  la  ilustracion.  El  tiempo  T  para  ir  de  una  casa  a  la  otra  como  una  funcidi: 
del  angulo  9  mostrado  en  la  ilustracion  es 


T(9)  =  I  + 


3  sen  9 


,0<  9<  — 

4  tan  0  2 


Calcule  el  tiempo  T  para  tan  9  =  1/4. 
Describa  el  camino  que  se  tomo. 

F.xplique  por  que  9  debe  ser  mayor  de  14°. 


85.  t,Para  que  numeros 

86.  ^Para  qud  numeros 

87.  ^Para  qud  numeros 

88.  ^,Para  qud  numeros 


9  no  estd  definida/(@) 
6  no  estd  def'inida/(6t) 
9  no  est4  definida/(6) 
9  no  estS  definida  f(9) 


tan  97 
cot  97 
sec  97 
CSC  97 
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89. 

90. 

91. 

92. 

93. 


94. 

95. 

96. 

97. 

98. 

99. 
100. 
101. 
102. 
10.3. 


(Cual  es  el  valor  de  sen  kir,  donde  k  es  cualquier  entero? 

('.Cual  es  el  valor  de  cos  kTT,  donde  k  es  cualquier  entero? 

Demuestre  que  el  rango  de  la  funcidn  tangente  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales. 

Demuestre  que  el  rango  de  la  funcidn  tangente  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales. 

Demuestre  que  el  periodo  de/(6)  =  sen  0  es  Itt.  [Sn^erencia'.  Supenga  que  0  <  p  <  2tt  existe  de  niodo  que  scn(6 
+  p)  sen  0  para  todo  9.  Sea  6  =  0  encuentre  p.  Luego  haga  9  =  ttH  para  obtener  una  coniradiccion.j 

Demuestre  que  el  periodo  de  f{9)  =  cos  9  es  In. 

Demuestre  que  el  periodo  de/(6)  =  sec  9  es  Itt. 

Demuestre  que  el  periodo  de  f{9)  =  esc  9  es  2tt. 

Demuestre  que  el  periodo  de  f(d)  =  tan  6  es  tt. 

Demuestre  que  cl  periodo  dtf{9)  =  cot  6  es  tt. 

Demuestre  las  identidades  reciprocas  dadas  en  la  fdrmula  (2). 

Demuestre  las  identidades  cocientes  dadas  en  la  formula  (3). 

Establez.ca  la  identidad:  (sen  0cos  d>)^  +  (sen  dsen  </;)-  +  cos^  6  =  1 

Anote  cinco  caracten'sticas  de  la  funcidn  tangente  y  explique  el  significado  de  cada  una. 

Dcscriba  lo  que  entiende  por  funcidn  pcriddica. 


w 

TTigonometna 
del  triangulo 
rectangulo 


Un  triangulo  en  el  que  un  angulo  es  recto  (90°)  se  llama  triangulo  rectdngulo.  Re- 
cuerde  que  el  lado  opuesto  al  angulo  recto  es  llamado  hipotenusa  y  los  otros  dos 
lados  son  los  catetos  del  triangulo.  En  la  figura  41(a),  hemos  marcado  la  hipotenusa 
conto  c,  para  indicar  que  su  longitud  es  c  unidades  y,  de  una  manera  parecida,  he¬ 
mos  marcado  los  catetos  como  a  y  h.  Ya  que  el  triangulo  es  un  triangulo  rectan¬ 
gulo,  cl  teorema  de  Pitagoras  nos  dice  que 

a-  + 


FIGURA  41 


Hipotenusa 
c  ,  ’ 

_  _ T 

a 


b 


y. 

\ 

P={a.b) 

4 

c 

b 

r 

0 

a 

X 

(a)  (b) 

Ahora,  suponga  que  6  es  un  angulo  agudo;  esto  es,  0°  <  6<  90°  (si  9  es  me- 
dido  en  radianes)  o  0  <  0  <  7t/2  (si  0  es  medido  en  radianes).  Coloque  9  en  posi- 
cidn  estandar,  y  sea  P  =  (a,  b)  cualquier  punto  excepto  el  origen  O  sobre  el  lado  fi¬ 
nal  de  9.  Construya  un  triangulo  rectangulo  trazando  hacia  abajo  la  perpendicular 
desde  P  hasta  el  eje  .t,  como  se  muestra  en  la  figura  41(b). 

Llamando  a  las  longitudes  de  los  lados  del  triangulo  con  los  nombres  hipote¬ 
nusa  (c),  cateto  opuesto  {b)  y  cateto  adyacente  (a),  como  se  indica  en  la  figura  42, 
podemos  expresar  las  funciones  trigonometricas  de  6  como  las  razones  de  los  lados 
de  un  triangulo  rectangulo: 
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FIGURA  42 


a 


Adyacente 


K  .1  K  M  IM  () 


FIGURA  43 


Opuesto 


FIGURA  44 


a 


sen  9  = 

Opuesto 

b 

cos  9  = 

Adyacente 

Hipotenusa 

c 

Hipotenusa 

tan  9  = 

Opuesto 

b 

CSC  9  = 

Hpotenusa 

Adyacente 

a 

Opuesto 

sec  9  = 

Hipotenusa 

c 

cot  9  = 

Adyacente 

Adyacente 

a 

Opuesto 

Observe  que  cada  una  de  las  funciones  trigonometricas  del  Angulo  agudo  H  ( 
positiva. 

1  Dcli'iwiiKu  ithi  elf!  valor  tie  las  fancioav.',  irii’onoim’tricas  ilc  an  rriiini;i<sj 

r('i-hiii,i;a/o 

Encontrar  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  seis  funciones  trigonometricas  del  as-' 
gulo  6  en  la  figura  43. 

Soliu  ii)n  Advierta  en  la  figura  43  que  los  dos  lados  del  triangulo  son 

c  =  Hipotenusa  =  5  a  =  Adyacente  =  3 
Para  encontrar  la  longitud  del  cateto  opuesto  usamos  el  leorema  de  Pitagoras: 

(adyacente)-  +  (opuesto)^  =  (hipotenusa)^ 

3-  -I-  (opuesto)-  =  5- 

(opuesto)^  =  25  —  9  =  16 
opuesto  =  4 

Ahora  que  conocemos  las  longitudes  de  los  tres  lados,  usamos  las  ra/oncs  en  (1 
para  encontrar  el  valor  de  cada  una  de  las  seis  funciones  trigonometricas: 


Opuesto  4  Adyacente  3 

sen  9  =  -  =  —  COS  6  =  77 — -  =  — 

Hipotenusa  5  Hipotenusa  5 

Hipotenusa  5  Hipotenusa  5 

CSC  0  =  —r - =  —  sec  e>  =  -7 , - =  — 

Opuesto  4  Adyacente  3 


—  tan  6 


=  —  col  6  = 


Opuesto 

Adyacente 

Adyacente 

Opuesto 


g  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

De  esta  manera,  los  valores  de  las  funciones  trigonometricas  de  un  anguh 
agudo  son  razones  de  las  longitudes  de  los  lados  de  un  triangulo  rectangulo.  Ksia 
manera  de  ver  las  funciones  trigonometricas  conduce  a  muchas  aplicaciones  y.  dt 
hecho,  era  el  punto  de  vista  usado  por  los  primeros  matematicos  (antes  del  calciilot 
al  estudiar  trigonometn'a. 


Angulos  complementarios:  cofunciones 

Dos  angulos  agudos  son  llamados  complementarios  cuando  su  suma  es  un  anguio 
recto.  Dado  que  la  suma  de  los  angulos  de  cualquier  triangulo  es  180°,  se  deduce 
que,  para  formar  un  anguio  recto,  los  dos  angulos  agudos  son  complementarios. 

Observe  ahora  la  figura  44;  hemos  marcado  el  anguio  opuesto  al  lado  b  conic 
(3  y  c\  anguio  opuesto  al  lado  a  como  a.  Notese  que  el  lado  b  es  adyacente  al  an¬ 
guio  a  y  que  el  lado  a  es  adyacente  al  anguio  /3.  Como  consecuencia  de  esto. 
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Teoreiiia 


TABLA  6 


a 

E  M  P  L  ()  2 


r,  b  a  b 

sen  p  =  —  =  cos  a  cos  p  =  —  =  sen  a  tan  p  =  —  =  cot  a 

c  c  a 

(2) 

CSC  p  =  —  =  sec  a  sec  /3  =  —  =  esc  a  cot  p  =  —  =  tan  a 

b  a  b 

A  causa  de  estas  relaciones,  las  funciones  seno  y  coseno,  tangente  y  cotangente,  y 
secante  y  cosecante,  son  llamadas  cofunciones  una  de  la  otra.  Las  identidades  (2) 
pueden  ser  expresadas  en  palabras  como  sigue: 

Las  cofunciones  de  angulos  complementarios  son  iguales.  ■ 

A  continuacidn  se  dan  ejemplos  de  este  teorema: 

Angulos  cmiiplcnientarios  Angulos  loniplemcniarios  Angulos  i-onipleim-nlarios 

sen  30°  =  cos  60°  tan  40°  =  cot  50°  sec  80°  =  esc  10° 

_  _  _  I  _ 

(  ofuncioncN  Cofunciones  ;  .iliinciones 

Si  d  es  un  angulo  agudo  medido  en  grades,  el  angulo  90°  —  0  (o  77/2  —  0,  si 
0  se  mide  en  radianes)  es  el  dngulo  complementario  a  0.  La  tabla  6  repite  el  teo¬ 
rema  anterior  acerca  de  cofunciones. 


«(GRADO.S)  a  (RADIANES) 


sen  (t  -  cos(90“  —  0) 
cos  0  =  sen(90°  -  0) 
tan  6  =  001(90’  -  0) 
CSC  0  =  scc(90"  —  9) 
sec  6  =  csc(90°  -  9) 
cot  9  =  tantgo’  0) 


sen  0  cos(77/2  -  9) 
cos  9  =  sen(7r/2  -  0) 
tan  9  =  col(7r/2  —  9) 
CSC  9  =  sec(7r/2  -  0) 
sec  9  =  csc(7r/2  —  0) 
cot  9  =  lan(77/2  -  9) 


Aunque  el  dngulo  0  en  la  tabla  6  es  agudo,  mas  adelante  veremos  que  estos 
resultados  son  validos  para  cualquier  angulo  0. 

Visualizacion  del  concepto.  Haga  la  grafica  de  y  -  sen  x  y  y  =  cos(90°  -  x).  Asegiirese  de 
que  el  modo  de  operacidn  este  en  grudos. 


’  so  cli  /  tC'ir 

(a)  sen  62°  = 

(c)  cos  ^  = 


I'lmi  en  co/'iineiont 

--  cos(90°  —  62°)  =  cos  28 


sen 


77 

7 


o 


(b)  tan 


77 

12 


77 

12 


(d) 


77  /  77 

CSC  —  =  seel — 


cot 


577 

I2 


sec 


77 

3 


■  Ahora  resuelva  el  problema  57(a). 


Angulo  de  referenda 

Nos  concentraremos  ahora  en  angulos  que  estan  en  un  cuadrante.  Una  vez  que  se- 
pamos  en  que  cuadrante  esta  un  angulo,  sabremos  el  signo  de  cada  valor  de  sus  fun- 
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Angulo  de  referenda 


FIGURA  45 


(a) 


p:  J  E  M  P  I  .  O  3 


Srriucioii 


clones  trigonometricas.  El  uso  de  cierto  Angulo  de  referenda  puede  ayudarmM 
evaluar  sus  funciones  trigonometricas. 


Sea  e  un  angulo  no  agudo  que  este  en  un  cuadrante.  El  angulo 
agudo  formado  por  el  lado  final  de  0  y  la  parte  positiva  o  la 
negative  del  eje  x,  es  llamado  angulo  de  referenda  para  0, 

La  figura  45  ilustra  el  Angulo  de  referenda  para  algunos  Angulos  0.  Ob.sent 
que  un  Angulo  de  referenda  siempre  es  un  Angulo  agudo,  cuya  medida  esta  entree 
y  90°. 


Aunque  pueden  ser  dadas  formulas  para  calcular  Angulos  de  refercnciu.  p 
lo  comun  es  mas  fAcil  encontraitos  haciendo  un  bosquejo  rApido  de!  angulo  a 
cuestion. 


I)i  trnniiHK  ion  dr  dinnilo.s  de  refen  ni  ia 

Encontrar  el  Angulo  de  referenda  para  cada  uno  de  los  Angulos  siguientes: 

(a)  150°  (b)  -45°  (c)  977/4  (d)  -5706 


(a)  Vease  la  figura  46.  El  Angulo  de 
referenda  para  150°  es  30°. 


(b)  Vease  la  figura  47.  El  Angulo  uc 
referenda  para  —45°  es  45°. 


FIGURA  46 


(c)  Vease  la  figura  48.  El  Angulo  de 
referenda  para  97r/4  es  7r/4. 


(d)  Vease  la  figura  49.  El  Angulo  do 
referenda  para  —5706  es  706. 


FIGURA  48 


FIGURA  49 


X 
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■  Ahora  resuelva  el  problema  11. 

La  ventaja  de  utilizar  angulos  de  referenda  es  que,  salvo  por  el  signo  correcto, 
los  valores  de  las  funciones  trigonomdtricas  de  un  dngulo  general  6  son  iguales  a 
los  de  las  funciones  trigonometricas  de  su  dngulo  de  referencia. 


[  ■.'  1 1;  I : 


Si  6  es  un  angulo  que  esta  en  un  cuadrante  y  a  es  su  dngulo  de  referencia,  entonces 


sen  6  =  ±  sen  a  cos  0  =  ±  cos  a  tan  0  =  ±  tan  a 

CSC  0  =  ±  CSC  a  sec  0  =  ±  sec  a  cot  0  =  ±  cot  a 


(3) 


FIGURA  50 


donde  el  signo  +  o  —  depende  del  cuadrante  en  el  cual  estd  0. 


tfii  H  -  h/c.  sen  a  =  b/c; 
cos  W  =  a/c,  cos  a  =  \a\lc 

y. 

b] 

r 

9 


Por  ejemplo,  suponga  que  0  estd  en  el  segundo  cuadrante  y  que  a  es  su  angulo 
de  referencia.  Vease  la  figura  50.  Si  (a,  b)  es  un  punto  sobre  el  lado  final  de  0  y  si 
c  =  Vfl-  +  b-,  tenemos 

a  ^  a 

sen  0  =  —  =  sen  a  cos  0  =  —  =  — ^  =  —cos  a 
c  c  c 

y  asi  sucesivamente. 

El  ejemplo  siguiente  ilustra  como  se  utiliza  el  teorema  sobre  dngulos  de 
referencia. 


I  J  i.  ’si  L  I,  4  (  ...  ...  /;  I!  ...  Hi  l>i:!ii  ,  .U  ■ 

rv  i', 

Encontrar  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  siguientes  funciones  trigonometricas 
usando  angulos  de  referencia: 

(a)  sen  135°  (b)  cos  240°  (c)  cos-^  (d)  tanf-  — 

6  \  3 


- 


(a)  Vease  la  figura  51.  El  angulo  de  135°  estd  en 
el  segundo  cuadrante,  donde  la  funcidn  seno 
es  positiva.  El  dngulo  de  referencia  para  135° 
es  45°.  Por  tanto, 

V2 

sen  135°  =  sen  45°  = - 

2 


FIGURA  51 

y. 

y 

45Yf' 


X 


(b)  Vease  la  figura  52.  El  angulo  de  240°  estd  en 
el  tercer  cuadrante,  donde  la  funcidn  coseno 
es  negativa.  El  Sngulo  de  referencia  para  240° 
es  60°.  Per  tanto, 

cos  240°  =  —cos  60°  =  —5 


FIGURA  52 
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FIGURA  55 


3 

a. 

2 


(c)  Vease  la  figura  53.  El  Angulo  de  5tt/6  esta 
en  el  segundo  cuadrante,  donde  la  funcion 
coseno  es  negativa.  El  angulo  de  referen¬ 
da  para  5tt/6  es  77/6.  For  tanto, 

5tt  tt  V3 

cos  — -  =  -cos  —  = - — 

6  6  2 

(d)  Vease  la  figura  54.  El  angulo  de  —tt/3  estd 
en  el  cuarto  cuadrante,  donde  la  funcion 
tangente  es  negativa.  El  angulo  de  referen¬ 
da  para  —  tt/3  es  tt/3.  For  tanto, 

tan^— =  —tan  ^  =  — V3 


Ahora  resuelva  los  problemas  27  y  45. 


Dado  que  cos  6  =  -5,  tt/2  <  6  <  tt,  encontrar  el  valor  exacto  dc  cada  una  dc  b' 
otras  funciones  trigonometricas. 


FIGURA  54 


FIGURA  53 


Ya  hemos  analizado  dos  maneras  de  resolver  lM; 
tipo  de  problemas:  usando  la  definicion  de  las  funciones  trigonometricas  y  median- 
te  identidades.  {Vease  el  ejemplo  4  en  la  seccidn  5.3.)  En  seguida  presentamos  iin 
tercer  metodo:  el  uso  de  tridngulos  rectangulos. 

El  angulo  6  esta  en  el  segundo  cuadrante,  asi  que  sabemos  que  sen  d  y  esc » 
son  positivos,  mientras  que  las  otras  funciones  trigonometricas  son  negativas.  Si  u 
es  el  dngulo  de  referenda  para  6,  entonces  cos  a  =  y  Los  demas  valores  dc  las  fun- 
clones  trigonometricas  del  angulo  a  pueden  ser  encontrados  dibujando  un  triangiiln 
apropiado.  Usamos  la  figura  55  para  obtener 


sen  a  = 


esc  a  = 


yi 

3 

3 

V5 


3\/5 

5 


cos  a  = 


sec  a  = 


3 

2 


tan  a  = 

cot  a  = 


2V5 

5 


ara,  asignamos  el  signo  apropiado  a  cada  uno  de  estos  valores  para  encontrar  los 
las  funciones  trigonometricas  de  9: 


sen  9  = 

zs  2 

tan  9  = 

Vs 

3 

cos  9  = - 

3 

2 

CSC  9  = 

3\/5 

a  3 

sec  0  =  - 

cot  9  = 

2V5 

Se  construira  un  canal  de  desague  pluvial  con  hojas  de  aluminio  de  12  pulgadas  de 
ancho.  Despues  de  marcar  una  longitud  de  4  pulgadas  a  cada  lado  de  las  hojas,  sc 
doblan  hacia  arriba  en  un  angulo  9.  Vease  la  figura  56. 


Seccion  5.4  Trigonometria  del  triangulo  rectangulo 


(a)  Expresar  el  area  A  de  la  abertura  como  una  funcion  de  0. 

Hacer  la  grafica  de  A  =  A(d).  Encontrar  el  angulo  0  que  pueda  darnos  la  A  mas 
grande.  (Esto  permite  que  fluya  mas  agua  por  el  canal). 


FIGURA  56 


-• — 4  pulg— I — I — 4pulg — 4  pulg— ► 
- 12  pulg - <- 


(a)  El  area  A  de  la  abertura  es  la  suma  de  las  areas  de  dos  triangulos  rectangulos  y 
de  un  rectangulo: 

A  =  2  ■  ^  -  iW \6  —  Ir  +  Ah  =  (4  sen  (1)(4  cos  0)  +  4(4  sen  0) 

A(6)  =  16  sen  0{cos  0+1) 


Veai'e  la  figura  57.  El  angulo  0  que  proporciona  una  A  maxima  es  60°. 


FIGURA  57 


Ejercicio  5.4 

En  los  problemas  del  1  al  10,  encuenrre  el  valor  exado  de  cada  una  de  las  seis  funciones  irigonometricas 
del  angulo  6  en  cada  figura. 
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7. 


%'‘2 


\ 

9. 

~  h\ 

n 

1 

2 

CL 


10. 


En  los  problemas  del  II  al  26  encuentre  el  dngulo  de  referenda  de  cada 

dngulo. 

I 

LO 

O 

o 

12.  60° 

13.  120° 

14.  300° 

15.  .iltf 

16.  330° 

17.  577/4 

18.  577/6 

19.  877/3 

20.  It*. 

21.  -135° 

26.  480° 

22.  -240° 

23.  -277/3 

24.  -777/6 

25.  42(11 

sen  1 50° 

28. 

cos  2 1 0° 

29. 

cos  3 15 

°  30. 

sen  121) 

sec  240° 

32. 

CSC  300° 

33. 

cot  330 

34. 

tan  22.5 

377 
sen  — 

4 

36. 

2.77 

COS  -J- 

37. 

777 

cot  — 
6 

38. 

In 

CSC - 

4 

cos(-60°) 

/in 

tan(-120  ) 

A  1 

f  - 

O 

c 

*411. 

sen 

•J 

1477 

tan 

3 

44. 

1  1  77 
sec  — — 

4 

45. 

csc(-3 

15°)  46. 

( 

sect -2251 

sen  38°  -  cos  52° 

48. 

tan  12°  -  cot  78° 

49. 

cos  10“ 

50. 

cos  4(1''  ; 

sen  80° 

ser,5U'  1 

1  -  cos^  20'  -  cos-  70° 

52.  1 

+  tan-  5°  —  CSC-  85° 

53. 

,  one  70° 

tan  20 - 

cos  20 

1 

.,,0  sen  50° 
cot  40° - 

55.  cos  35°  sen  55°  -1-  sen  35° 

cos  55° 

56. 

sec  35  ’  CSC  55°  -  tan  35"  cot  .5' 

En  los  problemas  del  27  al  56  encuentre  el  valor  exacto  de  cada  expresidn.  No  utilicc  calculadora. 

27. 

31. 

35. 

39. 

43. 


47. 

51. 

54. 

57. 

58. 

59. 

60. 
61. 

62. 

63. 

64. 

65. 


sen40° 

i 
3 

Si  sen  6  =  0.2,  eiiciientre  el  valor  exacto  de:  (a)  cos[-'  —  d 


Si  sen  6  =  ^,  encuentre  el  valor  exacto  de:  (a)  cos(90°  —  9)  (b)  cos”  9  (c)  esc  9  (d)  sc'c|^y  -  fij 

(b)  COS"  6  (c)  .sec(90°  —  9)  (d)  esc  U 


Si  tan  9  =  4.  encuentre  el  valor  exacto  de:  (a)  sec-  9  (b)  cot  9  (c)  cotj 


Si  sec  9=3,  encuentre  el  valor  exacto  de:  (a)  cos  9  (b)  tan-  9 

Si  CSC  6  =  4,  encuentre  el  valor  exacto  de:  (aj  sen  9  (b)  cot-  9 

Si  cot  9  =  2,  encuentre  el  valor  exacto  de:  (a)  tan  6  (b)  esc-  9 

i 

Si  sen  9  =  0.3,  encuentre  el  valor  exacto  de:  sen  9  -I-  cos - 9 

2 


TT 


(c)  csc(90°  -  9) 
(c)  sec(90°  -  9) 

(c)  tani'y  -  9 


(d)  csc“  6 

(d)  sen-  9 
(d)  sec-  9 


(d)  sec-  9 


Si  tan  6  =  4  encuentre  el  valor  exacto  de:  tan  6  +  tan 


Encuentre  el  valor  exacto  de:  sen  1°  +  sen  2°  +  sen  3°  -I- 


+  sen  358°  -I-  sen  359° 


Seccion  5.4  Trigonometria  del  triangulo  rectdngulo  3 


66. 

67. 

68. 
69. 


Encuentre  cl  valor  cxaclo  de:  cos  1°  +  cos  2°  +  cos  3'  +  ■  ■  ■  +  cos  358'"’  +  cos  359°. 

Encucntre  el  Angulo  agudo  0  que  satisl'ace  la  ccuacidn:  sen  6  =  cos(26  +  30°) 

Encuenire  el  angulo  agudo  0  que  salisface  la  ecuacidn:  tan  6  =  coi{0  +  45°) 

Dos  casas  frente  al  oceano  estan  separadas  8  millas  en  luica  recta  sobre  la 
playa,  cada  una  queda  a  una  milla  dc  un  camino  pavimentado  paralelo  al  occano.  Sally  puede  caniinar  a  8  millas  por 
bora  en  la  canetera  pavimentada,  pero  s61o  a  3  millas  por  bora  en  la  arena.  A  causa  de  un  n'o  que  csla  entre  las  dos 
casas,  cs  necesario  caminar  por  la  arena  hacia  la  carretcra,  continuar  por  csla  y  luego  caminar  dc  nuevo  por  la  arena 
para  ir  de  una  casa  a  otra.  Vease  la  iluslracion. 

(a)  Exprese  cl  licmpo  7' para  ir  de  una  casa  a  la  otra  como  una  funcidn  del  angulo  9  mostrado  en  la  ilustraciiin. 
Haga  la  gral'ica  de  T  =  7(d).  (iQue  angulo  0  bace  que  el  tiempo  sea  menor?  ),Cual  cs  el  menor  tiempo?  (•.Cuanto 
licmpo  camina  Sally  por  la  carrclera  pac  imentada  ? 


Ocf-ano 

4  millas  4  millas 


1  milla 


70.  Un  diccriador  de  arte  decorativo  planea  comercializar  es- 
(eras  de  oro  sdlidu  encerradas  en  cunos  de  cristal  claro.  Cada  esl'era  es  de  radio  fijo  R  y 
sera  encenada  en  un  cono  de  altura  /?  y  radio  r.  Vense  la  ilustracidn.  Vluchos  conos  pueden 
scr  utilizados  para  encenar  la  est'era.  cada  uno  con  dil’erentc  angulo  de  inclinacion  9. 

(a)  Exprese  el  volumcn  V  del  cono  como  una  funcidn  de  su  angulo  de  inclinacion  9. 

[SN/^ercncicr.  El  volumen  V' de  un  cono  de  altura  h  y  radio  r  es  V  = 
gOud  angulo  de  inclinacion  9  debe  scr  ulilizado  para  que  el  volumen  V  del  cono  sea 
mi'nimo?  (Esta  eleccidn  minimiza  la  cantidad  de  cristal  necesario  y  da  mayor  rcalce 
a  la  esfera  de  oro.) 

71.  Desde  un  cslacionamicnto,  usted  quiere  caminar 

hasta  una  casa  en  la  playa  ubicada  a  1500  pics  cn  direccidn  dc  un  camino  pavimentado  D 

paralelo  al  oceano.  L.a  casa  esta  a  500  pies  del  camino.  Vease  la  ilustracidn.  lo  largo 
del  camino  listed  puede  avanzar  a  300  pies  por  minuto,  pero  C]i  la  arena  solo  puede  hacerlo  a  100  pies  por  minuto. 

(a)  Calcuic  cl  tiempo  T  si  listed  camina  1500  pics  por  oi  camino  pavimentado  y  luego  500  pies  cn  la  arena  basta  la  casa. 

(b)  Calcuic  cl  tiempo  7' si  sc  interna  primero  cn  la  arena  500  pies  y  luego  siguc  1500  pic.s  por  la  playa  hasta  la  casa. 
tc)  Exprese  cl  licmpo  T  para  ir  desde  el  estacinnamiento  hasta  la  casa  de  la  playa  como  una  funcion  del  angulo  9 

mostrado  en  la  ilusli acidin. 

(d)  Calcuic  cl  tiempo  T  si  listed  camina  100  pies  a  lo  lai’go  del  camino  pavimentado  y  luego  va  directamente  hacia  la  casa. 


i.  . 


cste  tingulo? 


Cteano 


Plays 


500  pies 


rstarioaa.Tiientc  ! 

-  - eatiBBo pawmentado 

L  ■ 

!  -■  teflO  pies 

1  ^ 

.  Bosque  _ 
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Una  escalera  de  longitud  3  pies 

L  es  tiansportada  horizontalmente  aircdedor  dc  una  csquina  dc  un  pasillo 
de  3  pies  de  ancho  hacia  un  pasillo  de  4  pies  de  ancho.  Vease  la  ilus- 
[raci()n.  Uncuentre  la  longitud  L  de  la  cscalcra  como  una  funcidn  del  iin- 
gulo  0  mostiado  en  la  ilustraeion. 

Ksci  iba  trcs  ejemplos  que  muestren  cdiiio  usar  el  teorcma  sobre  los  an- 
gulos  de  rct'ciencia;  deselos  a  un  companero  de  cla.se  y  pfdale  una  cn'iica 
accrca  de  el  los.  - 

74.  Vcanse  cl  cjemplo  4  en  la  seccion  5.3  y  el  5  en  la  seccidn  5,4.  ^CuSl  de 
los  ties  mctodos  de  solucion  prefierc  listed?  iCual  es  el  que  menos  le 


agrada?  (.Ha)  situaciones  en  las  que  un  metodo  es  mejor  y  otras  donde 
otro  metodo  es  mejor?  Justifique  su  respuesta. 

75.  Utilice  una  calculadora  cn  modo  de  radianes  para  completar  la  tabla 
siguiente,  ,',Que  puede  concluir  accrca  del  cociente  (sen  9)/9  cuando  9  sc 
aproxima  a  cero? 

9 

0..5  0.4  0.2  0.1  0.01  0.001  0,0001 

0.00001 

sen  0 

sen  11 

t) 

76.  Utilice  una  calculadora  en  modo  de  radiancs  para  completar  la  tabla  siguiente.  ^Qud  puede  concluir  accrca  del 
ciente  (cos  6  —  \)I6  cuando  6  se  aproxima  a  cero? 


77. 


78. 


0  0..S  0.4  0.2  0.1  0.01  0.001  0.0001 

cos  0  -  I 

cos  0  1 

(■) 


Suponga  que  el  angulo  9  es  un  angulo  central  de  un  ci'rculo  de  radio  1 
(vease  la  figura).  Demuestre  que 

(a)  El  dngulo  OAC  =  (b)  \CD\  =  sen  6  y  \OD\  =  cos  6 


0 

(c)  tan  - 


sen  9 
1  t  cos  6 


Demuestre  que  el  area  de  un  triangulo  Isosceles  es  A  =  (r  sen  6  cos  9, 
donde  a  es  la  longitud  de  uno  de  los  lados  iguales  y  0  la  medida  de  uno 
de  los  dos  angulos  iguales  (vease  la  f'igura). 


0.00001 


79.  Sean  n  >  0  cualquier  numero  real  y  9  cualquier  angulo  para  cl  que  0  < 

0  <  7r/(l  +  n).  Podemos  construir  un  triangulo  con  los  angulos  9  y  ii9  in- 
cluycndo  un  lado  de  longitud  1  (^adviertc  por  qu6?)  y  colocarlo  sobre  el 
ci'rculo  Linitario  como  sc  ilustra.  Luego,  trace  hacia  abajo  la  perpendicu¬ 

y- 

lar  desde  C  hasta  D  =  (.v,  0)  y  demuestre  que 

/ 

c  \ 

tann0  [ 

tiin  0  !  tan  ij9  ' 

D=(x,0)J(XO] 
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80. 


Vease  la  figura  siguiente.  El  ci'rculo  pequefio,  cuyo  radio  es  a, 
es  tangente  al  ci'rculo  mas  grande,  cuyo  radio  es  b.  El  rayo  OA 
contiene  un  diametro  de  cada  ci'rculo,  y  el  rayo  OB  es  tangenle 
a  los  dos  ci'rculos.  Demuestre  que 

Vab 

cos  9  = - - 

a  +  h 

2 

(esto  es,  cos  9  es  igual  a  la  razon  de  la  media  geom6trica  de  a 
y  b  a  la  media  aritmdtica  de  a  y  b).  [Sugerencia:  Primero  de¬ 
muestre  que  sen  0  =  (b  —  a)l{b  -I-  a).] 


B 


81. 


Vease  la  figura  que  aparece  al  margen.  Si  \OA\  =  1,  demuestre  que 
(a)  Area  AOAC  =  ^  sen  a  cos  a  (b)  irea  AOCB  =  ilOBp  sen 

(c)  Area  AOAB  =  IjOfil  ,sen(a  +  P)  (d)  \OB\  = 

cos  P 

(e)  sen(a  +  P)  =  sen  a  cos  p  -H  cos  a  sen  p 
[Sugerencia:  Area  AOAB  =  Area  AOAC  +  Area  AOCB.'j 


P  cos  P 


1' 


82.  Vc'ase  la  figura  siguiente,  donde  aparece  un  ci'rculo  unitario.  La  li'nea  DB  es  tangente  al  ci'rculo. 

(a)  Exprese  el  I'u'ea  de  AOBC  en  terminos  de  seno  6  y  cos  6. 

(b)  Exprese  el  urea  de  AOBC  en  terminos  de  sen  9  y  cos  9. 

(c)  El  area  del  sector  circular  OBC  es  j9,  donde  9  es  medido  en  radianes.  Utilice  los  resultados  de  las  partes  (a)  y 


Aplicaciones  Resoludon  de  triangulos  rectangulos 

En  el  estudio  que  desarrollaremos  a  continuacion,  siempre  marcaremos  un  trian- 
gulo  rectangulo  de  modo  que  el  lado  a  sea  el  opuesto  al  angulo  a,  el  lado  b  sea 
el  opuesto  al  angulo  p,  y  el  lado  c  sea  la  hipotenusa,  como  se  muestra  en  la  figura 
58.  Resolver  un  triangulo  rectangulo  significa  encontrar  las  longitudes  de  los  la- 
dos  y  las  medidas  de  los  Angulos  que  fallen.  Adoptaremos  la  pr^ctica  de  expresar 
las  longitudes  de  los  lados  redondeadas  a  dos  decimales  y  expresar  los  angulos  en 
grados  redondeados  a  un  decimal. 

Para  resolver  un  triangulo  rectangulo  necesitamos  conocer  un  angulo  y  un 
lado  0  bien  dos  lados.  Luego  hacemos  uso  del  teorema  de  Pitagoras  y  nos  basamos 
en  el  hecho  de  que  la  suma  de  los  angulos  de  un  triangulo  es  180°.  Por  lo  tanto, 
la  suma  de  los  angulos  desconocidos  de  un  triangulo  rectangulo  es  90°.  Asi  que 
para  el  triSngulo  rectangulo  mostrado  en  la  figura  58  tenemos 


FIGURA  58 

c 

|3 

a 


c2  =  fl2  +  ^2 


a  +  p  =  90' 
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FIGURA  59 


c 

P 

a 


FIGURA  60 

c 

P 

3 


Utilice  la  figura  59.  Si  =  2  y  a  =  40°,  encontrar  a,  c,  y  /3. 

!i  Como  a  =  40°  y  a  +  f3  =  90°,  determinamos  qiie  /3  =  50°.  Para  encontrar  los  la- 
dos  aye  usamos  las  relaciones  siguientes; 

tan  40°  =  -^  y  cos  40°  =  - 

2  c 

De  modo  que 

(3  =  2  tan  40°  —1.68  y  c  =  — 2.61  i 

^  cos  40° 


Ahora  resuelva  el  problema  1. 


a 

2 

r 


Utilice  la  figura  60.  Si  a  =  3  y  =  2,  encontrar  c,  a,  y  p. 


Ya  que  a  =  3  y  b  =  2,  por  el  teorema  dc  Pitagoras  tenemos 

c-  =  +  b'^  =  9  +  ^  =  U 

c  =  Vn  «  3.61 

Para  encontrar  a  usamos  la  relacidn 


tan  a  = 


2 

2 


marcada  con 
o  las  teclas 


tan  ' 

0  con 

inv  1 

0  1 

SHIFT 

*.  Utilice  la  tecla 


SHIFT  tan  |  como  sigue  para  encontrar  a: 


Teclado: 

Pantalla: 


SHIFT 


tan 


Por  tanto,  a  =  56.3°  redondeado  a  un  decimal.  Ya  que  a  +  /3  =  90°,  encontramo' 
que  P  =  33.7°. 

Ahora  resuelva  el  problema  11. 

Un  uso  gcnerali/ado  de  la  trigonometrfa  es  medir  alturas  y  dislancias  que  son 
difi'ciles  o  imposibles  de  medir  por  medios  comunes. 


Si  no  cs  jsi,  consultc  su  manual  del  usuario. 
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ISION  POSIBLE 

Ciipjlulo  5 

Il>l  N  I  li  1(  \t‘n)N  Dr  1  MONIVNV.S  Dr!  I  \ isi  \  ^ 
II  \  A  \  1  \  N  \  ^  in  SDF  0  \  111 


Un  tiirista  adinerado,  con  un  gran  anhelo  por  el  album  perfecto  de  fotografias,  ha  pedido  ayuda  a 
la  compahia  de  con.sultona  de  usted  para  identificar  una  fotografia  que  tomd  en  un  di'a  despejado 
desde  la  costa  oeste  de  Oahu.  El  le  mostrd  la  fotografia,  la  cual  en  su  mayor  parte  era  mar  y  cielo. 
Pero  en  el  horizontc  se  apreciaban  ires  cimas  de  montana,  igualmente  espaciadas  y  al  parecer  todas 
de  la  misma  altura.  El  turista  le  dijo  que  un  vcndedor  en  la  playa  le  informd  que  las  cimas  de  las 
montafias  son  los  volcanes  de  Lanai,  Maui  y  de  la  Gran  Isla  (Elawaii).  El  vendedor  agrego:  “Casi 
nunca  puede  verse  la  Gran  Isla  desde  aquf’. 

El  turista  piensa  que  su  fotografia  puede  tener  algun  valor  especial,  aunque  tiene  algunas  du- 
das.  El  esta  intrigado  pues  si  en  realidad  casi  nunca  es  pcsible  ver  la  Gran  Isla  desde  Oahu,  le  gus- 
taria  identificar  correctamente  sus  fotos  y  por  eso  le  pide  ayuda  a  usted. 

Usted  sc  da  cuenta  de  que  es  neccsario  aplicar  un  poco  de  trigonometn'a  y  consultar  buenos 
atlas  y  enciclopedias.  Despues  de  algunas  investigaciones,  descubre  lo  siguiente: 

Las  alturas  de  las  cimas  van'an.  Lanaihale,  la  cima  mas  alta  de  Lanai,  solo  mide  cerca  de 
.^370  pies  sobre  el  nivel  del  mar.  Elaleakala  de  Maui  mide  10,023  pies  sobre  el  nivel  del  mar.  Mauna 
Kea  en  la  Gran  Isla  es  la  mas  alta  de  todas.  13,796  pies  sobre  el  nivel  del  mar.  (Si  se  mide  desde 
su  base  en  el  fondo  del  oceano.  califican'a  como  la  montana  mas  alta  sobre  la  Tierra.) 

Desde  el  extreme  sudeste  de  Oaliu,  la  distancia  a  Lanai  es  aproximadamente  65  millas,  a  Maui 
es  aproximadamente  110  millas  y  a  la  Gran  Isla  de  unas  190  millas.  Estas  distancias,  medidas  a  lo 
lai'go  de  la  superficie  de  la  Tierra,  representan  la  longitud  de  arco  que  se  origina  al  nivel  del  mar 
en  Oahu  y  termina  en  un  punto  imaginario  directamente  abajo  de  la  cima  de  cada  montana.  esto  cs, 
al  nivel  del  mar. 

1.  Estas  cimas  volc^nicas  son  dc  alturas  diferentes.  Pero  su  cliente  tomd  una  foto  desde  donde  las  tres  pare- 
cen  tener  la  misma  altura. 

2.  El  radio  de  la  Tierra  es  aproximadamente  dc  3060  millas.  Con  base  en  esa  fotogralTa,  ^.cual  es  la  dreun- 
lerencia  de  la  Tierra?  gCdmo  esta  relacionada  la  distancia  entre  las  islus  con  la  circunferencia  de  la  Tierra? 

3.  Para  delerminar  cu^l  dc  estas  cimas  realmente  es  visible  desde  Oahu,  usted  necesila  considerar  que  el  turis¬ 
ta,  parade  en  la  costa  y  viendo  “directamente”,  tendn'a  una  Imea  de  x  isidn  tangente  a  la  superficie  de  la 
Tierra  en  ese  punto.  Haga  un  bosquejo  del  triSngulo  formadn  por  la  linea  de  vision  del  turista,  el  radio 
desde  el  centre  de  la  Tierra  al  turista,  y  una  recta  desde  el  centro  de  la  Tierra  que  pasc  por  Mauna  Kea. 

Puede  determinar  el  angulo  formado  en  el  centro  de  la  Tierra? 

4.  ^.Cual  es  la  longitud  de  la  hipotenusa  del  triangulo?  gPuedc  deeir  si  el  Mauna  Kea  es  o  no  visible  desde 
Oahu'.’ 

5.  Repita  el  procedimiento  con  la  informacidn  accrca  de  Maui  y  Lanai.  ^Son  visibles  desde  Oahu? 

6.  Hay  otra  isla  que  el  vendedor  no  mcnciond:  Molokai.  Esta  aproximadamente  a  40  millas  do  Oahu  y  su  pico 
m;is  alto,  “Kamakou”,  cs  de  casi  4961  pics  sobre  el  nivel  del  mar.  Desde  Oahu  es  visible  Kamakou? 

7.  Ahora  su  equipo  esta  listo  para  ponerle  nombre  a  las  tres  cimas  volcanicas  de  la  fotografia.  .^Cdmo  se  de- 
cidio  cual  es  cual? 
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Un  agrimensor  puedc  medir  el  ancho  de  un  rio  colocando  un  transito*  en  el  punii' 
C  en  un  lado  del  n'o  y  tomando  un  punto  de  referenda  A  del  otro  lado.  Vcasc  li 
figura  61.  Despues  de  girar  un  angulo  de  90°  en  C,  camina  200  metros  alejiimloH 
hasta  llegar  al  punto  B,  mide  el  dngulo  fS  y  encuentra  que  es  de  20°.  ^Cual  es  cl  an¬ 
cho  del  n'o? 


Buscamos  la  longitud  del  lado  b.  Conocemos  ay  fi,de  modo  que  usamos  la  relaciiiii 


FIGURA  61 


A 

• 

b 

,1 

gt  =  20° 

C 

a  =  200m 

“A 

para  obtener 


tan  (8 


a 


tan  20° 


b 

200 


b  =  200  tan  20°  ~  72.79  metros 


For  tanto,  el  ancho  del  rio  es  aproximadamente  de  73  metros,  redondeado  a  la  unidad 
mas  cercana.  1 


■  Ahora  resuelva  el  problema  21. 


4  •.  -ill  .  ..  .  .  ■ 

Un  camino  recto  con  inclinacion  uniforme  lleva  desde  un  hotel  a  8000  pies  hasta 
un  mirador  situado  a  una  altura  de  1 1,100  pies.  La  longitud  del  camino  es  de  14,101! 
pies.  ^Cual  es  la  inclinacion  (pendiente)  del  camino? 


La  figura  62  ilustru  la  situacidn.  Buscamos  el  angulo  /3.  Como  se  muestra  en  la  ilus- 
tracidn, 


FIGURA  62 


Hotel 


8000  Dies 


Mirador 
elevacion 
11,100  pies 


sen  /3 


3100 

14,100 


Utilizando  una  calculadora. 


/3«  12.7° 


La  inclinacion  (pendiente)  del  camino  es  aproximadamente  de  12.7°.  f] 


Las  alturas  verticales  algunas  veces  pueden  ser  medidas  usando  el  angulo  dc 
elevacion  o  el  angulo  de  depresidn.  Si  una  persona  esta  mirando  hacia  arriba  a  un 
objeto,  el  angulo  agudo  medido  desde  la  horizontal  a  la  Imea  de  visidn  del  objctu 
es  llamado  angulo  de  elevacion.  Vease  la  figura  63(a). 

Si  una  persona  esta  mirando  hacia  abajo  a  un  objeto,  el  angulo  agudo  forniadu 
por  la  li'nea  de  observacidn  del  objeto  y  la  horizontal  es  llamado  angulo  de  depre- 
sion.  Vease  la  figura  63(a). 

Instmmenlo  utilizado  en  topograffa  para  medir  angulos. 
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FIGURA  63 


Objeto 


r 

V_; 


Angulo  de  elevaci6n|_ 
Horizontal 


Angulo  de  depresion 


Horizontal 


Objeto 


(a) 


(b) 


Para  determinar  la  altura  de  una  torre  de  transmision  de  radio,  un  agrimensor  cami- 
na  alejandose  300  metros  de  la  base  de  la  torre.  Vease  la  figura  64(a).  Luego  el  an- 
gulo  de  elevacion  se  mide  y  se  encuentra  que  es  de  40°.  Si  el  transito  esta  a  2  me¬ 
tros  del  piso  cuando  la  observacion  se  realiza,  ^cual  es  la  altura  de  la  torre? 


FIGURA  64 


a  =  300  m 


(b) 


La  figura  64(b)  muestra  un  triangulo  que  reproduce  la  ilustracion  de  la  figura  64(a). 
Para  encontrar  la  longitud  i>,  usamos  el  hecho  de  que  tan  /3  =  bla.  Entonces 

b  =  a  lan  j3  =  300  tan  40°  =  251.73  metros 

Ya  que  el  transito  esta  a  dos  metros  de  altura,  la  altura  real  de  la  torre  es  aproxi- 
madamente  de  254  metros,  redondeada  al  metro  mas  cercano. 


Ahora  resuelva  el  problema  23. 


La  idea  tras  el  ejemplo  5  tambien  puede  ser  utilizada  para  determinar  la  al¬ 
tura  de  un  objeto  con  base  inaccesible. 


Como  adorno  de  la  parte  superior  del  edificio  Board  of  Trade  en  Chicago  esta 
una  estatua  de  Ceres,  la  diosa  griega  del  trigo.  Desde  el  nivel  de  la  calle  se 
hicieron  dos  observaciones  a  una  disinncia  de  400  pies  del  centre  del  edificio.  El 
angulo  de  elevacion  a  la  base  de  la  estatua  fue  de  45.0°;  el  angulo  de  elevacion 
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FIGURA  65 


a  la  parte  superior  de  la  eslatua  fue  de  47.2°.  Vease  la  figura  65(a).  eslj 
altura  de  la  estatua? 


La  figura  65(b)  muestra  dos  triangulos  quc  reproducer!  la  figura  65(a).  La  altura  i!( 
la  estatua  do  Ceres  sera  b'  —  b.  Para  encontrar  by  b' ,  con  respecto  a  la  figura 


tan  45°  = 


400 

b  =  400  tan  45°  =  400 


tan  47.2°  = 


b' 


400 

b'  =  400  tan  47.2°  =  431.96 


La  altura  de  la  estatua  cs  aproximadamente  de  32  pies. 


Cuando  no  es  posible  caminar  alejandose  de  la  base  del  objeto  cuya  alturi 
buscamos,  sc  neccsita  una  solucion  mas  imaginativa. 


Para  medir  la  altura  de  una  montana,  un  topografo  toma  dos  observacioncs  dc  lj 
cima  dcsde  dos  puntos  separados  una  distancia  de  900  metros  en  linea  recta  liacu 
la  montana.'  Vease  la  figura  66(a).  La  priinera  observacion  tiene  corno  resultaclo  iin 
dngulo  de  elevacidn  de  47°,  la  segunda  tiene  un  angulo  de  elevacion  de  35  .  Si  c; 
trdnsito  esta  a  dos  metros  del  piso,  ^cual  es  la  altura  de  la  montana? 


FIGURA  66 


La  figura  66(b)  muestra  dos  triangulos  que  reproducen  la  ilustracion  de  la  figura 
66(a).  De  los  dos  triangulos  rcciangulos  mostrados,  encontramos 

Por  .siniplicidad,  supu*ncmos  quc  estas  obscrvaciunci  e.-sian  al  mismo  nivel. 
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tan  [3' 
tan  35° 


_ h _ 

a  +  900 

_ _6 _ 

a  f  900 


o  ^ 

tan  /3  =  — 
a 

tan  47°  =  - 
a 


Este  es  un  sistema  de  dos  ecuaciones  con  dos  variables,  a  y  b.  Ya  que  buscamos 
b,  decidimos  resolver  la  ecuacion  del  lado  derecho  para  a  y  sustituir  el  resultado, 
a  =  Man  47°  =  b  cot  47°,  en  la  ecuacion  del  lado  izquierdo.  El  resultado  es 

“  b  cot  47°  +  900 
b  =  {b  cot  47°  +  900)  tan  35° 
b  =  b  cot  47°  tan  35°  +  900  tan  35° 
b(\  ~  cot  47°  tan  35°)  =  900  tan  35° 

^  900  tan  35°  ^  900  tan  35°  ^ 

1  -  cot  47°  tan  35°”  “  j  _  tan  35°  ‘  ^ 

tan  47° 

For  lo  tanto,  la  altura  de  la  cima  desde  el  nivel  del  suelo  es  aproximadamente  de 
1816  +  2  =  1818  metros. 


Ahora  resuelva  el  problema  29. 

En  navegacidn,  la  direccion  o  rumbo  desde  O  de  un  objeto  en  P  signil'ica  el 
angulo  positive  medido  en  el  sentido  del  giro  de  las  manecillas  del  reloj’  desde  el 
norte  (N)  hasta  el  rayo  OP.  Veuse  la  figura  67.  Con  base  en  la  I'igura  67,  dinamos 
que  el  mmbo  de  P  desde  O  es  0  grades. 


FIGURA  '.7 

;i  dircccidn  de  P  desde  (7  ,9 


Un  Boeing  111  despega  del  aeropuerto  de  O’Hara  en  una  pista  que  tiene  una  di¬ 
reccion  de  22°.  Despues  de  volar  durante  1  milla,  el  piloto  de  la  aeronave  solicita 
permiso  para  virar  90°  e  ir  hacia  el  noroeste.  La  peticion  es  concedida. 

(a)  ^Cu^l  es  e!  nuevo  rumbo? 

(b)  Despues  que  el  avion  avanza  2  millas  en  la  nueva  ruta,  ^que  direccidn  debe  usar 
la  torre  de  control  para  localizarlo? 


N6iese  que  esta  convencion  es  precisamente  la  contraria  de  la  que  estanios  usando. 
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(a)  La  figura  68  ilustra  la  situacion.  Despues  de  volar  1  milla  desde  el  acropueft 
O  (la  torre  de  control),  la  aeronave  esta  en  P.  Cuando  vira  90°  hacia  el  noraesie 
vemos  que 


FIGURA  68 
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/ 

68  ^ 

2 

/ 
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/ 

A  P 

22 

/ 

1 

0 

0 

f 

Angulo  NOP  =  22°  Angulo  RQN  =  90°  -  22°  =  68° 

For  lo  tanto,  el  rumbo  final  de  esta  aeronave  es  de 

360°  -  Angulo  RQN  =  360°  -  68°  =  292° 

(b)  Despues  de  volar  2  millas  en  direccion  de  292°,  la  aeronave  esta  en  R.  Si  0  = 
angulo  ROP,  entonces 

tan  0  =  y  =  2  asf  que  0  =  63.4° 


Como  resultado  de  esto, 

Angulo  RON  =  0  -  22°  =  41.4° 
El  rumbo  del  avion  desde  la  torre  de  control  en  O  es 


360°  -  Angulo  RON  =  360°  -  41.4°  =  318.6° 


En  operacion  desde  1846,  este  faro  se  levanta  117  pies  sobre  una  colina  de  243  pic- 
de  altura,  de  modo  que  el  rayo  de  luz  esta  a  362  pies  sobre  el  nivel  del  mar.  L'n 
folleto  afirma  que  la  luz  puede  verse  en  el  Horizonte  a  cerca  de  26  millas  de  div 
tancia.  Verifique  la  precision  de  este  enunciado. 


La  figura  69  ilustra  la  situacion.  El  angulo  central  0  satisface  la  ecuacion 


FIGURA  69 


cos 


e  =  ~ 


3960 


3960  + 


362 

5280 


0.999982687 


de  modo  que 

e  =  0.00588  radian  =  0.33715°  =  20.23' 

El  folleto  no  indica  si  la  distancia  se  mide  en  millas  nauticas  o  en  millas  tetrestris. 
La  distancia  s  en  millas  nauticas  es  20.23,  la  medida  de  9  en  minutos,  ( VV'n.vc  el 
problema  83,  seccion  5.1.)  La  distancia  s  en  millas  teiTestres  es 

s  =  rd  =  3960(0.00588)  =  23.3  millas 


En  cualquier  caso,  parece  que  el  folleto  exagero  un  poco  la  distancia. 


Ejercicio  5.5 


En  los  pwblemas  de!  I  al  14  utilice  el  tridngulo  rectdngulo  que  se 
infonnacion  dada,  resuelva  el  tridngulo. 

«  1.  /j  =  5,  IS  =  20°;  encuentre  a,  c.  y  a  2.  b  =  4.  fi  =  10°; 

I  b 

3.  e;  =  6,  /3  =  40°;  encuentre  b,  c.  y  a  4.  a  =  1 .  j3  =  50°; 

5.  h  =  4.  a  =  10°;  encuentre  a,  c.  y  (3  6.  b  =  6,  o-  =  20  ; 


_d 


nuiesira  al  margen.  Luego,  usaiido  hi 

encuentre  a,  c,  y  a 
encuentre  b.  c,  y  a 
encuentre  a,  c:  y  (3 


Seccion  5.5  Aplicaciones 


7. 

<3  =  5, 

a  = 

25° 

;  encuentre  b. 

c,  y  (3 

8. 

a  =  6,  a  =  40°;  encuentre  b,  c,  y  (3 

9. 

r  -  9, 

20°: 

;  encuentre  b. 

a,  y  a 

10. 

0=10,  a  =  40°;  encuentre  b.  a,  y  (3 

11. 

0  =  5, 

b  = 

3; 

encuentre  c,  a, 

y  13 

12. 

(7  =  2,  6  =  8;  encuentre  c.  a.  y  (3 

13. 

a  =  2, 

c  = 

5; 

encuentre  b,  a, 

yf3 

14. 

b  =  4,  c  =  6;  encuentre  a,  a,  y  (3 

15.  Un  triangulo  rectangulo  tiene  una  hipotenusa  de  3  pulgadas  de  longiiud.  Si  un  angulo  es  de  35°,  encuentre  la  longi- 
tud  de  cada  cateto. 

16.  Un  triangulo  rectangulo  tiene  una  hipotenusa  de  2  centi'metros  de  longitud.  Si  un  Sngulo  es  de  40°,  encuentre  la  lon- 
gitud  de  cada  catcto. 

17.  Un  triangulo  rectangulo  tiene  un  angulo  de  35°.  Si  un  cateto  es  de  5  pulgadas  de  longitud,  ,;,cudl  es  la  longitud  de  la 
hipotenusa?  ISugerencia:  son  posibles  dos  respucstas.] 

18.  Un  triangulo  rectangulo  tiene  un  angulo  de  tt/IO  radianes.  Si  un  catcto  cs  de  3  metros  de  longitud,  ,^cual  es  la  lon¬ 
gitud  de  la  hipotenusa?  [Sugerencia:  son  posibles  dos  rcspucstas,] 

19.  La  hipotenusa  de  un  triangulo  rectdngulo  es  de  5  pulgadas.  Si  un  cateto  es  de  2  pulgadas,  encuentre  la  medida  en 
grados  de  cada  dngulo. 

20.  La  hipotenusa  de  un  triangulo  rectdngulo  es  de  3  pies.  Si  un  cateto  mide  1  pie,  encuentre  la  medida  en  grados  de 
cada  angulo. 

21.  En-  22. 

cucntre  la  distancia  desde /A  hasta  C  en  el  desfiladero  Encuentre  la  distancia  desdc  A  hasta  C  cruzando  el 

ilustrado  en  la  figura  siguiente.  estanque  ilustrado  en  la  I'igura  siguientc. 


23.  La  torre  EitTel,  la  mas  alta  construida  antes  de  la  era  de  his  ante- 
nas  de  television,  fue  terminada  el  31  de  marzo  de  1889.  Encuentre  la  altura  de  la 
torre  Eiffel  (sin  contar  una  antena  de  television  instalada  en  la  punta)  usando  hi  in- 
formacion  dadu  en  la  ilustracidn. 

24.  Un  barco  se  en- 
cuentra  frente  a  un  acantilado  vertical  de  100  pies  de  altura  y  toma  una  observacidn 
a  la  punta  del  acantilado.  Si  el  dngulo  de  elevacidn  es  de  25°,  <3  que  distancia  de  la 
costa  esta  el  barco? 

25.  Suponga  que  usted  se  dirige  hacia  una  meseta  que  esta  a  50  metros  de  altura.  Si  el 
dngulo  de  elevacidn  a  la  parte  superior  de  la  meseta  es  de  20°,  ^que  tan  alejado  se 
encuentra  usted  de  la  base  de  la  meseta? 

26.  Un  barco  frente  a  la  costa  de  la  ciudad  de  Nueva  York 
toma  una  observacion  de  la  Estatua  de  la  Libertad,  que  es  de  casi  305  pies  de  altura. 
Si  el  dngulo  de  elevacidn  a  la  parte  superior  de  la  estatua  es  de  20°,  ^a  que  dislan- 
cia  se  encuentra  el  barco  de  la  base  de  la  estatua? 


27.  Una  escalera  de  22  pies  de  largo  descansa  contra  un  edil'icio  haciendo  un  dngulo  de  70° 
con  el  piso.  iQue  tan  alto  toca  la  escalera  al  edificio? 

28.  Para 


calcular  la  altura  de  un  edificio,  se  debe  hacer  por 
sepai'ado  dos  obsen'acione.s  a  una  distancia  de  50 
pies.  Si  el  primer  angulo  de  elevacidn  es  de  40  y  el 
segtindo  es  de  32°.  ,',Cual  es  la  altura  del  edificio? 

29.  Una  de  las  sicte  nitua- 

vilhis  del  niundo  antiguo,  la  Gran  Piramide  de  Keeps, 
fue  construida  alredcdor  del  ano  2580  a.  de  C.  Su  al¬ 
tura  original  era  de  480  pies  1 1  pulgadas,  pero  debido 
a  la  perdida  de  las  piedras  de  su  punta  ahora  es  mas 
baja°.  Encuentre  la  altura  actual  de  la  Gran  Piramide 
usando  la  infonuacidn  dada  en  la  ilustracidn. 

hucnle:  Libro  Guinness  de  Murcas  Mundiales, 


X  Z 
X  X 
X  X 
X  X 
.x’  X 


40.3° 


X  r  X  46.27° 


100  pies 


200  pies 
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35  pies 


Laser 


30.  Un  rayo  laser  sera  ciirigido  a  trav^s  de  iin  pequeno  orificio  situa- 
do  en  el  centro  de  un  ci'rculo  cuyo  radio  es  de  10  pies,  El  ori- 
gcn  del  rayo  esla  a  35  pies  del  ci'rculo  (Vi'a\e  la  figura).  lA  qu^ 
iingulo  de  elcvacidn  debe  ser  apuniado  el  rayo  para  asegurarse 
que  pasara  a  traves  del  orificio? 

31.  J  >■  1  'i.'i-,,,  1,1.)  I.',  I. u'l  ''i'‘  AiaslOde 

la  iiiafiana  del  26  de  abril  de  1996,  un  edificio  de  300  pies  de 
altura  proyectb  una  sombra  de  50  pies  de  largo.  ^CuSI  era  cl  an- 
gulo  de  elevacidn  del  Sol? 

32.  I/'  ./,'  Para  medir  la  altura  de  la  efigie  de  Lin¬ 

coln  en  el  Monte  Rushmore.  se  toman  dos  observaciones  a  800 
pies  de  la  btise  del  monte.  Si  el  angulo  de  elevacibn  a  la  parte  in¬ 
ferior  de  la  cara  es  de  32°  y  el  angulo  de  clevacibn  a  la  parte 
superior  es  de  35°,  / cual  es  la  altura  de  la  cara  de  Lincoln? 

33.  i"r:  ,i,  De  manera 

simultanea,  dos  observadores  miuen  el  Angulo  de  elevacion  de 
un  helicoptero,  Lin  tingulo  mide  25°  y  el  otro  40°  (vease  la 
figura).  Si  los  observadores  estdn  separados  una  distancia  de  100 
pies  y  el  helicoptero  esta  sobre  la  h'nea  que  los  une,  ^a  que  altura  est4  el  helicbptero? 

34.  " . Un  dirigible,  suspendido  a  una  altura  de  500  pies,  csta 

tamente  sobre  una  h'nea  que  va  desde  el  estadio  Soldier  Field  hasta  el  planetario  Adler  en  el  Lago  Michigan  liL.tf 
la  figura).  Si  el  angulo  de  depresion  del  dirigible  al  estadio  es  de  32°  y  al  planetario  de  23°,  encuentre  la  disunc: 
entre  el  estadio  y  el  planetario  Adler. 


tl- 


25° 


40' 


-100  pies- 


35.  Una  torre  de  iransmisibn  de  radio  es  de  200  pies  de  altura.  ,',Qui:iii 
largo  debe  ser  un  cable  si  se  sujeta  a  la  torre  a  10  pies  de  la  punta  para  formar  un  angulo  de  21°  con  el  piso',’ 

36.  '  '  '  Un  alambre  de  80  pies  de  longitud  se  sujeta  a  la  parte  superior  do  lao 

tone  formando  un  angulo  de  25“  con  el  suelo.  ^.Cual  es  la  altura  de  la  torre? 

37.  El  angulo  de  elevacion  del  monumento  a  Washington  es  de  35. 1°  en  el  instante  af 
que  proyecta  una  sombra  de  789  pies  de  longitud.  Utilice  esta  informacion  para  calcular  la  altura  del  monuinenui 

38.  Un  camino  recto  con  inclinacion  uniforme  dc  17°  Il6> 
va  desde  un  hotel  situado  a  9000  pies  hasta  un  lago  en  la  montaha,  a  11,200  pies.  ^.Cual  es  la  longitud  del  camine* 

39.  Un  patrullero  esta  oculto  a  30  pies  de  una  autopista.  Un  .segiini* 
despuds  de  que  pasa  un  camibn  por  el  punto  dondc  se  encuentra  el  patrullero,  se  mide  el  Angulo  6  entre  la  autopi-u 
y  la  h'nea  de  observacibn  desde  la  patrulla  al  camibn. 

Vease  la  ilustracibn. 

(a)  Si  la  medida  del  angulo  es  de  15°,  p,que  tan  rdpido 
viaja  el  camibn?  Exprese  su  respuesta  en  pies  por 
segundo  y  en  millas  por  hora. 

(b)  Si  la  medida  del  angulo  es  de  20°.  g,que  tan  rapido 
viaja  el  camibn?  Exprese  su  respuesta  en  pics  por 
segundo  y  en  millas  por  hora, 

(c)  Si  el  h'mite  de  vclocidad  es  de  55  millas  por  hora 
y  se  expide  una  boleta  de  multa  por  velocidades 
que  exceden  en  5  o  mas  millas  por  hora  este  h'mite. 

^para  qud  dngulos  debe  el  patrullero  expedir  una 
boleta  de  multa? 


Secci6n  5.5  Aplicaciones 


'  ,  En  operacion  de.sdc  1 846,  el  faro  se  levania  1 1 7  pies 
sobre  una  colina  de  245  pies  de  altura,  de  modo  que  el 
rayo  de  luz  est^  a  362  pies  sobre  el  nivel  del  mar.  Un  I'o- 
lleto  afirma  que  la  luz  puede  verse  en  el  horizonte  a  cer- 
ca  de  26  millas  de  distancia.  Verifique  la  veracidad  de  e.s- 
ta  infoimacion.  El  folleto  mas  adelante  afiiTna  que  barcos 
navegando  a  40  millas  de  distancia  pueden  ver  la  luz  y 
que  aviones  volaudo  a  10,(XXJ  pies  la  distinguen  a  120 
millas.  Verinque  la  veracidad  de  estos  enunciados.  fQue 
suposicion  se  hace  en  el  folleto  acerca  de  la  altura  del 
btirco?  (Veasf  la  ilustracion,  seccidn  1.1,  problema  115.) 

41.  ,  .  Un 

DC-9  parte  del  aeropuerto  Midway  desde  una  pista  de 
despegue  cuya  direccion  es  de  40°.  Despues  de  voku’ 
media  mil  la,  el  piloto  solicita  permiso  para  virar  90°  y 
dirigirse  hucia  el  sudeste,  El  permiso  es  coiicedido. 

(a)  (;,Cual  es  el  nuevo  rumbo? 

(b)  Despues  que  el  aeroplano  recorre  una  milla  en  la 
nueva  ruta,  ^que  direccion  debe  usar  la  torre  de 
control  para  localizarlo? 

42.  Un  barco 
sale  del  puerto  de  Miami  con  rumbo  de  100°  y  ve- 
locidad  de  15  nudos.  Despues  de  una  bora  el  barco 
vira  90°  hacia  el  sur. 

(a)  ^Cu^l  es  el  nuevo  rumbo? 

(b)  Despues  de  2  boras,  manteniendo  la  velocidad  cons- 
tante,  ^cual  es  la  direccion  del  barco  respecto  del  puerto? 

43.  .  Los  ojos  de  un  jugador 
de  baloncesto  estan  a  6  pies  del  piso,  El  jugador  cstti 
en  la  b'nea  de  tiro  libre,  a  15  pies  del  centro  del  aro 
de  la  canasta  {vease  la  figura),  ^Cual  es  el  ungulo  de 
elcr  acion  de  los  ojos  del  jugador  al  centro  del  aro? 
[Nota'.  El  aro  esta  a  10  pies  del  piso.] 

44.  '  Un  carpin- 

tero  esta  preparando  un  techo  para  una  cocbera  que  mide 
20  por  40  por  20  pies.  Una  viga  de  acero  de  46  pies  de 
longitud  es  colocada  en  el  centro  de  la  cocbera  como  so- 
porte.  Para  sostener  cl  techo  se  sujetara  otra  viga  a  la 
parte  superior  de  la  viga  central  {vease  la  figurtO-  f  A  que 
Sngulo  de  elevacion  esta  la  segunda  viga?  En  otras  pala- 
bras,  ^cucil  es  el  declive  del  techo? 

45.  ,  .  El  piloto 
dc  un  barco  en  el  mar  divisa  dos  faros  que  sabe  estan 
separados  3  millas  en  b'nea  recta  a  lo  largo  de  la  costa. 
El  dctermina  que  los  angulos  formados  entre  dos  b'neas 
de  observacidn  a  los  faros  y  la  b'nea  del  barco  perpen¬ 
dicular  a  la  costa  son  15°  y  35°.  Vease  la  ilustracidn. 

(a)  t,Qu6  tan  lejos  esta  el  barco  de  la  costa? 

(b)  cQue  tan  lejos  esta  el  barco  del  faro  Al 

(c)  cQti6  tan  lejos  esta  del  faro  5? 

46.  Una  autopista  cuyas 
direccinnes  principales  son  norte-sur  serS  construida  a  lo 
lai'go  de  la  costa  oeste  de  Florida.  Cerca  de  Naples,  una 
babia  obstruye  la  ruta  recta  de  la  autopista.  A  causa  de 
que  el  costo  de  un  puente  es  prohibitivo,  los  ingenieros 
deciden  rodear  la  babia.  La  ilustracidn  muestra  la  ruta  a 
seguir  y  las  medidas  tomadas.  ^Cu4l  es  la  longitud  nece- 
saria  de  la  autopista  para  rodear  la  babia? 


43. 


.1 

Bahia  del  %  ^ 

140*  Pelicano  M  US  41 

3  ml  ’ 

Oceano 
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47. 


I'ltti  ■  </«  I  >-;iliiiu  iii  Un  satelite  de  vigilancia  da  vueltas  alrededor  de  la  Tierra 
a  una  altura  de  h  millas  por  encima  de  la  superficie.  Suponga  que  d  es  la  distan- 
cia,  en  millas,  sobre  la  superficie  de  la  Tierra  que  puede  ser  observada  desde  el 
satdiite,  Vease  la  ilustracion. 

(a)  Encuentre  una  ecuacion  que  relacione  el  dngulo  central  9  con  la  altura  h. 

(b)  Encuentre  una  ecuacidn  que  relacione  la  distancia  observable  d  y  e\  Angulo  9. 

(c)  Encuentre  una  ecuacidn  que  relacione  d  y  h. 

(d)  Si  d  abarcara  2500  millas,  ^a  que  altura  debe  estar  el  satdlite  sobre  la  Tierra? 

(e)  Si  el  satdiite  drbita  a  una  altura  de  300  millas,  ^qud  distancia  d  sobre  la  su- 
perFicie  de  la  Tierra  puede  ser  observada? 

Compare  el  problema  115  de  la  seccidn  1.1  con  el  ejempio  9  y  el  problema  40  de 
esta  seccidn.  En  su  solucidn,  uno  usa  el  teorema  de  Pitagoras  mientrus  que  los  otros 
aplican  U'igonometn'a.  Escriba  un  artfculo  breve  que  contraste  los  dos  mdtodos  de 
solucidn.  Asegurese  de  senalar  las  ventajas  y  desventajas  de  cada  metodo,  Luego 
decida  cual  solucidn  prefiere  usted.  Asegurese  de  tener  razones  para  ello. 


Repaso  del  capitulo 


Concertos  Fundamentales 


Definiciones 

Posicion  estdndar  de  un  tingulo 
Grade  ( I  °) 

Radian  (I) 

Cnculo  unitario 
Funciones  irigonomdtricas 


Venice  en  el  origen;  lado  inicial  a  lo  largo  del  eje  .v-positivo 
=  tfo  ''uelta 

La  medlda  de  un  Sngulo  central  cuyos  rayos  subtienden  un  arco  de  longitud  igual  al  radio  del  ciroi'u 
Centro  en  el  origen;  radio  =  1  Ecuacidn:  +  y-  =  1 
P  =  (a,  b)  es  el  punto  sobre  el  circulo  unitario  correspondiente  9  =  l  radianes; 


sen  i  =  sen  0  =  h 

tan  /  =  tan  0  =  — ,  a  ^  0 
a 

CSC  t  =  CSC  9  =  —,  b  ^  0 
b 


cos  t  =  cos  9  =  a 


cot  I  =  cot  9  =  —,  b 
h 


sec  t  =  sec  0  =  — ,  a  9^  0 
a 


Funciones  periodicas 
Angulo  agudo 
Angulos  complementarios 
Cofuncidn 

Angulo  de  referencia  de  6 

Formulas 

I  vLielta  =  360° 

=  2Tr  radianes 

,y  =  r9 

i'  =  roj 


f(9  +  p)  =  f(9),  para  toda  9,  p  >  0.  donde  el  mas  pequeno  de  tales  p  es  el  periodo  fundamenuil 
Un  dngulo  9  ctiya  medida  es  0°  <  9  <  90°  (or  0  <  9  <  ttI2) 

Dos  angulos  agudos  cuya  suma  es  90 "  (7r/2) 

Las  parejas  siguientes  de  funciones  son  cofunciones  una  de  la  otra:  seno  y  coseno;  tangente  y 
cotangente;  secante  y  cosecante 

El  angulo  agudo  formado  por  el  lado  final  de  6  y  ya  sea  el  eje  .v-positivo  o  el  eje  x  negative 


9  es  medida  en  radianes;  y  es  la  longitud  del  arco  subtendido  por  el  angulo  central  9  del  circulo 
de  radio  /; 

1'  es  la  velocidad  lineal  a  lo  largo  del  circulo  de  radio  r;  w  es  la  velocidad  angular  (medida 
en  radianes  por  unidad  de  tiempo). 


Repaso  del  capftulo  381 


labia  de  valor 


«(R.\m.\NES) 

0  (GRADOS) 

sen  0 

cos  0 

tan  0 

CSC  ft 

sec  9 

cot  0 

II 

0° 

0 

1 

0 

No  delinida 

1 

No  definida 

0 

0 

1 

\'3/2 

V’3/3 

2 

2A-  3/3 

3 

7,4 

45° 

V2/2 

V'2/2 

1 

\/2 

V2 

1 

-3 

60 

V3/2 

1 

2 

V3 

2V3/3 

2 

V  3/3 

-2 

40° 

1 

0 

No  definida 

1 

No  definida 

0 

7 

0 

0 

00 

0 

-1 

0 

No  definida 

-1 

No  definida 

■1-/2 

270° 

- 1 

0 

No  definida 

1 

No  definida 

0 

I’rnpiedades  de  las  funciones  trigonometricas 

-'(bi  =  sen  9  Dominio:  todos  los  numeros  reales 

Rango:  todos  los  numeros  reales  desde  -  I  a  I,  inclusive 
Periodica:  periodo  =  2tt  (360°) 

Funcidn  impar 

•'rt|  =  cos  9  Dominio:  todos  los  numeros  reales. 

Rango:  todos  los  numeros  reales  desde  —  I  hasta  I,  inclusive 
Peri6dica:  periodo  =  Ztt  (360°) 

Funcion  par 

nil)  =  tan  9  Dominio:  todos  los  numeros  reales,  excepto  multiplos  impares  de  77/2  (90°) 

Rango:  todos  los  numeros  reales. 

Periddica:  periodo  =  77(180°) 

Funcidn  impar 


M)  =  esc  9  Dominio:  todos  los  numeros  reales,  excepto  multiplos  enteros  de  77  (I  80°) 

Rango:  todos  los  numeros  reales  mayores  0  iguales  a  1  o  menores  0  iguaies  a  —  I 
Periodica:  periodo  =  In  (360°) 

Funcidn  impar 


(iH)=  see  9  Dominio:  todos  los  numeros  reales,  excepto  multiplos  impares  de  77/2  (90°) 

Rango:  todos  los  numeros  reales  mayores  o  iguales  que  I  o  menores  0  iguales  que  - 1 
Periddica:  periodo  =  277  (360°) 

Funcidn  par 


/(ft)  =  cut  9  Dominio:  todos  los  numeros  reales,  excepto  multiplos  enteros  de  77  ( 1 80°) 

Rango:  todos  los  numeros  reales 
Periddica:  periodo  =  77  (180°) 

Funcidn  impar 


tan  9  = 


sen  6 
cos  6' 


cot  9  = 


cos  9 
sen  9 


cot  6  = 


I 


tan  9 

sen^  9  +  cos“  0=1, 


sec  9  = 


CSC  9  = 


cos  9  sen  9 

tan^  0  +  1  =  sec-  9.  I  +  cot-  9  =  esc-  9 


Idrntidades 


Capitulo  5  Funciones  trigonometricas 


Como  hacer  para _ 

Convertir  ia  medida  de  un  angulo  dada  en  radianes  a  grados. 

Convertir  la  medida  de  un  angulo  dada  en  grados  a  radianes. 

f.ncontrarel  valor  de  cada  una  de  las  otras  funciones  irigonometri- 
cas  si  se  da  el  valor  dc  una  funcion  y  el  cuadrante  en  que  esta  c! 
angulo. 

Usar  el  teorcma  sobrc  cofunciones  de  angulos  complemenlarios. 

COMPLEMENTE  EN  LOS  ESPACIOS _ 

1.  Dos  rayos  dibujado,s  con  vdrtice  comun  forman  un(a) _ Uno  de  los  rayos  es  llamado _ 

_ ;  el  otro  es  llamado _ 

2.  En  la  formula  .?  =  r6  para  medir  la  iongiiud  s  de  un  arco  que  pasa  por  un  circulo  de  radio  r,  el  Angulo  6  debc  .emit- 

dido  en _ 

3.  1 80  grados  _ radianes. 

4.  Dos  angulos  agudos  cuya  suma  es  un  angulo  recto  son  llamados _ 

5.  Las  funciones  seno  y _ son  cofunciones. 

6.  Un  angulo  esta  en _ si  su  vertice  esta  en  el  origen  y  su  iado  inicial  coincide  con  lap - 

posititu  del  cje  x. 

7.  El  angulo  de  referencia  de  13.‘5°  es _ 

8.  Las  funciones  seno,  coseno,  cosccante  y  secante  tienen  periodo _ ;  ias  funciones  tangente  y  cotangemeiic 

periodo  _ 

ClEBTO  O  FALSO _ 

C  F  1.  En  la  formula  .'  =  rd.  r  es  el  radio  de  un  ci'rculo  y  .t  es  el  arco  subtcndido  por  un  angulo  central  6,  donde  Oes  medi. 
en  grados. 

C  F  2.  I  sen  f?  |  :£  1 

C  F  3.  I  d  tan-  f)  =  esc-  f) 

C  F  4.  Las  unicas  funciones  trigonometricas  pares  son  las  funciones  coseno  y  secante. 

C  F  5.  tan  62°  =  cot  38° 

C  F  6.  sen  182°  =  cos  2° 


Ejercicios  de  repaso 

En  los  prohlemas  del  I  al  4  convierta  cada  angulo  dado  en  grados  a  radianes.  Exprese  su  respuesta 
un  multiplo  de  tt. 

1.  135°  2.  210°  3.  18°  4.  15° 

En  los  prohlemas  del  5  al  8,  convierta  cada  angulo  dado  en  radianes  a  grados. 

5.  37r/4  6.  27r/3 


Usar  el  angulo  de  referencia  para  encontrar  el  valor  de  una  ii 
cidn  trigonometrica. 

Usar  una  calculadora  pai'a  encontrar  el  valor  de  una  fiirKi- 
trigonometrica. 

Usar  la  trigonometrfa  de  un  tridngulo  rectangulo  para  resiib.' 
triangulos  rectangulos  y  prohlemas  de  aplicacion. 


7.  -5W2 


8.  -377/2 


Repaso  del  capitulo 


En  los  prohlemas  del  9  a!  30  encuenire  el  valor  exacto  de  cada  expresion.  No  utilicc  caU  uladora. 


'i.  ;an - sen  — 

4  6 


rr  ,  77 

10.  cos - 1-  sen  — 

3  2 


11.  3  sen  45°  -  4  tan  — 
6 


12.  4  cos  60“  +  3  tan  — 
3 


15.  sec/ 


/  5tt\ 


13.  6  cos  - - 1-  2  tan 

4 


377  /  77 

16.  4  CSC - cot - 

4  4 


A  277  .  577 

14.  3  sen - 4  cos  — 

3  3 


17.  tan  77  +  sen  77 


18.  cos  —  - 

2 


21.  sen-  20“  -f 


1 


see-  20“ 


24.  tan  10“  cot  10“ 


sen(-40°) 
cos  50° 

30.  cot  200“  cot(~70“) 


19.  cos  180°  -  tan(-45°) 

22  -J _ ^ 

■  cos-  40°  cot^  40° 

25  sen  50° 
cos  40“ 

28.  tan(-20“)  cot  20“ 


20.  sen  270°  4-  cos(~180") 

23.  sec  50°  cos  50° 

- ,  tan  20“ 

26, - - 

cot  70° 

29.  sen  400°  sec(-50") 


En  los  prohlemas  de!  31  a!  46  encuentre  el  valor  exacto  de  cada  una  de  las  restantes  fimciones  Iriqonometricas. 


31. 

sen  0  — 

cos  8>  0 

32. 

cos  6  = 

3 

5’ 

sen  6  <  0 

33. 

tan  8  =  V". 

sen  8<0 

34. 

cot  6  = 

cos  8  <  0 

35. 

sec  8  = 

5 

4’ 

tan  8  <0 

36. 

CSC  8  =  -i 

cot  8  <  0 

37. 

sen  8  = 

8  en  el  cuadrante  II 

38. 

cos  6  = 

3 

5’ 

8  en  el  cuadrante  III 

39. 

sen  8  = 

3ff/2  <  9<2n 

40. 

cos  8  = 

377/2  <  6  <  277 

41. 

tan  8  = 

I 

3’ 

1 80°  <  8  <  270“ 

42. 

tan  8  =  —i. 

90°  <  8<  180° 

43. 

sec  8=3. 

3 77/2  <  8  <  2tt 

44. 

CSC  8  = 

-4, 

77  <  (9  <  377/2 

45. 

cot  (9  =  -2, 

77/2  <  8  <  TT 

46. 

tan  6  =  -2. 

377/2  <  8  <  2tt 

En  los  prohlemas  del  47  a!  50  rcsuelva  cada  iridngulo. 


20^  1 —  ^  35^ 

49. 

5 

b  p  r 

50. 

2  C  a 

P  r 

"  P  r 

a 

3 

5 


51.  Encuentre  la  longitud  del  arco  subtendido  por  un  angulo  central  de  30°  sobre  un  cnculo  con  radio  de  2  pics. 

52.  El  minutero  de  un  reloj  ticne  una  longitud  de  8  pulgadas.  (,Que  distancia  avanza  la  punta  del  minutero  en  30  minu- 
tos?  i.Quc  distancia  sc  miieve  en  20  minutos? 

53.  .Un  auto  de  carreras  es  conducido  en  una  pista  circular  a  una  ve- 
locidad  constante  de  180  millas  por  hora.  Si  cl  diametro  de  la  pista  es  de  media  milla,  (Cual  cs  la  velocidad  angular 
del  automdvil?  Exprese  su  respuesta  en  revoluciones  por  hora  (que  es  equivalente  a  vucitas  por  hora). 


54. 


Repita  el  problema  53  si  el  autoniovil  s(3lo  va  a  150  millas  por  hora. 
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55.  I  Jit  lui:  iU  in  tit  w.  It:  .  Desde  un  globo 

estaciunario  de  aire  caliente  situado  a  500  pies  sobre 
cl  suelo  se  hacen  dos  observaciones  de  un  lago  (veasc 
la  figura).  ^.Cual  es  la  longitud  del  lago? 


56.  I)fti  tU’i:  iit,- tU  hi  i  i  I, 

Desde  un  planeador  que  va  a  200  pies  del  suelc, . 
toman  dos  observaciones  de  un  objcto  lijo  en  lieu, 
que  se  encuentra  directamente  frente  a  el.  las  ok 
vaciones  se  toman  con  una  diferencia  de  un  mini 
(vease  la  figura),  ^CuSl  es  la  velocidad  del  plane, 


10' 


?/: 


/? 

-**■ 


/ 

/ 

,'40‘ 


200  pies 


r* 


57.  /  -  7<  .- II  .  Encuentre  la  58.  p- 

distancia  desde  A  hasta  C  cruzando  el  rfo  ilustrado  en  cuentre  la  altura  del  edificio  mostrudo  en  esta  lisun 

la  figura. 


A 


25" 

c 

50  pies 

59.  ■  ■■  H  i jfhiiii  inn  ill  III  iliii-iiit  I  La  torre  Sears  en  Chicago  mide  1454  pies  de  altura  y  esta  situadaeasi 

una  milla  tierra  adentro  de  la  costa  del  lago  Michigan,  como  se  indica  en  la  figura.  Un  observador  que  esta  en  untiei: 
de  recreo  en  el  lago,  directamente  en  frente  de  la  torre,  ve  la  punta  de  la  torre  y  mide  cl  dngulo  de  elevacion  coino.s 
qud  distancia  de  la  costa  se  encuentra  el  bote? 


Lago  Michigan 


60.  I irii  rnih..  t  !•  '  A.  /  .  ilf  mn  nu--  ,in:  -  Un  camino  en  la  montaha  con  inclinacion  unifnrmc 

conduce  desde  un  hotel,  a  una  altura  de  5000  pies,  hasta  el  lago  de  un  valle,  a  una  altura  de  4100  pies.  La  longilud 
del  camino  es  dc  4100  pies.  ^CuSI  es  su  pendiente? 


PREPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 


im  de  comenzar  este  capitulo  repose  los  siguientes  conceptos: 
&sfica  de  una  funcion  (p.  101). 

Wores  de  las  funciones  trigonometricas  de 
ciertos  angulos  (tabla  2,  p.  338;  tabla  3,  p.  341). 
ftjndones  periodicas  (pp.  350-351). 

nicas  de  graficacion  (seccion  2.3). 

Unciones  inversas  (pp.  150-156). 


6. 1  Gr^Hcas  de  las  funciones 
seno  y  coseno 

6.2  Gr^ficas  senoidales 

6.3  Aplicaciones 

6.4  Gr^ficas  de 

y  -  tan  x,  y  =  esc  x, 
y  =  sec  X,  y 
y  =  cot  X 

6.5  Funciones 
trigonometricas 
inversas 

Repaso  del  capitulo 


nnorama  Telefonos  por  tono 

telefonos  por  tono  cada  baton  produce  un  sonido  iinico. 

I  drmido  es  la  suma  de  dos  tonos,  dada  por 

y  =  sen  2tt//  y  y  =  sen  iTxht 

AndrI  i/  h  son  las  frecuencias  alta  y  baja  (ciclos  por  segimdo)  de  los  dos 
lw«  Por  ejemplo,  si  listed  oprime  7,  la  frecuencia  baja  es  I  =  852  ciclos 
prsegundo  ij  la  frecuencia  alta  es  h  =  1  209  ciclos  por  segiindo. 

^  Bm'do  emitido  al  oprimir  7  es 

y  =  sen  2Tr(852)/  -I-  sen  217(1 209); 

III  grdfica  del  sonido  emitido  al  oprimir  7. 

[Problema  29  en  el  ejercicio  63.]  D 


n  este  capitulo  haremos  las  graficas  de  las 
seis  funciones  trigonometricas.  Despues 
de  analizar  las  graficas  de  las  funciones  se- 
no  y  coseno  veremos  aigunas  aplicaciones  relacio- 
nadas  con  ias  vibraciones  amortiguadas  y  el  movi- 


miento  armonico  simple.  Luego  haremos  las  gra^ 
cas  de  las  demas  funciones  trigonometricas  y  con 
cluiremos  el  capitulo  con  un  analisis  de  las  funcio^ 
nes  trioonometricas  inversas. 


Graficas  de  las 
funciones  seno  y 
coseno 


En  el  capitulo  5  definimos  las  funciones  trigonometricas  /'( 6)  =  sen  d,f{0)  =  cosn.^ 
etc.  En  este  capitulo  utilizaremos  los  sfmbolos  tradicionales,  .v  para  representar  lava 
liable  independiente  (el  argumento)  y  y  para  la  variable  dependiente  (o  valor  en  til  I 
cn  cada  funcidn.  Asi,  escribimos  las  seis  funciones  trigonometricas  como 


y 

=  sen  X 

y 

—  cos  X 

y  =  tan  X  1 

y 

=  CSC  X 

y 

—  sec  X 

y  =  cot  X 

En  esta  seccidn  haremos  la  grdfica  de  cada  una  de  estas  funciones.  A  menos  qiie ' 
indique  lo  contrario,  utilizaremos  la  medida  en  radianes  en  todo  el  capitulo  para  L  j 
variable  independiente  x. 

La  grafica  de  j  =  sen  x 

Como  la  funcidn  seno  tiene  periodo  2-77  (yease  la  seccion  7.6),  solo  necesitamos  ha- 
cer  la  grafica  de  y  =  sen  x  en  el  intervalo  [0,  27r|.  El  resto  de  la  grafica  constariide 
repeticiones  de  esta  parte. 

Comenzamos  construycndo  la  tabla  1,  la  ciial  enumera  algunos  puntos  subrv 
la  grafica  de  y  =  sen  x,  0  ^  x  <  277.  Como  muestra  la  tabla,  la  grafica  de  y  =  sen  .v. 
0  <  X  ^  277  comienza  en  el  origen.  Cuando  x  crece  de  0  77/2,  el  valor  de  y  =  .sen  1 
aumenta  de  0  a  1;  cuando  x  crece  de  ttI2  a  77  a  377/2,  el  valor  de  y  disminuye  de  1  a 
0  a  -1;  cuando  x  crece  de  377/2  a  277,  el  valor  de  y  aumenta  de  -1  a  0.  Si  haeemos  la 
grafica  de  los  puntos  enumerados  en  la  tabla  1  y  los  unimos  por  medio  de  una  cuna 
suave  obtendremos  la  grafica  de  la  figura  1. 


TABLA  1 


X 

V  =  sen  X 

(X,  y) 

1) 

0 

(0,  0) 

nib 

1 

(77/6,  ') 

77/2 

1 

(77/2.  1) 

.S  77/6 

1 

2 

(S77/6,  i) 

77 

0 

(77,  0) 

iTTlb 

_  i 

(777/6,  -1) 

.177/2 

-1 

(.2  77/2.  -'ll 

1  1  77/6 

(11  77/6,  -;) 

277 

0 

(277,  0) 

FIGURA  1 

y  =  sen  x, 
0  s  X  s  Itt 


La  grafica  de  la  figura  1  es  un  periodo  de  la  grafica  de  y  1=  sen  x.  Para  ohte- 
ner  una  grafica  mas  completa  de  y  =  sen  .r,  repetimos  este  periodo  en  cada  direc- 
cion,  como  muestra  la  figura  2. 


FIGURA  2 

y  =  sen  x, 

•00  <C  00 


-77 


_1T 

2 


2 


■  277 


^  X 
2 
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Seccion  6.1  Graficas  de  las  funciones  seno  y  coseno 


La  grafica  de  y  =  sen  jc  ilustra  algunos  de  los  hechos  ya  conocidos  acerca  de 
la  funcidn  seno: 


Coractensticas  de  la 
funcion  seno 


1.  El  dominio  es  el  conjunto  de  todos  los  ntimeros  reales. 

2.  El  range  consta  de  todos  los  numeros  reales  entre  -  I  y  I,  inclusive, 

3.  La  funcidn  seno  es  una  funcion  impar,  como  muestra  la  simetn'a  de  la  grafica  con  respecto 
al  origen. 

4.  La  funcidn  seno  es  periddica,  con  periodo  277. 

5.  Las  intersecciones-.r  son  ....  —277,  —77,  0,  77,  277,  377,  .  .  .  ;  la  inter.secci6n-y  es  0. 

6.  El  valor  maximo  es  I  y  ocurre  en  .r  =  .  .  .  ,  —377/2,  77/2,  577/2,  977/2,  .  .  .  ;  el  valor 
mi'nimo  es  -  I  y  ocurre  en  r  =  .  .  .  ,  -77/2,  377/2,  777/2,  1 1  77/2,  .... 


Ahora  resuelva  los  problcmas  1,  3  y  5. 

Las  tecnicas  de  graficacidn  presentadas  en  el  capitulo  2  permiten  hacer  la  gra¬ 
fica  de  funciones  que  son  una  variacion  de  la  funcion  seno. 


Utilice  la  grafica  de  y  =  sen  r  pai'a  hacer  la  grafica  de  y  =  -sen  x  +  2. 
La  figura  3  ilustra  los  pasos. 


FIGURA  3 


1 

1 

Y: 

1 

1  :  1  1  1  II 

:  1  1  [  i  1  ^ 

7T 

"2 

-1 

H  7T  ^  2tT  ^  X  — 7T  0 

2  2  2  2 

-1 

21  7T  2'Tr  ^  X 

?  2  2 

(a)  y=senx  (b)  y=-senx 


yi 

3 

- 

2 

- 

1 

I _ I _ 

1  1  1  1  1  , 

-77 

o 

'll  IT  3tt  277  Sir  X 

2  2  2  2 


(c)  y=-senx+2 


haga  la  grafica  de  y  -  -sen  .v  -i-  2  y  compare  el  rcsiiltado  con 
la  figura  3(c). 


Utilice  la  grafica  de  y  =  sen  x  para  hacer  la  grafica  de  y  =  senj  ^  ~  ^ 
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'Iiicidn  La  figura  4  ilu.stra  los  pasos. 


FIGURA  4 


7T  .  ^  27T  X 


_37r  _7T  0  ^  H  m  TT  ‘ilE  m  277  - 

•1,4  4  2  4  4  2  4  4  .  • 


(a)  y=senx 


(b)  y=  sen(x-f ) 


figura  4(b). 

Ahora  resuelva  el  problema  11. 


haga  la  grafica  de  )>  =  sen(  x  ~  \  Y  compare  el  resultado  con  Li 


TAB LA  2 


(0.  I) 

L) 

(•7T/2,  0) 
(277/3. 

(  77,  -  I ) 
(477/3. 
(377/2  ,  0)' 
(.377/3,  4 
(277.  1) 


Grafica  de  >’  =  cos  x 

La  funcidn  coseno  tam'oien  tiene  periodo  277.  Asf,  procedemos  como  con  la  fimcioi; 
seno  y  construimos  la  tabla  2,  la  cual  enumera  algunos  puntos  sobre  la  grafica  de  i 
=  cos  X,  0  X  ^  277.  Como  muestra  la  tabla,  la  grafica  de  y  =  cos  x,  0  £  x  £  2" 
comienza  en  el  punto  (0,1).  Cuando  x  crece  de  0  a  77/2  a  77,  el  valor  de  y  disminu- 
ye  de  1  a  0  a  -1;  cuando  x  crece  de  77  a  377/2  a  2tt,  el  valor  de  y  aumenta  de  -I  a 
0  a  1.  Como  antes,  localizamos  en  el  piano  los  puntos  de  la  tabla  2  para  obtenerun 
periodo  de  la  grafica  de  y  =  cos  x.  Vease  la  figura  5. 


FIGURA  5 

y  =  cos  -t. 
0  X  <  2tt 


'3t: 

-5) 


Obtenemos  una  grafica  mas  completa  de  y  =  cos  x  repitiendo  este  periodo  en 
cada  direccidn,  como  muestra  la  figura  6. 


FIGURA  6 

y. 

y  =  cos  X,  -«  <  X  <  00 

A- 

L 

i 

L  . 

L 

1 

-  J-  '  -  1 

-TT 

^  'tt 

2  -1 

' 

2 

77 

'377  277  Stt 

2  2 

La  grafica  de  y  =  cos  x  ilustra  algunos  de  los  hechos  ya  conocidos  acerca  de 
la  funcion  coseno: 
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Caracteristicas  de  la 
funcion  coseno 


I’  I  () 


1 


FIGURA  7 

y  =  2  cos  .V 


r-i 

K  j  J  \i  I  ()  4 


■-=ili  ■  Ml 


FIGURA  8 

)'  =  cos  3.V 


1.  El  domiiiio  es  el  coiijuiito  de  todos  los  iiiimeros  realcs. 

2.  El  range  consta  de  todos  los  numeros  reales  entre  -1  y  1,  inclusive. 

3.  La  funcion  coseno  es  una  funcidn  par,  como  muestra  la  simetn'a  de  la  grafica  rc.specto  del 
eje  y. 

4.  La  funcion  coseno  es  periodica,  con  periodo  2tt. 

5.  Las  intersecciones-.r  son  .  .  .  ,  —377/2,  -77/2,  77/2,  377/2,  577/2,  .  .  .  ;  la  intersccci6n-y  es  1. 

6.  El  valor  maximo  es  I  y  ocurre  en  x  =  .  .  .  ,  —277,  0,  277,  477,  677,  .  .  .  ;  el  valor  mi'nimo 
es  -  I  y  ocurre  en  x  =  .  .  .  ,  —  77,  77.  3  77,  5  77,  .  .  .  . 

De  nuevo,  las  tccnicas  de  graficacion  presentadas  en  el  capitulo  2  permiten 
hacer  la  grafica  de  variaciones  de  la  funcion  coseno. 


Utilice  la  grafica  de  y  =  cos  .r  para  hacer  la  grafica  de  y  =  2  cos  .v. 

La  figura  7  ilustra  la  grafica,  la  cual  es  un  alargamiento  vertical  de  la  grdfica  de 
y  =  cos  .r. 


y 

2 


^  1  - 

_ I _ ! _ i _ I _ L _ I _ 

-77  /-T!  H  77  277  fil  X 

2  _.|  _  2  2  2  ■ 

-2- 


haga  la  grafica  dc  y  =  2  cos  x  y  compare  el  resultado  con  la  figura  7. 


Il'll  ;tl  ■  .  !l,-.  It>lh  »  <;•  ;  :  IK- 

,  :  Yr;;-  . 

Dtilice  la  grafica  de  y  =  cos  .v  para  hacer  la  gralica  de  y  =  cos  3x. 

La  figura  8  ilustra  la  grafica,  la  cual  es  una  compresion  horizontal  de  la  grafica  de 
y  =  cos  X.  Observe  que,  debido  a  csta  compresion.  el  periodo  de  y  =  cos  3.v  es  277/3 
mientras  que  el  periodo  de  y  =  cos  x  es  2tt.  Comentaremos  mas  sobre  esto  en  la 
siguiente  seccion. 

7+ 


/ 

1  y  1  / 

-V 

\ 

\  1 

/  *  \  1  L 

ttN  tt  /  tt 

2  6  ^ 

_ 1 

/tt  277  5Tr\  JY  X 
/  2  3  6 

haga  la  grafica  de  y 
periodo  es  27r/3. 


cos  3x.  Utilice  TRACE  para  verificar  que  el 


■  Ahora  resuelva  el  problema  13. 
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Capi'tulo  6  Graficas  de  las  funciones  trigonometricas 


Ejercicio  6.1 

En  los  problemas  del  /  al  10  consulte  las  graficas  de  y  =  sen  x  y  y  =  cos  x  para  responder  cada  pregimUi 
en  cuso  necesario. 

1.  ^.Cu^l  e.s  la  intersecci6n-y  de  y  =  sen  .v? 

2.  ^Cu^l  es  la  intersecci6n-y  de  y  =  cos  xl 

3.  ^Para  cuSles  numeros  x,  —  tt  <  x  S  ti  es  creciente  la  grafica  de  y  =  sen  x? 

4.  ^Para  cuaics  numeros  .v,  —  tv  <  x  s  tt  es  decreciente  la  grafica  de  y  =  cos  x? 

5.  ^,Cu^l  es  el  valor  maximo  de  y  =  sen  x? 

6.  tCiuil  es  el  valor  mi'nimo  de  y  =  cos  x? 

7.  cuales  numeros  x,  0  £  x  £  Itt,  se  cumple  que  sen  x  =  0? 

8.  ^Para  cuJiles  numeros  .v.  0  r£  x  Itt,  se  cumple  que  cos  x  =  0? 

9.  ^,Para  cu4lcs  numeros  x.  -Itt  <  x  £  In,  se  cumple  que  sen  x  =  1?  iQue  puede  decir  de  sen  x  =  -I? 

10.  i.Para  cuales  numeros  x.  -2v-  £  x  £  2tt,  se  cumple  que  cos  x  =  I?  puede  decir  de  cos  x  =  -I? 


En  los  problemas  del  II 

al  26,  haga  la  grafica 

de  cada  funcion.  Muestre  al  menos  un 

periodo. 

11. 

y  =  3  sen  x 

12.  y  =  4  cos  X 

13.  y  =  cos|  X  +  —  1 

14.  y  =  sen(x  -  771- 

IS. 

y  =  sen  x  -  1 

16.  y  =  cos  X  +  1 

\  ' 

17.  y  =  —2  sen  .v 

18.  y  =  -3  co.s  .V 

19. 

y  =  sen  ttx 

20.  y  =  cos  yx 

21.  y  =  2  sen  x  -f  2 

22.  y  =  3  co.s  x  +  .1 

23. 

y  =  -2  cos|^x  -  yj 

24.  y  =  —3  sen|^x  +  25.  y  =  3  sen  (rr  —  x) 

26.  y  =  2  cos  ( -  - 

Hagu  lu  grafica  de 

/ 

V  V  =  COS  X - 

\  2] 

y  =  sen  x 

i^Piensa  que  sen  x  = 

“('  ^  ?)■ 

Haga  la  grafica  de  y  =  sen  x,  y  =  2  sen  x, 
grafica  de  y  =  A  sen  x,  A  >  0? 

y  =  2  y  >’  =  8  sen  x.  y,Que  puede  concluir  acerca  dc 

Haga  la  gnifica  de  y 
grafica  de  y  =  sen  cux? 

'  =  sen  X,  y  =  sen  2x, 

y  =  sen  4x,  y  y  =  sen  ^x.  tQud  puede  concluir  accrca  dc 

Haga  la  grafica  de  ) 

/■  =  sen  X,  y  =  sen(x  ■’ 

■  (rr/S)],  y  =  sen[x  -  (ttM)],  y  y  =  sen[ 

X  —  (Tr/6)].  iQui  pue, 

concluir  accrca  de  la  grafica  de  y  =  sen(x  “  </>),  f  >  0? 


Graficas  senoidales  La  grafica  de  y  =  cos  x,  comparada  con  la  de  y  =  sen  .v,  sugiere  que  la  grafica  dc  y 

=  sen  es  igual  a  la  de  y  =  cos  x,  despuds  de  un  corrimiento  horizontal  de  ttII  uni- 
dades  a  la  derecha.  Vease  la  figura  9. 

FIGURA  9 


(a)  y=senx 


(b) 


y=cos  (X-]) 


Seccion  6.2  Graficas  senoidafes 


Con  base  en  la  figura  9,  suponemos  que 


sen  X  =  cos  ; 

1 

2j 

(Dcmostraremos  esto  en  el  capitulo  7.)  Debido  a  este  paiecido  las  graficas  de  las 
funciones  seno  y  coseno  se  conocen  como  graficas  senoidales. 

j.  ^Cuantas  graficas  ve? 

Analicemos  algunas  caracteristicas  generales  de  las  graficas  senoidales. 

En  el  ejemplo  3  de  la  seccidn  anterior  obtuvimos  la  grafica  de  y  =  2  cos  x,  la 
cual  reproducimos  en  la  figura  10.  Observe  que  los  vaiores  de  y  =  2  cos  a'  esl^n  en- 
tre  -2  y  2,  inclusive. 


F 


haga  la  grafica  de  y  =  sen  a  y  y  =  cos  a  - 


FIGURA  10 

V  =  2  cos  A 


y 

2 


-1 

-2 


2 


277 


Stt 

2 


En  general,  los  vaiores  de  las  funciones  y  =  A  sen  x  y  y  =  A  cos  a,  donde 
A  7!^  0,  siempre  satisfacen  las  desigualdades. 

—  \A\  ^  a  sen  A  <  [A|  y  -\A\^  A  cos  a  s  |A| 
respectivamente.  El  niimero  |Aj  es  la  amplitud  de  y  =  A  sen  a  o  y  =  A  cos  a. 
Veasc  la  figura  1 1. 


FIGURA  11 

7T 

2 

I 

y. 

k 

37T 

2 

_ I _  A  I _  _ I _ w 

It  7T 

27T  ^  X 

-k 

2 

2 

y=  4  sen  X,  4  >  0 

Periodo  =  27t 


En  el  ejemplo  4  de  la  seccion  6.1  obtuvimos  la  grafica  de  y  =  cos  3a,  la  cual 
reproducimos  en  la  figura  12.  Observe  que  el  periodo  de  esta  funcion  es  IttB. 


FIGURA  12 

y  =  CO.S  3a 

1 

1  1  1  1 

1  I  1  I  1  1  , 

TT  TT  77 

TT  17  77  277  577  ^  ’ 

2  3  5 

6  "s'  2  3  6 

-1 

- 
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Capitulo  6  Gr^ficas  de  las  funciones  trigonomgtricas 


En  general,  si  w  >  0,  las  funciones  y  =  sen  wjc  y  y  =  cos  mx  tendran  un  fm 
riodo  T  =  Itt/w.  Para  ver  por  que  ocurre  esto,  recordemos  que  la  grdfica  dc  y  =  s 
wx  se  obtiene  de  la  grdfica  de  y  =  sen  x  realizando  una  compresion  o  un  alargamie# 
to  horizontal  adecuado.  Esta  compresion  horizontal  remplaza  el  intervalo  |0.  In 
el  cual  contiene  un  periodo  de  la  grafica  de  y  =  sen  x,  por  el  intervalo  |0,  Itt/co].! 
cual  contiene  un  periodo  de  la  grdfica  de  y  =  sen  ojx.  Asi,  el  periodo  de  las  I'uiieioi 
nes  y  =  sen  cox  y  y  =  cos  cox,  co  >  0  es  lir/co.  Vease  la  figura  13. 


FIGURA  13 


y  =  /I  sen  ojx,  4  >  0,  to  >  0 
Periodo  =  /v 


TettiL'ina 


Si  w  <  0  en  y  ==  sen  war  o  y  =  cos  cox,  utilizamos  los  hechos  de  que 
sen  cox  =  —  sen(— coa:)  y  cos  cox  =  cos(— wa) 
para  obtener  una  forma  equivalente  en  donde  el  coeficiente  de  a  es  positive. 

Si  to  >  0,  la  amplitud  y  el  periodo  de  y  =  /t  sen  coxy  y  =  A  cos  cox  estan  dados  por] 


Amplitud  =  |A|  Periodo  =  T  = 


2tt 


(I) 


J  E  M  P  L  (>  » 


Siilucion 


FIGURA  14 


n 


De  ll  nniiuifii'm  di  la  cmpliiiul  y  r!  peniulo  t.V  uud  fitncion  yc’iiciiihil 
Determinar  la  amplitud  y  el  periodo  de  y  =  3  sen  4a  y  hacer  la  grafica  de  la  fuiiciiin. 

A1  comparar  y  =  3  sen  4a  con  y  =  A  sen  coa,  vemos  que  A  =  3  y  to  =  4.  Asi,  porlij 
ecuacidn  (1),  la  amplitud  es  |A|  =  3  y  el  periodo  es  T  =  Iv/co  =  2ttIA  =  ttH.  Podo- 
mos  utilizar  esta  informacidn  para  hacer  la  grafica  de  y  =  3  sen  4a,  comenzando  to-  j 
mo  nos  muestra  la  figura  14(a).  Observe  que  utilizamos  la  amplitud  para  eslableccr/ 
la  escala  del  eje  y,  y  el  periodo  para  establecer  la  escala  del  eje  a.  (Esto  produce . 
por  lo  general  una  escala  diferente  para  cada  eje.)  Ahora  completemos  la  grdficade ! 


Verilhdc  Iciii.  haga  la  grafica  de  y  =  3  sen  4a  y  compare  el  resultado  con  la  ti- 
gura  14(b).  I 


Ahora  resuelva  el  problema  5. 


K  J  K  M  P  I  .  ()  2 

.Soluciuii 

FIGURA  15 
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I h'lc'nriincicifin  cl(  III  cintpliluil  v  cl  pcri(>i!i>  tie  iiiui  him  it'iti  scnoidal 

Determinar  la  amplitud  y  el  periodo  de  y  =  ^  cos  ttx  y  hacer  la  grafica  de  la  funcion. 

A1  comparar  y  =  -A  cos  ttx  con  y  =  A  cos  uix,  vemos  que  A  =  -A  y  cj  =  tt.  Asf,  la 
amplitud  es  |A|  =  |— 4|  =  4  y  el  periodo  T  =  IttIm  =  IttItt  =  2.  Utilizamos  la  am¬ 
plitud  para  establecer  la  escala  del  eje  y,  y  el  periodo  para  establecer  la  escala  del 
eje  A';  despues  completamos  la  grafica  de  la  funcion  coseno  y  obtenemos  la  grafica 
de  3’  =  4  cos  ttx  que  aparece  en  la  figura  15(a).  Ahora,  como  queremos  obtener  la 
grafica  de  y  =  -4  cos  ttx,  reflejamos  la  grafica  de  y  =  4  cos  ttx  con  respecto  al  eje 
A,  como  nos  muestra  la  figura  15(b). 


(a)  y=  4  cos  TTX  .  (b)  y= -4  cos  ttx 

b- ''HXiOn  CO!’ 

.  .  ..pecio  al  eji-  x 


...  inn  haga  la  grdfica  de  y  =  ^  cos  ttx  y  compare  el  resultado  con 
la  figura  15(b).  ■ 


F  J  K  M  P  L  O  3 

Solucidn 

FIGURA  16 


IJclcrn'imicii>n  ilc  In  tiini>littul  i'  <  I  /><  l  iodo  dc  ttiui  inm  :--ii  i >  .t/ ' 

Determinar  la  amplitud  y  el  periodo  de  y  =  2  sen(— tta)  y  hacer  la  grafica  de  la 
funcion. 

Como  la  funcidn  seno  es  impar,  utilizamos  la  forma  equivalente 

y  =  —  2  sen  ttx 

Al  comparai'  y  =  —2  sen  ttx  con  y  =  A  sen  wa,  vemos  que  A=  -2  y  co  =  tt.  Asf,  la 
amplitud  es  [A|  =  2  y  el  periodo  T  =  IttIoj  =  IttItt  —  2.  De  nuevo,  utilizamos  la  am¬ 
plitud  para  establecer  la  escala  del  eje  y,  el  periodo  para  establecer  la  escala  del  eje 
A,  y  despues  completamos  la  grafica  de  la  funcion  seno.  La  figura  16(a)  muestra  la 
grafica  resultante  de  y  =  2  sen  ttx.  Para  obtener  la  grafica  de  y  =  -2  sen  ttx,  refleja¬ 
mos  la  grafica  de  y  =  2  sen  ttx  respecto  del  eje  x,  como  muestra  la  figura  16(b). 


(a)  y=  2  semrx  - - -  (b)  y=  -2senTrx=  2  sen  (-ttx) 

Rellexion  con 
resp-clii  .tI  sic  > 
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haga  la  grafica  de  y  =  2  sen(  — 77:1)  y  compare  el  resultado  con  lull- 


gura  16(b). 


Tambien  podemos  utilizar  las  ideas  de  amplitud  y  periodo  para  idenlificariiiu 
funcion  senoidal  cuando  esta  especificada  su  grdfica. 


Determinar  una  ecuacion  pai'a  la  grafica  de  la  figura  17. 


FIGURA  17 


-2tt  -rr 


-5h 


-I _ 1 _ ^ _ L- 


TT  277  377  477  577  X 


-Periodo- 


Podemos  ver  esta  grafica  como  la  de  una  funcion  seno,  con  amplitud  A  -  5.' 
Observamos  que  el  periodo  T  es  477.  Asi,  por  la  ecuacion  (1), 

j  =  — 

w 

.  277 

477  =  - 

CO 

2tt  1 

CO  =  -  =  — 

477  2 

Una  funcion  seno  cuya  grafica  estd  dada  por  la  figura  17  es 

y  =  A  sen  cox  —  5  sen  — 


haga  la  grafica  de  y  =  5  sen  —  y  compare  cl  resultado  cun  h 
^-,7  figura  17.  I 


Determinar  una  ecuacion  para  la  grafica  de  la  figura  18. 


FIGURA  18 


J - L. 


_1T 

2 


-3 


-L _ L 


T[ 

4 


21 

2 


4 


57T  X 
4 


ecuacion  tambien  .se  puede  ver  como  una  funcion  coseno  con  un  corrimiento  horiifonlal,  pero  cs 
sencillo  verla  como  una  funcion  seno. 
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S'  'liirioii  Esta  grdfica  permite  concluir  que  es  mas  sencillo  ver  la  ecuacion  como  una  funcion 
coseno  con  amplitud  A  =  3  y  periodo  T  =  tt.  Asi,  IttIo)  ~  tt,  de  modo  quc  ca  =  2. 
Una  funcidn  coseno  cuya  grafica  esta  dada  por  la  figura  18  es 


K  J  K  M  F  I.  I) 

FIGURA  19 

Solicit  >n 


y  =  A  cos  caa:  =  3  cos  2x 


la  figura  18. 


haga  la  grafica  de  y 


3  cos  2x  y  compare  el  resultado  con 


Determinar  una  ecuacion  para  la  grafica  de  la  figura  19. 


3 


La  grdfica  es  senoidal,  con  amplitud  A  =  2.  El  periodo  es  4,  de  modo  que  IttIw  =  4 
0  0)=  77/2.  Como  la  grdfica  pasa  por  el  origen  es  mas  sencillo  ver  la  ecuacion  co¬ 
mo  una  funcion  seno,  pero  observe  que,  en  realidad,  la  grdfica  es  la  reflexion  de 
una  funcion  seno  con  respecto  al  eje  jc  (ya  que  la  grafica  es  decreciente  cerca  del 
origen).  Asi,  tenemos 


3^ 


—A  sen  o)x  =  —2  sen  — x, 
2 


A  >  0 


figura  19. 


haga  la  grafica  de  y  =  ~2  sen  —x  y  compare  el  resultado  con  la 


■  Ahora  resuelva  el  problema  31. 


Desfasamiento 


FIGURA  20 

I  n  periodo  de  y  =  A  sen  tux,  A  >  0, 

u,  :■  0 

r* 


Hemos  visto  que  la  grafica  de  y  =  A  sen  w.v,  w  >  0,  tiene  amplitud  |A|  y  periodo  T  = 
2ttIo).  Asi,  un  periodo  se  puede  obtener  al  variar  a:  de  0  a  277/tu  o,  en  forma  equiva- 
lente,  cuando  (ax  vaina  de  0  a  2tt.  Vease  la  figura  20. 

Ahora  analizaremos  la  grafica  de 

y  =  A  senfcuA  -  t^) 

donde  w  >  0  y  </>  (la  letra  griega  phi)  son  numeros  reales.  La  grdfica  ser4  una  cur- 
va  seno  de  amplitud  |A|.  Como  mx  —  (f>  varie  de  0  a  277  obtendremos  un  periodo. 
Este  periodo  comienza  cuando 

MX  —  (p  =  0  0  X  =  — 

M 
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FIGURA  21 

Un  periodo 

>  0,  w  > 


de  y  =  A  sent&iv  —  </>), 
0,4>>0 


y  termina  cuando 


AO  277  </) 

WX  —  <P  =  iTT  O  X  = - h  — 

W  (J) 


Vease  la  figura  21. 

Asi,  vemos  que  la  grdfica  de  y  =  A  sen/wjt  —  </>)  es  igual  a  la  grafica  dc  v- 
A  sen  tar,  excepto  que  ha  sido  recorrida  c/)/(w  unidades  (a  la  derecha  si  (/>  >  0  yah 
izquierda  s\  4><  0).  El  numero  (j)lw  es  el  desfasamiento  de  la  grafica  de  y  =  ,! 
sen(wx  —  4>). 


Para  las  graficas  de  y  =  A  sen(wx  -  0)  o  y  =  A  cos(wx  —(/>),  w  >  0, 
Amplitud  =  |A| 


Periodo  =  T  =  Desfasamiento  =  — 

(I)  w 


E  J  E  M  P  E  ()  7 


■Soluiion 


Ihlfrminacion  de  hi  ainplitiid,  <7  pfriodo  i  i7  ih'sjitsdinii’nlo  dc  iimi  Iwi 
i  iiin  sciioidid 

Determinar  la  amplitud,  el  periodo  y  el  desfasamiento  de  y  =  3  sen(2x-7r)  y  hacer 
la  grafica  de  la  funcion. 

A1  comparar  y  =  3  sen(2x  —  tt)  con  y  =  A  senftux  -  0),  vemos  que  A  =  3,  w  =  2. 
y  0  =  77.  La  grafica  es  una  curva  seno  con  amplitud  A  =  3  y  periodo  T  =  2ttIo)  - 
277/2  =  77.  Un  periodo  de  la  curva  seno  comienza  enZr— 77=0ox=  Till  (cslc 
es  el  desfasamiento)  y  termina  en  2x  —  77  =  277  0  x  =  377/2.  Vease  la  figura  22. 


E  J  E  M  P  L  {)  8 


Solucibn 


Vi'rilicacidn:  haga  la  grafica  de  y  =3  sen(2x  —  77)  y  compare  el  resuliii- 
do  con  la  figura  22.  I 

Dett  nuiiuu'ii'm  dc  la  ampliliid,  cl  pcriada  y  cl  dc^fasainicnin  dc  uiui 
rinti  scnoukd 

Determinar  la  amplitud,  el  periodo  y  el  desfasamiento  de  y  =  3  cos(4x  +  2j7I  \ 
hacer  la  grafica  de  la  funcidn. 

A1  comparar  y  =  3  cos(4x  -I-  277)  con  y  =  A  cosfwx  —  (fi),  vemos  que  A  =  3,  ta  =  4, 
y  4>  =  —Itt.  La  grafica  es  una  curva  coseno  con  amplitud  A  =3  y  periodo  T  =  IttIoi 
=  277/4  =  77/2.  Un  periodo  de  la  curva  coseno  comienza  en  4x  -l-  277  =  0  0  .v  = 
—  77/2  (el  desfasamiento)  y  termina  en  4x  -I-  277  =  277  0  x  =  0.  Vease  la  figura  2.3 
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■  Ahora  resueJva  el  problema  45. 


Ejercicio  6.2 

En  los  problemas  del  I  al  10  determine  la  amplitud  y  el  periodo  de  cada  fimcion  sin  hacer  la  grdjica. 

1.  V  =  2  sen  ,v  2.  y  =  3  cos  .v  3.  v  =  -4  cos  2x  4.  3  =  sen  ir 

5.  y  =  6  sen  tw  6.  y  =  —  3  cos  3x  7.  3'  =  3  cos  yv  8.  y  =  ^  sen  yx 


En  los  problemas  del  II  al  20  relacione  la  funcion  dada  con  alguna  de  las  graficas  de  la  (A)  a  la  (J). 


k 
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(J) 

En  los  problemas  del  21  al  30  Haga  la  grdfica  de  cada  funcion. 


21. 

y  =  5  sen  4.v 

22. 

y  =  4  cos  6x 

23.  y  =  5  cos  ttx 

24.  y  =  2  sen  yf 

25. 

y  =  —1  cos  Itt.x 

26. 

y  =  -5  cos  2rrx 

27.  y  =  -4  sen  ^ 

28.  y=-2cii\ll 

29. 

y  =  /  sen(  -  yv) 

30. 

y  =  1  cos(-  ,.y) 

En  los  problemas  del  31  al  44  determine  la  funcion  cuya  grdfica  estd  dada. 
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51.  y  =  4  sen(77-.v  4-  2)  52.  y  =  2  cos{2Tr.x  +  4)  53.  y  =  3  cos(77.v  -  2l 

54.  y  =  2  cos(27r.v  —  4)  55.  y  =  3  sen|  — 2v  +  56.  y  =  3  cos|-lv  -  -71 

57.  1  irfiiiii"  lie  (  inriiDie  ahcnitt  La  coniente  /  (en  amperios)  que  fluye  a  traves  de  un  circuito  de  coriicnic  alienii 

en  el  in!^tante  t  es 

/  =  220  sen  OOti/,  t  a  0 

(■.Cual  cs  el  periodo?  ^.Cual  es  la  amplitud?  Haga  la  graf'ica  de  dos  periodos  de  esta  funcidn. 

58.  /;•<///..  I  'll,- -■■■I  La  corriente  /  (en  arnperios)  que  fluye  a  traves  de  un  circuito  de  coniente  alierai 

en  el  instante  /  es 

/  =  1 20  sen  30tt/.  /  a  0 

(  Cual  es  el  periodo'.'  (,Cual  es  la  amplitud'?  Haga  la  grafica  de  dos  periodos  de  esta  funcidn. 

59.  (  in  iii!i>\  ill'  I  tti'in  ni-  -  /'-  La  corriente  /  (en  amperios)  que  fluye  a  traves  de  un  circuito  de  coiTientc  alienti 
en  el  instante  /  es 

/  =  120  sen|^3077-/ -  yj,  t>0 

(■.Cual  es  el  periodo?  ,;Cual  es  la  amplitud?  Haga  la  grafica  de  dos  periodos  de  esta  funcion. 

60.  '  in  iilhn  ill-  i  iii  ri,‘iilt  iilli'nui.  La  cotriente  /  (en  amperios)  que  fluye  a  traves  de  un  circuito  de  corriente  altena 
en  el  instante  /  es 

/  =  220  sen^dOTTf  — 

),Cual  es  el  periodo?  ^Cual  es  la  amplitud?  Haga  la  grafica  de  dos  periodos  de  esta  funcidn. 

61.  (ii  iii  niiiiir.  .  </<  .  iiiiii'iiii'  iillcrmi  El  voltaje  V  producido  por  un  generador  de  corriente  alterna  es 

V  =  220  sen  1  lOrrt 

(a)  ('.Cual  es  la  amplitud?  ,;Cuai  es  el  periodo? 

(b)  Haga  l;i  grafica  de  dos  periodos  de  V,  comenzando  en  /  =  0. 

(c)  Si  existe  una  rcsistcncia  de  /?  =  10  ohms,  ,;,cual  es  la  corriente?  [Siigerencia:  utilicc  la  ley  de  Ohm,  V  =  IK] 

(d)  ()Cudl  es  la  amplitud  y  el  periodo  de  la  corriente  /? 

(e)  Haga  la  grafica  de  dos  periodos  de  /,  comenzando  en  t  =  0. 

62.  (ii-Ki  .iiii-  ..•i..,r  El  voltaje  V  producido  por  un  generador  de  corriente  alterna  es 

L  =  120  sen  12077/ 

(a)  ,:,Cual  es  la  amplitud?  ^,Cudl  es  el  periodo? 

(b)  Haga  la  grafica  de  dos  periodos  de  V,  comenzando  en  /  =  0. 

(c)  Si  existe  una  resistencia  de  /?  =  20  ohms,  ^cual  es  la  corriente?  [Siii^ereiicia:  utilice  la  ley  de  Ohm,  V'=  /A’.| 

(d)  (^.Cual  cs  la  amplitud  y  el  periodo  de  la  corriente  /? 

(e)  Haga  la  grafica  de  dos  periodos  de  /,  comenzando  en  /  =  0. 

63.  ‘  hlnn  ■  di  (.  '.  ills  El  voltaje  L  producido  por  un  generador  de  corriente  alterna  es  senoidal.  Cim 

funcidn  del  tiempo,  el  voltaje  V  es 

V  =  Vq  sen  Itt/i 


drtnde  /  es  la  frecuencia,  [numero  de  oscilaciones  completes  (ciclos)  por  segundoj.  [En  Estados  Unidos  y  Can»li 
/  es  60  hertzios  (Hz).]  La  potencia  P  dada  a  una  resistencia  R  en  cualquier  instante  i  se  define  como 


(a)  Muestre  que  P  = - sen-  2TTfl. 

R 

(b)  La  grafica  de  P  aparece  en  la  figura  anexa.  Expresc  P  como  una 
funcion  senoidal. 


(c)  Deduzca  que 


Potencia  en  un  generador 
de  corriente  alterna 
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64.  Binrritnu)>  En  la  teoria  de  biorritmos,  una  funcion  seno  de  la  forma 

P  =  1 00  sen  wt 


sirve  para  medir  el  porcentaje  P  del  polciicial  de  una  persona  en  el  instante  i,  donde  i  se  mide  en  di'as  y  i  =  0  corres- 
ponde  al  nacimiento  de  la  persona.  For  lo  general,  se  niiden  tres  caracten'slicas: 


Ft 

jf 


Potencial  fi'sico:  periodo  de  23  di'as 
Potencial  emocional:  periodo  de  28  di'as 
Potencial  inteleciual:  periodo  de  33  di'as 
(a)  Determine  w  para  cada  caracten'stica. 

{  )  Haga  la  grafica  de  las  tres  funciones. 

(c)  ^Existe  un  instante  i  en  el  que  las  tres  caracten'sticas  tengan  un  potencial  del  I00%? 
^Cudndo  ocurre? 

(d)  Suponga  que  usted  tiene  20  afios  el  di'a  de  hoy  (/  =  7  305  di'as).  Describa  su  poten¬ 
cial  fi'sico,  emocional  e  intelectual  para  los  prdximos  30  di'as. 


Explique  c6mo  utilizar  la  amplitud  y  el  periodo  de  una  grafica  senoidal  para  establecer  la  escala  en  cada  eje  de 
coordenadas. 


66. 


Determine  una  aplicacion,  relacionada  con  su  campo  de  intends,  que  conduzca  a  una  grafica  senoidal,  Escriba  un 
ensayo  sobre  sus  hallazgos. 


nsr 


^licaciones 


Combinadon  de  ondas;  amplificadon  y 
amortiguamiento;  graflcadon  de  sumas  y 
productos 

Muchas  aplicaciones  fi'sicas  y  biolOgicas  requieren  utilizar  gr^ficas  de  sumas  y  pro¬ 
ductos  de  funciones,  tales  como 


f(x)  =  sen  a;  -I-  cos  2x  y  g(x)  =  e*'  sen  jr 

Por  ejemplo,  al  emitir  dos  tonos,  el  sonido  resultante  es  la  suma  de  las  ondas 
producidas  por  los  dos  tonos.  Remi'tase  al  problema  29  para  una  explicacion  del 
funcionamiento  de  los  teldfonos  por  tono. 

Para  hacer  la  grafica  de  la  suma  de  dos  (o  mas)  funciones,  podemos  utilizar 
el  metodo  de  suma  de  ordenadas  descrito  a  continuacion. 


•KM  I*  I.  ()  I  ■  0/.;:-  /t/  .Vlt,,;,'  - 

Utilizar  el  mdtodo  de  suma  de  ordenadas  para  hacer  la  grafica  de  li(x)  =  x  +  sen  x. 

■-=-ili  :'iitri  Primero  hacemos  la  grdfica  de  las  funciones  componentes, 

y  =  hi(x)  =  X  y  =  hjix)  =  sen  x 

en  el  mismo  sistema  de  coordenadas.  Vease  la  figura  24(a).  Luego  elegimos  diver- 
sos  valores  de  x,  digamos,  x  =  0.  x  =  7r/2,  x  =  tt,  x  =  ’irrll,  y  .v  =  2tt,  donde  calcu- 
lamos  h{x)  =  h\(x)  +  IMx).  La  tabla  3  mucstra  el  calculo.  Localizamos  estos  puntos 
y  los  unimos  para  obtener  la  grafica,  como  muestra  la  figura  24(b). 
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TAB LA  3 


tHI 


iirn 


2- 


V  =  //|(.v) 

- 1 

X 

0 

tt/2 

TT 

377/2 

1 

V  /iiU) 

sen  X 

0 

1 

0 

-1 

"  -1 

/lU)  =  A  - 

sen  X 

0 

jr/2  T  t  ■=  2.51 

77 

It 

1 

1 

1 

PLiNTO  K.N  I.A  GRAFICA  DK  h 

(0,  0) 

(77/2,  2.51) 

(77,  77) 

(377/2,  3.71) 

En  el  ejemplo  1,  observamos  que  la  grafica  de  h{x)  =  x-i-sen  jc  corta  a  la  reci;i 
y  -  X  cuando  sen  x~  0.  Vemos  tambien  que  la  grafica  de  h  no  es  periodica. 

pS  ‘  ■■  haga  la  grafica  de  y  =  A+sen  .v  y  compare  el  resultado  con  la  figura 

24(b).  Utilice  TRACE  para  verificar  que  las  grdficas  se  cortan  cuando  sen  .v  =  (l, 

El  siguiente  ejemplo  muestra  una  grdfica  periddica  de  la  suma  de  dos  funcioncv 


I  >1  I*  I  () 


Utilizar  el  metodo  de  suma  de  ordenadas  para  hacer  la  grdfica  de 

fix)  =  sen  .V  -I-  cos  2jr 

La  tabla  4  muestra  los  pasos  para  calcular  varies  puntos  en  la  grafica  de  /.  l.a 
figura  25  muestra  las  graficas  de  las  funciones  componentes,  y  =/i(.v)  =  sen.v  v 
y  =  fiix)  =  cos  2x  y  la  grafica  de  /(x)  =  sen  x  +  cos  2x,  que  aparece  en  color. 


TABLA  4 


X  ' 

—  77/2 

0 

77/2 

77 

377/2 

I1T 

.V  =  /i(a  )  =  sen  X 

-1 

0 

1 

0 

-1 

0 

y  =  fiix)  cos  2jr 

-1 

1 

-1 

1 

- 1 

1 

f(x)  =  sen  X  -  cos  2.r 

-2 

1 

0 

1 

-2 

1 

PCNTO  KN  LA  GRAFICA  DH  /  1 
- Lj 

(-77/2,  -2) 

(0,  1) 

(77/2,  0) 

(77,  1) 

(377/2, 

-2)  (2i7,  II 
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! 


E  j  i;  M 


FIGURA  25 

fix)  =  sen  X  +  cos  2x 


FIGURA  26 


I.  ()  ^ 

Si'ltK'-;  i;i 


■■  haga  la  grafica  de.  y  =  sen  x  +  cos  2x  y  compare  el  resultado  con  la 

figura  25.  ■ 

Si  debemos  hacer  la  grafica  de  una  funcion  /que  sea  la  diferencia  de  dos  fun- 
ciones  g  y  h,  es  decir, 

fix)  =  g{x)  -  h{x) 

podemos  ver/como 

fix)  =  g(x)  +  [-h(x)] 

y  utilizar  el  metodo  de  suma  de  ordenadas  ya  descrito. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

La  amplitud  de  cualquier  resorte  o  pendulo  oscilante  real  disminuye  con  el 
tiempo  debido  a  la  resistencia  del  aire,  la  friccion,  etc.  Vease  la  figura  26.  La  gra¬ 
fica  de  tales  fenomenos  esta  dada  general mente  por  el  producto  de  dos  funciones. 


Hacer  la  grafica  de/(x)  =  .v  sen  x. 

En  este  caso,/es  el  producto  dty  =  xyy  =  sen  x.  Utilizamos  las  propiedades  del 
valor  absolute  y  el  hecho  de  que  |sen  x|  ^  1  para  obtener 

|/(x)|  =  |x  sen  x|  =  jxj  [sen  x|  <  |x| 

Si  X  >  0,  esto  se  reduce  a 

\fix)\^x  0  -x</(x)<x, 


X  >  0 
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Si  X  <  0,  tenemos  que 

\f(x)\  —X  o  X  ^  fix)  ^  —X,  X  <  0 

Asi,  en  cualquier  caso,  la  grafica  de/estara  entre  las  rectas  y  =  x  y  y  =  -.v.  Adt- 
mas,  concluimos  que  la  grdfica  de /tocar^  esas  rectas  cuando  sen  x  =  ±  I,  es  dw: 
cuando  x  =  —  7r/2,  tt/2,  3t7/2,  etcetera.  Como  y  =  fix)  =  x  sen  x  =  0  cuando  .t- 
—  77,  0,  77,  277,  etc.,  conocemos  la  posicion  de  las  intersecciones-x  y  la  grafica  dc 
Por  ultimo,  la  funcion  f  es  tina  funcion  par  [/(-x)  =  -x  sen(— x)  =  x  sen  x  =  fixi 
de  modo  que  la  grafica  es  simetrica  con  respecto  al  eje  y.  Vease  la  tabla  5.  La  figu.". 
27  nos  muestra  la  grafica. 


TABLA  5 


X 

0 

77/2 

TT 

377/2 

2- 

J  =  ^ 

0 

■77/2 

77 

377/2 

7  — 

y  =  sen  x 

0 

I 

n 

-1 

(1 

y  -  fix)  =  X  sen  X 

0 

77/2 

0 

-377/2 

0 

PUNTO  EN  LA  GRAFICA  DE/ 

(0,  0) 

(77/2.  7t/2) 

(77,  0) 

(377/2,  -377/2) 

C-.ii' 

I 


t- 

Hacer  la  grafica  de  y  =  x  sen  x,  junto  con  y  =  x  y  y  =  — x,  para  0  £  x  ^  477.  De- 
terminar  los  puntos  donde  >’  =  x  sen  x  toca  a  y  =  x.  Compare  esto  con  los  piinto' 
donde  y  =  x  sen  x  tiene  un  punto  de  retomo  (mdximo  local).  Exprese  las  respiiesto 
redondeadas  a  dos  cifras  decimales. 

La  figura  28  muestra  las  graficas  de  y  =  x  sen  x,  y  =  x,  y  y  =  — x.  Utilizamos  TR.\- 
CE  y  BOX  para  ver  que  y  =  x  sen  x  toca  a  y  =  x  en  x  =  1.57  y  x  =  7.85.  Los  pim- 
tos  de  retorno  (mdximos  locales)  aparecen  Justo  a  la  derecha  de  estos  valores.  eii 
X  =  2.02  y  en  X  =  7.97. 


Seccidn  6.3  Aplicaciones  405 


FIGURA  28 


Si  -c  >  0,  la  grafica  de  f{x)  =  x  sen  .c  es  una  onda  seno  amplificada  y  es  el 
factor  de  amplificacion.  Podemos  obtener  otras  onda.s  senoidales  utilizando  diver- 
sos  factores.  El  siguiente  ejemplo  ilustra  un  factor  de  amortiguamiento. 

E  M  P  I.,  ()  5  Gniflcdcidn  del  pnxhu  to  lie  </os  fiiiicioiit  . 

La  curva  de  vibracion  amortiguada 

fix)  =  e  “ '  sen  x,  .v  >  0 

cs  importante  para  muchas  aplicaciones  tales  como  el  movimiento  de  las  cuerdas 
musicales,  las  oscilaciones  de  un  pendulo  y  la  corriente  en  un  circuito  electrico. 
Haga  la  grafica  de  esla  funcion. 

SuluciiMi  La  funcion/es  el  producto  de  y  =  e  y  y  =  sin  x.  Ltilizamos  las  propiedades  del 
valor  absolute  y  el  hecho  de  que  |sen  x\  ^  1  para  ver  que 

\f(x)\  =  sen  x]  =  je"'-''!  |sen  x\  <  \e~'\  =  e”*' 


Asi, 


—e  ^  ^f(x)  <  e 


y  la  grafica  de  f  estara  entre  las  graficas  de  y  =  y  y  =  Ademas,  la  gra¬ 

fica  de  f  tocara  estas  graficas  cuando  [sen  jf|  =  1,  es  decir,  cuando  x  =  —tt/2,  tt/2, 
377/2,  etc.  Las  intersecciones  del  eje  x  y  la  grafica  de  f  aparecen  en  x  =  -tt,  0,  tt, 
277,  etc.  Veaxe  la  tabla  6.  La  figura  26  muestra  la  grafica. 


TAB LA  6 


X 

,0 

77/2 

77 

1 

277 

y  =  f  ^ 

1 

TT/. 

e  ^ 

,,  -  ^.T/J 

r 

_v  sen  .V 

0 

1 

0 

-  1 

0 

fix)  c  ‘  sen.r 

0 

f- 

0 

0 

PUNTO  KN  LA  CJRAKIC A  DE/ 

(0,  0) 

( 77/2.  (■ 

”'■)  (77,  0) 

(377/2, 

(277,  0) 

FIGURA  29 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


406  Capitulo  6  Graficas  de  las  funciones  trigonometricas 


/”  "nilii  f,  th  ■  (• 


Hacer  la  grafica  de  v  =  e  ^  sen  x,  junto  con  y  =  y  y  =  — para  0  ^  .v  s  3- 
Determinar  los  puntos  donde  y  =  e  sen  x  toca  y  =  e~'\  Compare  esto  con  los  pun- 
tos  donde  y  =  sen  x  liene  un  punto  de  retomo  (maximo  local).  Exprcsc  las  rcv 
puestas  redondeadas  a  dos  decimates. 


'cn-n  La  figura  30  muestra  las  graficas  de  y  =  senx.y  =  e~^,y  y  =  Utilizanios 

TRACE  y  BOX  para  ver  que  y  =  e  sen  x  toca  a  y  =  c  '  en  x  =  ?  ~  \.51.  El 
punto  de  retomo  (maximo  local)  aparece  en  x  =  0.78. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  21. 


Movimiento  armonico  simple 

Existen  muchos  fenomenos  fisicos  que  pueden  describirse  mediante  un  movimiento 
armonico  simple.  Las  ondas  de  radio,  television,  de  la  luz  y  el  sonido,  y  las  ohis  del 
mar  exhiben  un  movimiento  armonico  simple.  Incluso  las  temperaturas  maxima  \ 
minima  anual  en  un  lugar  dado  se  modelan  mediante  una  ecuacion  para  el  nio\i- 
miento  amionico  simple. 

La  oscilacion  de  un  pendulo,  las  vibraciones  de  un  diapason  y  el  bambolcode 
un  peso  sujeto  por  un  resorte  en  espiral,  tambien  son  ejemplos  de  movimientos  vi- 
bratorios.  En  este  tipo  de  movimiento,  un  objeto  oscila  hacia  uno  y  otro  lados  en  un 
mismo  trayecto.  En  cada  una  de  las  ilustraciones  de  la  figura  31,  el  punto  B  es  la 
posicion  de  equilibrio  (reposo)  del  objeto  vibrante.  La  amplitud  de  la  vibraciones 
la  distancia  desde  la  posicion  de  equilibrio  del  objeto  hasta  su  punto  de  maximo  des- 
plazamiento  (cualquiera  de  los  puntos  A  o  C  de  la  figura  31).  El  periodo  de  un  ob- 
Jeto  vibrante  es  el  tiempo  que  se  tarda  en  completar  una  vibracidn;  es  decir,  el  tiempu 
que  tarda  en  ir  desde,  digamos,  el  punto  A  a  traves  de  B  hasta  C  y  regresar  a  A. 

FIGURA  31 


(a)  Pendulo 


(b)  Diapasdn 


(c)  Resorte 
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El  movimiento  armonico  simple  es  un  tipo  especial  de 
movimiento  de  vibracion  en  el  cual  la  aceleracion  a  del  objeto 
es  directamente  proporcional  al  negative  de  su  desplazamiento 
d  desde  su  posicion  de  repose,  Es  decir,  a  =  -kd,  k  >  0. 

Por  cjemplo,  cuando  la  masa  que  cuelga  de)  resorte  de  la  figura  31(c)  es  Ja- 
lada  liacia  abajo  desde  su  posicion  de  equilibrio  B  hasta  el  punto  C,  la  fuerza  del 
resorte  intenta  regresar  la  masa  hasta  su  posicidn  de  equilibrio.  Si  no  existe  fuerza 
de  friccion*  que  relarde  el  movimiento,  la  amplitud  sera  constante.  La  fuerza  au- 
menta  en  proporcion  directa  con  la  distancia  hasta  donde  la  masa  es  jalada  desde 
su  posicion  de  equilibrio.  Como  la  fuerza  crece  en  forma  directa,  la  aceleracion  de 
la  masa  ha  de  comportarse  de  la  misma  forma,  debido  a  que  (por  la  segunda  ley  del 
movimiento  de  Newton)  la  fuerza  es  directamente  proporcional  a  la  aceleracion.  As), 
la  aceleracion  del  objeto  van'a  en  forma  directa  con  su  desplazamiento,  y  este  fen6- 
meno  es  un  ejemplo  de  movimiento  armdnico  simple. 

El  movimiento  armonico  simple  se  relaciona  con  el  movimiento  circular.  Pa¬ 
ra  apreciar  esta  relacion  consideremos  un  circulo  de  radio  a  con  centro  en  (0,0). 
Vease  la  figura  32.  Supongamos  que  un  objeto  colocado  inicialmente  en  (a,0)  se 
mueve  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj,  en  tomo  al  cfrculo,  con 
una  velocidad  angular  constante  w.  Supongamos  ademas  que,  despues  de  transcu- 
rrir  un  tiempo  /,  el  objeto  se  encuentra  en  el  punto  P  =  (x,  y)  del  cfrculo.  El  angu- 
lo  0  en  radianes,  abarcado  por  la  raya  UP  en  este  tiempo  /  es 

0  =  Ml 

Las  coordenadas  del  punto  P  en  e)  instante  t  son 

X  =  a  cos  6  =  a  cos  Mt 
y  =  a  sen  9  =  a  sen  Ml 

A  cada  posicion  P  =  (x,  y)  del  objeto  que  se  mueve  sobre  el  cfrculo,  le  corresponde 
el  punto  Q  =  (x,  0),  llamado  proyeccion  de  P  sobre  el  eje  x.  Cuando  P  se  mueve 
en  el  cfrculo  con  velocidad  constante.  el  punto  Q  se  mueve  de  un  lado  a  otro,  entre 
los  puntos  (a,  0)  y  (—a.  0),  a  lo  largo  del  eJe  .v,  con  un  movimiento  que  es  armoni¬ 
co  simple.  De  manera  analoga,  para  cada  punto  P  existe  un  punto  Q'  =  (0,  y),  la  pro¬ 
yeccion  de  P  sobre  el  eje  y.  Cuando  P  se  mueve  en  el  cfrculo  con  velocidad  cons¬ 
tante,  el  punto  (2’  se  mueve  de  un  lado  a  otro,  entre  los  puntos  (0,  a)  y  (0,  -a),  a  lo 
largo  del  eje  y,  con  un  movimiento  que  es  armonico  simple.  Asf,  podemos  describir 
el  movimiento  armonico  simple  como  la  proyeccion  de  un  movimiento  circular  cons¬ 
tante  en  un  eje  de  coordenadas. 

Un  objeto  que  se  mueve  en  un  eje  de  coordenadas  de  modo  que  su  distancia  d  al 
origen  en  el  instante  t  esta  dada  por 

d  =  a  cos  Ml  o  d  =  a  sen  mI 

donde  ay  m  son  constantes,  obedece  a  un  movimiento  armonico  simple.  El  movi- 
miento  tiene  amplitud  \a\  y  periodo  2ttIm.  ■ 

La  frecuencia  /  de  un  objeto  en  movimiento  armonico  simple  es  el  numero 
de  oscilaciones  por  unidad  de  tiempo.  Como  el  periodo  es  el  tiempo  necesario  para 
una  oscilacion,  esto  implica  que  la  frecuencia  es  el  recfproco  del  periodo;  es  decir, 

■■'Si  existe  friccion,  la  amplitud  disminuye  hasta  cero  al  paso  del  tiempo.  Este  tipo  de  movimiento  es  un 
ejemplo  de  movimiento  amortipuado. 
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i:  .1  i:  M  V  L  () 


E  .1  K  -M  P  E  O 


.Siiliici(')n 


Di'lt'niiiiUK  ithi  Je  uiia  ci  Udcion  pura  iiii  ohjclo  cn  inin  iniicnii) 
anuonicd  siin/ilr 

Suponga  que  el  objeto  sujeto  al  resoite  en  espiral  de  la  figura  3 1(c)  e.s  jalado  haci; 
abajo  hasta  una  distancia  de  5  pulgadas  desde  su  po.sicidn  de  equilibrio  y  despu/t' 
es  liberado.  Si  el  tiempo  para  una  oscilacion  es  de  3  segundos,  escriba  una  ccuu- 
ci6n  que  relacione  la  distancia  d  del  objeto  desde  su  posicion  de  equilibrio  coiu', 
tiempo  t  (en  segundos).  Suponga  que  no  existe  friccion. 

.Suluciiiii  El  movimiento  del  objeto  es  armonico  simple.  Como  el  objeto  se  libera  en  cl  inv 
tante  t  =  0  cuando  su  distancia  d  a  la  posicion  de  equilibrio  es  de  5  pulgadas.  c> 
mas  sencillo  utilizar  la  ecuacidn 

d  =  a  cos  0)1 

para  describir  el  movimiento.  (^Advierte  usted  por  que?  Para  esta  ecuacidn,  cuamb 
t  =  0,  entonces  d  =  a  =  5.)  Ahora,  la  amplitud  es  5  y  el  periodo  3.  Asf, 


a  =  5  y 


ITT 


=  Periodo  =  3 


Itt 


Una  ecuacidn  para  el  movimiento  del  objeto  es 

,  ^  2tt 

d  =  5  cos  — I  I 

3 

Nota:  En  la  solucidn  del  ejempio  7  hacenios  a  =  5,  lo  cual  nos  indica  que  la  diiecciof  j 
positiva  del  movimiento  es  hacia  abajo.  Si  queremo.s  que  la  direccidn  positiva  sea  lucu 
arriba,  podemos  hacer  a  =  -5. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 

\iuilisis  del  iiiin  iniic/ifo  dc  iiii  ohjeti’ 

Suponga  que  la  distancia  n:  (en  metros)  que  un  objeto  recorre  en  un  tiempo  t  (cn  sc-i 
gundos)  satisface  la  ecuacidn 

A'  =  10  sen  5t 

(a)  Describa  el  movimiento  del  objeto. 

(b)  ,^Cual  es  el  maximo  desplazamiento  desde  su  posicion  de  equilibrio? 

(c)  (^Cual  es  el  tiempo  necesario  para  cada  oscilacion? 

(d)  (^Cual  es  la  frecuencia? 

Observe  que  la  ecuacidn  dada  es  de  la  forma 

d  =  a  sen  wt  J  in  ..-ii  5i 

donde  a  =  10  y  to  =  5. 

(a)  El  movimiento  es  armonico  simple. 

(b)  El  maximo  desplazamiento  del  objeto  con  respecto  de  su  posicion  de  equilibric 
es  la  amplitud;  a  =  10  metros. 

(c)  El  tiempo  necesario  para  una  oscilacion  es  el  periodo: 

Periodo  =  =  —  segundos 

a>  5 
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(d)  La  frecuencia  es  el  reciproco  del  periodo.  Asf, 


Frecuencia  =  f= - oscilaciones  por  segundo. 

277 

■  Ahora  resuelva  el  problema  41, 


bfili 

Ejercicio  6.3 


los  problemas  del  1  al  20  utilice  el  metodo  de  suma  de  ordenadas  para  hacer  la  grdfica  de  cada  funcion. 


fix)  =  X  +  cos  X 
fix)  ~  X  —  cos  X 
g(x)  =  sen  X  +  sen  2x 
hix)  =  Vx  +  cos  X 

fix)  =  2  sen  ttx  +  cos  ttx 
-) 

x~ 

J  (x)  =  -  cos  2x 

77‘ 

fix)  =  3  sen  2x  +  2  cos  3x 


2.  fix)  =  X  +  cos  2x 
5.  fix)  =  sen  x  +  cos  x 
8.  g(x)  =  cos  2x  +  cos  X 
11.  Fix)  =  2  sen  x  —  cos  2x 


14.  fix) 


T  '^1  77 

2  cos  — X  +  sen  — x 
2  2 


17.  fix)  =  |x|  +  sen  —x 
20.  fix)  =  2  sen  3x  +  3  cos  lx 


3.  fix)  =  X  -  sen  x 
6.  fix)  =  sen  lx  +  cos  x 
9.  hix)  ~  Vx  +  sen  X 
12.  Fix)  =  1  cos  2x  —  sen  x 
_2 

15.  fix)  =  V-  +  sen  2.v 

77- 

18.  fix)  =  |x|  -I-  cos  TTX 


los  problemas  del  21  al  28  haga  la  grdfica  de  cada  funcion. 

fix)  =  X  cos  X  22.  fix)  —  X  sen  2x  23.  fix)  =  x-  sen  x 

fix)  =  X-  cos  X  25.  fix)  =  |x|  cos  x  26.  fix)  =  |x|  sen  x 

fix)  =  ('■'  cos  2x,  X  >  0  28.  fix)  =  e"'  sen  2r,  x  >  0 

Tclc!(ii;;i.\  pot  ■  ,  En  un  tel6fono  por  tono  cada  botdn  produce  un  sonido  unico.  Ese  sonido  es  la  suma  de  dos 
tonos  y  esla  dada  por 

y  =  sin  IttU  y  y  =  sen  lirkt  TOlOfOIlO  pOT  tOHO 

donde  /  y  h  son  las  frecuencias  alta  y  baja  (ci- 
clos  por  segundo)  que  aparecen  en  la  figura 
anexa.  Por  ejempio,  si  usied  oprime  7,  la  fre¬ 
cuencia  baja  es  /  =  852  ciclos  por  segundo  y  la 
frecuencia  alta  es  h  =  1 .209  ciclos  por  segundo. 

El  sonido  emitido  al  oprimir  7  es 

y  =  sen  27t<852);  +  sen  27T<l209)t 
Haga  la  grdfica  del  sonido  emitido  al  oprimir  7. 

Haga  la  grdfica  del  sonido  emitido  al  oprimir 
la  tecia  asterisco  i*)  de  un  teldfono  por  tono. 

Consulte  el  problema  29. 

hi  curu  iienh  ic  ■  Con  frecuencia,  un 
osciloscopio  mueslra  una  curva  diente  de  sierra. 

Esta  curva  se  puede  aproximar  mediante  curvas 
senoidales  de  varios  periodos  y  amplitudes. 

(a)  Haga  la  grdfica  de  la  siguienie  funcidn,  la  cual 
se  utiliza  para  aproximar  una  curva  diente 
de  sierra: 

fix)  =  5  sen  277X  -I-  j  sen  477x  0  £  x  £  2 

(h)  Una  mejor  aproximacidn  a  la  curva  diente 

de  sieiTa  estd  dada  por  1  209  1  336  1  477 

fix)  =  {  sen  277X  -f  \  sen  477x  +  ^  sen  Sttx  ciclos  por  seg.  ciclos  por  seg.  ciclos  por  seg. 

Haga  la  grdfica  de  esta  funcibn  para  0  £  x  <4  y  compare  el  resultado  con  la  grafica  oblenida  en  la  parte  (a). 


697  ciclos  por  seg. 


770  ciclos  por  seg. 


852  ciclos  por  seg. 


941  ciclos  por  seg. 


0  <  X  <  2 


1  209  1  336  1  477 

ciclos  por  seg.  ciclos  por  seg.  ciclos  por  seg. 
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Una  tercera  y  mejor  aproximacidn  a  la  curva  diente  de  sierra  es 

f[x)  =  5  sen  Ittx  +  |  sen  47rx  J  sen  Sttt  ‘  /(j  sen  I671X 

Haga  la  grafica  de  esta  funcidn  para  0  s  x  <  4  y  compare  el  resultado  con  las  graficas  obtenidas  en  las  paito 

(a)  y  (b). 

(d)  ^Cual  piensa  Listed  que  sen'a  la  siguiente  aproximacidn  a  la  curva  diente  de  sierra? 


C  Si  im  condensador  con  carga  se  conecta  cemindo  un 

inteiTLiptor  (vease  la  figura),  la  energi'a  es  transferida  a  la  bobina  y  despues  regresa 
al  condensador  en  un  movimiento  oscilatorio.  El  voltaje  V  (en  voltios)  que  pasa 
por  el  condensador  disminuye  en  forma  gradual  hasta  0  con  el  tiempo  i. 

(a)  Haga  la  grafica  de  la  ecuacidn  que  relaciona  V  con  t: 

V{!)  =  5'  cos  TTt  0  £  !  3 

(b)  ^En  qud  instante  t  la  grdfica  de  V  toca  la  grSfica  de  y  =  ^En  que  instan- 

te  V  toca  la  grafica  de  y  =  — g-i  9/y 

(c)  Haga  la  grdfica  de  V  =  V(f),  0  £  r  £  3. 

^,En  que  instante  el  voltaje  V  estarS  entre  -0.1  y  0.1  voltios? 


Interruptoi 

Repose  Estirad(£ 


Para  los  problemas  del  33  al  36,  suponga  que  un  objeto  sostenido  por  un  resorte  en  espiral  es  jalado  liticiii 
abajo  hasta  una  distancia  a  desde  su  posicion  de  eqiiilibrio  y  despues  es  liberado.  Si  el  movimiento  es 
armonico  simple  con  periodo  T,  escriba  una  ecuacidn  que  relacione  la  distancia  d  del  objeto  desde  su 
posicion  de  equilibrio  despues  de  t  segundos.  Suponga  ademds  que  la  direccidn  positiva  del  movimiento  n 
hacia  abajo. 

33.  a  =  5',  T  =  2  segundos.  34.  a  =  10;  7"=  3  segundos. 

35.  a  =  6,  T  =  TT  segundos.  36.  a  =  4;  T  =  tt/2  segundos. 

37.  Resuciva  de  nuevo  el  problema  33  bajo  las  mismas  condiciones  salvo  que  en  el  instante  t  =  0,  el  objeto  se  cncueiitj 
en  su  posicidn  de  equilibrio  y  se  mueve  hacia  abajo. 

38.  Resuelva  de  nuevo  cl  problema  34  bajo  las  mismas  condiciones  salvo  que  en  el  instante  t  =  0,  el  objeto  .sc  eiitM- 
tra  en  su  posicion  de  equilibrio  y  se  mueve  hacia  abajo. 

39.  Resuelva  de  nuevo  el  problema  35  bajo  las  mismas  condiciones  salvo  que  en  el  instante  t  =  0,  el  objeto  se  encueiitn 
en  su  posicion  de  equilibrio  y  se  mueve  hacia  abajo. 

40.  Resuelva  de  nuevo  el  problema  36  bajo  las  mismas  condiciones  salvo  que  en  el  instante  /  =  0,  el  objeto  se  enciien- 
tra  en  su  posicidn  de  equilibrio  y  se  mueve  hacia  abajo. 


En  los  problemas  del  41  al  48  se  proporciona  la  distancia  d  (en  metros)  recorrida  por  un  objeto  en  el 
tiempo  t  (en  segundos). 

(a)  Describa  el  movimiento  del  objeto. 

(b)  yCudl  es  el  mdximo  desplazamiento  desde  su  posicidn  de  equilibrio? 

(cj  iCudl  es  el  tiempo  nece.sario  para  una  oscilacidn? 

(d)  iCudl  es  la  frecuenciu? 


41. 

d  =  5  sen  it 

42. 

d  = 

4  sen  2i 

43. 

d  =  6  cos  TTt 

44. 

d  =  5  cos  — ! 

■> 

45. 

d  -  '3  sen  \t 

46. 

d  = 

-2  cos  2t 

47. 

d  —  6  +  2  cos  2Trt 

48. 

d  =  4  +  3  sen 

49.  Haga  la  grafica  de  la  funcion /(.v)  =  (sen  .k)Ix.  .v  >  0.  Con  base  en  la  grafica,  ^que  podn'a  suponerse  respecto  del  valrr 
de  (sen  .v)/.v  para  .v  cercanti  a  cero? 

"■  Haga  la  grafica  de  y  =  x  sen  x,  y  =  x-  sen  x,  y  y  =  U*  sen  x  para  x  >  0.  ^Qud  patrdn  observa? 

51.  Grdfica  y  =  —  sen  x,  y  =  -y  sen  x,  y  y  =  -^  sen  x  para  x  >  0.  (,Que  patrdn  observa? 

■’  r  '  Y‘^  Y-’ 


^.Cdmo  explicaria  a  un  amigo  lo  que  es  el  movimiento  armdnico  simple? 
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ISION  POSIBLE 

Capi'tiilo  6 

Dl  TFRYUNACION  DE  I  A  MARFA  ALTA  FN  RO(  k  HARBOR 


Su  empresa  consultora  ha  organizado  unas  vacaciones  en  Cabo  Cod  para  todos  los  empleados.  (In- 
cluso  en  una  empresa  consultora  se  toman  vacaciones.)  En  esas  vacaciones  usted  planea  ir  a  pescar 
a  la  bahfa  de  Cabo  Cod.  El  capitan  del  Madame  B  le  indica  que  debe  estar  en  el  embarcadero  el 
jueves  en  la  mafiana,  durante  la  marea  alta.  Dcspues  de  colgar  el  telefono  entre  sus  empleados  se 
preguntan  cuando  ocurrira  la  marea  alta  y,  en  vez  de  llamar  de  nuevo  al  capitan,  usted  decide  utili- 
zar  toda  su  capacidad  para  determinar  la  respuesta. 

1.  Usted  sabe  que  el  intervalo  entre  una  marea  alta  y  la  marea  baja  es  casi  de  6  1/4  boras.  Sabe  tambidn  que 
la  marea  alta  de  hoy  (lunes)  ocurrio  a  las  3  a.m.  ^En  que  momenlo  ocurrirci  la  marea  alia  el  jueves  por  la 
mafiana? 

2.  ^Por  qu6  el  bote  de  pesca  debera  salir  del  embarcadero  en  la  marea  alta? 

3.  Cuando  usted  visitd  la  bahi'a  en  la  marea  alta  observe  marcas  en  los  postes  que  indicaban  la  altura  del  agua. 
La  profundidad  es  de  13.5  pies  en  la  marea  baja  y  de  15  pies  en  la  marea  alta.  De  pronto,  usted  compren- 
de  que  tiene  la  informacion  suficiente  como  para  hacer  un  bosquejo  de  la  grafica  de  las  mareas  y  ofrecer- 
selo  al  capitan.  Trace  una  grafica  senoidal  que  muestre  la  altura  del  agua  en  el  poste,  comenzando  con  la 
marea  alta  del  lunes  a  las  3  a.m.  y  llegando  hasta  la  marea  alta  del  jueves  por  la  mafiana.  ^Cuantas  mareas 
alias  ocurrir/in  entre  las  3  a.m.  del  lunes  y  las  3  a.m.  del  jueves? 

4.  ^Cudl  sen'a  la  ecuacidn  de  esta  grafica  considerando  la  amplitud,  la  frecuencia  y  cualquier  tipo  de  cond- 
miento?  ^Serfa  mas  sencillo  utilizar  una  funcion  seno  o  una  coseno? 

5.  Las  mareas  alta  y  baja  no  son  tan  regulates  como  podn'a  indicar  la  formula.  (;,Cuales  factores  podn'an  afec- 
tar  la  altura  de  las  mareas? 

6.  Cuando  el  capitan  regresa  al  embarcadero  deja  cierta  cantidad  de  cable  sobrante  antes  de  asegurar  el  bote  a 
los  postes.  i;,Por  que?  ,j,Que  podrfa  ocurrir  si  no  lo  hiciera? 
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Las  grdficas  de 


La  graflca  de  j  =  tan  x 


y  =  tan  x,  y=  esc  x,  Como  la  funcion  tangente  tiene  periodo  tt,  solo  debemos  determinar  la  grafii'a  £&<■ 

y  —  sec  X  y  intervalo  de  longitud  tt.  El  resto  de  la  graflca  consta  de  repeticiones  de  esc  intcnai 

_  vr  Como  la  funcion  tangente  no  esta  definida  en  .  .  .  ,  — 37r/2,  —tt/2,  ttH,  3-/2. , ,  . 

^  nos  concentraremos  en  el  intervalo  (  —  7r/2,  tt/2),  de  longitud  tt  y  constmimos  la  till 

7,  la  cual  enumera  algunos  puntos  sobre  la  grafica  de  y  =  tan  x,  -ttI2  <  .v<-2 
Como  antes,  trazamos  los  puntos  de  la  tabla  y  los  unimos  mediante  una  curvasua  : 
Vease  la  figura  33,  con  una  gr^fica  parcial  de  y  =  tan  .v,  donde  -7r/3  s.vSa? 


TABLA 7 


X 

y  =  tan  x 

(x,.v) 

—  7tI7> 

-  V3  =  -  1 .73 

(  —  7t/3,  -  \  3) 

—  ttIA 

-1 

f-7r/4.  -1)_ 

—  irlb 

3/3  »  0.58 

( -  7t/6,  “3/  3/3) 

0 

n 

(0,  U) 

7116 

\  3/3  =  0.58 

( 77/6.  V  3/3 ) 

77/4 

1 

(77/4.  1 ) 

7r/3 

\  3  =  1.73 

(77/3.  V  3) 

FIGURA  33 

y  =  tan  x, 
-77/3  ,V  £  77/3 


Vi 

1 

1 

- 

3 

1  '  '  '  y 

y  16'  3 ) 
/ill  1  , 

_  77  _7r  _7r  _7r  y' 

^  77  77  77  X 

2  3  4  6  / — 

(  u  v’3'  \  y  '•3 

6  4  3  2 

(  6'  3  3 

(-T.-1)/  -1 

- 

1 

1 

1 

- 

Para  completar  la  grafica  de  y  =  tan  ar,  debemos  analizar  el  comportaniienti' 
de  la  funcion  cuando  a:  tiende  a  —ttI2  y  ttI2.  Sin  embargo,  hay  que  tener  cuidaii.' 
pues  y  =  tan  .v  no  esta  definida  en  estos  numeros.  Para  determinar  dicho  cumprr- 
tamiento  utilizamos  la  identidad 


Si  ac  esta  cerca  de  ttI2  pero  sigue  siendo  menor,  entonces  sen  a:  estara  certa 
de  1  y  cos  x  sera  positivo  y  cercano  a  0.  (Consulte  las  graficas  de  las  funciones 
y  coseno.)  Por  lo  tanto,  el  cociente  (sen  a')/(cos  x)  sera  positivo  y  grande.  Dc  he- 
cho,  si  X  esta  mas  cercano  a  ttI2,  sen  x  se  acerca  a  1  y  cos  x  se  acerca  a  0,  dc  nuado 
que  tan  x  tiende  a  0°.  En  otras  palabras,  la  recta  vertical  x  =  ttI2  es  una  asintotauT 
tical  de  la  grdfica  de  =  tan  x. 

Si  X  es  cercano  a  —ttI2  pero  sigue  siendo  menor,  entonces  sen  x  se  uccrcaj 
—  I  y  cos  X  sera  positivo  y  cercano  a  0.  Por  lo  tanto,  el  cociente  (sen  .y)/(cos  x)  tiende 
a  —00.  En  otras  palabras,  la  recta  vertical  x  =  —ttI2  tambien  es  una  asfntota  \crii- 
cal  de  la  grafica. 
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FIGURA  34 

y  =  Ian  x,  — “  <  x  <  oo, 
.vdistinto  de  los  mulliplos  impares 
dc  Tr/2 


& 


Caracteristicas 
de  la  funcion  tangente 


K  J  K  M  P  L  O  1 


Solucidn 

FIGURA  35 

y  =  tan^x  + 


Con  estas  observaciones  podemos  completar  un  periodo  y  oblener  ia  grafica 
de  y  =  tan  x  repitiendo  este  periodo,  como  nos  muestra  la  figura  34. 


Verificacion:  Haga  la  grafica  de  y  =  tan  x  y  compare  el  resultado  con  la  figura  34. 
Utilice  TRACE  para  ver  lo  que  ocurre  cuando  x  se  acerca  a  tt/2  pero  sigue  siendo 
menor.  Asegurese  de  establecer  un  rango  adecuado.  ■ 

La  grafica  de  y  =  tan  x  ilustra  algunos  de  los  hechos  ya  conocidos  acerca  de 
la  funcion  tangente: 


1.  El  dominio  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales,  excepio  los  multiplos  impares 
de  77/2. 

2.  El  rango  consta  de  todos  los  numeros  reales. 

3.  La  funcion  tangente  es  una  funcidn  impar,  como  nos  muesu-a  la  simetn'a  de  la  grafica  con 
respecto  al  origen. 

4.  La  funcidn  tangente  es  periodica,  con  periodo  tt. 

5.  Las  intersecciones-x  son  .  .  .  ,  —In,  -tt,  0,  tt,  2tt,  Stt,  .  .  .  ;  la  interseccidn-y  es  0. 

6.  Las  asmtotas  verticales  ocurren  en  x  =  .  .  .  ,  —'iirll,  -77/2,  77/2,  377/2,  .... 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  1  y  9. 

Graficucidn  de  variuciones  de  v  =  tan  v  mediante  enrrimientos, 
reflexiones  y  seniejanzas 

Haga  la  grafica  de  y  =  tan 

Comenzamos  con  la  grafica  de  y  =  tan  x  y  la  recorremos  en  forma  horizontal  a  la 
izquierda  en  7r/4  unidades.  Vease  la  figura  35. 
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VcrificiK  ii'in  Haga  la  grafica  de  >  =  tanjx  d-  —  |  y  compare  el  resultado  am  i 
figura  35.  \  ^  / 


■  Ahora  resuelva  el  problema  11. 

Las  graficas  de  j  =  esc  x,y  —  sec  x,  y 
y  =  cot  X 

Las  grdficas  de  las  funciones  cosecante  y  secante,  conocidas  como  funciones  reti-'j 
procas,  se  hacen  con  la  ayuda  de  las  identidades  reciprocas 


CSC  X  = 


1 


sen  X 


y  sec  X 


cos  X 


Por  ejemplo,  el  valor  de  la  funcion  cosecante  y  =  esc  x  en  un  numero  dado: 
es  igual  al  reciproco  del  valor  correspondiente  de  la  funcion  seno,  siempre  que  csi 
ultimo  valor  no  sea  igual  a  0.  Si  el  valor  de  sen  x  es  0,  entonces,  en  ese  punto  .v, 
funcion  cosecante  no  esta  definida.  De  hecho,  la  grafica  de  la  funcion  cosecante  lie- 
ne  asmtotas  verticales  en  los  mtiltiplos  enteros  de  tt.  Vease  la  grafica  en  la  figura  J 


FIGURA  36 

y  =  CSC  X,  — M  <  X  <  oo,  X  distinto  de 
lo.s  mdltiplos  enteros  de  tt,  |v|  2  1 


-  yilh  -'in:  Haga  la  grafica  de  y  =  esc  x  y  compare  el  resultado  con  la  figura  .16. 
Utilice  TRACE  para  ver  lo  que  ocurre  cuando  x  es  cercano  a  cero.  I 


K  J  K  M  P  L  ()  2 


Crulh-aciiin  Jr  vunm  tones  Jr  y  =  <  s(  .v  nirJkmie  orriinienii'^. 
rrjlr.i!i>nis  v  scmejaiKus 

Haga  la  grdfica  de  y  =  2  csc(x  —  tt/2),  —  tt  s  x  ^  tt. 


.Solucidn 

& 


La  figura  37  muestra  los  pasos  necesarios. 

V'(  -  ..-■.■rf''  Haga  la  grafica  de  y  =  2  csc(x  —  tt/2)  y  compare  el  resultado  con  la 

figura  37.  I 

Podemos  utilizar  la  idea  de  los  reciprocos  para  obtener  de  manera  aniiloga  la 
grafica  de  y  =  sec  x.  Vease  la  figura  38. 
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FIGURA  37 


Yi 

1 

1 

u 

_ 1 _ 1  ■ 

-TT 

TT  2tT  X 

r' 

y =  CSC  X 


y> 

2 

1 

1 

1  1  f 

-TT  0 

-1 

TT  2TT 

.-2 

- 

Alargamiento 

vertical 

y=  2csc  X 


.  w 


I 

-TT 


1 


0 


TT 


2tt 


X 


-2 


Corrimiento  horizontal  '  ' 

unidades  f  a  la  derecha  I 

y=  2csc  (x-f) 


FIGURA  38 

V  =  sec  X,  -oo  <  X  <  °°,  X  distinto  de 
los  multiplos  impares  de  ttH,  |y|  a  1 


TABLA8 


X 

_v  =  cot  X 

(x,.v) 

\  3 

{tt/6,  \  3) 

-/4 

1 

(ir/4,  1) 

V3,/3 

(7r/3,  V^/3) 

0 

{■nil,  0) 

2n/3 

-V3/3 

(2w/3,  -V3/3) 

■^77/4 

-1 

(3  77/4,  -1) 

3  77/6 

-\/3 

(577/6,  -V3) 

Obtenemos  la  grdfica  de  y  =  cot  x  del  mismo  modo  en  que  obtuvimos  la  de 
y  =  tan  X.  El  periodo  de  y  =  cot  x  es  tt.  Como  la  funcidn  cotangente  no  esta  definida 
para  multiplos  enteros  de  tt,  nos  concentraremos  en  el  intervalo  (0,  tt).  La  tabla  8 
enumera  algunos  puntos  sobre  la  grafica  de  y  =  cot  x,  0  <  x  <  tt.  Cuando  x  tiende 
a  0  pero  es  mayor  que  0,  el  valor  de  cos  x  sera  cercano  a  1  y  el  valor  de  sen  x  sera 
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positivo  y  cercano  a  0.  Por  lo  tanto,  el  cociente  (cos  A:)/(sen  x)  sera  positive  y  grando, 
de  modo  que  cuando  x  tiende  a  0,  cot  jc  tiende  a  oo.  De  manera  andloga,  cuando  r 
tiende  a  tt  con  valores  menores  que  tt,  el  valor  de  cos  a:  serd  cercano  a  -1  y  el  valor 
de  sen  a:  ser^  positivo  y  cercano  a  0.  Por  lo  tanto,  el  cociente  (cos  x)/(sen  x)  =  cot  > 
sera  negative  y  tendera  a  — cuando  x  tiende  a  tt.  La  figura  39  muestra  la  gratica. 


FIGURA  39 

y  =  cot  X,  -oo  <  ,v  <  X  distinto  de 
los  mtiltiplos  enteros  de 

77^  ~oo  <  y  <  oo 


Vehfwacivn:  Haga  la  grdfica  de  y  =  cot  y  compare  el  resultado  con  la  figura  .I*), 
Utilice  TRACE  para  ver  lo  que  ocurre  cuando  x  es  cercano  a  cero.  I 


Ejercicio  6.4 


1.  i^Cudl  es  la  intersecci6n-y  de  y  =  tan  x? 

2.  i;,Cudl  es  la  intersecci6n-y  de  y  =  cot  x? 

3.  ^Cudl  es  la  intersecci6n-y  de  y  =  sec  x? 

4.  |[,Cual  es  la  intersecci6n-y  de  y  =  esc  x? 

5.  ^Para  cuales  niimeros  x,  —Itt^xs  2tt,  ocurre  que  sec  x  =  I  ?  iQu6  puede  usted  decir  en  el  caso  de  que  sec  x  =  -I  ’ 

6.  i^Para  cuales  niimeros  x,  —Iv  £  x  s  27r,  ocurre  que  esc  x  =  1  ?  i,Qu6  puede  usted  decir  en  el  caso  de  que  esc  x  =  - 1 

7.  ^,Para  cuales  niimeros  x,  -277  <  x  s  277,  ocurre  que  la  grdfica  de  y  =  sec  x  tiene  asmtotas  verticales? 

8.  i^Para  cuales  niimeros  x,  —277  s  x  £  277,  ocurre  que  la  grdfica  de  y  =  esc  x  tiene  asmtotas  verticales? 

9.  ^Para  cudles  niimeros  x,  —2tt  <  x  s  2tt,  ocurre  que  la  grdfica  de  y  =  tan  x  tiene  asmtotas  verticales? 

10.  ^Para  cuales  niimeros  x,  —2tt  <  x  <  2tt,  ocurre  que  la  grSfica  de  y  =  cot  x  tiene  asmtotas  verticales? 


En  los  probLemas  del  11  al  14  relacione  cada  grdfica  con  una  funcion. 

A.  y  =  -  tan  X  B.  y  =  tanfx  +  C.  y  =  tan  (x  +  tt) 


D.  y 


-tan  X 


11. 


12. 
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13. 


y+ 


En  los  problemas  del  15  al  30  haga  la  grdfica  de  cada  funcion. 


n 


15. 

y  —sec  .V 

16. 

.V  = 

—  col  X 

17. 

V  =  .sec|^.y  -  yj 

18. 

y  =  csc(a'  — 

19. 

y  =  tan(x  —  tt) 

20. 

V  = 

cot(x  —  tt) 

21. 

y  =  3  tan  2.y 

22. 

(1 

23. 

y  =  sec  2x 

24. 

= 

CSC  iv 

25. 

>’  =  cot  TTX 

26. 

V  =  cot  2x 

27. 

y  =  -  3  tan  4x 

28. 

V  = 

—  3  tan  2x 

29. 

y  =  2  sec 

30. 

y  =  2  sec  3x 

Iff 


TT) 


31. 


I'aso  tic  iiiiti  csctdcni  por  iinti  csciuiiiti,  Una  escalera  de  longitud  L 
se  carga  en  forma  horizontal  y  debe  pasar  por  la  esquina  de  un  corredor 
de  3  pies  de  ancho  hacia  otro  corredor  que  tiene  4  pies  de  ancho.  Vease 
la  ilustracion. 

(a)  Muestre  que  la  longitud  L  de  la  escalera  dada  como  funcidn  del  angu- 
lo  6  es 

Z,  =  3  sec  9  +  4  CSC  0 

(b)  Haga  la  grafica  de  L,  0  <  0  <  -^ 

77 

(I  Haga  la  grafica  At  L,  Q  <  d  <  —.  .^.Ddnde  alcanza  L  un  mi'nimo? 

(d)  ^Cual  es  la  longitud  de  la  escalera  mds  grande  que  puede  pasar  por 
la  esquina?  ^Por  que  tambi^n  es  dste  el  valor  mi'nimo  de  U! 

Haga  la  grafica  de 

I  , 

y  =  tan  x  y  y  =  —cot  x  + 


-3  pies- 


4  pies 


^Cree  usted  que  tan  .r  =  -cot|x  ^  y)? 


f  . 

FunCiones 

trigonometricas 

inversas 


En  la  seccion  2.5  analizamos  la.s  funciones  inversas  y  observamos  que  si  una  fun¬ 
cion  es  uno  a  uno,  entonces  tiene  una  inversa.  Tambien  observamos  que  si  una  fun¬ 
cion  no  es  uno  a  uno  podn'amos  restringir  su  dominio  de  manera  adecuada,  de  mo- 
do  que  la  funcion  restringida  sea  uno  a  uno.  En  esta  seccion  utilizaremos  estas  ideas 
para  definir  las  funciones  U'igonometricas  inversas.  (Tal  vez  desee  repasar  la  sec¬ 
cion  2.4  en  este  momento.)  Comenzaremos  con  la  inversa  de  la  funcion  seno. 

La  funcion  seno  inverso 


En  la  figura  40  reproducimos  la  grafica  de  y  -  sen  ,v.  Como  toda  recta  horizontal 
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V  =  b,  donde  b  esta  entre  -1  y  1,  corta  a  la  grafica  de  y  -  sen  a:  una  infinidaddt 
veces,  se  deduce  que  la  funcion  y  -  sen  x  no  es  uno  a  uno. 


Sin  embargo,  si  restringimos  el  dominio  de  y  =  sen  x  al  inter\'alo  [  —  17/2. 7r,2|. 
la  funcion  restringida 


77  77 

v  =  sen  X, - s  <  — 

•  2  2 

es  uno  a  uno,  y  por  lo  tanto,  tendra  una  inversa.*  Vease  la  figura  41. 


FIGURA  41 

y  =  sen  x,  -  ttH  :S  ,r  s  ttH,  —  1  s  y  <  1 


Funcion  seno  inverse 


La  funcion  inversa  es  el  seno  inverse  de  x  y  se  simboliza  como  y  =  sen  '  r 

Asi, 


}'  =  sen  '  A  significa  a  =  sen  y 

7T  77 

donde - SyS  —  y  — 1<aS1 

2  2 


(1) 


Como  y  =  sen“ '  a  significa  que  a  =  sen  y,  leemos  y  =  sen  "  'a  como  "y  es  el 
Angulo  cuyo  seno  es  igual  a  a".  O  bien,  “y  es  el  seno  inverse  de  a”.  Tenga  cuidade 
con  la  notacibn  utilizada.  El  superindice  -1  que  aparece  en  y  =  sen'^A  no  es  unex- 
ponente,  sirve  para  recordamos  el  simbolo/*'  utilizado  para  denotai'  la  inversa  de 
una  funcidn  /.  (Para  evitar  esta  notacidn  algunos  libros  utilizan  y  =  arcsen  a  en  ve/ 
de  y  =  sen“ '  a.) 

Con  base  en  el  andlisis  general  de  las  funciones  y  sus  inversas  (seccidn  2..s!, 
tenemos  los  siguientes  resultados: 


’^Aunque  exisien  muchas  otras  formas  de  reslringir  el  dominio  y  obtener  una  funcion  uno  a  uno,  li- 
maiematicos  han  acordado  un  uso  consistente  del  intervalo  [-Tr/2,  7t/2]  para  definir  la  invijr>a  dc 


sen  X. 
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sen  ‘(sen  «)  =  u  donde  - <  «  s  — 

2  2 

sen(sen“'  v)  =  v  donde  —  1  <  y  <  1 


Examinemos  la  funcidn  y  =  sen“‘  x.  Su  dominio  es  —  1  <  jc  <  1  y  su  rango 
—  7t/2  s  y  <  7r/2.  Podemos  obtener  su  grafica  mediante  una  reflexion  de  la  parte 
adecuada  de  la  grdfica  de  y  =  sen  x  con  respecto  de  la  recta  y  =  x,  como  nos  mues- 
tra  la  figura  42. 


ut  il  n  Haga  la  grdfica  de  y  =  sen  'x  y  compare  el  resultado  con  la  figura  42. 

■ 

Para  algunos  numeros  es  posible  determinar  el  valor  exacto  de  y  =  sen  ‘  x. 


K -I  K  M  P  L  ('  I  n.'ienuinLU  ioii  ilcl  vdi.i)-  ,  Jt‘  unn  jutu  liin  '.-'ni)  invcr'^" 

Determinar  el  valor  exacto  de  sen”'  1. 

'oluciim  Sea  d  =  sen”'  1.  Entonces,  buscamos  el  angulo  0,  —ttH  <  0<  7r/2,  cuyo  seno  es 
igual  a  1: 

9  =  sen  '  1,  - s  0  <  — 

2  2 

-  77"  _  77" 

sen  0  =  1,  - ^0< —  i.  ■ 

2  2 

La  figura  43  muestra  que  el  ilnico  dngulo  0  dentro  del  intervalo  [  — 7r/2,  7r/2]  cuyo 
seno  es  1,  es  ttH.  (Observe  que  sen(57r/2)  tambien  es  igual  a  1,  pero  5-77/2  estd 
fuera  del  intervalo  [  —  77/2,  77/2]  y  por  lo  tanto  no  es  admisible.) 
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Concluimos  que 


De  modo  que 


TT 

y 


sen 


1  = 


K  .1  E  M  P  L  O  2 


■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Dcli-nuiiuu  idii  del  vedor  e.xcu  lo  de  uiui  fuiieidn  \eii<>  ineerso 

Determinar  el  valor  exacto  de  sen“'(\/3/2). 


.Solucion  Sea  0  =  sen  '(\/3/2).  Entonces,  buscamosel  Angulo  6,  —ttH  <  0  <  7r/2,  cuyo  sen 
es  igual  a  V3/2: 

V3 


sen  0  = 


0  =  sen  ' 

Vs 


77  „  TT 

,  - <  0  <  — 

2  2  2 


'Ti  „  77 

— “  —  0  —  ~  I'or  ilcfiniLii'in. 

2  2 


La  figura  44  muestra  que  el  unico  angulo  0  dentro  del  intervalo  [  —  77/2,  77/2]  cmej 
seno  es  V3/2  es  ttI2>.  (Observe  que  sen(277/3)  tambien  es  igual  a  pero  2m'3] 

esta  fuera  del  intervalo  [  —  77/2,  77/2]  y  por  lo  tanto  no  es  admisible.) 


Concluimos  que 


0  = 


De  modo  que 


sen 


V3 

2 


77 

3 


1:  .1  E  \l  P  I.  O  3 


nrlrnnindrinii  ‘h-l  vidor  exm  in  de  iiiin  funeidn  '■■'iin  iii\  ei  '->‘ 
Determinar  el  valor  exacto  de  sen“'(— 5). 


.SoliiCKin  Sea  0  =  sen  '(  —  2)-  Entonces,  buscamos  el  angulo  0,  —'rrll  <  0  S  rrll,  cuyo  seim 


es  igual  a  —j. 


0  =  sen  ' - , 

2 


2  2 

TT  _  „  77 

- <  0  <  — 

2  2 


a  I 

sen  0  = - , 

2 


Seccion  6.5  Funciones  trigonometricas  inversas  421 


(Consulte  la  figura  44,  en  caso  necesario.)  El  unico  angulo  dentro  del  intervalo 
[  — 77-/2,  77/2]  cuyo  seno  es  — ^  es  —77/6.  Asi, 


De  modo  que 


TT_ 

~6 


■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 


Para  la  mayor  parte  de  los  niimeros  x  hay  que  aproximar  el  valor  de  y  =  sen  Kx  me- 
diante  una  calculadora.  Algunas  calculadoras  utilizan  una  unica  tecia  con  la  leyenda 


En  otras  hay  que  oprimir  la  tecia 


SHIFT 


,  y  despues 


la  tecia 


,  para  evaluar  la  funcion  seno  inverso. 


M  P  L  O  4  Dctcnnimu  ion  del  wlor  apnixinuulo  de  Ui  fuiicidn  .\rno  invrrxo 

Determinar  el  valor  aproximado  de 

(a)  sen“'  5  (b)  sen"'(-^) 

■Solucion  Como  queremos  medir  el  angulo  en  radianes,  primero  hacemos  que  la  calculadora 
util  ice  el  modo  en  radianes. 


(a)  Teclas 
oprimidas:* 

Pantalla: 


SHIFT 


1 

\ 

3 

0.3333333 

_ 1 

'^j  0.3398369 

Asi,  sen  '  5  ~  0.34. 


(b)  Teclas 
oprimidas: 

Pantalla: 


0.25 

SHIFT 

sen 

A 

0.25 

\i 

-0.25 

-0.2526802 

Asi,  sen  '(— i)  ~  —0.25. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  13. 

Funcion  coseno  inverso 

En  la  figura  45  reproducimos  la  grafica  de  y  =  cos  x.  Como  toda  recta  horizontal 
y  -  b,  donde  b  esta  entre  -I  y  1,  corta  a  la  grafica  de  y  =  cos  x  una  infinidad  de 
veces,  esto  implica  que  la  funcion  y  =  cos  x  no  es  uno  a  uno. 


*Fn  algunas  calculadoras,  primero  se  oprime 


sen 


y  luego  se  iiilroduce  el  valor 


.  Consulle 


la  .succsion  correcta  en  el  manual  del  usuario. 
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FIGURA  45 

y  =  cos  X,  — “  <  X  <  -  1  ^  y  ^  I 


FIGURA  46 

y  =  cos  X,  0  S  ,r  <  77,  -  1  £  y  £  I 


Sin  embargo,  si  restringimos  el  dominio  de  >’  =  cos  x  al  intervale  [0,  Ti\.  li 
funcion  restringida 


y  =  cos  X,  0  ^  X  <  77 


es  uno  a  uno,  y  por  lo  tanto,  tendra  una  inversa.*  Vease  la  figura  46. 

La  funcion  inversa  es  el  coseno  inverse  de  x  y  se  simboliza  como  y  =  cos  'i 
(o  por  y  =  arccos  x).  Asi, 


Funcion  coseno  inverso 

y  =  cos  '  X  significa  x  =  cos  y 

i 

(  “  1 

donde  0sy<77y— ISxSl 

En  este  case,  y  es  el  dngulo  cuyo  coseno  es  x.  El  dominio  de  la  I'uncida 
y  =  cos^ '  X  es  —  1  <  X  ^  1  y  el  range  0  s  y  <  77.  Podemos  obtener  su  gnilica 
mediante  una  reflexidn  de  la  parte  restringida  de  la  grafica  de  y  =  cos  x  con  res- 
pecto  de  la  recta  y  =  x,  como  nos  muestra  la  figura  47. 


haga  la  grafica  de  y  =  cos  '  x  y  compare  el  resultado  con  la  figura  47. 


*Esta  es  la  restriccion  aceptada  por  lo  general  para  definir  la  inversa. 
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En  general, 

cos~'(cos  m)  =  u,  donde  0  s  «  <  tt 

cos(cos“'  y)  =  y,  donde  -1  s  y  <  1 


E  M  P  I.  ()  5  D  ll  /iiifuicuh!  ih‘l  viih;!  ill  :-’  (Is  mm  Udh  ii-n  I  r  .i'ii" 

Determinar  el  valor  exacto  de  cos-10. 


.''iiliiciOn 


Sea  6  =  cos  *  0.  Entonces,  buscamos  el  Angulo  0,  0  ^  0  <  tt,  cuyo  coseno  es 
igual  a  0: 

9  =  cos  '0,  0  ^  0  ^  77 

cos  0=0,  0^0^77 


La  figura  48  muestra  que  el  unico  angulo  0  dentro  del  intervalo  [0,  77]  cuyo  coseno 
es  0,  es  77/2.  (Observe  que  cos(37r/2)  tambien  es  igual  a  0,  pero  377/2  esta  fuera  del 
intervalo  [0,  77]  y  por  lo  tanto  no  es  admisible.) 


FIGURA  48 


Concluimos  que 


De  modo  que 


cos 


E  P  L  O  6 


f  >i‘rri)iiiinu  i(>ii  tlel  wilur  •  mu  ;<•  tic  mui  fiiui  ii'ii  iv'.-v/i'  iin’-  rso 

Determinar  el  valor  exacto  de  cos“’(\/2/2). 


Si4Lu.'iiin  Sea  0  =  cos  '(V2/2).  Entonces,  buscamos  el  angulo  0,  0  ^  0  ^  77,  cuyo  coseno 
es  igual  a  V2/2: 


0  =  cos 


0  <  0  <  77 


cos  0  = 


0  <  0  <  77 


La  figura  49  muestra  que  el  unico  angulo  0  dentro  del  intervalo  [0,  77]  cuyo  coseno 
cs  Vz/2,  c-  t/4. 
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E 


Concluimos  que 


De  modo  que 


cos 


- 1 


2 


21 

4 


I 


J  E  M  P  E  ()  7 


IJelerniiiuu  idit  del  valor  c.uu  la  de  ana  Juiu  idn  co.\eno  inverso 

Determinar  el  valor  exacto  de  cos“'(— y). 


Solucidn  Sea  9  =  cos  ’(— y).  Entonces,  buscamos  el  angulo  9,  0  ^  9^  tt,  cuyo  cosenoa 
igual  a  — 

0=COS“*(-^),  0  <  0  <  TT 

cos  9  =  —j,  0  <  9  <  TT 

(Consulte  la  figura  49,  en  caso  necesario.)  El  unico  Angulo  dentro  del  intenalij 
[0,  tt]  cuyo  coseno  es  — ^  es  27r/3.  Asi, 


9  = 


3 


De  modo  que 


Funcion  tangente  inverse 


En  la  figura  50  reproducimos  la  grdfica  de  y  =  tan  Como  toda  recta  hori/orrf 
corta  a  la  grdfica  una  infinidad  de  veces,  esto  implica  que  la  funcidn  tangente  noi'* 
uno  a  uno. 
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Sin  embargo,  si  reslringimos  el  dominio  dey  =  tan  jral  intervalo  {—ttH,  ttII)* 
la  funcion  restringida 


y  =  tan  .t. 


77  77 

- <  .7  <  - 

2  2 


es  uno  a  uno,  y  por  lo  tanto,  tendra  una  inversa. 


Vease  la  figura  5 1 . 


La  funcion  inversa  es  la  tangente  inversa  de  .r  y  se  simboliza  como  y  =  tan  ' 
X  {o  y  =  arctan  x).  Asi, 


Funcion  tangente  inversa 


y  = 

tan  *  A  significa 

X  =  tan  >’ 

(3)  1 

77  77 

! 

donde 

- <  y  <  —  y 

2  2^ 

—  00  <  X  CO 

i 

En  este  caso,  y  es  el  angulo  cuya  tangente  es  a',  El  dominio  de  la  funcion  y  = 
tan“'  A  es  —0°  <  a  <  0°  y  el  rango  —77/2  <  y  <  tt/2.  Podemos  obtener  su  grafica 
mediante  una  reflexion  de  la  parte  restringida  de  la  grafica  de  y  =  tan  a  con  respecto 
de  la  recta  y  =  a,  como  nos  muestra  la  figura  52. 


FIGURA  52 

y  =  tan“'  x,  —  00  <  x  < 

—  77/2  <  y  <  77/2 


y  =  tan  A 


V<  rificiK  idit:  haga  la  grafica  de  y  =  tan  *  a  y  compare  el  resultado  con  la  figura  52. 


■'•'iLsia  cs  la  resiriccion  aceptada  por  lo  general 
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E  I  i:  M  P  L  O  S 

Solucion 


K  I  K  M  I»  E  ()  9 

.Siiluv.nin 


En  general. 


tan  '(tan  u)  =  u, 
tan(tan“'  v)  =  v, 


donde  ——<  u  <  — 
2  2 


donde 


<^<00 


l)ctcnnimii  i(hi  i.'rl  vtilar  chicle  dr  ihhi  jtnu  iihi  r"iii;i'nir  invri.  i. 
Determinar  el  valor  exacto  de  tan“'  1. 

Sea  0  =  tan“'  1.  Entonces,  buscamos  el  angulo  0,  —  7r/2  <  9  <  ttI2,  cuya  taiigeiij 
es  igual  a  1: 

e=tan-'l,  -^<d<  — 


tan  9  =  1, 


-^<9<^ 
2  2 


Con, suite  la  figura  5 1 .  El  unico  angulo  0  dentro  del  intervalo  (  —  7r/2,  Tr/2)  cuya  Urn- 
gente  es  1,  es  7r/4. 

Concluimos  que 


De  modo  que 


tan 


1  I  =  — 


Ih  :r.-:riiniii  if'>/i  del  \  (di>r  r--iirli>  dr  iiiui  [inu  imi  tiinvrnir  iinri  ^.r 
Determinar  el  valor  exacto  de  tan'''(  — V3). 

Sea  9  =  tan“'(  — V3).  Entonces,  buscamos  el  angulo  0,  — 7r/2  <  0<  7t/2,  cay 
tangente  es  igual  a  — V3: 

0=tan-'(-V3),  -^<9<^ 

2  2 

tan0=-V3  -^<9<^ 

2  2 

Consulte  de  nuevo  la  figura  51.  El  unico  angulo  0  dentro  del  intervalo  (  —  ttII,  nil 
cuya  tangente  es  —  Vs  es  -77/3.  Asi, 


0  =  - 


JL 

3 


De  modo  que 


tan  '(-V3)  =  -“ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  5. 
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E  J  I'  ^l  I  I,  ()  10  7(  Ji  i  ,  .'r  ,  ■; 


,7; 


Determinar  el  valor  exacto  de  sen[cos  '(\/3/2)]. 


S  li  Sea  6  =  cos  '(V3/2).  Buscamos  el  angulo  0,  0  <  0  £  tt,  cuyo  coseno  es  igual 

a  V3/2: 


cos  9  = 


0  <  0  <  TT 


Entonces 


=  sen  6  =  sen  —  =  — 
6  2 


E  J  K  M  r  I,  -)  II  I!  ‘t;  lici  i  :li  ;/c  <  \.p:  i  >>! 

/■  '■('  iir.  i  r-.if-. 

Determinar  el  valor  exacto  de  cos[tan" '(— 1)]. 

,-'11  Sea  6=  tan“*(— 1).  Buscamos  el  dngulo  9,  —  7r/2  <  9<  ttH,  cuya  tangente  es 
igual  a  -1: 

tan0=-l,  -—<9<  — 

2  2 


Entonces 


cos(tan  '(— 1)]  =  cos  0  =  cosf— = -^ 


E  J  \ I  1'  I ,  .  )  I  Ijfti  nauini  iiin  del  r;j  -t  -h  !/’  dt:'  '  riu;  \ 

Determinar  el  valor  exacto  de  sec(sen“'  j). 

S'.huciiui  Sea  0  =  sen“'  Buscamos  el  dngulo  0,  —77/2  0  <  77/2,  cuyo  seno  es  igual  a  5. 

sen  9  =  ~,  <  0  < 

2  2  2 


Entonces 


sec  sen  '  —  =  sec  0  =  sec  —  = 


_  2 


6  V3  3 


Ahora  resuelva  el  problema  25. 


No  es  necesario  determinar  el  angulo  para  resolver  problemas  como  los  que 
aparecieron  en  los  ejemplos  10,  11  y  12. 
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K  .1  I  M  I’  L  ()  13 


.SlllULiDll 


FIGURA  53 

tan  6  =  5 


l:  J  K  M  P  O  I  4 

S()kiiir)ii 


FIGURA  54 

cos  0  =  ^ 


Ih'h  rniiii<u‘ii)ii  i-i.’l  valor  (■uK  io  ilc  v.xpr,  \ioiii's  ran  liiiu  ioiu's 

friyrilloDIvtrii  c-  ///;  •••■..; v  ' 

Determinar  el  valor  exacto  de  sen[tan“‘  j). 

Sea  0  =  tan“ '  j.  Entonces  tan  d  =  s,  donde  -tt/2  <  9  <  tt/2.  Como  tan  0  >  O.c-l 
to  implica  que  0  <  9  <  ttI2.  Ahora,  en  la  figura  53,  trazamos  un  triangulo  en  d  ,.i*j 
drante  adecuado,  el  cual  muestra  que  tan  9  =  \.  Podemos  determinar  con  faciliiltd; 
la  magnitud  de  la  hipotenusa  de  este  triangulo,  que  es  Vs.  Por  lo  tanto,  el  senoti 
9  es  l/Vs,  de  modo  que 


Ih-li'rtiiiiuu  ion  ticl  valor  iwat  to  dv  >  xpivsioncs  i  on  fnnrioncs 
lni;onoinftrii-a.\  inversus 

Determinar  el  valor  exacto  de  tan(cos~'  ^). 

Sea  9  =  cos“ '  Entonces  cos  9  =  \,  donde  0  ^  9  ^  tt.  Como  cos  0  >  0,  esto  inv 
plica  que  0  S  0  <  7r/2.  Observemos  el  triangulo  en  la  figura  54.  El  lado  opucstod 
angulo  9  mide  Vs  =  2\/2.  Asi, 

tan(cos“'  5)  =  tan  0  =  2V2 


I'i  J  F.  M  P  F  ()  15  Dc/i'rniiiuii  ion  del  Mili'i'  I  \<  ’  ih  i  ipu  siour-.  con  ium  ioncs  triyononuHni 

Determinar  el  valor  exacto  de  cos[sen^'(“3)]- 

SoliK'ion  Sea  9  =  sen“'(  — 3).  Entonces  sen  0  =  “3  >'  ~Tr/2  <  0  £  ttI2.  Como  sen  0<O. 
esto  implica  que-'7r/2  <  0  <  0.  Con  base  en  la  figura  55,  concluimos  que 

r  Ml  n  2\^ 

cos  sen  ' - =  cos  0  - 

3  3 
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FIGURA  55  r 


(2V2,  -1) 


I  J  K  M  P  I 
FIGURA  56 


()  1  6  Ih’lrniiiiuii  ii'»i  (h’l  val<>!  cMu  tn  ih  c\prcsi(ini  \  ion  fiiiu  ioni-s 

tri^ononuHrii  Its  in\  !-t  \,i\ 

Determinar  el  valor  exacto  de  tan[cos“'(— |)]. 


S:iliicii  n  Sea  6  =  cos  Entonces  cos  6  =  Como  cos  0  <  0,  esto  im- 

plica  que  Tr/2  <  0  <  tt.  Con  base  en  la  figura  56,  concluimos  que 


=  tan  0  =  =  -2V2 


Ahora  resuelva  el  problema  39. 


!'  J  K  M  P  L  O  I  7  /  snMct  •iiiii-‘nli>  ilf  iinti  idcitllilail  ron  ltinri(ini'\  triy-Diioinrli  i< 


•ln<  (IS  inwrsds 


Muestre  que  sen(tan  '  v)  = 


1  + 


.Solucicul  Sea  0  =  tan“'  v  de  modo  que  tan  0  =  v,  —tt/2  <  0  <  tt!2.  Existen  dos  posibili- 
dades:  —ttI2<  0<OoO^  0<  7r/2.  SiO^  0<  ttI2,  entonces  tan  0  =  v  >  0.  Con 
base  en  la  figura  57,  concluimos  que 

senftan  '  v)  =  sen  0  =  — , 


Si  -  77/2  <  0  <  0,  entonces  tan  0  =  v  <  0.  Con  base  en  la  figura  58,  concluimos  que 


FIGURA  57 

V  >  0 


sen(tan  '  v)  =  sen  0  = 

FIGURA  58 

V  <  0 


r,  '  2 

1  +  V" 


1 
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Otra  forma  de  resolver  el  ejemplo  17  utiliza  las  identidades  fundamentales. ' 
0  =  tan“ '  V,  entonces  tan  0  =  v  y  —  7r/2  <  0  <  tt/2  0  <  ttH,  igual  que  antes.  (V 
mo  resultado,  sabemos  que  sec  0>  0.  Asi, 

tan  0  tan  0  ,, 

senftan  *  v)  =  sen  6  =  cos  ^  tan  0  = - 

sec 


0  V 1  +  tan2  0  vTTT- 


Ahora  resuelva  el  problema  57. 


Las  demas  funciones  trigonometricas 
inversas 

Las  funciones  cotangente  inversa,  secante  inversa  y  cosecante  inversa  se  dentu;:. 
como  sigue: 


y  =  cot  '  X 

significa  x  =  cot  y 

(4| 

donde  —  oo  < 

j;<oo  y  0<y<7r 

y  =  sec” '  X 

significa  x  =  sec  y 

(5) 

donde  x|  s  ] 

y  0<y<7r,  y^ty 

y  =  CSC”'  X 

significa  x  =  esc  y 

(h) 

—  TT  TT 

donde  |x|  >  I 

y  - —  y  —  — )  y  A  0 

r  2  2 

La  mayor  parte  de  las  calculadoras  no  tienen  teclas  para  evaluar  estas  funcin- 
nes  trigonometricas  inversas.  La  forma  mas  sencilla  de  evaluarlas  es  convertirlasen 
una  funcidn  trigonometrica  inversa  con  un  rango  igual  al  de  la  original.  Aesterev 
pecto,  observe  que  y  =  cot“'  x  y  y  =  sec“’  x  (excepto  cuando  no  estdn  definidii'i 
tienen  el  mismo  rango  que  >■  =  cos^'  x,  mientras  que  y  =  csc“'  x  (excepto  cuandn 
no  esta  definida)  tiene  el  mismo  rango  que  y  =  sen~'  x. 


Utilizar  una  calculadora  para  aproximar  con  dos  cifras  decimales; 

(a)  sec“'  3  (b)  csc^'(— 4)  (c)  cot“'  j  (d)  cot“'(  — 2) 

Antes  que  nada,  la  calculadora  debe  trabajar  en  modo  de  radianes. 

(a)  Sea  0  =  sec“  *  3.  Entonces  sec  0=3yO<0<7r,  0A  tt/2.  Asi,  cos  0  =  ? 

sec^'  3  =  0  =  cos“'  ^  ~  1.23 
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FIGURA  59 

■;oi  W  =  ',  0  <  0  <  T7 


y 

1 

>(1.2) 

2 

Yr 

1  ^ 

FIGURA  6fl 

lV;1  0  =  -2,  0  <  0  <  TT 


(b)  Sea  9  =  CSC  '(—4).  Entonces  esc  0  =  — 4,  — 77/2  ^  0  s  7r/2,  0  7^0.  Asi, 
sen  0  =  -  I )' 

CSC” '(—4)  =  0  =  sen"'(— ~  —0.25 

(c)  Sea  0  =  cot” '  j.  Entonces  cot  0  =  0  <  0  <  tt.  Estos  hechos  indican  que  0  esta 

en  el  cuadrante  I.  Trazamos  la  figura  59  como  ayuda  para  determinar  cos  0.  Asi, 
cos  0  =  I/V5,  0  <  0  <  tt/2  y 

cot” '  —  =  0  =  cos” '  — W  ~  1 . 1 1 

2  V5 

(d)  Sea  0  =  cot”*(— 2).  Entonces  cot  0  =  —2,  0  <  0  <  tt.  Estos  hechos  indican  que 
0  esta  en  el  cuadrante  II.  Trazamos  la  figura  60  como  ayuda  para  determinar  cos  0  = 
—  2/V5,  77/2  <  0  <  77  y 

cot”'(  — 2)  =  0  =  cos”’^  — ~  2.68 
Ahora  resuelva  el  problema  67. 


Ejercicio  6.5 

En  los  problcmus  del  1  al  12  determine  el  valor  exacto  de  cada  expresion. 


1. 

sen 

'  0 

2. 

COS 

'  1 

'(-1) 

3. 

sen 

'(-1) 

,  V2 

4. 

cos' 

'(-1) 

5. 

tan“ ' 

0 

6. 

tan^ 

7. 

sen“ 

1 _ 22 

2 

8. 

tan“ 

1 

3 

9. 

tan”' 

V3 

10. 

sen“ 

‘(-f) 

11. 

cos' 

12. 

sen' 

En  los  probleinas  del  13  al  24.  utilice  una  calculadora  para  determinar  el  valor  aproximado  de  cada 
expresion,  redondeado  a  dos  cifras  decimales. 


13. 

sen  '  0.1 

14. 

cos  '  0.6 

15. 

tan 

5 

16. 

tan 

■'  0.2 

17. 

cos”'  1 

18. 

.sen”'  ^ 

19. 

tan 

o 

1 

20. 

tan^ 

■'(-3) 

21. 

sen”'(”0.12) 

22. 

cos” '(—0.44) 

23. 

cos 

3 

24. 

sen" 

-,^/3 

5 

En  los  probleinas  del  25  al  46  determine  el  valor  exacto  de  cada  expresion. 

25. 

1  -I  ^'1 

1  2  j 

26. 

senfeos  '  — 1 

1  2j 

27. 

tan 

cos”'(-^)^ 

28. 

tan 

sen  ■  ' 

29. 

sec 

(cos 

.1 

2 

) 

30. 

cot 

sen 

t'i 

33. 

sen[tan” 

'(- 

1)] 

34. 

cos 

sen' 

37. 

tan 

^sen 

il 

3 

) 

38. 

tanj 

( 

cos 

'i) 

41. 

cot 

sen' 

■(- 

Viv 

3 

42. 

csc[tan”' 

'(-2)] 

31. 

csc(tan  ' 

1) 

32. 

sec(tan  ' 

V3) 

35. 

sec 

sen 

t-i)] 

36. 

CSC 

cos' 

'(-yj 

39. 

sec| 

tan  ' 

V 

i) 

40. 

cos 

^sen” 

y-) 

43. 

sen[tan  ' 

(-3)] 

44. 

cotl 

cos”' 
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/ 

,  2V5\ 

46.  csc(  tan 

:  sen 

'  . - 

1 

'  - 

1 

5  j 

1 

2 

En  los  probleinas  del  47  at  56,  utilice  una  calculadora  para  aproximar  el  valor  de  cada  expresion, 
redondeado  a  dos  cifras  decimoles. 


47. 

sen  '(tan  0.5) 

48. 

cos  '(tan  0.4) 

49.  tan' 

'(sen  0. 1) 

50.  tan  '(cos  0.2 

51. 

cos” '(sen  1) 

52. 

tan  “'(cos  1) 

S3,  sen 

f) 

54.  cos ^ '[sen- 

55. 

tan  '^sen 

56. 

tan  'l^cos 

57. 

Muestre  que  sec(tan“' 

v)  =  VI 

+  vL  58. 

Muestre  que  tan(scn 

'  v)  =  v/V  T 

59. 

Mtiesire  que  tan(eo.s“  ' 

v)  =  Vl--  v-/v.  60. 

Muestre  que  sen(cos 

'  Ip  =  vr2 

~  l'“. 

61. 

Muestre  que  cos(sen“' 

v)  =  V  i 

-  V  62. 

Muestre  que  cos(tan“ 

'  V)  =  l/\/l' 

63. 

Muestre  que  sen“'  v  + 

cos"'  1’ 

=  7r/2.  64. 

Muestre  que  tan“'  v 

r  cof'  V  -- 

7r/2. 

65. 

Muestre  que  tan“ '  l/i' 

=  tt/2  — 

lan“'  IS  66. 

Muestre  que  cot“ '  e' 

~  lan“'  ('  '' 

En  los  problemas  del  67  al  78,  utilice  una  calculadora  para  aproximar  cada  expresion,  redondeada  a  ilm 
cifras  dccimales. 


67. 

sec  '  4 

68. 

CSC  '  5 

69. 

cot  '  2 

70. 

sec  ' 

(-.31 

71. 

csc“  '(  —  3) 

72. 

cof '(— v) 

73. 

col  '(~\'5) 

74. 

cot  ' 

(“S.h 

75. 

csc“ '(-;) 

76. 

.sec’  '(--••) 

77. 

cot  '(-t) 

78. 

cot  ' 

(  -\  l(i 

79.  La  rucdii  de  iransmisidn  de  un  motor  mide  13  pulgadas  de  diametro  y  la  pnica  en  la  bomba  rotatoria  mide  5  pulgaila) 
de  diametro.  Si  lo.s  cjc.s  de  la  rueda  dc  iransmiNion  y  de  la  polea  esian  separados  por  una  disiancia  de  2  pies.  iquc 
longilud  de  banda  es  nece.saria  para  unirlos  como  muestra  la  .sigiiicntc  figura'.’ 


pulgadas 


80.  Vuelva  a  resoKer  el  problema  79  si  la  banda  esta  cru/.ada,  como  muestra  la  .siguienie  t'igura. 


pulgadas 
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81. 


82. 

83. 

84. 

85. 

86. 

87. 

88. 


,  Para  cuSles  numeros  jr  ocurre  que  sen(sen~’  x)  =  xl 
^Para  cuales  numeros  .v  ocurre  que  cos(cos  ’  a)  =  a? 
^;,Para  cuales  numeros  a  ocurre  que  sen^'Csen  a)  =  a? 
;,Para  curies  ntimeros  a  ocurre  que  cos“'(cos  a)  =  a? 
Trace  la  grafica  de  v  =  cot“'  x. 

Trace  la  grafica  de  y  =  see” '  x. 


Trace  la  grafica  de  y  =  esc'" '  a. 


D 


Rotacion 
de  la  Tierra 


/ 


3  960^ 
millas  W 


Prim, 


eros 


r^yos 


Sol 


El  Monte  Cadillac,  con  altura  de  1  530  pies,  se  lo- 
caliza  en  el  parque  nacional  de  Acadia,  Maine, 
y  es  el  pico  mas  alto  en  la  costa  este  de  Estados 
Unidos.  Se  dice  que  una  persona  parada  en  la 
cumbre  sen'a  la  primera  de  Estados  Unidos  en 
ver  los  rayos  del  Sol  al  amanecer,  ^Cuanto  tiempo 
antes  vera  una  persona  en  la  cima  del  Monte 

Cadillac  los  primeros  rayos  del  Sol,  con  rcspecto  / 

de  una  persona  parada  en  Imea  recta  debajo  de  y 

ella,  pero  al  nivel  del  mar?  [Suyerencia:  Consulte 
la  ligura.  Cuando  la  persona  en  D  ve  los  primeros 
rayos  del  Sol,  la  persona  en  P  no  los  ve.  La  per¬ 
sona  en  P  ve  los  primeros  rayos  del  Sol  solo  despues  que  la  Tiena  ha  girado,  de  modo  que  P  este  en  la  posicidn  Q. 
Calcule  la  longitud  de  arco  s  subtendida  por  el  angulo  central  0.  A  conlinuacidn,  utilice  el  hecho  de  que  en  24  horas 
se  subtiende  una  longitud  de  lirQ  960)  millas  y  determine  el  tiempo  necesario  para  subtender  la  longitud  .s.] 

Explique  con  sus  propias  palabras  la  forma  en  que  utilizan'a  su  calculadora  para  deierminar  el  valor  de  cor'  10. 


Consulte  ties  libros  de  calculo  y  escriba  la  definicidn  que  proporeiona  cada  uno  de  y  =  see'’  a  y  y  =  esc  '  a.  Com¬ 
pare  esas  del'iniciones  con  las  dadas  en  este  libro. 


f^epaso  del  capi'tulo 


CONCEPTOS  FUNDAMENTALES 


i  '  gnificas  de  las  seis 
luntiimes  iriconometricas 


y  =  sen  a 

—  oo  <  y  <  oo 


-  1  S  £  I 


=  cos  A 

—  OO  <  A  <  «> 

-  I  £  V  S'  1 


y  --  tan  a 

—  oo  <  A  <  A  distinto  de  los 
multiplos  impares  de  tt/2, 

—  oo<^  y  <C.  CO 
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Grificas  senoidales 


y  =  CSC  X 

—  oo  <  X  <  °°,  X  distinto  de  los 
multiplos  enteros  de  77, 


>■  =  sec  X 

—00  <  X  <  °°,  X  distinio  de  los 
multiplos  impares  de  tt/2, 

Ivl  S:  1 


y  =  cot  X 

—00  <  .V  <  00,  X  distinto  de  los 
multiplos  enteros  de  tt, 

—  00  <C  ^  00 


y  =  A  sen  tux,  tn  '>  0 
y  =  A  cos  oxx,  w  >  0 
y  =  A  sen((M,t:  —  </>) 
y  =  A  cos(  (nx  -  cf>) 


_3Tr 

2 


Periodo  =  IttIcd 
Amplitud  =  |A| 
Desfasamiento  = 


y 


_'7T 

2 


3tt 

2 


Sir 

2 


Defmiciones  de  las  seis 
funciones  trigonometricas  inversas 


sen” 

'  X  significa  x  =  sen  y  donde 

—  1  £  X  £  1,  “  77/2  —  y  s  77/2 

cos” 

'  X  significa  x  =  cos  y  donde 

—  1  £x£  l,0£y£77 

tan”' 

X  significa  x  =  tan  y  donde 

—  <  X  <  03,  —77/2  <  y  <  77/2 

cot”' 

X  significa  x  =  cot  y  donde 

~o«<X<o«,  0<y<77 

sec” ' 

'  X  significa  x  =  sec  y  donde 

|x|  s  1 , 0  £  y  £  77,  y  77/2 

CSC”' 

X  significa  x  =  esc  y  donde 

|x|  s  1 ,  ~  77/2  £  y  £  77/2,  y  0 

Como  hacer  para 


Hacer  la  grafica  de  las  funciones  trigonometricas,  incluyendo 
variaciones 

Determinar  el  periodo  y  amplitud  de  una  funcion  senoidal  y  uti- 

lizarlos  para  hacer  la  grafica  de  la  funcidn 

Determinar  una  funcidn  con  grafica  senoidal  dada 

Hacer  la  grafica  de  ciertas  sumas  de  funciones,  stimando  sus  or- 

denadas 


Hacer  la  grdfica  de  ciertos  productos  de  funciones 
Determinar  el  valor  exacto  de  ciertas  funciones  trigonomelric.h 
inversas 

Utilizar  una  calculadora  para  aproximar  los  valores  dc  funciones 
trigonometricas  inversas 


LlENE  los  ESPACIOS  EN  BLANCO _ 

1.  La  siguiente  funcidn  tiene  amplitud  3  y  periodo  2: 

y  = _ sen _ x 

2.  La  funcion  y  =  3  sen  6x'  tiene  amplitud _ y  periodo _ . 

3.  El  factor  de  amplificacidn  de  f(x)  =  5x  cos  3nrx  es _ . 

4.  La  funcion  y  =  sen“'  x  tiene  dominio _ y  rango _ . 

5.  El  valor  de  sen” '[cos( 77/2)]  es _ . 

6.  El  movimiento  de  un  objeto  satisface  la  ecuacidn  x  =  4  cos  6t.  Esie  movimiento  se  conoce  como 

7.  ^CuSles  funciones  trigonometricas  tienen  grfificas  simdtricas  con  respecto  del  eje  y? 

8.  ^Cuales  funciones  trigonometricas  tienen  graficas  simetricas  con  respecto  del  origen? 


Repaso  del  capitulo 

CiERTO  o  Falso _ 

F  1.  Las  graficas  de  v  =  sen  x  y  y  =  cos  x  son  id^nticas  salvo  un  corrimiento  horizontal. 

F  2.  Las  graficas  de  y  =  Ian  .r,  y  =  cot  .v,  y  =  sec  x  y  y  =  esc  x  tienen  una  infinidad  de  asintotas  verticales. 

F  3.  Para  y  =-2  sen  ttx,  la  amplitud  es  2  y  el  periodo  es  Tr/2. 

F  4.  El  dominio  de  y  =  sen-lx  es  -tt/I  <  x  s  7r/2, 

F  5.  cos(sen"'  0)  =  1  y  senicos^'  0)=  1. 


Ejercicios  de  repaso _ 

En  los  problemas  del  1  al  4,  determine  la  amplitud  y  el  periodo  de  cada  funcion,  sin  huccr  la  grdfica. 

77 

1.  y  =  4  cos  X  2.  y  =  sen  2x  3.  y  =  -8  sen  — x  4.  y  =  —2  cos  Sttx 

En  los  problemas  del  5  al  12,  determine  la  amplitud,  el  periodo  y  el  desfasamiento  de  cada  funcion.  Haga 
la  grdfica  de  un  periodo. 

5.  y  =  4  .sen  3x  6.  y  =  2  cos  |x  7.  y  =  —2  sen^yx  8.  y  =  — 6  sen(277x  -  2) 

9.  y  =  s  sen(iv  —  tt)  10.  y  =  I  cos(6x  +  Stt)  11.  y  =  — ^  cos(77x  —  6)  12.  y  =  —7  sen^-^x  +  yj 

En  los  problemas  del  13  al  16  determine  u)ia  funcion  cuya  grdfica  estd  dada. 


-7 
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En  los  prohlemas  del  17  al  20  haga  la  grdfica  de  cada  funcidn.  Cada  grdfica  debe  conlener  al  menos  im 
periodo. 

17.  V  =  tan(x  +  7i)  18.  v  =  — tanfx  -  19.  y  =  —2  tan  3..v  20.  y  =  4  tan  2.i 


En  los  prohlemas  del  21  al  26  utilice  el  metodo  de  suma  de  ordenadas  para  hacer  la  grdfica  de  cadafimcm. 


21.  fx)  =  2x  +  sen  2x 


24.  f{x)  =  sen  ~x  +  cos  ttx 


22.  f{x)  -~2x  +  cos  2x 

25.  fx)  =  3  sen  ttx  +  2  cos  ttx 


En  los  prohlemas  del  27  al  32  haga  la  grdfica  de  cada  funcidn. 
27.  /(x)  =  x  cos  2x  28.  /(x)  =  x  sen  ttx 

30.  /(x)  =  e  '  cos  TTX  31.  /(x)  =  t  '  sen  ttx 


23.  fx)  =  sen  ttx  +  cos  -x 
26.  fix)  =  3  cos  27rx  +  4  sen  2- 


29.  fix)  =  e  '  sen  ttx 
32.  fix)  =  e-'”  cos  TTX 


En  los  prohlemas  del  33  al  48  determine  el  valor  exacto  de  cada  expresidn. 
.33.  sen“'  I  34.  cos“'  0  35.  tan”'  1 

37.  cos”*|^--^-')  38.  tan“'(-V3)  39.  senj^cos” ' 


2  1 


1/  ^  2 

sen  ' 

('“j. 

41.  tarij 
45.  sen(tan” '  !) 


42.  tanfcos 


46.  cos(sen  ' 


2 ; 


(  1  2' 
43.  seel  tan  ' 

47.  tan[sen“ '(-5)] 


36.  sen  '(-ii 
40.  cos(sen'  '  ()i 

44.  csc|scn  '-^1 
48.  tan[cos  '(-3 


En  los  prohlemas  del  49  al  52  se  proporcioiia  la  distancia  d  (en  pies)  recorrida  por  un  objeto  en  iin  tiempu 
t  (en  segiindos). 

(a)  Describa  el  inovimienlo  del  objeto. 

(h)  yCiicil  es  el  desplazamiento  maxima  con  respecio  de  su  posicidn  de  equilibria? 

(c)  ^Cudl  es  el  tieinpo  necesario  para  cada  oscilacidn? 

(d)  pCiiul  es  la  frecuencia? 

49.  d  =  6  sen  2/  50.  "2  cos  4t  51.  d  =  —2  cos  it?  S2.  d  =  —3  sen  "  t 

53.  La  fuerza  electroinotriz  E,  en  voltios,  en  un  determinado  circiiito  de  corriente  altcrna  cunipic’ 
ecuacidn 

£=120  sen  1 20  ttt,  ?  >  0 

donde  1  sc  rnide  en  segundos. 

(a)  ^.Cual  es  el  valor  mdximo  de  £? 

(b)  (,Cual  es  el  periodo? 

(c)  Haga  la  gralica  de  dos  periodos  de  esta  funcidn. 

54.  itli.^ati  La  coniente  /,  en  amperios,  que  fluye  a  truves  de  un  ctreuito  de  condente  alterna  en  d 
in.Ntante  /  es 

30  TTl  +  -],  0 

(;i)  <;,Cual  es  el  periodo? 

(b)  t.Cual  es  la  amplitude’ 

(c)  (^.Cual  es  el  desfasamiento? 

(d)  Haga  la  gralica  de  dos  periodos  de  esta  funcidn. 


/  =  220  sen 


Capftulo 


rREPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 


1*0  de  iiiiciar  este  capitulo  repose  los  conceptos  siguientes: 
centidades  fundamentales  (p.  354J. 

'jpiedades  par  e  impar  (p.  355). 

..*)res  de  las  funciones  trigonometricas  para  ciertos 
angulos  (tabla  2,  p.  338;  tabla  3,  p.  341). 

^iolucion  de  ecuaciones  fseccion  1.2). 


Iwrama  Movimiento  de  un  (Droyectil 

"docs  iinpulsado  Imcia  arriba  a  un  diigulo  6  rcspecto  de  In 

■  ntal  con  una  vclocidad  inicinl  de  -Oq  pies  par  segundo.  Si  pasainos 

■  'via  rc^istcncia  al  aur,  In  distancin  horizontal  R  que  recorre,  cl 

csin  dada  par 

R  =■  -L  vji  sen  0  cos  H 


'cmostrnr  que  ^ 

omiirar  cl  nngulo  6  para  el  ciinl  K  es  maxinio. 


cl  ejcinplo  4,  scccion  73] 


7.1  Identidades 
trigonometricas 

7.2  Formulas  para  la  suma  y 
diferencia 

7.3  Formulas  para  Angulo 
doble  y  angulo  medio 

7.4  Formulas  de  producto  a 
suma  y  de  suma  a 
producto 

7.5  Ecuaciones 
trigonometricas 
Repaso  del  capltulo 


En  este  capitulo  continuaremos  la  deduc-  La  ultima  seccion  de  este  capitulo  proporcio- 

cion  de  identidades  que  invoiucran  funcio-  na  tecnicas  para  la  resolucion  de  ecuaciones  que 
nes  trigonometricas.  Estas  identidades  contienen  funciones  trigonometricas. 
juegan  un  papel  importante  en  calculo,  ciencias  ff- 
sicas,  sociales  y  economla,  donde  son  usadas  pa¬ 
ra  simplificar  expresiones  complicadas. 


Identidades 

trigonometricas 


Primero  revisemos  una  definicion  fundamental: 

Dos  funciones  fygse  dice  que  son  identicamente  iguales  si 

fix)  =  id-v) 

para  todos  los  valores  de  x  en  que  ambas  funciones  estan 
definidas,  Una  ecuacion  de  este  tipo  es  conocida  como 
identidad.  Una  ecuacion  que  no  es  una  identidad  es  llamada 

ecuacion  condicional. 

Por  ejempio,  las  expresiones  siguientes  son  identidades: 

(x  +  +  2x  +  1  sen^  x  +  coS“.v  =  I  esc  ,v  =  — ^ — 

sen  .V 

Las  siguientes  expresiones  son  ecuaciones  condicionales: 

2jr  +  5  =  0 
sen  X  =  0 
sen  x  =  cos  x 

El  siguiente  recuadro  resume  las  identidades  trigonometricas  que  hemos^ 
tablecido  hasta  este  punto: 


Identidades  cocienfes 


tan  9  = 


cot  6  = 


Identidades  reciprocas 


„  1 

1 

1 

CSC  6  — 

sec  6  ~ 

cot  0  = 

sen  d 

cos  B 

tan  0 

Identidades  pitagoricas 


sen^  6  +  cos^  6  =  1  tan^  0  +  1  =  sec’  6 
1  +  cot^  9  =  csc^  9 


Identidades  par  o  impar 


sen(  — 0)  =  —sen  9  cos(—6)  =  cos  6  tan(  — 0)  =  —tan  9 

csc(-6)  =  —CSC  9  sec(— 0)  =  sec  9  cot(— 0)  =  —cot  9 


A  las  identidades  de  esta  lista  las  llamaremos  identidades  trigonometricas  bilsi- 
cas.  Estas  identidades  no  solo  deben  ser  memorizadas  si  no  que  deben  conoeem  (j' 
igual  que  usted  conoce  su  nombre  en  lugar  de  tener  que  memorizarlo).  En  realidad 


Seccion  7.1  Identidades  trigonometricas  ^3 


el  uso  que  se  hace  de  una  identidad  bSsica  con  frecuencia  es  una  pequena  variacidn 
de  la  forma  enlistada  aqui.  Por  ejemplo,  podn'amos  querer  usar  sen^  0=1—  cos^  9 
en  lugar  de  sen^  6  +  cos^  0=1.  Por  esta  razon,  entre  otras,  necesita  conocer  estas  re- 
laciones  para  sentirse  mas  confiado  al  trabajar  con  variaciones  de  ellas. 

En  los  ejemplos  que  siguen  las  instrucciones  que  leerd  son:  “Demostrar  la  iden¬ 
tidad.  .  .  ”  Lo  cual,  como  verd,  se  realiza  empezando  con  un  miembro  de  la  ecua- 
ci6n  dada  (por  lo  regular  la  que  contenga  la  expresidn  mas  complicada)  usando  iden¬ 
tidades  bdsicas  apropiadas  y  operaciones  algebraicas  hasta  llegar  al  otro  miembro. 
Saber  seleccionar  una  identidad  basica  apropiada  para  obtener  el  resultado  deseado 
solo  se  consigue  por  medio  de  la  experiencia  y  mucha  practica. 


Demostrar  la  identidad:  sec  0  ■  sen  0  =  tan  0 

Empezamos  con  el  miembro  izquierdo,  ya  que  tiene  la  expresidn  m^s  complicada, 
y  aplicamos  un  identidad  reci'proca: 

1  sen  0 

sec  0  ■  sen  0  = -  •  sen  0  = - -  =  tan  0 

cos  0  cos  0 

Una  vez  que  se  llega  al  miembro  derecho  la  identidad  est^  demostrada. 

Ahora  resuelva  el  problema  1. 


Demostrar  la  identidad:  sen^(— 0)  -I-  cos^(— 0)  =  1 

’■  -III-  Empezamos  con  el  miembro  izquierdo  y  aplicamos  las  identidades  par  e  impar: 

sen^(— 0)  +  cos-(— 0)  =  [sen(— 0)]^  -I-  [cos(— 0)]^ 

=  (-sen  0)^  -b  (cos  0)^ 

=  (sen  0)^  +  (cos  0)^ 

=  1 


Demostrar  la  identidad:  - ; — t ; — —  =  cos  0  —  sen  0 

sen(— 0)  —  cos(— 0) 

Empezamos  con  dos  observaciones:  el  lado  izquierdo  parece  que  tiene  la  expresion 
complicada.  Tambidn,  el  lado  izquierdo  tiene  expresiones  con  el  argumento  -0, 
mientras  que  el  lado  derecho  tiene  expresiones  con  el  argumento  0.  Por  lo  tanto,  de- 
cidimos  empezar  con  el  lado  izquierdo  y  aplicamos  las  identidades  par  e  impar: 

sen^(-  0)  -  cos^(-  0)  _  [sen(-0)1^  -  [cos(-0)]^ 
sen(— 0)  —  cos(— 0)  sen(— 0)  —  cos(  — 0) 

_  (-sen  0)^  -  (cos  0)^ 

—  sen  0  —  cos  0 
_  (sen  0)^  —  (cos  0)^ 

—  sen  0  —  cos  0 
(sen  0  —  cos  0)_Csen  0-Pxos  0) 

—  (sen-  0  +  cos  0) 

=  cos  0  —  sen  0 
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K  .1  K  M  V  L  ()  4 


Suhiciiin 


K  j  K  M  P  I.  O  5 

Soluiinn 


l;  .1  K  VI  P  P  ()  6 


Suku-iiwi 


Ih'inosfrcit  itiii  dc  iiiui  iilrntidiid 
1  +  tan  9 

Demostrar  la  identidad:  — ; - r  =  tan  6 

\  +  cot  9 

1  +  tan  0  1  +  tan  0  1  +  tan  0 


cot  9 


tan  9 


tan  9 


tan  9 


tan  9i\  -tm-9y 
tan-0-+- 


=  tan 


■  Ahora  resuelva  el  problema  9. 

Cuando  aparecen  sumas  o  diferencias  de  cocientes,  por  lo  regular  es  iiiojuj 
reescribirlos  como  un  solo  cociente,  en  especial  si  el  otro  miembro  de  la  idciitiiJj#| 
contiene  un  solo  termino. 


l)i'ini'.\ini(  i(iii  dr  luni  identidad 

sen  9 

Demostrar  la  identidad:  t ^ - r 

1  +  cos  0 


1  +  cos  0 
sen  0 


=  2  CSC  0 


El  lado  izquierdo  es  mas  complicado,  asi  que  empezamos  con  e!  y  procedemosi 
sumar: 


sen  0 
1  +  cos  0 


+ 


1  +  cos  0  sen^  0  +  ( 1  +  cos  0)- 


sen  0  (1  +  cos  0)(sen  0) 

_  sen^  0+1+2  cos  0  +  cos^  0 
(1  +  cos  0)(sen  0) 

_  (sen-  0  +  cos^  0)  +  1+2  cos  0 
(1  -I-  cos  0)(sen  0) 

2  +  2  cos  0 
(1  +  cos  0)(sen  0) 

_  2(1-+  cosn^r 

(J  +  cos''07(sen  0) 

9 


sen  0 
=  2  CSC  0 


Drinastraridn  dr  ana  idriitidiid 

1 

Demostrar  la  identidad 
1 


cos  0 


=  tan  0 


cos  0  1  +  sen  0 

COS  0  1  +  sen  0  -  cos^  0 


cos  0  1  +  sen  0  cos  0(1  +  sen  0) 

_  sen  0  +  (1  —  cos-  0) 
cos  0(1  +  sen  0) 
sen  0  +  sen^  0 


cos  0(1  +  sen  0) 
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_  sen  9(1  +  seTT'l9J 
cos  0(1  +  sen  0) 

=  tan  0  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  23. 


Algunas  veces,  multiplicar  el  numerador  y  el  denominador  por  un  factor  ade- 
cuado  ayudara  a  una  simplificacion. 


E  J  K  M  P  L  O  7  Ih  'iiioslnii  ii>ii  J<‘  tHHt  iilcitlidihl 

1  —  sen  0  cos  0 

Demostrar  la  identidad:  - ;; —  =  ; - - 

cos  0  1  +  sen  0 

.Soliicion  Empezamos  con  el  miembro  izquierdo  y  multiplicamos  numerador  y  denominador 
por  1  +  sen  0.  (De  manera  alterna,  podn'amos  multiplicar  el  numerador  y  el  de¬ 
nominador  del  miembro  derecho  por  1  —  sen  0.) 

1  —  sen  0  1  —  sen  0  1  -f  sen  0 

cos  0  cos  0  1  -I-  sen  0 

_ I  —  sen-  0 

cos  0(1  -t-  sen  0) 

_ cos^  0 

cos  0(1  sen  0) 

_  cos  0  ^ 

1  -I-  sen  0 

■  Ahora  resuelva  el  problema  35. 

Aunque  mucha  practica  es  la  unica  manera  de  aprender  a  demostrar  identi¬ 
dades,  las  siguientes  directrices  le  seran  utiles: 


1.  Casi  siempre  es  preferible  empezai'  con  el  miembro  que  lenga  la  expresion  mas 
complicada. 

2.  Reescribir  sumas  o  diferencias  de  cocientes  como  un  solo  cociente. 

3.  Algunas  veces  reescribir  un  miembro  s61o  en  terminos  de  senos  y  cosenos  ayudari. 

4.  .Siempre  lenga  en  mente  su  objetivo.  Conforme  trabaje  en  un  miembro  de  la  expresion 
mantenga  en  su  mente  la  forma  de  la  expresidn  del  otro  miembro. 


Directrices  para 
demostrar 
identidades 


Advertencia:  Tenga  cuidado  de  no  manejar  identidades  que  estan  demostradas  como  si  fue- 
ran  ecuaciones.  No  puede  demostrar  una  identidad  por  mdtodos  como  sumar  la  misma  ex- 
presidn  a  cada  miembro  y  obtener  un  enunciado  verdadero.  Esta  practica  no  esta  permitida, 
ya  que  el  enunciado  original  es  precisamenle  el  que  se  esta  iratando  de  demostrar.  No  sabra 
si  es  verdadero  hasta  que  lo  haya  demostrado. 
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Ejercicio  7.1 

En  los  pwblemas  del  1  al  80  demuestre  cada  idenlidad. 
1.  CSC  Q  ■  cos  0  —  cot  6 
3.  1  +  tan-(-9)  =  sec-  0 

5.  cos  6(tan  0  +  col  0)  =  esc  9 
1.  tan  0  cot  6  -  cos^  0  =  sen-  0 
9.  (sec  0  -  l)(sec  6  +  1)  =  tan-  0 
11.  (sec  0  +  tan  0)(sec  0  -  tan  0)  =  1 
13.  sen^  0(1  +  cot-  0)  =  1 
15.  (sen  0  +  cos  0)-  +  (sen  0  —  cos  0)-  =  2 
17.  sec"*  0  -  sec-  0  =  tan''  0  +  tan^  0 


19. 

21. 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41. 

43. 

45. 

47. 

49. 


sec  0  ■ 


„  cos  0 

tan  0  = - 

I  +  sen  I 


3  sen-  0-1-4  cos^  0=3-1-  cos-  0 
cos^  0 


1  - 


=  sen 


1  -H  sen  0 
I  -H  tan  0  cot  0  -H  1 


1  —  tan 


cot  0  -  1 


sec  0  ,  sen  0  „  ^ 

- -I- - =  2  tan  0 

CSC  0  cos  0 

1  -H  sen  0  CSC  0  -I-  1 


1  -  sen  0 
I  -  sen  0 
cos  0 

sen  0 _ 

sen  0  —  cos  0 
1  -  sen  0 
1  -I-  sen  0 
cos  0 


CSC  0  -  1 

cos  0  ^  ^ 

—  —  =  2  sec  0 

1  -  sen  0 


I  -  cot  0 
=  (sec  0  —  tan  0)^ 
sen  0 


1 


tan  0  -I- 


tan  0  1  - 

cos  0 


I  -H  sen  0 


cot  0 
sec  0 


=  sen  0  +  cos  0 


tan  0  -(-  sec  0  -  I  .  ,  . 

—  -  =  tan  0  -I-  sec  0 

tan  0  —  sec  0  -I-  1 


tan  0  -  cot  0 
tan  0  +  cot  0 
tan  0  —  cot  0 
tan  0  -I-  cot  0 


=  sen^  0  -  cos-  0 
=  2  sen^  0  —  I 


sec  0  -I-  tan  0 

- -  =  tan  0  sec 

cot  0  -I-  cos  0 


I 


tan-  0  _  ->  n  r 

-  =  2  cos-  0  -  1 


1  +  tan^  0 


2. 

4. 

6. 

8. 

10. 

12. 

14. 

16. 

18. 

20. 

22. 

24. 

26. 

28. 

30. 

32. 

34. 

36. 

38. 

40. 

42. 

44. 

46. 

48. 

50. 


CSC  0  ■  tan  0  =  sec  0 
I  +  cot-(-0)  =  csc^  0 
sen  0(cot  0  -I-  tan  0)  =  sec  0 
sen  0  CSC  0  -  cos-  0  =  sen-  0 
(esc  0  -  l)(csc  0  -I-  1)  =  cot-  0 
(esc  0  -f  cot  0)(csc  0  -  cot  0)  =  1 
(1  -  sen^  0)(1  -I-  tan^  0)  =  1 
tan^  0  cos^  0  -I-  cot-  0  sen-  0  =  1 
CSC*'  0  -  CSC-  0  =  cot'*  0  -I-  cot^  0 
/I  sen  0 

CSC  0  -  cot  0  = - 

1  -I-  cos  0 

9  sec^  0-5  tan^  0=55-4  sec^  0 
,  sen^  0 

1 - =  -COS  0 

1  -  cos  0 

CSC  0  -  I  I  -  sen  0 


CSC  0  -1-  J 

;  1  -t-  sen  0 

CSC  0  -  1 

cot  0 

cot  0 

CSC  0  -t-  1 

cos  0  -1-  1 

1  1  +  sec  0 

cos  0  -  1 

1  1  —  sec  0 

cos  0 

1  -t-  sen  0 

cos  0 


=  2  sec  0 


1  - 


sen^  0 
-H  cos  0 


=  cos  0 


1  -  cos  0  ,  „ 

- -  =  (CSC  0  -  cot  0)- 

1  5-  COS  0 


cot  0 


tan  0 


-  tan  0  1  —  cot  0 

sen  0  cos  0  tan  0 


=  1  -H  tan  0  -1 


cos-  0  -  sen-  0 

1  —  tan^  0 

sen  0  -  cos  0  -f  1 

sen  0  -H  1 

sen  0  +  cos  0  -  1 

cos  0 

sec  0  -  cos  0 

sen^  0 

sec  0  -t-  cos  0 

1  -1-  cos^  0 

tan  0  -  cot  0  _  j 
tan  0  5-  cot  0 

-  2  cos-  0 

sec  0  1  — 

cos  0 

1  -1-  sec  0  sen^  0 

1  -  cot^  0  j 

1  5-  cot^  0 

2  cos-  0 
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5]. 

53. 

55. 

57. 

59. 

61. 

63. 

65. 

67. 

69. 

71. 

72. 

73. 

74. 

75. 

76. 

77. 

78. 

79. 

80. 


sec  6  —  CSC  6 


=  sen  0  -  cos  6 


sec  0  CSC  0 
sec  0  —  COS  0  =  sen  0  tan  0 


I  —  sen  0  1  +  sen  0 

sec  0  _  J_+  s^J) 

1  “  sen  0  cos'  0 
(sec  0  —  tan  0)-  +  1 


2  sec2  0 


=  2  tan  0 


CSC  0(sec  0  —  tan  0) 
sen  0  +  COS  0  sen  0  —  cos  0 


cos  0 

sen'  0  +  cos'  0 
sen  0  +  cos  0 
cos'  0  —  sen'  0 
1  -  tan'  0 
(2  cos'  0—1)' 


sen  0 
I  -  sen  0  cos  0 

cos'  0 

=  1—2  sen'  0 


=  sec  0  CSC  0 


cos'  0  -  sen'  0 
1  sen  0  +  cos  0  _  J  +  cos  0 

1  +  sen  0  —  cos  0  sen  0 

(o  sen  0  +  0  cos  0)'  +  (a  cos  0  —  0  sen  0)'  =  n'  +  0' 
(2a  sen  0  cos  0)'  +  o'(cos'  0  —  sen'  0) 


2  m2  =  ^2 


tan  g  +  tan  ^ 


=  tan  a  tan  /3 


52. 


sen'  0  —  tan 


56. 

58. 

60. 

62. 

64. 

66. 

68. 

70. 


=  tan'  0 


cos'  0  -  cot  0 
54.  tan  0  +  cot  0  =  sec  0  esc 
I  +  sen  0  1  —  sen  0 


1  -  sen  0 
=  (sec  0  —  tan  0)' 


1  -  sen  0 
—  sen  0 
1  +  sen  0 
sec'  0  —  tan'  0  tan  0 


=  4  tan  0  sec  0 


sec  0 


=  sen  0  +  cos 


sen  0  +  cos  0  cos  0  —  sen  0 

-  - - =  sec  0  CSC  I 

sen  0  cos  0 

sen'  0  +  cos'  0  _  sec  0  --  sen  0 

1  -  2  cos'  0  tan  0  —  I 

cos  0  +  sen  0  -  sen'^ 

sen  0 

1  —  2  cos'  0 
sen  0  cos  0 


=  cot  0  +  cos' 
=  tan  0  -  cot  0 


1  +  cos  0  4  sen  0 

- - =  sec  0  +  tan  0 

I  +  cos  0  -  sen  0 


cot  a  +  cot  jS 

(tan  a  +  tan  /1)(1  -  cot  a  cot  (3)  +  (cot  a  +  cot  |8)(1  —  tan  a  tan  /3)  =  0 
(sen  a  +  cos  /3)'  +  (cos  /3  +  sen  a)(cos  (3  —  sen  a)  =  2  cos  /3(sen  a  +  cos  (3) 
(sen  a  —  cos  ;8)'  +  (cos  (3  +  sen  a)(cos  f3  -  sen  a)  =  -2  cos  /3(sen  a  —  cos  13} 
ln|sec  0|  =  — ln|cos  0| 
ln|tan  0i  =  ln|sen  0|  -  ln|cos  0| 

In!  I  +  cos  0'  -  ln|  1  —  cos  0|  =  2  Inlsen  0| 
ln|sec  0  +  tan  0|  +  Injsec  0  —  tan  0|  =  0 


8L  Escriba  en  unos  cuantos  pirrafos  su  estrategia  para  demostrar  identidades. 


Formulas  para 
la  suma  y  la 
diferencia 


En  esta  seccion  continuaremos  la  deducci6n  de  identidades  trigonometricas  obteniendo 
formulas  que  involucren  la  suma  y  diferencia  de  dos  angulos,  tales  como  cos(a  +  (3), 
cos(a'  —  13),  o  sen(a  +  (3).  Estas  formulas  son  llamadas  formulas  para  la  suma  y 
la  diferencia.  Empezamos  con  las  fdrmulas  para  cos(q;  +  (3)  y  cos(a  —  P). 


iiilll: 
I'l;  .  Ill 


■  uvula 

a  cl  ! 

11  dii  T  +  i-: 


cos(a  +  /3)  =  cos  a  cos  f3  —  sen  a  sen  f3 
cos(a  —  13)  =  cos  a  cos  (3  +  sen  a  sen  (3 


(1) 

(2) 
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(a) 


En  palabras,  la  formula  (1)  establece  que  el  coseno  de  la  suma  de  dos  ancu- 
los  es  igual  al  coseno  de!  primero  por  el  coseno  del  segundo,  menos  el  seno  del  pri- 
mero  por  el  seno  del  segundo. 


Primero  probaremos  la  formula  (2).  Aunque  esta  es  cierta  para  todos  los  numers 
a  y  en  nuestra  demostracion  supondremos  que  0  <  fi  <  a  <277.  Empezamoscai 
un  circulo  cuyo  centro  esta  en  el  origen  (0,  0)  y  su  radio  es  igual  a  1  (el  cfrculouni- 
tario),  luego  colocamos  los  angulos  a  y  ^  en  posicion  estandar,  como  se  muevin 
en  la  figura  1(a).  El  punto  P[  =  (xi,  yi)  esta  en  el  lado  terminal  de  j8,  y  cl  puntr 
7*2  =  (-Tz-  yi)  esta  en  el  lado  terminal  de  a. 

Ahora,  colocamos  el  angulo  a  —fi  en  posicidn  estandar,  como  se  mucsiratn 
la  figura  1(b),  donde  el  punto  A  tiene  coordenadas  (1,0)  y  el  punto  =  (.ri.  ydiv 
ta  sobre  el  lado  terminal  del  angulo  a  —  ji. 

Al  observar  el  tridngulo  OP1P2  en  la  figura  1(a)  y  el  triangulo  OAPt,  cn  la  fi¬ 
gura  1(b),  vemos  que  estos  tridngulos  son  congruentes.(^Advierte  por  qucC  Porque 
dos  lados  y  e!  angulo  entre  ellos,  a  -  (3,  son  iguales.)  De  modo  que  el  lado  descu- 
nocido  de  cada  triangulo  deba  ser  igual;  esto  es, 

d{A,  P3)  =  d{Pu  P2) 

Al  usar  la  formula  de  distancia,  encontramos  que 

^ {x-i  -  1)^  +  y]  =  V(x2  -  +  {y2  -  y\f 

(.V3  -  1)2  +  >’5  =  (X2  ~  X|)2  +  (y2  -  yi)2  l-.li.-.  jiii--.  ,  1. 

X3  —  2x3  +  1  +  vl  =  X2  —  2xiX2  +  x^  +  yl  —  2yi_y2  +  y?  (.'> 

Ya  que  P\  =  (xi,  yi).  Pi  =  (xj,  y2).  y  P7,  =  (Ys,  >'3)  son  puntos  sobre  el  circulo  tini- 
tario  x2  +  y^  =  I ,  se  deduce  que 

+  .y?  =1  X2  +  y?  =  1  X3  +  yf  =  1 

En  consecuencia,  la  ecuacion  (3)  se  simplifica  a 

X3  +  y3  -  2x3  +  I  =  (X2  +  ys)  +  (xf  +  y2)  -  2x|X2  -  2yiy2 
2  —  2x3  =  2  —  2x|X2  ^  2yiy2 

X3  =  X1X2  +  yi.vc  t-l! 

Pero  P\  =  (xi,  yi)  esta  en  el  lado  terminal  del  angulo  by  a.  una  distancia  de  1  uiiidad 
del  origen.  As!  que. 


sen  ;S  =  ^  =  yi  cos  /3  =  ^  =  xi  (.M 

De  forma  analoga, 

sen  a  =  “  =  y2  cos  a  =  —  =  X2  cos(a  “  /3)  =  ^  =  xy  (61 

Al  usar  las  ecuaciones  (5)  y  (6)  en  la  ecuacion  (4),  obtenemos 
cos(a  —  (i)  =  cos  a  cos  /3  +  sen  a  sen  /3 
que  es  la  formula  (2). 

La  prueba  de  la  formula  ( I )  es  consecuencia  de  la  formula  (2).  Usamos  el  hc- 
cho  de  que  a  +  (3  =  a  —  {  —  (3).  Entonces 
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cos(a  +  /3)  =  cos[a  —  (  — ^)] 

=  cos  a  cos(~/3)  +  sen  a  sen(  — . 

=  cos  a  cos  (3  —  sen  a  sen  (3  i  ■  -lun  ■■  r-.  .  ...  ■ 

Una  aplicacion  de  las  formulas  (1)  y  (2)  es  obtener  el  valor  exacto  del  coseno 
de  un  dngulo  que  pueda  ser  expresado  como  la  suma  o  diferencia  de  angulos  cuyos 
seno  y  coseno  son  conocidos  exactamente. 


'  .1  F.  M  P  I.  ()  I  I3i>  <l<’  In  fnniiiili,  </<  la  -ninid  m- 

Encontrar  el  valor  exacto  de  cos  75°. 

S.ducii'.  Ya  que  75°  =  45°  +  30°,  usamos  la  formula  (2)  para  obtener 

cos  75°  =  cos(45°  +  30°)  =  cos  45°  cos  30°  —  sen  45°  sen  30° 

I 

I  l 

2  4^ 


K  J  K  M  P  L  ()  2 


I  \ii  ill  III  liiniiiilr  li,  /<:  .iilt’irih  in  puni  i  iu  unlriii  yaliin  \  i  \ui  In' 
Encontrar  el  valor  exacto  de  cos(7r/12). 


Siiliicion 


cos 


12 


cos  ■ 


I  3tt 


12 


2tt\  /  77 


TT  TT 

=  COS  “T  cos  V 
4  6 

Vl  V3 


TT  TT 

sen  ~  sen  ~ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 


Otra  aplicacion  de  las  formulas  (1)  y  (2)  es  establecer  otras  identidades.  A 
continuacion  se  da  un  par  de  identidades  importantes: 


(  TT 

=  sen  6 

(7a) 

i  TT 

\ 

sen(y 

=  cos  6 

(7b) 

LtcnioslrticiOn  Para  demostrar  la  formula  (7a),  usamos  la  formula  cos(a  —  (i)  con  a  =  ttH 
y  (3=  e-. 


TT  TT 

=  cos  ~  COS  6  +  sen  ^  sen  0 


=  0  ■  cos  0  +  I  ■  sen  0 


=  sen  6 
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l  :'[  iiu!i;i'-  cl  i!c  lilKi 

\  i-ljii  iciii.  i;i 


K  J  K  M  V  I,  () 


Paxa  demostrar  la  formula  (7b),  hacemos  uso  de  la  identidad  (7a)  quc  se  acabl 
de  demostrar: 


sen 


( rr  \ 

■77  /  77 

1  ~  0  =  cos 

—  -  —  -  d\ 

U  j 

y  I2  )\ 

=  cos  6 


Las  fdrmulas  (7a)  y  (7b)  deben  parecerle  familiares.  Son  la  base  para  el  te 
rema  establecido  en  el  capftulo  5:  cofunciones  de  angulos  complemcntarios  so 
iguales. 

Ademas,  ya  que  cos(7r/2  -  6)  =  cos(d  —  ttH),  como  consecuencia  de  la  lonnir 
la  (7a)  se  tiene  que  cos(0  —  7r/2)  =  sen  ft  Asi,  las  grdficas  de  y  =  sen.v 
y  =  cos(j:  —  77/2)  son  iddnticas,  algo  que  usamos  antes  en  la  seccidn  6.2. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  29. 

Formulas  para  sen(a  +  /3)  y  sen(Qi  —  /3) 

Hemos  establecido  las  identidades  de  las  fdrmulas  (7a)  y  (7b),  ahora  podcmei 
deducir  las  formulas  para  la  suma  y  la  diferencia,  sen(a  +  ii)  y  senfa  -  /3). 


sen(a  +  (3)  =  cos 


-  ia+  13) 


—  a  \  —  (3 


=  cos 


=  cos|  ^  ~  ^  ~  “j  ^ 

=  sen  a  cos  (3  +  cos  a  sen  (3  i .  :  .n', 

sen(a  —  (3)  =  sen[a  +  (  — jS)] 

=  sen  a  cos(  — (3)  +  cos  a  sen(  —  (3) 

=  sen  a  cos  /3  +  cos  a(  — sen  )S)  ii.vi  i;. 

=  sen  a  cos  /3  —  cos  a  sen  (3 


Asi 


sen(a  +  /3)  =  sen  a  cos  /3  +  cos  a  sen  /3 
senfa  —  /3)  =  sen  a  cos  (3  —  cos  a  sen  /3 


(8) 

(9) 


En  palabras,  la  formula  (8)  establece  que  el  seno  de  la  suma  de  dos  angulnJ 
es  igual  al  seno  del  primero  por  el  coseno  del  segundo  mds  el  coseno  del  primero] 
por  el  seno  del  segundo. 


!  '•ii  ill  III  li'iiiiiilti  ill'  hi  ‘'iiiiii  jHihi  tn. 
Encontrar  el  valor  exacto  de  sen(77r/12). 

777 


•III! 


sen 


12 


377  477\  /  77  77 


,■  ■x  t  It'Jt  \  ■ 


.Suliiciiin 
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Si-lllv.  ii-;i 


77  77  IT  TT 

=  sen  —  cos  ~  +  cos  “t  sen  — 
4  3  4  3 

2  4 


Encontxar  el  valor  exacto  de  sen  165°. 


sen  165°  =  sen(225°  -  60°) 


=  sen  225°  cos  60°  —  cos  225°  sen  60°  ■  . 

2  4 


Ahora  resuelva  el  problema  9. 


Encontxar  el  valor  exacto  de  cos  80°  cos  20°  +  sen  80°  sen  20°. 

La  forma  de  la  expresidn  cos  80°  cos  20°  +  sen  80°  sen  20°  es  la  del  lado  derecho 

de  la  formula  para  cos(a  —  f3)  con  a  =  80°  y  (3  =  20°  .  Entonces 

cos  80°  cos  20°  +  sen  80°  sen  20°  =  cos(80°  —  20°)  =  cos  60°  =  ^  ■ 


77  77  77  77 

Encontrar  el  valor  exacto  de  sen  —  cos  ”  +  cos  “  sen 


Observamos  que  la  forma  de  la  expresidn  dada  es  la  del  lado  derecho  de  la  formula 
para  sen(a  +  (3)  con  a  =  77/9  y  f3  =  7r/18.  Asi, 


77  77  77  77 

sen  y  cos  —  +  cos  —  sen  — 


77  I 

sen  -  =  - 


Ahora  resuelva  el  problema  19. 


Si  se  sabe  que  sen  a  =  j,  77/2  <  a  <  77,  y  que  sen  (3  =  — 2/\/5  =  — 2\/5/5, 
TT  <  (3  <  377/2,  encontrar  el  valor  exacto  de: 

(a)  cos  a  (b)  cos  (3  (c)  cosCa  +  [3)  (d)  sen(a  +  (3) 

(a)  Vease  la  figura  2.  Como  (x,  4)  estd  sobre  el  circulo  =  25  y  queda  en 

el  segundo  cuadrante,  tenemos 

x2  +  42  =  25,  X  <  0 
x2  =  25  -  16  =  9 
X  =  -3 
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FIGURA  2 

yi 

77/2  <  a  <  TT 

{X.4) 

/  4 

1  k 

'■'x5 

'  '  '  1 

1  \  1  1  1  , 

-5l 

-5 

+y2  =  25,  x<0 

FIGURA  3 

Pado  sen  (3  =  — 2/V5.  rr  <f}  ■  3ti/2 


(b)  Vease  la  figura  3,  Como  (x,  —  2)  esta  sobre  el  circulo  x-  +  y-  =  5  y  queda 
el  tercer  cuadrante,  tenemos 

-p  (-2)2  =  5,  A-<0 

a2  =  5  -  4  =  I 


x^  +  y^  =  5,x<0 


/■  V5 

(c)  Al  usar  los  resultados  encontrados  en  las  partes  (a)  y  (b)  y  la  formula  (J),  tcneinii' 
cos(a  +  (3)  =  cos  a  cos  /3  —  sen  a  sen  /3 

3/  V5\  4/  2V5\  llVs 


sen(a  +  P)  =  sen  a  cos  )3  +  cos  a  sen  j3 

4/  V5\  ,  /  3\/  2V5\  2V5 


■  Ahora  resuelva  el  problema  23. 

Formulas  para  tan(Q;  +  /3)  y  tan(a;  —  (B) 

Usamos  la  identidad  tan  6  =  (sen  0)/(cos  6)  y  las  formulas  para  sen(a  +  ji) } 
cos(a  +  /3)  al  deducir  una  formula  para  tan(a  +  (3). 


I  Vnii-slruciim 


tan(a  +  (3)  = 


sen(Q  +  13)  _  sen  a  cos  (3  +  cos  a  sen  /3 


cos(a  +  (3)  cos  a  cos  (3  —  sen  a  sen  (3 
Ahora  dividimos  el  numerador  y  el  denominador  entre  cos  a  cos  /3: 


tanfor  +  13)  = 


sen  a  cos  /3  +  cos  a  sen  /3 

sen  a  cos 

.cos  O' sen /S 

cos  a  cos  (3 

CO  s  a  cos  13 

+ 

cos  treo  s  p 

cos  a  cos  (3  —  sen  a  sen  f3 

ces-Q  cos-  ^.. 

sen  a  sen  (3 

cos  a  cos  f3 

ce.s  a  cos-jS.. 

CO  s  a  c  os  j3 

sen  a  sen  f3 

_  cos  a  cos  (3  _  tan  a  +  tan  f3 
^  sen  a  sen  (3  I  -  tan  a  tan  (3 
cos  a  cos  f3 
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I  .  nii; 

III:  ii.iil.t'  ek-  l;i  l.iriL’;-!!!, 

Un.:  MilIM  \  I.:'.  llilv  I  -Ml  :.i 


F.  J  F  \  r  I.  O  rt 


SitllR'inii 


E  .1  i:  M  V  L  () 


Sdliiciii 


F  J  i;  M  P  F  ()  !  (» 

Soliiiion 


Usamos  la  formula  de  la  tangente  de  una  suma,  lan(a  +  13)  para  obtener  la 
formula  de  la  tangente  de  una  diferencia; 

tan  a  +  tan(-/3)  tan  a  —  tan  /3 
1  —  tan  a  tan(  — /il)  I  +  tan  a  tan  /3 

Asi,  hemos  probado  los  enunciados  siguientes: 


tan(a  —  jS)  =  tan[a  +  (-f3)]  = 


tan(Q'  +  P)  = 

tan  a  +  tan  /3 

1  —  tan  a  tan  /3 

(10) 

tan(Q'  —  P)  = 

tan  a  —  tan  /3 

J  -b  tan  a  tan  /3 

(11) 

En  palabras,  la  formula  (10)  establece  que  la  tangente  de  la  suma  de  dos 
angulos  es  igual  a  la  tangente  del  primero  mas  la  tangente  del  segundo  entre  uno 
menos  su  producto. 


Demostrar  la  identidad:  tan(0  +  tt)  =  tan  6 


tan{9  +  tt) 


tan  9  +  tan  tt 
1  —  tan  0  tan  tt 


tan  0  +  0 
1  —  tan  0  ■  0 


=  tan  9 


■ 


El  resultado  obtenido  en  el  ejempio  8  verifica  que  la  funcion  tangente  es  pe¬ 
riodica  con  periodo  tt,  un  hecho  que  fue  mencionado  anteriormente. 

Advertencia:  Tenga  cuidado  cuando  use  las  formulas  (10)  y  (II).  E.stas  pueden  ser  usadas 
s6lo  paia  angulos  a  y  p  para  los  cuales  tan  a  y  tan  /3  est^n  definidas,  esto  es,  todos  los  an¬ 
gulos  excepto  multiplos  impares  de  tt/2. 


I hllh’Mnu  ini!  ■  iihu! 

Demostrar  la  identidad;  tan^0  -I-  — j  =  —cot  9 

No  podemos  usar  la  fdrmula  (10),  ya  que  tan(7r/2)  no  esta  definida.  En  lugar  de  eso, 
procedemos  como  sigue; 


tan  9 


senfs  ■ 


cos 


n  I  /I 

sen  9  cos - b  cos  9  sen  — 

_ 2 _ 2_ 

cos  9  cos - sen  0  sen  — 

2  2 


(sen  0)(O)  -I-  (cos  0)(l)  cos  0 

(cos  0)(O)  —  (sen  0)(1)  -sen  0 


=  -cot  0 


/  '•  {{  //vrkff  \i)i\  iJt 

Encontrar  el  valor  exacto  de  sen(cos^'  j  +  sen^'  |). 
Sea  a  =  cos“'  5  y  /3  =  sen“'  |.  Entonces 


TT 

2 


cos  O'  =  2. 


Q  ^  a  :£  TT,  y  sen  (3 
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FIGURA  4 


f  j  i:  M  p  I.  o  1  I 


Si  tint  ii’ii 


Formulas  para  la  suma 
y  la  diferencia 


(b)  sen  p  =  |,  -7t/2  <  p  s  tt/2 


Con  base  en  la  figura  4,  obtenemos  sen  a  =  V3/2  y  cos  /3  =  f.  Asi, 

+ 

Vs  4  13  4V3  +  3  i 


/  j[  3 ' 

sen!  cos“'  —  +  sen“'  y  ]  =  sen(a  +  /3)  =  sen  a  cos  (3  +  cos  a  sen  fi 


2  5 


10 


Ahora  resuelva  el  problema  57. 


rU’n-  miu  Ii  a  tn/n-:  mul  i v.'i -/f  .  ci  liii'i/ 

Escribir  senlsen"'  u  +  cos"'  v)  como  una  expresibn  algebraica  que  contengaae}] 
a  V  (esto  es,  sin  funciones  trigonometricas). 


Sea  a  =  sen  '  u  y  /3  =  cos  '  v.  Entonces 
sen  a  =  u, 

Ya  que  —  tt/2  <  a  <  77/2,  sabemos  que  cos  a  >  0.  Como  consecuencia, 


^  <a<—  y  cos  ^  =  V,  0^/3277 


cos  a  =  V 1  —  sen^  a  =  Vl  — 

De  manera  anSloga,  ya  que  0  <  ^  <  v,  sabemos  que  sen  (3  >0.  Asf, 


sen 


f3  =  V 1  —  cos^  p  =  Vl  — 


Ahora, 


sen(sen  '  u  +  cos  '  v)  =  sen(a  +  (3)  =  sen  a  cos  (3  +  cos  a  sen  /3 


=  MV  +  Vl  -  M^  Vl  -  v2 

Resumen 

El  siguiente  recuadro  sintetiza  las  fbrmulas  para  la  suma  y  la  diferencia: 

cos(a  +  /3)  =  cos  a  cos  (3  —  sen  a  sen  f3 
cos{a  -  (3)  =  cos  a  cos  /3  +  sen  a  sen  /3 
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sen(a  +  [3)  =  sen  a  cos  (3  +  cos  a  sen  j8 
sen(a:  —  (3)  =  sen  a  cos  (3  —  cos  a  sen  f3 
tan  a  +  tan  f3 
1  —  tan  a  tan  j8 
tan  Q  —  tan  ^ 


tan(a  +  (3)  = 
tan(a  -  /3)  = 


tan  O'  tan  /3 


Ejercicio  7.2 

En  los  probleinas  del  I  al  12  encuentre  el  valor  exacto  de  cada  funcion  trigonoinetrica. 
1.  sen  “Tir  2.  sen 3.  cos  4.  tan  5.  cos  165° 


7. 


5rr 

2. 

77 

3. 

In 

4. 

In 

5. 

sen  — 

sen  — 

12 

12 

12 

tan  15° 

8. 

tan  195° 

9. 

1777 

sen - 

12 

10. 

1977 

tan - 

12 

11. 

sec  — 


12 


En  los  probleinas  del  13  al  22  encuentre  el  valor  exacto  de  cada  expresidn. 

sen  20°  cos  80°  -  cos  20°  sen  80° 

cos  40°  cos  10°  +  sen  40°  sen  10° 

tan  40°  -  tan  10° 

I  +  tan  40°  tan  10° 

5tt  In  5n  In 

cos - cos - sen - sen - 

12  12  12  12 

n  3n  n  5n 

sen  —  cos  — -  +  cos  —  sen  — 
18  18  18  18 


13. 

sen  20°  cos  10°  +  cos  20°  sen  10° 

14. 

15. 

cos  70°  cos  20°  —  sen  70°  sen  20° 

16. 

17. 

tan  20°  +  tan  25° 

18. 

1  -  tan  20°  tan  25° 

19. 

77  In  77  In 

sen  —  cos - cos  —  sen  — 

j2  12  12  12 

20. 

21. 

77  5  77  5  77  77 

sen  —  cos - sen  —  cos  — 

10  10  in  in 

22. 

6.  sen  105° 

5  TT 

12.  cot[-— 


En  los  problemas  del  23  al  28  encuentre  el  valor  exacto  de  lo  siguiente  bajo  las  condiciones  dadas: 
(a)  sen(a  +  (3)  (b)  cos(a  +  P)  (c)sen(a  —  p)  (d)  t.an(a  —  [3) 

23.  sen  a  =  |,  0  <  a  <  n/2\  cos  p  =  2/V5,  -  n/2  <  (3  <  0 

24.  cos  a  =  l/Vs,  0  <  a  <  n/2',  sen  [3  =  — —n/2  <  (3  <  0 

25.  tan  a  =  —5,  n/2  <  a  <  n',  cos  {3  =  ^,  0  <  j3  <  n/2 

26.  tan  q;  =  -j|,  77  <  a  <  377/2;  sen  (3  =  — n  <  (3  <  3n/2 

27.  sen  a  =  —3n/2  <  a  <  —-,r,  tan  /3  =  — Vb,  n/2  <  (3  <  n 

28.  cos  a  =  s.  ~  n/2  <  a  <  0;  sen  (3  =  <  (3  <  n/2 


En  los  problemas  del  29  al  54  demuestre  cada  identidad. 


29. 

sen^y  +  0^  ■■ 

=  cos  9 

30. 

COS^y  +  ej 

=  —sen  9 

31.  sen(77  —  9)  =  sen  9 

32. 

COS(77  -  ff)  = 

—cos  9 

33. 

sen(77  +  9)  = 

=  —sen  9 

34.  cos(77  +  9)  =  -cos  (9 

35. 

tan(77  -  9)  = 

-tan  9 

36. 

tan(277  —  6) 

=  -  tan  0 

37.  sen^^^  +  =  -cos  9 

38. 

cosf^  +  dj 

=  sen  9 

39. 

sen(a  +  P)  +  sen(a  —  P)  =  2  sen  a  cos  p 

40. 

cos(a  +  /3)  +  coF.'yO  -  P) 

=  2  cos  a  cos  p 

41. 

sen(a  +  p) 
sen  a  cos  P 

1  +  cot  a  tan  p 
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sen(a;  +  B)  .  „ 

42. - ^  -  =  tan  a  +  tan  B 

cos  a  cos  13 


cos(fv  —  B)  ,  „ 

44. - =  cot  a  +  tan  S 

sen  a  cos  (3 

cos(a  +  ^  _  1  -  tan  a  tan 

cos(a  -  /3)  1  +  tan  a  tan  /3 

,  cot  «  cot  fl  +  1 

cot  p  -  cot  a 

„  sec  a  sec  B 

sec(a  -  /3)  =  — - - 

1  +  tan  a  tan  /3 


46. - —  = 

cos(a  -  P) 

48.  cot(a  —  (S)  = 
SO.  sec(a  —  /3)  = 


cos(a  +  m 

43. - ^  =  1  “  tan  a  tan 

cos  a  cos  p 

sen(a  ~  _  tan  a  +  tan 

sen(a  -  P)  tan  a  -  tan  /3 

cot  a  cot  /3  -  I 

47.  cot(a  +  P)  =  -  - 

cot  /3  ^  cot  a 

,  n,  CSC  a  CSC  ,0 

49.  sec(a  +  p)  =  - 


cot  a  cot  /3  —  I 

51.  sen(a  —  p)  sen(a  +  P)  =  sen-  a  -  sen-  P 


52.  cos(a  -  P)  cos(a  +  P)  =  cos-  a  -  sen-  p  53.  sen(0  ■+  kir)  =  (-  l)‘  ■  sen  d,  k  cualquier  entero 
54.  cos(6  -I-  kn)  =  (—1)*  ■  cos  6,  k  cualquier  entero 

In  Problems  55-64,  find  the  exact  vcdue  for  each  expression. 


55. 

sen(sen“ 

'  s  +  cos  '0) 

56. 

sen^sen" 

'  -H  cos  '  1  j 

57. 

sen[sen- 

'  1  -  cos" 

58. 

sen[sen“ 

'(-^)-tan-‘|] 

59. 

cos(tan“ 

'  I  +  cos-'  l|) 

60. 

senftan'  ' 

,2  —  sen 

61. 

sec(sen“ 

62. 

sec(tan“' 

3  +  COt“'  j\) 

63. 

cot^sec”' 

3  6,1 

64.  cos|^-^  -  csc"“ '  yj 

En  los  problemas  del  65  al  70,  escriba  cada  expresion  trlgonometrica  como  una  expresion  algebraica  qw 
contenga  u  y  v. 

65.  cos(cos“'  u  +  sen“'  v)  66.  sen(sen'''  u  —  cos“'  v)  67.  sen{tan“'  u  -  sen  ' 

68.  cos(tan“’  u  -I-  tan“'  v)  69.  tan(sen“'  u  —  cos“'  v)  70.  sec(tan“'  u  +  cos  '  vi 

71.  ,  Demuestre  que  el  cociente  de  diferencias  para  fix)  ~  sen  x  esta  dado  por 

fix  h)  -  fix)  senCv  -  h)  -  sen  x  sen  h  1  -  cos  h 

- —  = -  - -  =  cos  a-  •  — ; - sen  a - ; - 

h  h  h  h 

72.  Demuestre  que  el  cociente  de  diferencias  para  fix)  =  cos  a  estd  dado  por 

fix  +  h)  -  fix)  cos(a  +  h)  -  cos  a  sen  1  ~  cos  h 

- ; —  -  =  “  ,  -  =  —sen  a ^ - cos  a  ■ - ; - 


73.  Demuestre  que  sen(sen~'  w  +  cos“'  u)  =  1. 

74.  Demuestre  que  cos(sen“'  u  +  cos“'  «)  =  0. 

75.  Explique  por  qud  la  formula  (II)  no  puede  ser  utilizada  para  demostrar  que 


=  cot  6 


Establezca  esta  identidad  utilizando  las  formulas  (7a)  y  (7b). 

76.  Si  tan  =  a  +  1  y  tan  /3  =  a  -  1,  demuestre  que  2  cot(a  —  P)  =  a^. 

77.  Sean  L\  y  Li  dos  rectas  no  verlicales  que 
se  cortan,  y  sea  0  el  angulo  agudo  entre  ellas  ivease  la  figura).  Demuestre  que 


tan  6  = 


m2  ~  m\ 

1  -f  miOTi 


donde  m\  y  mi  son  las  pendientes  de  L\  y  Lj,  respectivamente.  [Sugerencia:  Utilice 
el  hecho  de  que  tan  0i  =  OT|  y  tan  62  =  mo.] 
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78.  Si  a  +  /3  +  y  =  1 80°  y  cot  6  =  cot  a  +  cot  /3  +  cot  7,  0  <  0  <  90°,  demuestre  que 

sen-^  d  =  sen(a  ^  9)  sen(/3  -  0)  sen(y  —  6) 

79.  Analice  la  siguiente  deduccidn: 


tan  9 

TT,  tan  0 tan(7r/2)  tan(TT/2) 

tan(e+— )  = 


2  1  —  tan  0  tan(7r/2)  _ L 


tan(7r/2) 


tan  9 


0  ■  I 
0  -  tan  9  -tan  6 


=  —  -  ■  =  —cot  9 


^Puede  justil'icar  cada  paso? 


Formulas  para 
angulo  doble  y 
angulo  medio 


En  esta  seccion  deduciremos  formulas  para  sen  2B,  cos  26,  sen  5  dy  cos^  0en  terminos 
de  sen  9  y  cos  9.  Son  faciles  de  deducir  utilizando  las  fdrmulas  para  la  suma. 

Formulas  para  angulo  doble 

En  la  suma  para  sen(Q;  +  /3)  y  cosCa  +  f5),  sea  a  =  (3  =  0.  Entonces 

sen(a  +  jS)  =  sen  a  cos  (3  +  cos  a  sen  f3 
sen(0  +  0)  =  sen  6  cos  9  +  cos  6  sen  9 

sen  29  =  2  sen  9  cos  9  (1) 

y 

cos(a  +  13)  =  cos  a  cos  (3  —  sen  a  sen  f3 
cos(d  +  6)  =  cos  6  cos  9  —  sen  6  sen  9 

cos  26  =  cos^  9  -  sen^  6  (2) 

Una  aplicacion  de  la  identidad  pitagorica  sen^  6  +  cos-  6  =  I  conduce  a  otras 
dos  formas  de  escribir  la  fdrmula  (2)  para  cos  29'. 

cos  29  =  cos^  9  -  sen^  6  =  (1  —  sen^  9)  —  sen^  0=1—2  sen^  9 

y 

cos  29  =  cos-  9  —  sen^  9  =  cos-  0  —  (1  -  cos-  0)  =  2  cos-  0  -  1 
Asf,  hemos  establecido  las  formulas  para  angulo  doble  siguientes: 


lii.niii 


;c(n'  tin. 
pur  tillpu  I  ■il  '.k 


sen  20  =  2  sen  0  cos  9  (3) 

cos  20  =  cos^  0  —  sen-  0  (4a) 

cos  20=1—2  sen^  0  (4b) 

cos  20  =  2  cos^  0  —  1  (4c) 


'■  .1  K  M  P  0  I  Pi’/fniiiiKii  idii  I.'.  %  I'.'v/c/os  ii.Miiiilii  du  ■,'//  ilni'li 

Si  sen  0=5,  77/2  <  0  <  77,  encontrar  el  valor  exacto  de: 

(a)  sen  20  (b)  cos  20 

.Sulttciiin  (a)  Como  sen  20=2  sen  0  cos  0  y  ya  sabemos  que  sen  0  =  3.  solo  necesitamos 
encontrar  cos  0  (vease  la  figura  5).  Como  77/2  <  0  <  it,  resulta  que  {x,  3)  esta 
sobre  el  ct'rculo  -f  y^  =  25  y  queda  en  el  segundo  cuadrante.  Asi, 
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FIGURA  5 


a'2  +  32  =  25,  A'<0 

x2  =  25  -  9  =  16 
X  =  -4 

Asf,  cos  0  =  —  5  .  Ahora  usaremos  la  fonnula  (3)  para  obtener 
sen  2d  =  2  sen  9  cos  6  =  2(j)(-  f)  =  “  § 

(b)  Ya  que  se  nos  dio  sen  0  =  | ,  es  m^s  facil  usar  la  formula  (4b)  para  obtener  2(). 
cos  20  =  1  -  2  sen2  0=1-  2(,|)  =  1  -  ^  S 

Advertencia:  En  el  resultado  de  cos  29  del  ejemplo  1(b),  elegimos  usar  una  version  de  L 
fdrmula  para  angulo  doble,  la  fdrmula  (4b).  Observe  que  no  podemos  usar  la  identidad  piu- 
gdrica  cos  29  =  ±V  1  ~iien-26,  con  sen  26  =  —  ^  ,  ya  que  no  tenemos  forma  de  saber  cull 
signo  elegir. 

^  Ahora  resuelva  los  problemas  1(a)  y  1(b). 


(a)  Desarrollar  una  formula  para  tan  20  en  terminos  de  tan  0. 

(b)  Desarrollar  una  formula  para  sen  30  en  terminos  de  sen  0  y  cos  0. 


(a)  En  la  fdrmula  de  la  suma  para  tan(a  +  /3),  hacemos  a  =  /3  =  0.  Entonces 


tanfa  +  /?) 
tan(0  +  0) 


tan  a  +  tan  /3 
1  —  tan  a  tan  (3 
tan  0  +  tan  0 
1  —  tan  0  tan  0 


tan  20  = 


2  tan  0 
1  —  tan^  0 


(.Y 


(b)  Para  obtener  una  fdrmula  para  sen  30,  usamos  la  formula  para  la  suma  y 
escribimos  30  como  20  +  0. 


sen  30  =  sen(20  +  0)  =  sen  20  cos  0  +  cos  20  sen  0 
Ahora  usamos  las  formulas  para  el  Angulo  doble  para  obtener 

sen  30  =  (2  sen  0  cos  0)(cos  0)  +  (cos^  0  —  sen^  0)(sen  0) 
=  2  sen  0  cos2  0  +  sen  0  cos^  0  —  sen^  0 
=  3  sen  0  cos2  0  —  sen^  0 


La  fdrmula  obtenida  en  el  ejemplo  2(b)  tambien  puede  ser  escrita  como 

sen  30=3  sen  0  cos^  0  —  sen^  0=3  sen  0(1  —  sen^  0)  —  sen^  0 

=  3  sen  0  —  4  sen^  0 

Esto  es,  sen  30  es  un  polinomio  de  tercer  grado  en  la  variable  sen  0.  En  realidad, 
sen  «0,  n,  siendo  un  entero  impar  positive,  siempre  puede  ser  escrito  como  an 
polinomio  de  grado  n  en  la  variable  sen  0  *. 

"^Debido  al  trabajo  realizado  por  P,  L.  Chebyshev,  algunas  veces  estos  polinomios  son  llamados poliiunnii'- 
de  Chebyshev. 
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Ahora  resuelva  el  problema  47. 


Otras  variaciones  de  las  formulas  para 
el  angulo  doble 

A1  reacomodar  las  fdrmulas  para  el  angulo  doble  (4b)  y  (4c),  obtenemos  otras  que 
usaremos  un  poco  mas  adelante  en  esta  seccion. 

Si  resolvemos  la  formula  (4b)  para  sen^  9,  obtenemos 

cos  20=1—2  sen-  6 
2  sen^  6=1—  cos  26 


sen^  6  = 


1  —  cos  26 


(6) 


De  manera  arialoga,  podemos  resolver  para  cos-  6  en  la  formula  (4c): 

cos  26=2  cos^  6  —  1 
2  cos^  6=1-1-  cos  26 


Las  formulas  (6)  y  (7)  pueden  ser  usadas  para  desarrollar  una  fdrmula  para 


tan-  6: 


tan^  6  = 


sen^  6 
cos^  6 


I  -  cos  26 


cos  26 


tan^  6  = 


1  —  cos  26 
1  -I-  cos  26 


(8) 


Las  fdrmulas  (6),  (7)  y  (8)  no  tienen  que  ser  memorizadas  ya  que  su 
deduccidn  es  muy  simple. 

Las  fdrmulas  (6)  y  (7)  son  importantes  en  calculo.  El  ejemplo  siguiente  ilustra 
un  problema  que  surge  en  cdlculo  y  necesita  el  uso  de  la  formula  (7). 


Escribir  una  expresidn  equivalente  para  cos"*  6  que  no  involucre  ninguna  potencia 
de  seno  o  coseno  mayor  que  uno. 


>i.  Aqui  la  idea  es  aplicar  la  formula  (7)  dos  veces: 

.  .  / 1  -I-  cos  26\2 

cos'*  6  =  (cos^  6)-  = 


=  —  (1  -1-2  cos  26  -1-  cos-  26) 
4 


=  — I —  cos  26  H —  cos^  26 
4  2  4 
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FIGLIRA  6 


Sulucit')!! 


= - 1 - COS  20  H - 

4  2  4 


cos  2(20) 


=  ^  +  y  cos  20  +  -^  (I  +  cos  40) 

3  1  1 

=  —  +  —  cos  20  +  —  cos  40 

8  2  8 

■  Ahora  resuelva  el  problema  23. 

Identidades  tales  como  las  formulas  para  el  angulo  doble,  algunas  voces  puci’ 
ser  usadas  para  reescribir  expresiones  en  forma  mas  adecuada.  Veamos  cl  cjeni|^ 
siguiente. 

ih-  nil  i  III 

Un  objeto  es  impulsado  hacia  arriba  a  un  angulo  0  con  respecto  a  la  hori/onial 
velocidad  inicial  de  vq  pies  por  segundo.  Si  se  pasa  por  alto  la  resistencia  al  aire. 
distancia  horizontal  R  que  recorre  el  objeto,  el  alcance,  esta  dada  por 

R  =  v'o  sen  0  cos  0 
16 


(a)  Demostrar  que  R  =  —  Vq  sen  20. 

(b)  Encontrar  el  angulo  0  para  el  cual  R  es  maximo. 

(a)  Reescribimos  la  expresion  dada  para  el  alcance  usando  la  formula  paia . 
angulo  doble  sen  20=2  sen  0  cos  0.  Entonces 


I  ,  1  7 

R  =  —  Vq  sen  0  cos  0  =  ~  Vq 
16  16 


sen  20  1  , 

--^  =  — VQ-sen  20 


(b)  En  esta  forma,  el  valor  mas  grande  para  el  alcance  R  puede  ser  cncuntniJi 
facilmente.  Para  una  velocidad  inicial  fija  vq,  el  angulo  de  inclinacidn  Ilea 
respecto  a  la  horizontal  determina  el  valor  de  R.  Como  el  valor  mas  grande  t 
la  funcion  seno  es  1,  y  ocurre  cuando  el  argumento  es  90°,  resulta  que  paraiiii 
R  sea  maximo  debemos  tener 

20  =  90° 

0  =  45° 

Con  una  inclinacidn  de  45°  con  respecto  a  la  horizontal  se  obtiene  un 
maximo. 

Formulas  para  medio  angulo 

Otro  uso  importante  de  las  formulas  (6),  (7)  y  (8)  se  da  al  probar  las  formuld'' 
para  medio  angulo.  En  las  fdrmulas  (6),  (7)  y  (8),  hacemos  0  =  a/2.  Entonces: 


1  —  cos  a 


a 


sen*- 


cos- 


1  +  cos  a 


tan 


2  2 
^  I  —  cos  a 

2  1  +  cos  a 


(9) 
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Si  resolvemos  para  las  funciones  trigonometricas  que  aparecen  en  los  miem- 
bros  izquierdos  de  las  ecuaciones  (9),  obtenemos  las  formulas  para  medio  angulo: 


'  a 

/ 1  —  COS  a 

(10a) 

sen-=±^ 

1 - 

2 

a 

/ 1  +  cos  a 

cos-=±^ 

2 

(10b) 

1  1  —  cos  rt 

tan  —  =  ± 

1  +  cos  a 

(10c) 

2  V 

donde  el  signo  +  0  —  se  determina  por  el  cuadrante  del  angulo  a/2. 

Usamos  las  formulas  de  medio  angulo  en  el  ejemplo  siguiente. 


P  I.  ()  5 


■■U  ■  sill  VIII >> 


Encontrar  el  valor  exacto  de: 

(a)  cos  15°  (b)  sen(— 15°) 

SoluciiH  (a)  Ya  que  15°  =  30°/2,  podemos  usar  la  formula  para  medio  angulo  de  cos(a/2) 
con  a  =  30°.  Tambidn,  como  15°  esta  en  el  primer  cuadrante,  cos  15°  >  0,  y  elegi- 
mos  el  signo  +  al  usar  la  formula  (10b): 


cos  15°  =  cos 


30° 


1  +  cos  30° 


'  1  +  V3/2  [2  +  V3  V2  +  \/3 


(b)  Usamos  el  hecho  de  que  sen(— 15°)  =  —sen  15°  y  entonces  aplicamos  la 
formula  (10a): 


30° 

sen(- 15°)  =  —sen  — —  =  — 


1  -  cos  30° 


1  -  V  3/2 


V- 


-  V2  -  V3 


Es  interesante  comparar  la  respuesta  encontrada  en  el  ejemplo  5(a)  con  la  del 
ejemplo  2  de  la  seccion  7.2.  Ahi  calculamos 

cos  ~  =  cos  15°  =  ^  (Vb  +  V2) 


Con  base  en  estos  resultados,  concluimos  que 


|(V6  +  V2)  y 


V2TV3 


2 
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son  iguales.  (Como  cada  expresidn  es  positiva,  podemos  verificar  esta  igualdad  eic-| 
vando  al  cuadrado  cada  expresidn.)  Asi,  se  pueden  obtener  dos  respuestas  de  a[ij 
riencia  muy  diferente,  pero  correctas,  dependiendo  del  enfoque  tornado  para  rcsolvtrj 
un  problema. 


,4iiora  resuelva  el  problema  13. 


Si  cos  a=  —  ^  ,  TT  <  a  <  Stt/Z,  encontrar  el  valor  exacto  de; 


(a)  sen 


(b)  cos 


(c)  tan 


2 


''■  ■.  Primero,  observamos  que  si  tt  <  a  <  'iirll  entonces  ttI2  <  a/2  <  37r/4.  Comoca 

secuencia,  a/2  pertenece  al  segundo  cuadrante. 

(a)  Como  all  esta  en  e!  segundo  cuadrante,  sen(a/2)  >  0.  Asi,  usamos  el  signo  +efi 
la  fdnnula  (10a)  para  obtener 


a 

sen  “  = 


1  —  cos  a 


l-(-i) 


U  _  _  2V5 

5  Vs  5 

(b)  Como  a/2  esta  en  el  segundo  cuadrante,  cos(a/2)  <  0.  Asi,  usamos  el  signo  - 
en  la  fdrmula  (10b)  para  obtener  _ 


1  +  cos  a 


1  +  (-f) 


cos  ■ 


1 

Vs 


Vs 

s 


(c)  Como  a/2  esta  en  el  segundo  cuadrante,  tan(a/2)  >  0.  Asf,  usamos  el  signo--] 
en  la  fdrmula  (10c)  para  obtener 


a 

tany=- 


1  —  cos  g 
1  +  cos  a 


1  -  (-  ) 


1  +  (-  f) 


8 
5'' 

F  =  -  -  /I  =  -2 


Otra  manera  de  resolver  el  ejemplo  6(c)  es  usando  las  soluciones  enconlrailj* 
en  las  partes  (a)  y  (b): 

a  sen(a/2)  iVs/S 


2  cos(a/2)  -Vs/S 


=  -2 


Ahora  resuelva  los  problemas  1(c)  y  1(d). 


Hay  una  formula  para  tan(a/2)  que  no  tiene  signo  +  ni  — ,  lo  cual  la  hace  ina' 
util  que  la  formula  10(c).  Como 

/  Ct  '' 

1  -  cos  a  =  2  sen- 


/  a\ 

1  [ 

hr 

=  2  sen  hr 

cos  ~ 

2 

2y 

'  2 
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tenemos 


1  —  cos  a 
sen  a 


_  a\  a\  a 

2  sen  —  cos  —  cos  — 

\2  2  U 


2  (a 

-^  =  tan  ~ 


Ya  que  tambien  puede  demostrarse  que 

1  —  cos  a  sen  a 
sen  a  1  +  cos  a 

tenemos  las  siguientes  dos  fdrmulas  para  medio  angulo: 


Formulas  de  medio  angulo 
para  tan  a/2 


/  a\ 

1  —  cos  a 

sen  a 

[  2  J  “  ■ 

sen  a 

1  +  cos  a 

(11) 

Con  esta  formula,  la  solucion  para  el  ejemplo  6(c)  puede  ser  dada  como 


cos  a  =  —  / 


sen  a  =  -Vl  -  cos^  a  =  ~  y  i  ~  25  ^  ~  -^25  ~  ~  5 


Asf  por  la  ecuacion  (11), 


a  1  —  cos  a  ^  (  5) 

tan  —  = - =  4 - 

2  sen  a  —  t 


-  1)  8 

4  —  _  4  —  ~2 

5  5 


El  ejemplo  siguiente  ilustra  un  problema  que  surge  en  calculo. 

(  ‘  ://?  ili<-  .iiiyiln  ■  ii  -  '  -‘h- 

Si  z  =  tan(Q:/2),  demostrar  que: 


(a)  sen  a  = 


1  + 


(b)  cos  a  = 


‘.mIi  -  ..  .n  (a) 


2  sen(a/2) 

2c  _  2  tan(a/2)  _  2  tan(Q:/2) _ co  s(a/2) 

1  +  1  +  tan^(a/2)  sec^(a/2)  1 

cos^(a/2) 

2  sen(Q72)  _  a  a  a 

=  cos(a/2)  '^0827  =  2800 -cosy 


=  sen  2  I  ~  1  =  sen  a 


j  _  ser?(Q’/2) 

1  —  _  1  —  tan^(Q;/2) _ cos\aJ2) 

1  +  z^  1  +  tan^(a/2)  ^  _l_  sen^(a/2) 

cos^(a/2) 

_  cos^(a/2)  —  sen^(Q:/2)  _  cos  2(al2) 
cos^(a/2)  +  sen^(a/2)  1 
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Ejercicio  7.3 

En  los  problemas  del  1  al  10  utilice  la  informacion  dada  acerca  del  dngulo  0  para  encontrar  el  valor 
exacto  de: 

0  0 

(a)  sen  20  (b)  cos  26  (c)  sen  y  (cO  cos  y 


1. 

sen  0  =  '< , 

0  <  0  <  tt/2 

2. 

cos  0  = 

g  ,  0  <  0  <  77/2 

3. 

tan  0  =  g  ,  77  <  0  <  377/2 

4. 

tan  0  =  i , 

TT  <  0  <  3  7r/2 

5. 

cos  0  = 

-V2/V3.  7r/2<0<77 

6. 

sen  0  =  —  l/Vs,  377/2  <  (i  ■  ) 

7. 

sec  0  =  3, 

sen  0  >  0 

8. 

CSC  0  = 

-Vs,  cos  0  <  0 

9. 

cot  0  =  -2,  sec  0  <  0 

10. 

sec  0  =  2, 

CSC  0  <  0 

11. 

tan  0  = 

—  3,  sen  0  <  0 

12. 

cot  0=3,  cos  0  <  0 

En  los  problemas  del  13  al  22  utilice  las  formulas  de  medio  dngulo  para  encontrar  el  valor  exacto  dc  cuAt 
funcion  trigonometrica. 


13. 

sen  22.5° 

14. 

cos  22.5° 

15. 

Itt 
tan  — 

8 

16. 

9tt 
tan  — 

17.  COS  16.V 

18. 

sen  195° 

19. 

1577 
sec - 

20. 

Itt 

CSC  — — 

21. 

senf-fl 

22.  cos  f  -  —1 

8 

8 

1 

\  ^ 

23.  Demuestre  que  sen'*  0  =  g  -  cos  20  +  g  cos  40. 

24.  DesajTolle  una  f6rmula  para  cos  30  como  un  polinomio  de  tercer  grado  en  la  variable  cos  0. 

25.  Demuestre  que  sen'*  0  =  (cos  0)(4  sen  0-8  sen"*  0). 

26.  Desarrolle  una  formula  para  cos  40  como  un  polinomio  de  cuarto  grado  en  la  variable  cos  0. 

27.  Desarrolle  una  fdrmula  para  sen  50  como  un  polinomio  de  quinto  grado  en  la  variable  sen  0. 

28.  Desarrolle  una  fdrmula  para  cos  50  como  un  polinomio  de  quinto  grado  en  la  variable  cos  0. 


En  los  problemas  del  29  al  48  demuestre  cada  identidad. 


29. 

cos'*  0  - 

.sen"*  0  =  cos  20 

31. 

cot  20  = 

cot-  0  -  1 

2  cot  0 

33. 

sec  20  = 

sec-  0 

2  -  sec-  0 

35. 

cos-  20  - 

-  sen-  20  =  cos  40 

30. 

32. 

34. 

36. 


cot  0  -  tan  0  .  . 

- =  cos  20 

cot  0  +  tan  0 

cot  20  =  5  (cot  0  -  tan  0) 

CSC  20  =  g  sec  0  CSC  0 

(4  sen  0  COS  0)(l  -  2  sen^  0)  =  sen  40 


37. 

cos  20 

_  cot  0  —  I 

1  -t  sen  20  cot  0  -  1 

39. 

7  0 

2 

sec —  — 

2 

1  -b  COS  0 

41. 

7  0 

cot-  —  = 
2 

sec  0  +  1 

sec  0  -  1 

43. 

cos  0  =  - 

1  -  tan2(0/2) 

1  -b  tan-(0/2) 

45. 

sen  30 

cos  30 

sen  0 

cos  0 

47. 

3  tan  0  -  tan-’  0 

tan  30  = 

1  -  3  tan’  0 

38.  sen-  0  cos-  0  =  g  (1  -  cos  40) 
.  0  2 

40.  csc^  -  =  - - - 

2  1  -  cos  0 

Q 

42.  tan  —  =  esc  0  -  cot  0 
2 


44.  I  —  5  sen  20 


46. 


sen-^  0  -I-  cos-^  0 
sen  0  -b  cos  0 


cos  0  -b  sen  0  _  cos  0  -  sen  0 
cos  0  —  sen  0  cos  0  -b  sen  0 


=  2  tan  20 


48.  tan  0  -b  tan(0  -b  120°)  +  tan(0  +  240°)  =  3  tan  30 
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En  los  problemas  del  49  al  62  encuentre  el  valor  exacto  de  cada 

expresidn. 

49.  sen(2  sen  '  ^) 

50. 

sen[2  scn”‘(V3/2)] 

51. 

cos(2  sen” ' 

i) 

52. 

cos(2  cos  ' '  I) 

53.  tan[2  cos“ '(— 5)] 

54. 

tan(2  tan”'  |) 

55. 

sen(2  cos”' 

56. 

cos[2  tan”'(-  f)] 

57.  scn-(|  cos” ' 

58. 

cos-(y  sen”'  ^) 

59. 

sec(2  tan”' 

4”) 

60. 

csc[2  sen”'  (-  /)] 

61.  cot-(s  tan” '  4) 

62. 

cot^(i  cos”'  -j^) 

63.  Encuentre  el  valor  del  numero  C:  ^  sen-  x  +  C  =  —  ^  cos  2.x 

64.  Encuentre  el  valor  del  numero  C:  ^  cos-x  +  C  =  -^  cos  2x 

65.  .\/.  It'  /Xm  :iili‘  Demuestre  que  el  &rea  A  de  un  triSngulo 

isosceles  cuyos  lados  iguales  son  de  longitud  s  y  el  dngulo  entre  ellos  es  6  es 

A  =  sen  0 

[Suf;erencia:  Vease  la  iluslracion.  La  altura  h  bisecta  el  Angulo  6  y  es  la 
mediatriz  de  la  base.] 

66.  Un  rectangulo  esta  inscrito  en  un  semici'rculo  de  radio  I .  Vease 
la  ilustracion. 

(a)  Exprese  el  area  A  del  rectangulo  como  tina  I'undon  del  Angulo  0  mostrado 
en  la  ilustracion. 

(b)  Demuestre  que  A  =  sen  26. 

(c)  Encuentre  el  angulo  6  con  el  que  se  obtiene  el  Srea  m^s  grande  A. 

(d)  Encuentre  las  dimensiones  de  este  rectangulo  mSs  grande. 

67.  Trace  la  grdfica  de /(x)  =  sen-  x  =  ( I  —  cos  2x)/2  para  0  <  x  2-n-  usando  las 
ideas  de  desplazamiento,  compresidn,  etcetera. 

68.  Repita  el  problema  67  para  g(x)  =  cos^  x. 


69.  Use  el  hecho  de  que 

cos  ^  -  I  (\/6  -b  V2) 


70.  Demuestre  que 

TT  V2  -  V2 

sen-^  = - 


para  encontrar  sen(7r/24)  y  cos(7r/24).  y  uselo  para  encontrar  sen  (rr/lb)  y  cos(7r/l6). 

71.  Demuestre  que  sen^  6  +  sen^(6  +  120°)  -b  sen-'’(0  -b  240°)  =  -  4  sen  30. 

72.  Si  tan  6  =  a  tan  (6/3),  exprese  tan(6/3)  en  iferminos  de  a. 


En  los  problemas  73  y  74  demuestre  cada  ideniidad. 

73.  Injsen  6;  =  J-(ln|l  -  cos  26|  -  In  2)  74.  Injcos  6|  =  ,(ln|l  -b  cos  26|  -  In  2) 

75.  Un  objeto  es  impulsado  hacia  arriba  a  un  angulo  6,  45°  <  6  <90,  con  respecto  a 

la  horizontal  y  una  velocidad  inicial  de  vq  pies  por  segundo  desde  la  base  de  un  piano  que  hace  un  dngulo  de  45°  con 
respecto  a  la  horizontal.  Vease  la  ilustracion.  Si  sc  pasa  por  alto  la  resistencia  al  aire,  la  distancia  R  que  el  objeto 
recorre  hacia  arriba  del  piano  incllnado  esta  dada  por 

R  -=^  — ’ - cos  6  (sen  0  -  cos  8} 

(a)  Demuestre  que 

-V? 

R  =  (sen  26  -  cos  26  -  1) 


Trace  la  grafica  de  /?  =  R(6).  ^Que  valor  de  6  hace  mis  grande  a  R1 
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76.  Cunci  dicnti  s  d(  sicni!  Con  frecuencia  un  osciloscopio  muestra  una  curva 
dientes  de  sierra.  Esta  cui  va  puede  ser  aproximada  por  curvas  senoidales  de  perio- 
dos  y  amplitudes  variables.  Una  primera  aproximacidn  esta  dada  por 


.V  = 


—  sen  Ittx  H - sen  477a:, 

2  4 


Demuestre  que  y  =  sen  Ittx  cos*  tt.v. 

Vaya  a  la  biblioteca  e  investigue  acerca  de  los  polinomios  de  Chebyshev, 
Escriba  un  reporte  de  su  investigacidn. 


Formulas  de 
producto  a  suma  y 
de  suma  a  producto 

vOIVm;: 

1)1  llllUN  :  ^  i  !•»  .1  .llH::. 


Las  formulas  de  suma  y  resta  pueden  ser  usadas  al  deducir  fdrmulas  para  escribirla. 
productos  de  senos  y/o,  cosenos  como  sumas  o  restas.  Estas  identidades  por  lo  resu- 
lar  son  llamadas  formulas  de  producto  a  suma. 


sen  a  sen  /3  =  5  [cos(a  —  (3)  —  cos(q;  +  /3)]  (1) 

cos  a  cos  /3  =  2  [cos(a  —  fi)  +  cos{a  +  /3)]  (2) 

sen  a  cos  /3  =  2  [sen(a  +  /3)  +  sen(a  —  /3)]  (3) 


Estas  formulas  no  tienen  que  ser  memorizadas.  En  lugar  de  eso,  debe  recordar 
como  fueron  deducidas.  Luego,  cuando  qtiiera  usarlas,  vealas  o  deduzcalas,  segiiii 
sea  necesario. 

Para  deducir  las  fdrmulas  (1)  y  (2)  anote  las  de  suma  y  resta  para  cl  cosemr 

cos(a  —  (3)  =  cos  a  cos  /3  +  sen  a  sen  (3  (4l 

cos(a  +  f3)  =  cos  a  cos  f3  —  sen  a  sen  (3  (.y 

Reste  la  ecuacion  (5)  de  la  ecuacion  (4)  para  obtener 

cos(a:  —  (3)  —  cos(a  -b  /3)  =  2  sen  a  sen  /3 

de  lo  cual 

sen  a  sen  (3  =  ^  [cos(a  —  /3)  —  cos(a  +  (3)] 

Ahora,  sume  las  ecuaciones  (4)  y  (5)  para  obtener 

cos(a  —  (3)  +  cos(a  +  j3)  =  2  cos  a  cos  (3 

de  lo  cual 

cos  a  cos  /3  =  5  [cos(a  —  /3)  +  cos(a  +  f3)] 

Para  deducir  la  formula  (3)  de  producto  a  suma,  use  las  fdrmulas  para  la  siiini 
y  la  resta  del  seno  de  manera  an^loga.  (Se  le  pide  que  haga  esto  en  el  problema4i 
al  final  de  esta  seccion.) 
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ISION  POSIBLE 


Capitulo  7 

QuF  T.\N  LEJOS  Y  TVN  alto  DEBK  IR  l.NA  Pr.I.OTA  DE 
BEISBOI  PARA  QL'E  IN  C I  A  D  R  A  N  G I  L  \  R  .SALGA  DEI. 
TAMPO  Dl  1 1  LI.  O’* 

Los  cronistas  de  los  Indios  de  Cleveland  decidieron  estar  mejor  preparados  para  enfrentar  cualquier 
eventualidad  que  pudiera  presentarse  cuando  el  nuevo  parque  de  beisbol,  Campo  Jacob,  abriera  en 
1994.  Algo  que  les  preocupaba  era  acerca  de  que  Bel)  bateara  un  cuadrangular  que  resultara  mas  alto 
y  lejano  que  el  lado  izquierdo  del  parque.  ^Que  le  dirian  en  ese  caso  a  sus  radioescuchas  acerca  de  la 
altura  y  distancia  de  la  pelota? 

De  modo  que  llamaron  al  equipo  de  Mision  posible.  Los  cronistas  necesitaban  saber  la  distan¬ 
cia  desde  el  home  al  punto  mas  alto  del  estadio,  y  la  distancia  desde  el  nivel  del  suelo  al  punto  mas 
alto  del  estadio  a  cada  cinco  grados  desde  la  li'nea  de  tercera  base  hasta  la  Imea  de  primera  base.  El 
problcma  sc  complied  porque  la  distancia  desde  el  home  a  la  barda  del  jardm  variaba  desde  325  has¬ 
ta  410  pies.  Ademas,  la  altura  que  se  tendn'a  que  librar  tambien  variaba,  dependiendo  de  hacia  ddn- 
de  fuese  golpeada  la  bola. 


1 .  Primero,  ^cuSntas  distancias  y  alturas  quieren  conocer  los  cronistas  deportivos? 

2.  Para  apreciar  una  solucidn,  use  la  distancia  desde  el  home,  cruzando  la  segunda  base  hasta  la  barda  del  jar- 
din,  410  pies.  Usando  un  transito.  se  encuentra  que  el  angulo  de  elevacidn  desde  el  home  hasta  el  punto  mds 
alto  del  estadio  es  de  10°,  y  que  el  angulo  de  elevacion  desde  la  base  de  la  barda  del  Jardm  hasta  el  punto 
mas  alto  del  estadio  es  de  32.5°.  Use  esta  informacidn  para  encontrar  la  distancia  minima  desde  el  home 
hasta  el  punto  mds  alto  del  estadio  y  la  distancia  desde  el  nivel  del  suelo  hasta  el  punto  mas  alto  del  esta¬ 
dio. 

3.  Usted  dice  a  los  cronistas  deportivos  que  si  le  proporcionan  los  dos  dngulos  de  elevacidn  para  cada  cinco 
g.rados  aircdedor  del  estadio  podrd  resolver  el  problema.  Despues  de  conocer  estos  dos  dngulos  usted  deci¬ 
de  que  serfa  mas  rapido  desarrollar  una  fdrmula  general;  de  modo  que,  a  partir  de  dichos  angulos  y  distan¬ 
cia  desde  el  home  a  la  barda,  serian  calculadas  la  distancia  desde  el  home  al  techo  y  la  altura  del  techo.  Sean 
a  y  /3  los  Angulos  de  elevacion  desde  el  home  y  la  base  de  la  barda  del  Jardm,  respectivamente,  hasta  el  pun¬ 
to  mas  alto  en  el  techo,  y  sea  L  la  distancia  desde  el  home  hasta  la  barda  del  Jardm.  ^Cuales  son  las  fdrmu- 
las  correctas? 

4.  Compare  sus  fdrmulas  con  las  de  otros  equipos.  ^Son  iguales?  ^Son  equivalentes?  ^Cualcs  son  mas 
sencillas? 

5.  Ahora  escriba  cada  fdrmula  coirecta  en  la  forma  que  se  muestra  a  continuacion: 


altura  = 


L  senasen/j 
sen(i3-  a) 


.  I,  sen  B 

distancia  = - -  ■ 

sen(/3  -  a) 


6.  ,;,Cudl  es  la  trayectoria  probable  de  una  pelota  bateada  en  un  di'a  sin  viento?  ^Como  podrfan  el  viento  y  otros 
factores  afectar  la  trayectoria  de  la  pelota? 

7.  Si  un  Jugador  batea  un  cuadrangular  fuera  del  parque,  (^edmo  se  coinparan'a  la  distancia  recorrida  por  la 
pelota  con  las  cil'ras  desarroJIadas  por  usted  para  los  cronistas  deportivos?  ^Que  otros  factores  agregan'a  a 
la  distancia? 

8.  ^Podn'a  haber  un  cuadrangular  mas  largo?  ^Como  lo  medin'a? 


I 
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L  ()  I  hxprcytir  nnuhit  los  (  iiiiiu  \iiiiuix 

Expresar  cada  uno  de  los  productos  siguientes  como  una  suma  que  contenga  so. 
scnos  y  cosenos: 

(a)  sen  60  sen  40  (b)  cos  30  cos  0  (c)  sen  30  cos  50 

Solucion  (a)  Usamos  la  formula  (1)  para  obtener 

sen  60  sen  40  =  ^  [cos(60  —  40)  —  cos(60  +  40)] 

=  5  (cos  20  —  cos  100) 

(b)  Usamos  la  formula  (2)  para  obtener 

cos  30  cos  0  =  5  [cos(30  -  0)  +  cos(30  +  0)] 

=  5  (cos  20  +  cos  40) 

(c)  Con  la  formula  (3)  obtenemos 

sen  30  cos  50=1  [sen(30  +  50)  +  sen(30  -  50)] 

=  5  [sen  80  +  sen(  — 20)]  =  5  (sen  80  —  sen  20) 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Las  formulas  de  suma  a  producto  se  dan  a  continuacion. 


Icorcnia 

iimiii  |■t|■odllCtu 


/3  = 

a 

+  B  a 

— 

A 

(61 

sen 

a 

+  sen 

=  2  sen  ~ 

2 

2 

P-- 

a 

-(3  a 

t- 

A 

(7) 

sen 

a 

—  sen 

-  2  sen  — 

2  ■ 

2 

P-- 

a 

+  B  a 

_ 

A 

(81 

cos 

a 

-f  cos 

-  2  cos  — 

2  cos 

2 

a  +  (3 

a 

zA 

(9l 

cos 

a 

—  cos 

P  = 

■  - 1  sen  ' 

2 

2 

Deduciremos  la  formula  (6)  y  dejaremos  las  deducciones  de  las  formulas  ( 
(8)  y  (9)  como  ejercicio  (veanse  los  problemas  42,  43  y  44). 


a  +  ji  a  B  1 

I  V'limsiracion  2  sen  — - —  cos  — - —  “  ^  ^ 

I  • 


a  +  B  a  —  B 
seni  2  + 


sen 


a  +  f3  a  -  P 

2  T 


2a  2(3 

=  sen  +  sen  =  sen  a  +  sen  (3 


I  '‘a-’  “f’  si'  (I'  :  fU/is  till  pii'dlldd 

Expresar  cada  suma  o  diferencia  como  un  producto  de  senos  y/o,  cosenos: 
(a)  sen  50  — sen  30  (b)  cos  30  + cos  20 


i:  .1  1:  M  p  I,  0 
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SoluciiH  (a)  Usamos  la  formula  (7)  para  obtener 


56-3,9  59  +  30 

sen  59  —  sen  39  =  2  sen - r - cos - r - 


(b) 


=  2  sen  9  cos  A9 

39  +  29  39  -  29 

cos  39  +  cos  29  =  2  cos - ;; - cos - r - 


59  6 

=  2  cos  ~  cos  ~ 


Ahora  resuelva  el  problema 


i 


Ejercicio  7.4 


En  los  problemas  del  ]  al  10  exprese  cada  producto  como  una  suma  que  solo  contenga  senos  o  cosenos. 


1. 

sen  46  sen  26 

2. 

cos  46  cos  26 

3. 

sen  46  cos  26 

4. 

sen  36  sen  56 

5. 

cos  36  cos  56 

6. 

sen  46  cos  66 

7. 

sen  6  sen  26 

8. 

cos  36  cos  46 

9. 

36  6 

sen  —  cos  — 

2  2 

10. 

6  56 

sen  —  cos  — 

2  2 

En  los  problemas  del  11  al  18  exprese  cada  suma 

0  diferencia 

como  un  producto  de  senos  y/o,  cosenos. 

11. 

sen  46  —  sen  26 

12. 

sen  46  +  sen  26 

13. 

cos  26  +  cos  46 

14. 

cos  56  -  cos  36 

15. 

sen  6  +  sen  36 

16. 

cos  6  +  cos  36 

17. 

6  36 

cos  y  “  cos  — 

18. 

6  36 

sen  y  -  sen  — 

En  los  problemas  del  19  al  36  demuestre  cada  identidad. 
sen  e  +  sen  36 


22. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 


1  sen 

26 

COS 

6- 

cos  36 

sen 

36  - 

-  sen  6 

sen 

6(sen  6  +  sen 

sen 

46  i 

sen  86 

cos 

46  +  cos  86 

sen 

46  +  sen  86 

sen 

40  - 

-  sen  86 

sen 

Of 

sen  (3  _ 

sen 

a  — 

sen  p 

.sen 

a  + 

sen  13  _ 

cos 

a 

cos  (3 

=  tan  26 


20. 

cos  6  +  cos  36 

2  cos  26 

=  cos  6 

21. 

sen  46  +  sen  26 

cos  46  +  cos  26 

=  tan  36 

23. 

cos  6  —  cos  36 

sen  6  +  sen  36 

=  tan  6 

24. 

cos  6  —  cos  56 

sen  6  +  sen  5  6 

=  tan  26 

tan  66 
tan  26 
a  +  /3 


cot 


a  — 


fi 


26. 

'S. 

30. 

32. 

34. 


sen  6(sen  36  +  sen  56)  =  cos  6(cos  36  -  cos  56) 


sen 

46  ; 

-  sen  86 

cos 

46- 

-  cos  86 

cos 

46_: 

-  cos  86 

cos 

46  t 

-  cos  86 

cos 

a  + 

cos  (3 

cos 

a  — 

cos  /3 

sen 

a  - 

sen  (3 

cos 

a  — 

cos  P 

=  -cot  66 

=  tan  26  tan  66 


—  cot 


~  (3  a  -  B 
— cot  — 

2  2 


=  -cot  ■ 


35.  I  +  cos  26  +  cos  46  +  cos  66  =  4  cos  6  cos  26  cos  36 

36.  1  -  cos  26  +  cos  46  —  cos  66  =  4  sen  6  cos  26  sen  36 
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37.  Tell  ’  II  En  un  tel^fono  por  tono,  cada  boion  produce 

un  sonido  unico,  HI  sonido  producido  es  la  suma  de  dos  tonos, 
dados  por 

y  =  sen  IttIi  y  y  =  sen  Ijrht 

donde  /  y  h  son  las  frecuencias  baja  y  alta  (ciclos  por  segundo) 
mostradas  en  la  ilustracion.  Porejeinplo,  si  oprimc  el  7,  la  frecuencia 
baja  es  !  =  852  ciclos  por  segundo  y  la  frecuencia  alta  es  h  =  1209 
ciclos  por  segundo.  El  sonido  producido  al  oprimir  el  7  es 

y  =  sen  27r(852)t  +  sen  277(1  209)/ 

Escriba  este  sonido  como  un  producto  de  senos  y/o,  cosenos. 

38.  Escriba  el  sonido  producido  al  oprimir  la  tecla  #  como  un 
producto  de  senos  y/o,  cosenos. 

39.  Si  a  +  /3  +  7  =  77,  demuestre  que 

sen  2a  *  sen  2(3  +  sen  2'y  =  4  sen  a  sen  (3  sen  y. 

40.  Si  a  +  /3  +  y  =  77,  demuestre  que 

tan  a  +  tan  iS  +  tan  y  =  tan  a  tan  (3  tan  y. 


41. 

43. 


Deduzca  la  fdrmula  (3).  42. 

Deduzca  la  fdrmula  (8).  44. 


Deduzca  la  formula  (7), 
Deduzca  la  fdrmula  (9). 


Las  secciones  anteriores  de  este  capitulo  trataron  acerca  de  identidades  trigonuiik' 
tricas  — esto  es,  ecuaciones  que  involucran  funciones  trigonometricas  que  se  va 
tisfacen  para  todo  valor  en  el  dominio  de  la  variable.  En  esta  seccion  analizareino' 
ecuaciones  trigonometricas  — esto  es,  ecuaciones  que  involucran  funciones  irigom*- 
metricas  que  se  satisfacen  solo  para  algunos  valores  de  la  variable  (o,  tal  ve/.  nok 
satisfagan  para  ningiin  valor  de  la  variable).  Los  valores  que  satisfacen  la  ecuacion 
son  llamados  soluciones  de  la  ecuacion. 

I'  J  ■  .M  I’  L  ()  .'...■/////;  -■/.■//  ■  tnu 

Determinar  si  6  =  77/4  es  una  solucion  de  la  ecuacion  sen  0  =  5  ■  (.0  =  tr/b  es  im;i 
solucion? 

■iltii  Reemplace  0  por  7r/4  en  la  ecuacion  dada.  El  resultado  es 

TT  V2  ^  1 

sen  “T  = - +  — 

4  2 

Concluimos  que  77/4  no  es  una  solucion. 

Ahora,  reemplazamos  0  por  77/6  en  la  ecuacion.  El  resultado  es 

TT  1 

sen  T  =  T 
6  2 

Asi,  77/6  es  una  solucidn  de  la  ecuacidn  dada,  * 

La  ecuacidn  del  ejemplo  1  tiene  otras  soluciones  ademas  de  0  =  77/6.  Pot 
ejemplo,  0  =  577/6  tambien  es  solucion,  asi  como  0  =  1377/6.  (Usted  lienc  qur 


Ecuaciones 

trigonometricas 
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vcril'icar  esto.)  En  realidad,  la  ecuacion  tiene  un  numero  infinito  de  soluciones  de- 
bido  a  la  periodicidad  de  la  funcidn  scno,  como  puede  verse  en  la  figura  7. 

A  menos  que  se  indique  otra  cosa,  al  resolver  ecuaciones  trigonometricas  ne- 
cesitamos  encontrar  todas  las  soluciones.  Como  lo  ilustra  el  ejemplo  siguiente,  la 
determinacion  de  todas  las  soluciones  puede  ser  realizada  encontrando  las  solucio¬ 
nes  en  un  intervalo  cuya  longitud  sea  igual  al  periodo  de  la  funcidn,  sumando  lue- 
go  mtiltiplos  de  ese  periodo  a  las  soluciones  cnconlradas.  Veamos  algunos  ejemplos. 


E  .1  i:  M  I.  ()  2 


K  M  I*  I  () 


FIGURA  8 

cos  0  =  ■? 


3 


Siiiiicion 


’."/[f:  ;:V  /if/  /f;  :i '/ 

Resolver  la  ecuacion;  cos  0  =  2 


El  periodo  de  la  funcion  coseno  es  2tt.  En  el  intervalo  [0,  lit),  hay  dos  angulos  9 
para  los  cuales  cos  9  —  2'.  9  =  7r/3  y  0  =  57r/3.  Vease  la  figura  8.  Ya  que  la  funcidn 
coseno  tiene  periodo  2tt,  todas  las  soluciones  de  cos  0  =  7  pueden  ser  dadas  por 


TT 

^  =  J 


57T 

^  =  T 


k  es  cualquier  entero 


En  la  mayor  parte  de  nuestro  trabajo,  solo  nos  interesa  encontrar  las  solucio¬ 
nes  de  ecuaciones  trigonometricas  para  0  ^  9  <2tt. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1 . 

/rif:)//ii  '/if  f>  ii  1  .  ii/f:  ;:-if  ij  ■;■/  '/  ■  ■; 

Resuelva  la  ecuacion:  sen  20  =  \,0  <  9  <’  2tt 

El  periodo  de  la  funcidn  seno  es  Ztt.  En  el  intervalo  [0,  2tt),  la  funcidn  seno  tiene 
el  valor  1  solo  en  ttH.  Ya  que  en  la  ecuacion  dada  el  argumenlo  es  20,  tenemos 
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I  .1  I  M  I‘  I 


sen  2d  = 


.1  I  M  l»  ! 


26  =  ~  +  2/c7r,  k  es  cualquier  entero 

TT 

6  =  ~r  +  kiT 
4 

En  el  intervalo  [0,  277),  las  soluciones  de  sen  26  =  1  son  77/4  (/c  =  0)  y  77/4  +  -- 
577/4  {k  =  1).  Observe  que  k  =  da  6  =  —377/4  y  A:  =  2  da  0  =  977/4,  amhj' 
quedan  fuera  de  [0,  277). 

Advertencia:  A1  resolver  una  ecuacidn  trigonom^trica  para  0,  0  £  (9  <  277,  en  la  que  el  m- 
gumento  no  es  6  (como  en  el  ejempio  3),  primero  debe  anotar  todas  las  soluciones  y  lue« 
enlistar  aquellas  que  estan  en  el  intervalo  [0,  Itt).  De  lo  contrario,  las  soluciones  puedenpc: 
derse.  For  ejempio,  al  resolver  sen  26  =  I ,  si  usted  solo  escribe  la  solucion  26  =  -nil  eneis- 
trara  unicamente  6  =  77/4  y  perderd  la  solucidn  6  =  577/4. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  7. 


{)  4  ..  ..... 

Resuelva  la  ecuacion:  sen  20  =  j  ,  0  ^  0  <  2tt. 

‘'‘.■luc'-Hi  El  periodo  de  la  funcidn  seno  es  277.  En  el  intervalo  [0,  2tt),  la  funcion  seno  lier.t 
el  valor  j  en  77/6  y  en  577/6.  Vease  la  figura  9.  En  consecuencia,  ya  que  el  argunien- 
to  es  26  en  la  ecuacion  sen  20  =  5  tenemos 

77  577 

20  =  ~  +  2kTT  0  20  =  +  2k'7T,  k  es  cualquier  entero 

77  577 

6  =  —  +  kiT  6  =  ”  +  kTT 


En  el  intervalo  [0,  277),  las  soluciones  de  sen  20  =  j  son  77/I2,  77/I2  +  «  = 
1377/12,  577/12,  y  577/12  +  77  =  1777/12.  I 


0 


Resolver  la  ecuacion: 


tan  “7  =  1,  0  s  0  <  277 
4 


..,i  El  periodo  de  la  funcidn  tangente  es  77.  En  el  intervalo  [0,  77),  la  funcidn  tangenio 
tiene  el  valor  1  s61o  en  77/4.  Ya  que  en  la  ecuacidn  dada  el  argumento  es  0/4,  tenenu's 
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"  .1  K  M  I‘  I.  ()  6 

Si’lLuiori 


FIGURA10 

vjn  fl  =  0.3 


K  j  i;  M  V  I.  ()  7 

S.  liLion 


T  =  “T  +  kiT,  k  es  cualquier  entero 
4  4 

6  =  TT  +  4kTT 

En  el  intervalo  [0,  lif),  0  =  tt  es  la  unica  solucion. 


A’.  :>  ll(  UtU  •  .1  I  - 

Elsar  una  calculadora  para  resolver  la  ecuacion:  sen  9  =  0.3,  0  s  0  <  Itt 


Para  resolver  sen  9  =  0.3  en  una  calculadora,  primero  seleccionamos  el  modo.  Si 
lo  ponemos  en  radianes,  encontramos 


Expresidn: 

Display: 


0.3 

SHIFT 

sen 

0.3 


0.3046927 


El  angulo  0.3046927  radianes  es  el  angulo  —  ttH  <  6  <  ttH  para  el  cual  sen  9  =  0.3. 
Otro  angulo  para  el  que  sen  6  =  0.3  es  tt  —  0.3046927.  Vease  la  figura  10.  El  an¬ 
gulo  TT  —  0.3046927  es  el  dngulo  en  el  segundo  cuadrante  donde  sen  9  =  0.3.  Asi, 
las  soluciones  para  sen  9  —  0.3,  0  ^  0  <  2tt,  son 

9  =  0.3046927  o  tt  -  0.3046927  =  2.8369  ■ 


Advertencia:  El  ejempio  6  i lustra  el  cuidado  que  debe  tenerse  cuando  se  resuelven  ecuacio¬ 
nes  trigonomdtricas  con  una  calculadora.  Recuerde  que  la  calculadora  proporciona  un  Sngu- 
lo  solo  dentro  de  las  restricciones  de  la  definicidn  de  la  f'uncidn  trigonomdtrica  Inversa.  Pa¬ 
ra  enconirar  las  demas  soluciones  debe  ideniificar  otros  cuadrantes,  si  los  hay,  en  los  que  el 
dngulo  pueda  estar  ubicado. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  13. 


Muchas  ecuaciones  trigonometricas  pueden  resolverse  aplicando  tecnicas  que 
ya  conocemos,  tales  como  la  formula  cuadratica  (si  la  ecuacidn  es  un  polinomio  de 
segundo  grado)  o  factorizacion. 


A".  A;  iiV  /f/(  ,7;v.  -o.  .  0  :  >  H, !  i  Tulcll  tU  n  ti 

Resolver  la  ecuacion:  2  sen^  0—3  sen  03-1=0,  O^0<  2tt 


Esta  es  una  ecuacion  cuadratica  (en  sen  0)  que  puede  ser  factorizada: 
2  sen^  0—3  sen  03-1=0 
(2  sen  0  -  l)(sen  0  —  1)  =  0 

2  sen  0  —  1  =  0  o  sen  0  —  1  =  0 
sen  0  =  5  sen  0  =  1 


A  si'. 


Ahora  resuelva  el  oroblema  23. 
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J  I  M  l‘  I  «)  S 


Si  1  III  ■  )H 


Cuando  una  ecuacion  trigonometrica  contiene  mas  de  una  funcion  trigononii-- 
trica,  algunas  veces  se  pueden  usar  identidades  para  obtener  una  ecuacion  eqiiin- 
lente  que  solo  contcnga  una  funcion  trigonometrica, 

lil'S-lllll  h'"  I'V  lllirl  ('•  U(U  HI/!  /ti  I  r/7((t 

Resolver  la  ecuacion:  3  cos  0+3  =  2  sen-  0,  0  S  0  <  Ztt 

La  ecuacidn  en  su  forma  actual  contiene  senos  y  cosenos.  Sin  embargo,  sc  pud 
usar  una  forma  de  la  identidad  pitagorica  para  transformarla  en  una  expresioncqii 
valente  que  solo  contenga  cosenos: 

3  cos  0+3  =  2  sen-  0 
3  cos  0  +  3  =  2(  1  -  cos^  0) 

3  cos  0  +  3  =  2  —  2  cos^  0 
2  cos-  0+3  cos  0+1=0 
(2  cos  0  +  l)(cos  0  +  1)  =  0  I  ■  ■ 

2  cos  0+1=0  o  cos  0+1=0 
cos  0  =  —  \  cos  0  =  —  1 


Asf, 


0  = 


277 


0  = 


477 


0  ^ 


& 


j  Ml'! 


1  r  I  < 


Trazar  la  grafica  de  y  =  3  cos  X  +  3  y  y  =  2  scn^  X  y  ulilizarTRACf' 
para  encontrar  sus  puntos  de  interscccion.  (^Que  tan  cercanas  estan  sus  soluciuri 
aproximadas  a  las  cxactas  encontradas  cn  cstc  ejemplo? 

O  •_  /  ,/,  -1,  1  -  rill  1  ■  u;  ;■+ 

Resolver  la  ecuacion:  cos  20+3  =  5  cos  0,  0  ^  0  <  277 

■-  ..111  Primero,  observamos  que  la  ecuacion  dada  contiene  dos  funciones  coscno,  periu'i 
argumentos  diferentes,  0  y  20.  Usamos  la  fdrmula  de  angulo  dobic  cos  20 
2  cos^  0  —  1  para  obtener  una  ecuacion  equivalente  que  s61o  contenga  a  cos  H: 

cos  20+3  =  5  cos  0 
(2  cos-  0  —  1)  +  3  =  5  cos  0 
2  cos-  0-5  cos  0+2  =  0 
(cos  0  —  2)(2  cos  0  —  I)  =  0 
cos  0  =  2  0  cos  0  =  5 

Para  cualquier  dngulo  0,  —1  <  cos  0<  1;  asi,  la  ecuacion  cos  0  =  2  no 
solucion.  Las  soluciones  de  cos  0=1  son 

77  577 

0  =  y  0  =  - 
■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 

]  M  '  ■  ■■'  '  •  .  o/.'i  S'  ;  s  •  -sliih  iihj  s 

Resolver  la  ecuacion:  cos-  0  +  sen  0  =  2,  0  ^  6  <  2tt 
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Solucion 


K  M  P  L  O 


Usamos  una  forma  de  la  identidad  pitagorica: 

cos-  6  +  sen  6  =  2 
( 1  —  sen^  9)  -I-  sen  6=2 
sen^  9  —  sen  0  -I-  1  =  0 

Esta  es  una  ecuacion  cuadrdtica  en  sen  6.  El  discriminante  es  b-  —  4ac  =1^4  = 
—3  <  0.  For  lo  tanto,  la  ecuacion  no  tiene  solucion  real. 

Trazar  la  grdfica  de  j  =  cos^  x  +  sen  x  y  y  =  2  para  ver  que  las  dos 
graficas  no  se  cortan. 


RcMiliiciiin  ill  mill  crii'"  /m; 


iiinlii  iili'iitiihiilix 


Resolver  la  ecuacidn:  sen  6  cos  d=— \,0i^6<2Tr 

S()liicii)n  El  miembro  izquierdo  de  la  ecuacion  esta  en  la  foma  de  la  formula  de  angulo  doble 
2  sen  6  cos  6  =  sen  29,  salvo  por  un  factor  de  2.  Asf,  multiplicamos  cada  miembro 
por  2: 

sen  9  cos  9  =  —  \ 

2  sen  9  cos  9  =  —  I 
sen  20  =  —  1 

Aquf  el  argumento  es  29.  Asf,  necesitamos  escribir  todas  las  soluciones  de 
esta  ecuacion  y  luego  enlistar  aquellas  que  estdn  en  el  intervalo  [0,  27r). 


377- 

20  =  - 


k  es  cualquier  entero 


Las  soluciones  en  el  intervalo  [0,  27r)  son 


Algunas  veces  es  necesario  elevar  al  cuadrado  ambos  miembros  de  una  ecua- 
cidn  con  el  fin  de  obtener  expresiones  que  permitan  el  uso  de  identidades.  Sin 
embargo,  recuerde  que  cuando  se  eleva  al  cuadrado  a  ambos  miembros  pueden  in- 
troducirse  soluciones  extranas.  En  consecuencia,  las  aparentes  soluciones  deben  ser 
verificadas. 


i;  M  V  I  () 


Resolver  la  ecuacidn:  sen  9  +  cos  6  =  \,Q  ^  9  <2tt 

Intentos  de  aprovechar  identidades  conocidas  no  conducen  a  ecuaciones  que  scan 
fdciles  de  resolver.  (Pruebe  usted.)  Asf,  dada  la  forma  de  esta  ecuacion,  decidimos 
elevar  al  cuadrado  cada  miembro: 

sen  9  +  cos  9  =  1 
(sen  9  +  cos  9)^  =  1 
sen^  9+2  sen  6  cos  9  +  cos^  6  =  1 
2  sen  9  cos  0  =  0 
sen  0  cos  0=0 
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Asf, 


sen  0=0 


y  las  aparentes  soluciones  son 


0=0  0  =  TT 


o  COS  0=0 


Ya  que  elevamos  al  cuadrado  ambos  miembros  de  la  ecuacion  original, 
debemos  verificar  estas  aparentes  soluciones  por  si  alguna  es  extrana: 

6  =  0:  sen  0  +  cos  0  =  0  +  1  =  1  i  ■  ,i; 

0  =  tt:  sen  tt  +  cos  tt  =  0  +  (-  1)  =  —  1  -  ■  ■ 

TT  TT  TT 

0  =  ~:  sen  ~  +  cos  ~  =  1  +  0  =  1  l ■  ik-i.- 


377 


377 


sen 


cos 


=  -1  +  0  =  -1 


Asf,  0  =  377/2  y  0  =77  son  soluciones  extranas.  Las  verdaderas  son  0  =  Oy  0  =  uil. 


Podemos  resolver  la  ecuacion  dada  en  el  ejemplo  12  de  otra  manera. 
Empezamos  con  la  ecuacion 

sen  0  +  cos  0  =  1 

y  dividimos  cada  lado  entre  V2.  (La  razon  para  esto  sera  evidente  en  breve. i 
Entonces 


1  1  a  ^ 

— 7=  sen  0  H - ^  cos  0  =  — ^ 

V2  V2  V2 


El  miembro  izquierdo  ahora  se  parece  a  la  fdrmula  para  el  seno  de  la  suma  de  ilis 
angulos,  uno  de  los  cuales  es  0.  El  otro  Angulo  es  desconocido  (llamemosle  (Id. 
Entonces 


donde 


sen(0  +  (p)  =  sen  0  cos  4>  +  cos  6  sen  4>  = 


cos  (b  =  — ^  sen  </>  =  — 0  ^  p  <  2tt 

V2  V2 


Por  lo  tanto,  el  Angulo  (/>es  77/4.  Como  resultado  de  esto,  la  ecuacion  (1)  se  convicr- 
te  en 


sen  0  +  —  = 


1 

V2 


Resolvemos  esta  ecuacidn  para  obtener 


77  77  77  377 

44  44 


0  =  0 


0  = 


77 


Estas  soluciones  coinciden  con  las  encontradas  anteriormente. 
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:  J  K  M  P  I.  o 


FIGURA11 


r't 


3  X 


K,l  ]  '■ 


1  3 


Siiliiciiin 


E.ste  segundo  metodo  de  solucion  puede  ser  usado  para  resolver  cualquier 
ecuacion  lineal  en  las  variables  sen  0  y  cos  0. 


-I  ■>!!  (iv  ;!  lirii  u!  cn  ■..•7/  \  . 

Resolver 

a  sen  6  +  b  cos  6  =  c,  0  s  0  <  2tt 
donde  a,  b  y  c  son  constantes  ya=^0obi=0. 


Dividiinos  cada  miembro  de  la  ecuacion  (2)  entre  Va“  +  b^.  Entonces 
o  ^  .  b  ^  c 


sen  0 


cos  0  = 


\/a~  +  ^  +  b^ 

Hay  un  unico  angulo  </>,  0  ^  <  2tt,  para  el  cual 


cos  (p  = 


y  sen  cp  = 


Va2  +  ^2 


Va^TlP- 

(vease  la  figura  11).  Asf,  la  ecuacidn  (3)  puede  ser  escrita  como 
sen  0  cos  (p  +  cos  0  sen  <p  = 

o,  de  manera  equivalente, 

sen(0  +  (p)  = 

donde  (p  satisface  las  ecuaciones  (4). 


Va2  + 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


Si  \c\  >  +  b^,  entonces  sen(0  +  (p)  >  [  0  sen(0  +  <^)  <  —  1,  y  la 

ecuacion  (5)  no  tienen  solucion. 


Si  |c|  £  +  b^,  entonces  las  soluciones  de  la  ecuacion  (5)  son 


0  +  <p  =  sen 


Vfl2  + 


o  0  +  (p  =  TT  —  sen  ' 


+  b- 


Ya  que  el  dngulo  0  esta  determinado  por  las  ecuaciones  (4),  estas  son  las  soluciones 
de  la  ecuacion  (2).  ■ 


Soluciones  mediante  un  dispositivo 
de  graficacion 

Las  tdcnicas  introducidas  en  esta  seccidn  solo  se  aplican  a  ciertos  tipos  de  ecuaciones 
trigonomdtricas.  Por  lo  comun  en  calcuio  se  estudian  soluciones  de  otros  tipos, 
usando  metodos  numdricos.  En  el  ejemplo  siguiente  mostramos  como  un  dispositivo 
de  graficacion  puede  ser  usado  para  obtener  soluciones. 


Resolver:  5  sen  x  +  x  =  3 

Expresar  la  solucion  (0  soluciones)  redondeada(s)  a  dos  decimales. 

Este  tipo  de  ecuacidn  trigonometrica  no  puede  ser  resuelta  por  los  metodos  ya  vistos. 
Pero  un  dispositivo  de  graficacion  si'  puede  ser  usado.  Empezamos  notando  que  la 
ecuacion  dada  es  equivalente  a 


5  sen  X  =  3  —  X 
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FIGURA12  5 


La  soluci6n  (o  soluciones)  de  esta  ecuacion  es  la  misma  que  aparece  en  los  punlC' 
de  interseccidn  de  las  grdficas  de  y  =  5  sen  y  y  =  3  —  x.  Vease  la  figura  1 2. 1L;> 
tres  puntos  de  interseccidn,  cuyas  coordenadas  x  son  las  soluciones  buscadas.  Lbx- 
do  TRACE,  ZOOM-IN  y/o,  BOX,  encontrannos 

x  =  0.51  x  =  3.17  x  =  5.71 

redondeadas  a  dos  decimales.  ■ 

Observacion:  Las  soluciones  de  la  ecuacidn 

5  sen  X  +  X  =  3 

pueden  ser  encontradas  de  otras  formas. 

1.  Trazar  la  grafica  de  y  =  5  senx  +  x  y  y  =  3.  Luego  encontrar  las  coordcnaiia' 
X  de  los  puntos  de  interseccidn. 

2.  Trazar  la  grdfica  de  la  funcidn  /(x)  =  5  senx  -t-  x  —  3.  Luego  encontrar  l,i> 
intersecciones-x. 

Intente  estas  dos  formas.  Decida  cual  de  las  tres  prefiere. 


Ejercicio  7.5 


En  los  problemas  del  I  al  12  resitelva  cada  ecuacion  en  el  intervalo  0  6  <  2tt. 


1. 

sen  0  =  — 

2 

2. 

tan  6  =  1 

3. 

tan  6  = - W 

V3 

4. 

cos  6  =  ~  ~ 

5. 

cos  6  =  0 

6. 

V2 

sen  9  =  -y- 

7. 

sen  36  =  -  1 

8. 

tan  —  =  \  3 

2 

9. 

eos(26-|)  =  -l 

10. 

sen(36  +  ^)=I 

11. 

36 

sec  —  =  -2 

2 

12. 

20 

cot  —  =  -\  3 

En  los  problemas  del  13  al  20  resuelva  cada  ecuacion  en  el  intervalo  0  <  9  <2Tr.  Redondee 

su  respiii’stuu 

dos 

decimales. 

13. 

sen  d  =  0.4 

14. 

cos  6  =  0.6 

15. 

tan  6  =  5 

16. 

cot  6  =  2 

17. 

cos  9  =  -0.9 

18. 

sen  6  =  -0.2 

19. 

sec  6  =  — 4 

20. 

O 

n 

II 

En 

los  problemas  del  21  al  50  resuelva  cada  ecuacion  en  el  intervalo  Os  6  <  2Tr. 

21. 

2  cos-  9  +  cos  6  =  0 

22.  sen^  6-1=0 

23. 

2  sen^  6 

-  sen  6  -  1  =  It 

24. 

2  cos-  6  +  cos  6—1=0 

25.  (tan  6  -  l)(sec  6 

-  1) 

=  0  26. 

(cot  6  -I-  l)(csc  6  -  ll  =n 
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27. 

cos  9  =  sen  9 

28. 

cos  0  -I-  sen  0  =  0 

29. 

tan  0  =  2  sen  0 

30. 

sen  29  =  cos  9 

31. 

sen  0  =  CSC  0 

32. 

tan  0  =  cot  0 

33. 

cos  29  =  cos  9 

34. 

sen  20  sen  0  =  cos  0 

35. 

sen  20  =  sen  40=0 

36. 

cos  29  +  cos  40  =  0 

37. 

cos  40  -  cos  60  =  0 

38. 

sen  40  -  sen  60  =  0 

39. 

1  +  sen  0=2  cos-  0 

40. 

sen-  0=2  cos  0-1-2 

41. 

tan-  0  =  T  sec  0 

42. 

CSC-  0  =  cot  0  +  1 

43. 

3  -  sen  0  =  cos  20 

44. 

cos  20-1-5  cos  0  3-3  =  0 

45. 

sec-  0  -f  tan  0  =  0 

46. 

sec  0  =  tan  0  +  cot  0 

47. 

sen  0  —  Vs  cos  0  =  1 

48. 

V  3  sen  0  +  cos  0  =  1 

49. 

tan  20-1-2  sen  0  =  0 

50. 

tan  20+2  cos  0  =  0 

En  las  pmbleinas  del  51  al  56  resuelva  cada  ecuacion  para  tt.  Exprese  la  solucidn  (o  soluciones) 

redondcada(s)  a  dos  deci males. 

51.  Resuelva  la  ecuacion  cos  .v  =  e'  trazando  la  gr^fica  j  =  cos  .v  y  y  =  e'-  y  determine  su(s)  puntos  de  inlerseccidn. 

:'i.  Resuelva  la  ecuacidn  cos  .r  =  e^'  trazando  la  gr^fica  y  =  cos  .r  —  e-'  y  determine  la(s)  intersecciones-.v. 

■ '  Resuelva  la  ecuacidn  2  sen  x  =  Q.lx  trazando  la  grSfica  y  =  2  sen  x  y  y  =  0.7x  y  determine  su(s)  puntos  de  inter- 

seccion, 

51  Resuelva  la  ecuacion  2  sen.r  =  0.7x  trazando  la  grafica  y  =  2  sen  x  —  0.7x  y  determine  la(s)  intersecciones-A'. 

5~  Resuelva  la  ecuacion  cos  .v  =  x-  trazando  la  grafica  y  =  cos  a  y  y  =  x^  y  determine  su(s)  puntos  de  interseccidn. 

'6  Resuelva  la  ecuticion  cos  a  =  x^  trazando  la  grdfica  y  =  cos  a  —  a~  y  determine  la(s)  intersecciones-A'. 


En  los  problemus  del  57  al  68  utilice  un  dispositivu  de  graficaclon  para  resolver  cada  ecuacion.  Exprese  la 
solucidn  (o  soluciones)  redondeada(s)  a  dos  decimales. 


A  +  5  cos  A  =  0 

5.S.  A  —  4  sen  a  =  0 

22a  —  17  sen  a  =  3 

(1 

1  9a  +  8  cos  A  =  2 

6+  sen  A  3- cos  A  =  A 

Rz.  sen  A  —  cos  A  =  A 

—  2  cos  A  =  0 

<»4.  .v“  +  3  sen  a  =  0 

65.  X-  —  2  sen  2.v  =  3a 

66. 

.+  =  A  +  3  cos  2a 

67.  6  sen  a  —  c'  =  2,  a  >  0 

h-'-  4  cos  3a  -  6-'  =  1 ,  A  >  0 

69. 

•  inn  il-  u.n  coiuil  ■' 

Ji  .ai'ii  :>li''  i'.il  Un  canal  de  desagtie  pluvial 

serd  construido  con  hojas  de  alumi 

nio  de  12  pulgadas  de  ancho.  Despues  de  marcur  una  longitud  de  4  pulgadas  a  lo  largo  de  las  hojas,  se  doblan  hacia 
arriba  en  un  angulo  0.  Vease  la  ilustracion.  El  urea  A  de  la  abertura  como  funcidn  de  6  esta  dada  por 

4=16  sen  6  (cos  6  +  I ),  0°  £  6  <  90° 

(a)  En  calculo,  se  le  pedira  enconlrar  el  angulo  6  que  maximiza  A 
resolviendo  la  ecuacion 

cos  26  +  cos  0  =  0,  0°  <  0  £  90° 

Resuelva  esta  ecuaciiin  para  6  usando  la  fdrmula  del  angulo  doble. 

(b)  Resuelva  la  ecuacidn  para  6  escribiendo  la  suma  de  los  dos  angulos  como  un  producto. 

(c)  ^Cudl  es  el  drea  maxima  4  de  la  abertura? 

70.  :  Ti  ill  Un  objeto  es  impulsado  hacia  arriba  a  un  angulo  9,  45°  <  9  <  90°,  con  rcspccto  a 

la  horizontal  y  una  velocidad  inicial  de  vq  pies  por  segundo,  desde  la  base  de  un  piano  que  forma  un  dngulo  de  45° 
con  la  horizontal.  Vease  la  ilustracidn.  Si  se  pasa  por  alto  la  resistencia  al  aire,  la  distancia  R  que  recorre  el  objeto 
hacia  arriba  del  piano  inclinado  esta  dada  por 

R  =  ~  (sen  29  —  cos  20  -  1 ) 


<4  pulgadas  • 


<4  pulgadas  «- 
12  pulgadas  ■ 


I  pulgadas  > 


(a)  En  calculo,  se  le  pedira  que  encuentre  el  angulo  6  que  maximice  R  resolviendo  la  ecuacidn 

sen  29  +  cos  20  =  0 

Resuelva  la  ecuacidn  para  6  usando  el  mdtodo  del  ejempio  13. 

(b)  Resuelva  esta  ecuacion  para  9  dividiendo  cada  miembro  entre  cos  29.  _ 

(c)  (,Cudl  es  la  distancia  maxima  R  si  vq  =  32  pies  por  segundo?  j — jj- 


R, 
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72. 


Friwytt  n  ~  h-  <i  ■  rn-:  '  En  el  estudio  del  fendmeno  de  transferencia  de  calor,  aparece  la  ecuacidn  .v  +  tan.v  -•< 
Trace  la  grdfica  de  y  =  — .t  y  y  =  tan  x  para  .v  S  0.  Concluya  que  hay  un  numero  infinito  de  puntos  de  inlersecciiif: 
de  esta^  dos  gral'icas.  Luego  determine  las  primeras  dos  soluciones  posi- 
tivas  de  X  +  tan  x  =  0  redondeadas  a  dtis  decimales.  -^3  pies— i 


/  .r/ix/:,  '.  -■  i!:-  mill  .  li  dlcni  til  ilnhli  •  qm  (Jna  escalera 

de  longitud  L  es  transportada  horizontalmente  doblando  una  esquina  des- 
de  un  pasillo  de  3  pies  de  ancho  a  uno  de  4  pies  de  ancho.  Viase  la  ilus- 
tracidn. 

(a)  Exprese  L  como  funcidn  de  6. 

(b)  En  calcLilo,  se  le  pedird  encontrar  la  escalera  de  longitud  mdxima  que 
pueda  dar  vuelta  por  la  esquina  resolviendo  la  ecuacidn 

3  sec  6  tan  0  —  4  esc  0  cot  0  =  0,  0°  <  6  <  90° 

Resuelva  esta  ecuacidn  para  d. 

(c)  ^Cudl  es  la  escalera  de  mayor  longitud  que  puede  ser  transportada 
por  dicha  esquina? 


El  estudio  siguiente  de  la  ley  de  refraccion  de  Snell  (Llamada  asi  en  honor  de  Willebrod  Snell,  1 591-162f).n^ 
necesario  para  poder  resolver  los  problenias  del  73  al  79:  la  luz,  el  sonido  y  otras  ondas  viajan  a  velocklmk ' 
diferentes,  dependiendo  de  los  niedios  (aire,  agua,  madera,  etc.)  a  traves  de  los  cuales  se  desplazan.  Sitpoii:;a 
que  la  luz  viaja  desde  un  punto  A  en  un  medio,  donde  su  velocidad  es  vj,  a  un  punto  B  en  otro  medio,  dondt 
su  velocidad  es  V2.  Vease  la  figura,  donde  el  dngulo  6\  es  llamado  dngulo  de  incidencia  y  el  dngulo  0i  c\  li 
dngulo  de  refraccion.  La  ley  de  Snell,  que  puede  ser  probada  utilizando  cdlculo,  establece  que 

sen  6i  _  }7l 
sen  02  '^2 

La  razdn  v\/v2  es  llamada  indice  de  refraccion.  En  la  tabla  siguiente  se  dan  algunos  valores. 

ALGUNOS  INDICES  DE  REFRACCION 

INDICE  DE 

MEDIO  REFRACCION 

Agua  1.33 

Alcohol  elllico  1.36 

BisuU'uro  de  carbono  1.63 

Aire  (I  atm  y  20°C)  1.0003 

Yoduro  de  metileno  1.74 

Quarzo  fundido  1.46 

Vidrio  corona  1.52 

Vidrio  de  roca  1 .66 

Cloruro  dc  .sodiu  1.53 

Para  luz  de  longitud  de  onda  de  589  nano- 
metros  medida  con  respccto  al  vacio.  En  la 
mayoria  de  los  casos  el  fndice  con  rcspecto 
al  airc  dificre  dc  una  manera  insignilicante. 


0,  0, 


10° 

7°45' 

.10° 

15°30' 

30° 

22°30' 

40" 

29°0' 

50 

35°0' 

50 

40°30' 

70" 

4.5°30' 

SO 

50  0' 

El  I'ndice  de  refraccidn  de  la  luz  que  pasa  del  vaci'o  al  agua  es  de  1.33.  Si  el  dngulo  de  incidencia  mide  40°.  dotei- 
mine  el  angulo  de  refraccidn. 

El  fndice  de  refraccidn  de  la  luz  que  pasa  del  vaefo  a  un  vidrio  opaco  es  de  1.66.  Si  el  dngulo  de  incidencia  iiiii 
50°,  determine  el  dngulo  de  refraccidn. 

Ptolomeo,  quien  vivid  en  la  ciudad  de  Alejandrfa  en  Egipto  durante  el  segundo  siglo  d.  de  C.,  establecid  los  valori.s 
de  la  tabla  que  aparece  al  margen  para  el  dngulo  de  incidencia  0|  y  el  dngulo  de  refraccidn  07  de  un  rayo  de  lu/quc 
pasa  del  aire  al  agua.  ^Coinciden  estos  valores  con  la  ley  de  Snell?  Si  es  asf,  ^cudl  es  el  fndice  de  refraccion?  Ih'- 
tos  datos  son  interesantes  como  las  medidas  ffsicas  mds  antiguas  registradas.)^ 


*Ya  que  esta  ley  lambien  fue  deducida  por  Rene  Descartes,  en  Francia  es  conocida  como  la  ley  de  Descartes. 
vAdaptado  de  Halliday  y  Resnick.  Physics,  Partes  1  y  2,  tcrccra  edicidn,  Nueva  York:  Wiley,  1978,  p.  953. 
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76. 

77. 

78. 

79. 


La  velocidad  de  la  luz  amarilla  de  sodio  (longitud  de  onda  de  589  nanometros)  en  cierto  li'quido  sc  inide  y  resulta 
ser  de  1.92  (  108  metros  por  segundo.  ^CuSl  es  el  I'ndice  de  refraccidn  de  este  Ifquido,  con  respecto  al  aire,  para  la  luz 
del  sodio?* 

Un  rayo  de  luz  con  longitud  de  onda  de  589  nanometros  viajando  en  el  aire  forma  tin  angulo  de  incidencia  de  40° 
con  una  lamina  de  material  transparente  y  el  rayo  rel'ractado,  forma  un  dngulo  de  refraccidn  de  26°.  Encuenire  el  I'n- 
dice  de  refraccidn  del  material. 

Un  rayo  de  luz  con  longitud  de  onda  de  589  nandmetros  (producido  por  una  Idmpara  de  sodio)  viaja  a  travds  del  aire  y 
forma  un  angulo  de  incidencia  de  30°  con  una  Idmina  delgada  de  vidrio  corona.  Determine  el  angulo  de  refraccidn.’’ 
Un  rayo  de  luz  pasa  de  un  medio  a  otro  a  travds  de  una  Idtnina  gruesa  de  material  cuyo  i'ndice  de  refraccion  es  /ii. 
Demuestre  que  el  rayo  que  sale  es  paralelo  al  rayo  incidente.? 

Explique  con  sus  propias  palabras  c6mo  usan'a  su  calculadora  para  resolver  la  ecuacion  sen  .v  =  0.3,  0  s  .r  <  277. 
gCdmo  modifican'a  su  enfoque  para  resolver  la  ecuacion  cot  .v  =  5,  0  <  ,r  <  27r? 


Repaso  del  capitulo 


Concertos  fundamentales 


Eirrnulas 

Fnmiulas  de  suma  y  diferencia 


Frrmiilas  para  angulo  doble 


Ftirmulas  para  medio  angulo 


cos(q'  +  /?) 
cos(a  —  ji) 
.scn(tt  ’  P) 
sen(a  -  (3) 

tan(a  +  (3) 
tan(a  —  fi) 


=  cos  a  cos  ji  -  sen  a  sen  /3 
=  cos  a  cos  /3  r  sen  a  sen  ji 
=  sen  a  cos  ji  +  cos  a  sen  ji 
=  sen  a  cos  ji  —  cos  a  sen  ji 
tan  a  +  tan  ji 
1  —  tan  a  tan  ji 
tan  a  —  tan  ji 
1  "  tan  a  tan  ji 


sen  2i9 
cos  2d 
cos  26 
cos  16 

tan  26 


2  sen  6  cos  6 
cos-  6  -  sen-  6 

1  —  2  sen-  6 

2  cos-  6  -  I 
2  tan  6 

I  —  tan-  6 


sen~ 

a 

1 

— 

cos 

a 

2 

2 

cos^ 

a 

1 

cos 

O' 

2 

2 

a 

1 

- 

cos 

a 

Ifln" 

2 

1 

cos 

a 

sen 

a 

1 

'l  - 

cos 

a 

2 

i 

V 

2 

a 

i 

1  - 

cos 

a 

cos 

2 

V 

o 

tan 

a 

/ 

U  - 

cos 

a 

2 

V 

1  - 

cos 

a 

donde  los  signos  -T  o  -  se 
determinan  por  el  cuadrante 
del  angulo  all 

_  1  -  cos  a  _  sen  a 
sen  a  I  i  cos  a 


'.^Jjpladi)  dc  Scrway,  Physics,  tercera  edicidn,  Filadelfia:  W.  B.  Saunds-rs,  p.  805. 
dbplado  dc  Scrway,  Physics,  tercera  edicion,  Filadeltia:  W.  B.  Saunders,  p.  805. 
ihul. 
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Formulas  de  producto  a  suma 


sen  a  sen  (i  =  \  [cos(a'  -  /3)  -  cos(a  +  /3)] 

cos  a  cos  P  =  k  [cos(ff  -  /3)  +  cos(ff  +  /3)] 

sen  a  cos  (5  =  \  [sen(a  +  /3)  +  sen(a  -  p)] 


Fdrmulas  de  suma  a  producto 


a  +  B  a  —  P 

sen  a  +  sen  6  =  2  sen - cos - 

^22 

sen  a  —  sen  p  =  2  sen  ~ ^  cos  ~ 

2  2 

„  a  -i  p  a  ~  P 

cos  a  +  cos  6  =  2  cos - cos  — r — 

2  2 

r,  ^  a  +  P  a  —  p 

cos  a  -  cos  p  =  -2  sen - ^  sen - ^ 

2  2 


Como  hacer  para _ 

Demostrar  identidades 

Resolver  una  ecuacidn  trigonom^trica 


Complete  en  los  espacios 


1.  Suponga  que  f  y  g  son  dos  funciones  con  el  mismo  dominio.  Si  fix)  =  gix)  para  toda  r  en  el  dominio,  la  ecuatinno 
llamada _ En  caso  contrario,  es  llamada  ecuacidn _ 


2.  cos(a  +  P)  =  cos  a  cos  6  - 

3.  sen(a  +  P)  =  sen  a  cos  6  - 

4.  cos  20  ^  cos-  0  _ 


.  sen  a  sen  p. 

.  cos  a  sen  p. 
_  -1  =  1 


5.  sen-  —  = 
2 


ClERTO  O  FALSO 


C 

c 

c 


c 

c 


F 

F 

F 


F 

F 


1.  sen(-6)  +  sen  9  =  0  para  toda  9. 

2.  sen(a  +  P)  =  sen  a  +  sen  6  +  2  sen  a  sen  p. 

3.  cos  29  tiene  tres  formas  equivalentes:  cos^  9  —  sen-  9,  \  —  2  sen-  9,  y  2  cos- 
cos  a 


-  1. 


a  \  I 
4.  cos  —  =  ~  — 


2 


donde  los  -I-  o  —  depende  del  Angulo  a/2. 


5.  La  mayon'a  de  las  ecuaciones  trigonomdtricas  tienen  solucion  unica, 

6.  La  ecuacidn  tan  9  =  7r/2  no  tiene  solucion. 


Ejercicios  de  repaso 


En  los  problemas  del  1  al  32  demuestre  cada  idenlidad. 

1.  tan  9coi  9  —  sen-*  9  =  cos-  6  2.  sen  9  esc  6  ~  sen-  9  =  cos-  6 

3.  cos-  9(  I  -1-  tan-  9)  =  I  4.  ( I  —  cos-  9)i  1  -I-  cot-  9)  =  I 
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1  -  cos  6 

sen  6 

sen  6 

1  -  cos  6 

cos  6 

1 

cos  0  -  nen  6 

1  -  tan 

CSC  6  1 

-  sen  6 

1  -r  CSC  0 

cos’  6 

CSC  6  -  sen  6 

=  cos  6  cot  1 

1  -  sen  6 

cos’  6 

5.  4  cos*  6  +  3  sen*  6=3  +  cos*  6 

7. 

9.  — 

11. 

13. 

15. 

17. 

19. 

21. 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 


I  -*  sen  6 
=  cot  6  -  tan  6 

=  cot  /3  —  tan  a 


sec  6 

1  -  2  seir  6 
sen  6  cos  6 
C0^(Q'  +  /I) 
cos  Q'  sen  fi 
cos(a  ~  P) 

- =  I  +  tan  a  tan  p 

cos  a  cos  p 

(1  4  cos  6)  ^tan  — j  =  sen  6 

2  cot  6  cot  26  =  cot*  6  ^  1 

1  -  8  sen*  6  cos*  6  =  cos  46 
sen  26  +  sen  46 

tan  36 

tan  6  tan  36  =  0 


cos  26  4  cos  46 
cos  26  —  cos  46 
cos  26  +  cos  46 


6.  4  sen*  6+2  cos*  6  =  4-2  cos* 

8. 


sen  6  1  +  cos  6 

4 - : —  =  2  CSC  6 


1  +  cos  6 


sen  6 


10. 

12. 

14. 

16. 

18. 

20. 

22. 

24. 

26. 

28. 

30. 

32. 


,  cos*  6 

1 - =  sen  6 

1  *  sen6 

I  !  sec  6  sen*  6 

sec  6  I  “  cos  6 
CSC  6  I  +  cos  6 
1  —  cos  6  sen’  6 

I  —  cos 


1  +  cos  6 
(2  sen’  6  —  ] ) 


sen"*  6  -  cos'’  6 


(CSC  6  -  cot  6)* 

2  cos’  6 


=  I 


senfa  —  B) 

- =  1  —  col  a  tan  p 

sen  a  cos  p 


=  cot  a  -  tan  p 


cos(a  -  p) 
sen  a  cos  p 
6 

sen  6  tan  —  =  I  —  cos  6 
2 

2  sen  26( I  —  2  sen’  6)  =  sen  46 
sen  36  cos  6  -  sen  6  cos  36 


sen  26 

sen  26+ sen  46  tan  36 


=  1 


0 


sen  26  -  sen  46  tan  6 
cos  26  “*  cos  106  =  (tan  46)(sen  26  +  sen  106) 


Ell  los  prohleinas  del  33  al  40  encuentre  el  valor  exacto  de  cada  expresion. 

Sir 

33.  sen  165°  34.  tan  105°  35.  cos—  36.  sen 


37.  cos  80°  cos  20°  +  sen  80°  sen  20' 

TT 

39.  tun  — 

8 


38.  sen  70°  cos  40°  —  cos  70°  sen  40' 

577 

40.  sen 


En  los  problemas  del  41  al  50  utilice  la  informacidn  proporcionada  acerca  de  los  dngulos  a  y  b  para 
cnconirar  el  valor  exacto  de: 

(a)  sen(Q'  +  /3)  {b)  cos(a  +  P)  (c)  sen(a  —  P)  (d)  tan(a  +  P) 

B  (X 

(c)  sen  2a  (/)  cos  2/3  (g)  sen  y  (h)  cos  — 

41.  sen  a  =  5 , 0  <  o  <  ttI2\  sen  /3  =  ,  ttH  <  p  <  tt 

42.  cos  a  =  ,  0  <  a  <  ttI2\  cos  p  ~  ^  ,  —ttI2  <  P  <  0 

43.  sen  a  =  — ^ .  77  <  a  <  377/2;  cos  /3  =  |]  ,  377/2  <  p  <  2Tr 

44.  sen  a  =  ,  —77/2  <  a  <  0;  cos  P  =  -  ,  77/2  <  p  <  tt 

45.  tan  a  =  1 ,  77 <  a  <  377/2;  tan  p  =  'y  ,  0  <  P  <  ttI2 
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46.  tan  a  =  — ^  ,  ttH  <  a  <  tt\  cot  /3  =  ,  tt  <  <  Itrrll 

47.  sec  a  =  2.  —nil  <  a  <  0;  sec  p  =  3,  3nl2  <  p<  Itt 

48.  CSC  a  =  2,  ttI2  <  a  <  tt;  sec  p  -  -  3,  7f/2  <  P  <  tt 

49.  sen  a  ~  tt  ■  a  <  3Trl2\  cos  /3  =  —\.tt<P<  3ttI2 

50.  Ian  a  =  —2.  ttI2  <  a  <  tt:  cot  /3  =  —  2,  tt/2  <  P  <  tt 

En  los  problemas  del  51  al  70  resuelva  cada  ecuacion  en  el  inlervalo  0  <  0  <  2tt. 

53.  cos  0  =  -\ 
56.  cos  2W  =  0 
59.  sen  y  =  0.9 
62.  cos  6/  =  sec  H 

65.  sen  29  —  cos  6-2  sen  0+1=  0  66.  sen  20  —  sen  0  -  2  cos  0+1=0 

67.  2  sen-  0-3  sen  0  +1=  0  68.  2  cos-  0  +  cos  0-1=0 

69.  sen  0  -  cos  0=1  70.  sen  0  +  2  cos  0  =  1 


51. 

COS 

0  =  ■! 

52. 

sen  0  = 

=  -V3/2 

54. 

tan 

0  =  -\'3 

55. 

sen  20 

=  -I 

57. 

tan 

20=  0 

58. 

sen  30 

=  1 

60. 

tan 

0  =  25 

61. 

sen  0  = 

=  tan  0 

63. 

sen 

0  +  sen  20  =  0 

64. 

cos  20 

=  sen  0 

CapftuI 


a 


PREPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 


iiUes  de  iniciar  este  capUulo  repase  los  siguientes  conceptos: 
iDlucion  de  triangulos  rectangulos  (p.  369). 
v.ordenadas  rectangulares;  graficacion  de  ecuaciones 
■;ecci6n  1.6). 

Numeros  complejos  (seccion  1.5). 


8. 1  Ley  de  los  senos 

8.2  Ley  de  los  cosenos 

8.3  Area  de  un  triangulo 

8.4  Coordenadas  polares 

8.5  Ecuaciones  y  graficas 
polares 

8.6  El  piano  complejo; 
teorema  De  Moivre 
Repaso  del  capitulo 


Panorama  Correccion  de  un  error  de  navegacion 

Lirtolf  rfc  motor  sale  de  Naples,  Florida,  hacia  Key  West,  a  150  inillas 
kiidimcin.  Aiinque  Ueva  una  velocidad  constante  de  15  millas  por 
kfti.uavcga  entre  fuertes  corrientes  y  vientos  cruzados;  la  tripulacidn 
kaike,  despues  de  4  horas,  que  el  bote  estd  fuera  de  curso  por  20". 

^  j.'l  i]iic  distaucia  de  Kexj  West  estd  el  bote  en  cse  momento? 
t)  -Coil  qtic  dngulo  debc  girar  para  corregir  su  curso? 

^  Auiinto  tiempo  de  mas  duro  el  viaje  debido  a  la  desviacion  del  curso? 

qiic  la  velocidad  permanece  en  15  millas  por  horn.) 
ijjm.’f'/o  .3  de  la  seccion  8.2.] 


n  el  capitulo  5  utilizamos  las  funciones  tri- 
gonometricas  para  resolver  triangulos  rec- 
tangulos,  es  decir,  triangulos  con  un  angu- 
lo  de  90°.  En  este  capitulo  utilizaremos  las  funciones 
trigonometricas  para  resolver  triangulos  oblicuos,  es 
decir,  triangulos  que  no  tienen  un  angulo  de  90°.  Pa¬ 
ra  ello  desarrollaremos  la  ley  de  los  senos  (seccion 
8.1)  y  la  ley  de  los  cosenos  (seccion  8.2).  Ademas 
de  calcular  los  lados  y  angulos  de  tales  triangulos, 


deduciremos  formulas  para  determinar  su  area  (sec¬ 
cion  8.3). 

Las  secciones  finales  del  capitulo  tratan  acer- 
ca  de  las  coordenadas  polares  (una  alternativa  a  las 
coordenadas  rectangulares  para  localizar  puntos  en 
el  piano),  la  graficacion  en  coordenadas  polares  y 
la  determinacion  de  raices  de  numeros  complejos 
(teorema  de  De  Moivre). 


8. 


Ley  de  los  senos  Si  ninguno  de  los  angulos  de  un  tridngulo  es  recto,  el  triangulo  es  oblicuo.  Asi.  un 

triangulo  oblicuo  tendrd  tres  dngulos  agudos,  o  bien  dos  angulos  agudos  y  un  angulc 
obtuso  (un  angulo  entre  90°  y  180°).  Vease  la  figura  1. 


FIGURA  1 

Trianuulos  oblicuos 


/ 


''■<i]^angulo  obtuso 


FIGURA  2 


b 


(a)  Todos  los  angulos  son  agudos  (b)  Dos  Sngulos  agudos  y  uno  obtuso 

En  el  analisis  siguiente,  siempre  sefialaremos  un  triangulo  oblicuo  dc  mode 
que  el  lado  a  sea  opuesto  al  angulo  a,  el  lado  b  opuesto  al  angulo  (3  y  c\  lado  i 
opuesto  al  dngulo  y,  como  se  muestra  en  la  figura  2. 

Resolver  un  triangulo  oblicuo  significa  determinar  las  longitudes  de  sus  la¬ 
dos  y  la  medida  de  sus  angulos.  Para  hacer  esto,  necesitamos  conocer  la  longiuiu 
de  un  lado  junto  con  otros  dos  datos:  dos  angulos,  o  los  otros  dos  lados,  o  un  ;i(i- 
gulo  y  el  otro  lado.*  De  ese  modo,  existen  cuatro  posibilidades: 


C'.V.SO  I;  Se  conocen  un  lado  y  dos  angulos  (LAA  o  ALA). 

t'ASO  2:  Se  conocen  dos  lados  y  el  angulo  opuesto  a  uno  de  ellos  (LLA). 

i’A.SO  Se  conocen  dos  lados  y  el  angulo  entre  ellos  (LAL). 

i'  A.SO  4;  Se  conocen  tres  lados  (LLL). 


FIGURA  3 


La  figura  3  ilustra  los  cuatro  casos. 


Caso  1 :  LAA  0  ALA  Caso  2:  LLA  Caso  3:  LAL  Caso4:LLL 


La  ley  de  los  senos  se  utiliza  para  resolver  triangulos  de  los  casos  I  y  2. 


*Recucrde  de  la  geomeirta  plana  que  si  se  conocen  los  tres  angulos  de  un  triangulo  cso  dctcrniin;i  uiu 
familia  de  triangulos  semejanlcs.  cs  decir,  triangulos  de  la  misma  forma  pero  con  difcrcnte.s  laniafios. 
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FIGURA  4 


FIGURA  5 


.  .11'.  Para  un  tri^ngulo  con  lados  a,  b,  c  y  angulos  opuestos  a,  (3,  y,  respectivamente, 
:c-\  1.-  .‘n 

sen  a  _  sen  (3  _  sen  y 

a  h  c  ^ 


■  ( 

3  ' 

C 

h 

/ 

-1  7 

J 

b 

(a) 

c  -  a 


on  Para  demostrar  la  ley  de  los  senos  trazamos  una  altura  de  longitud  h  desde  uno  de 
los  vertices  del  triangulo  en  cuestion.  La  figura  4(a)  muestra  h  para  un  triangulo  con 
tres  angulos  agudos  y  la  figura  4(b)  muestra  h  para  un  triangulo  con  un  angulo  ob¬ 
tuse.  En  cada  caso,  trazamos  la  altura  desde  el  vertice  (3.  Con  cualquiera  de  la.s  fi- 
guras,  tenernos 

h 

sen  y  =  — 
a 

de  donde 

h  =  a  sen  y  (2) 

De  la  figura  4(a),  tambidn  tenemos  que 


de  donde 

La  figura  4(b)  implica  que 

y  de  nuevo 


sen  a  = 


h  =  c  sen  a 


sen  a  =  sen(180°  —  a)  =  — 

c 


h  =  c  sen  a 


Asi,  ya  sea  que  el  tridngulo  tenga  tres  angulos  agudos  o  dos  dngulos  agudos 
y  uno  obtuso,  las  ecuaciones  (2)  y  (3)  son  vdlidas.  Como  resultado,  podemos  igualar 
las  expresiones  para  h  en  las  ecuaciones  (2)  y  (3)  y  obtener 


de  donde 


a  sen  y  =  c  sen  a 


sen  a  _  sen  y 
a  c 


De  manera  analoga,  al  trazar  la  altura  h'  desde  el  vcrtice  del  angulo  (3  como 
en  la  figura  5,  podemos  mostrar  que 

h'  h' 

sen  (3  =  ^  y  sen  T  = 


h'  =  c  sen  [3  =  b  sen  y 


sen  j3  _  sen  y 
b  c 
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A1  coinbinar  las  ecuaciones  (4)  y  (5)  obtcnemos  la  ccuacion  (1),  la  ley  de  los  seno' 

A1  aplicar  la  ley  de  los  senos  para  resolver  triangulos  utilizamos  cl  hccliodi 
que  la  suma  de  los  dngulos  de  cualquier  triangulo  es  igual  a  180^;  es  decir. 

~  i 

a  +  /3  +  7  =  180°  (6)  . 

Nuestros  dos  primeros  ejemplos  muestran  la  forma  de  resolver  un  triangulo 
cuando  se  conocen  un  lado  y  dos  angulos  (Caso  1:  LA  A  o  ALA). 


Observe  que  en  el  ejemplo  1  determinamos  y  c  utilizando  el  lado  conoci- 
do  a.  Esto  es  mejor  que  determinar  primero  b  y  trabajar  luego  con  un  valor  retkin- 
deado  de  b  para  calcular  c. 


Resuelva  el  triangulo:  a  =  35°,  /3  =  15°,  c  =  5 

La  figura  7  i lustra  el  triangulo  por  resolver.  Como  conocemos  dos  angulos  («  =  .1^“ 
y  /3  =  15°),  es  facil  determinar  el  tercer  angulo  mediante  la  ecuacidn  (6): 

a  +  /3  +  7  =  180° 

35°  +  15°  +  7  =  180° 

7  =  130° 


Seccion  8.1  Ley  de  las  senos  ^85 


FIGURA  7 


Ahora  conocemos  los  tres  Sngulos  y  un  lado  (c  =  5)  de!  triangulo.  Para  determinar 
los  otros  dos  lados,  a  y  i>,  utilizamos  dos  veces  la  ley  de  los  senos: 


sen  a 

sen  y 

sen  (3 

sen  y 

a 

c 

b 

c 

sen  35° 

_  sen  130° 

sen  1 5° 

_  .sen  130° 

a 

5 

b 

5 

5  sen  35 

5  sen  15° 

a= -  =3.74  b= -  =  1.69  ■ 

sen  130  sen  130° 

Nota:  En  los  siguientes  ejemplos  y  ejercicios,  a  menos  que  se  indique  lo  contrario,  mediremos 
los  iingulos  cn  grades  y  los  redondearemos  hasta  una  cifra  decimal;  y  redondearemos  todos  los 
lados  hasta  dos  cifras  decimales.  Para  evitar  errores  de  redondeo  al  utilizar  una  calculadora, 
guardaremos  los  valores  no  redondeados  en  la  memoria  para  utilizarlos  en  cSIculos  posteriores. 


■  Ahoru  resuelva  el  problema  1. 


El  caso  ambiguo 

El  caso  2  (LLA),  que  se  aplica  a  triangulos  donde  se  conocen  dos  lados  y  el  angulo 
opuesto  a  uno  de  ellos,  se  conoce  como  el  caso  ambiguo  pues  la  informacion  resul- 
tante  puede  producir  un  triangulo,  dos  triangulos  o  ninguno.  Supongamos  que  cono¬ 
cemos  los  lados  a  y  y  el  tlngulo  a,  como  nos  muestra  la  figura  8.  La  clave  para 
determinar  los  triangulos  posibles  (si  existen)  que  pueden  formarse  a  partir  de  la  in¬ 
formacion  dada,  recae  principalmente  en  la  altura  /t  y  el  hecho  de  que  h  =  b  sen  a. 


Ningiln  triangulo:  S'l  a  <  b  sen  a  =  h,  esta 
claro  que  cl  lado  a  no  cs  lo  bastanle  grande 
para  format'  un  triangulo.  Vease  la  figura  d. 


FIGURA  9 

a  <  b  sen  a 


Un  triangulo  rectangulo:  Si  o  =  ft  sen  a  = 

h,  entonces  el  lado  a  ticnc  la  meclida  justa 
para  format'  un  triangulo  rectangulo.  Vease 
la  figuralO. 


FIGURA  10 

a  =  h  sen  a 


Dos  triangulos:  Si  a  <  by  h  =  h  sen  a  <  a,  Un  triangulo:  Si  a  a  b,  entonces  solo  se 

entonces  podemos  format'  dos  triangulos  dis-  puede  fortnar  un  trangulo.  Vease  la  figura  12. 

tintos  a  partir  de  la  informacion  dada.  Ve'ase 
la  figura  1 1 . 


FIGURA  11 

b  sen  a  <  a  y  a  <  b 


FIGURA  12 

a  S  b 
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Por  fortuna,  no  tenemos  que  confiar  en  una  figura  para  obtener  la  conclusion 
correcta  en  el  caso  ambiguo.  La  ley  de  los  senos  nos  conduce  a  la  deteiTninacibii  co- 
rrecta.  Veamos  como. 


K  .J  !  r  1 


FIGURA  13(a) 


X 


Resolver  el  triangulo:  a  =  3,  b  =  2,  a  =  40° 


7, 


/.  i.l  \ 


s-  iliicii)i:  Vease  la  figura  13(a).  Como  conocemos  a  =  3,b  =  2,  ya  =  40°,  utilizamos  la  Icy 
de  los  senos  para  determinar  /3: 

sen  a  _  sen/3 
a  h 


Entonces 


sen 40°  _  sen/3 
3  ”  2 

2  sen  40° 


sen  (3  = 


0.43 


Existen  dos  angulos  /3,  0°  <  /3  <  180°,  para  los  que  sen  /3  «  0.43: 

/3«25.4°  y  /3«  154.6° 

[Nota:  aqui  hemos  calculado  (3  mediantc  el  valor  de  sen  /3  guardado  en  la  memoria.  ,Si  uiili/;i 
el  valor  redondeado,  sen  /3  ~  0.43,  obtendra  resultados  un  poco  distinlos.] 

Descartamos  la  segunda  posibilidad,  pues  a  =  40°,  lo  que  hace  que  a  + 
194.6°  >  180°.  Ahora.  con  (3  ~  25.4°,  tenemos 

y=  180°  -  a  -  f3^  180°  -40°  -  25.4°  =  114.6° 

Ahora  podemos  determinar  el  lado  c  mediante  la  ley  de  los  senos: 

sen  y  _  sen  a 
c  a 

sen  114.6‘  sen  40° 


c 


3sen  1 14.6°  .  „  . 

c  = - TTc —  ~  4.24 


c  =  4.24 


sen  40° 

La  figura  13(b)  muestra  el  triangulo  resuelto. 


K  J  K,  \I  P  F,  O  I  Lmi  (It  hi  It-y  (/{•  lii^  piini  n  -nirer  iin  iriiiiiviilii  1.1  A  uli)\  si'i'iit 

Resolver  el  triangulo:  a  =  6,  b  =  S,  a  =  35° 

.Suliii’ii  .11  Como  conocemos  a  =  6,  b  =  8,  y  a  =  35°,  utilizamos  la  ley  de  los  senos  pa^a 
determinar  el  angulo  (3: 

sen  a  _  sen/3 
a  b 
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Entonces 


sen  /3 


sen  35°  _  sen  (3 
6  ”  8 
8  sen  35° 


0.76 


/S,  ==49.9°  o  /32  =  130.E 


Para  ambas  posibilidades  tenemos  que  q'  +  /3<180°.  Por  Jo  tanto,  hay  dos 
triangulos,  uno  con  el  angulo  /3  =  /3|  =  49.9°  y  el  otro  con  el  angulo  (i  =  (io  — 
130.1°.  El  tercer  angulo  y  es 

y,  =  180°  -  a  - /3|  «  95.1°  o  72  =  180°  -  a  -  ft  =  14.9° 


El  tercer  lado  c  satisface  la  ley  de  los  senos,  de  modo  que 


sen  95. 1 


C| 


Cl 


sen  35° 

6 

6  sen  95,1° 


sen  y  _  sen  a 
c  a 

sen  14.9°  sen  35° 


C2 


10.42 


sen  35° 

La  figura  14  muestra  los  dos  triangulos  obtenidos. 


C2  = 


6  sen  14.9° 
sen  35° 


2.69 


5  ;/(•  It!  Ii’\  lit  l,t\  II"  Iri, 111-^11111  /,/->  .  ■ 

Resolver  el  triangulo:  a  =  2,  c  =  1,7=  50° 

oliicuiii  Como  conocemos  o  =  2,  c  =  1,  y  7  =  50°,  utilizamos  la  ley  de  los  senos  para 
determinar  el  angulo  a: 


sen  a  _  sen  7 
a  c 

sen  a  _  sen  50° 

2  1 

sen  a  =  2  sen  50°  =  1.53 

No  existe  un  angulo  a  para  el  cual  sen  a  >  1.  Por  lo  tanto,  no  cxiste  un  triangulo 
con  las  medidas  dadas.  La  figura  15  muestra  los  datos  proporcionados.  Observe  que 
no  importa  la  posicion  en  que  pretendamos  colocar  el  lado  c,  este  nunca  cortara  al 
lado  b  para  formar  un  triangulo.  " 

■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 

Problemas  de  aplicacion 

La  ley  de  los  senos  sirve  de  manera  especial  para  resolver  ciertos  problemas  de 
aplicacion. 
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■•lUi'li. 


FIGURA  16 

N 

0-^E 
!  S 


Rayos-X 


La  estacion  Zulu  de  los  guardacostas  se  encuentra  a  120  millas  al  oeslc  de  laou- 
cion  Rayos  X.  Un  barco  en  el  mar  envi'a  una  llamada  de  auxilio  la  cual  es  recibiik 
por  ambas  cstaciones.  La  llamada  a  la  estacion  Zulu  indica  que  la  posicion  del  bar¬ 
co  es  40°  al  este  del  norte;  la  llamada  a  la  estacion  Rayos  X  indica  que  la  posicu® 
del  barco  es  30°  al  oeste  del  norte, 

(a)  i,A  que  distancia  del  barco  se  encuentra  cada  estacion? 

(b)  Si  un  helicoptero  que  puede  volar  a  200  millas  por  bora  sale  dcsdc  la  eslaeuit 
mas  cercana  al  barco,  ^cudnto  tiempo  tardara  en  llegar  a  dste? 

(a)  La  figura  16  muestra  la  situacion.  Vemos  que  el  angulo  y  es 

y  =  180°  -  50°  -  60°  =  70° 

Ahora  podemos  utilizar  la  ley  de  los  senos  para  detei'minar  las  dos  distaiiew 
a  y  b: 

sen  50°  _  sen  70° 
a  ~  120 


sen  60° 
b 


120  sen  50° 
sen  70° 
sen  70° 

120 

120  sen  60° 
sen  70° 


97.82  millas 


1 10.59  millas 


Asi,  la  estacion  Zulu  esta  a  casi  Ill  millas  del  barco  mientras  que  la  Rayos .\ 
esta  a  casi  98  millas. 

(b)  Calculamos  el  tiempo  t  necesario  para  llegar  al  barco  desde  la  estacion  Rayos  ,\ 
mediante  la  fdrmula 


(Velocidad,  v)(Tiempo,  /)  =  Distancia,  a 


Entonces 


t  ~  ~ 

V 


0.49  boras  ~  29  minutos 


<.;.1  .-I'  ri 


Ejercicio  8.1 


El  helicoptero  tardara  casi  29  minutos  en  llegar  hasta  el  barco. 
Ahora  resuelva  el  problema  29. 


En  los  problemas  del  /  al  8  resuelva  cada  tridngulo. 


a/ 

/ 

45= 


1 


Seccion  8.1  Ley  de  los  senos  489 


4. 


30 


125 


5. 


10 


45'^ 


7 

40= 


6. 


5=- 


7. 


10° 


,?  100°  2 


8. 


40°  a 

c 


30  100‘ 

c 


En  los  problemas  del  9  al  16  resuelva  cada  tridngulo. 

9.  Q’  =  40°,  p  =  20°,  a  =  2  10.  a  =  50°,  y  =  20°,  a  =  3 

12.  a  =  70°,  (i  =  60°,  c  =  4  13.  a  =  1 10°,  y  =  30°,  c  =  3 

15.  a  =  40°,  P  =  40°,  c  =  2  16.  /3  =  20°,  y  =  70°,  a  =  1 


11.  p  =  70°,  y  =  10°,  b  =  5 
14.  =  10°,  y  =  100°,  fo  =  2 


En  los  problemas  del  17  al  28  se  proporcionan  dos  lados  y  un  dngulo.  Determine  si  esla  informacion 
produce  un  tridngulo.  dos  tridngulos  o  ninguno.  Resuelva  los  tridngulos  obtenidos. 


17. 

20. 

23. 

26. 

29. 


b  =  A,c  =  2.p  =  40° 
a  =  A.  b  =  5,  a  =  60° 
a  =  3,  b  =  7.  a  =  70° 
fl  =  2,  c  =  1,  y  =  25° 


a  =  3,  h  =  2,  «  =  50°  18. 

=  2,  c  =  I.  a  =  120°  21. 

b  =  4,  c  =  6,  P  =  20°  24. 

b  =  4.  c  =  5,  P  =  95°  27. 

La  estaciOn  Able  de  los  guardacostas 
se  encuenlra  a  150  niillas  al  sur  de  la  estacion  Baker.  Un 
barco  en  el  mar  envi'a  una  llamada  de  auxilio  la  cual  es 
recibida  por  ambas  estaciones.  La  llamada  a  la  estacidn  Abie 
indica  que  la  posicion  del  barco  es  35°  al  none  del  este;  la 
llamada  a  la  cstaci6n  Baker  indica  que  la  posicidn  del  barco 
es  30°  al  sur  del  este. 

(a)  ^A  que  distancia  del  barco  se  encuentra  cada  estacibn? 

(b)  Si  un  helicoptcro  que  puede  volai'  a  200  millas  por  bora 
sale  desde  la  estacion  mas  cercana  al  barco,  ^cu^nto  tiempo 
tardara  en  Ileaar  a  este? 


30. 


Vease  la  figura.  Para  determinar  la  distancia 
de  la  casa  en  el  punto  A  a  la  casa  en  B,  un  topografo  mide 
un  angulo  BAC  de  40°,  despuds  camina  100  pies  hasta  C  y 
mide  el  angulo  ACB,  que  es  de  50°.  ^Cudl  es  la  distancia  de 
A  a  fi? 


19.  b  =  5,c  =  3,p=  100° 

22.  b  =  2,  c  =  3,  P  =  40° 

25.  fl  =  2,  c  =  I,  y  =  100° 

28.  b  =  4.  c  =  5,  p  =  40° 


.-.AIL 


100  pies 


50 


u 
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31.  /'  ‘  If,  III!.  /'  Vease  la  figura.  Para  dcterminai'ii 

longitud  de  un  ascensor  propuesto  para  una  pista  de  esquf  dcsde  A  hasta  B,  un  topografo  mide  el  iJngulo  qiit 
cs  de  25",  luego  camina  1000  pies  hasta  C  y  mide  el  angulo  ACB,  que  es  de  15°.  t,Cual  es  la  distancia  de  ,1  a/I 


32. 

33. 


34. 


35. 


;//■  ■  II.:.  ,  •  .  •  '  Utilice  la 

ikistracidn  del  problema  31  para  determinar  la  altura  BD  de 
la  mop.tafia  en  el  punto  B. 

//  ■-  ,-  ■  Un  avidn  es 

obscrvado  por  dos  personas  que  se  encuentran  a  1000  pies 
de  distancia  una  de  otra,  Cuando  el  avidn  pasa  por  la  recta 
que  los  line,  cada  obscrvador  mide  el  angulo  de  elevacion  al 
avion,  como  indica  la  figura.  lA  que  altura  se  encuentra  el 
avion? 


.  \  40° 

;  35Y-- 

/I  1000  pies 


,  II. 

(  El  puente  mas  alto  del  mundo  es  el  tendido  sobre 

Royal  Gorge,  del  rfo  Arkansas  en  Colorado,  Estados  Unidos.* 
Se  realizan  mediciones  hacia  el  mismo  punto  al  nivel  del 
agua,  dircctamente  bajo  el  puente,  desde  cada  lado  del  puen¬ 
te  con  880  pics  de  longitud,  como  muestra  la  figura.  tQue 
altura  tiene  el  puente? 


880  pies 


% 

'■'A  ' 

\ 


65.5^V< 


M- 

.'i&\  .  ‘ 


\  ' 
4  \ 

\ 


/m, 
!  t: 


Un  avidn  vuela  de  la  ciudad  A  a  la  ciudad  B,  una 
distancia  de  150  millas,  y  despues  gira  40"  para  dirigirse  a  la 
ciudad  C,  como  muestra  la  figura. 

(a)  Si  entre  las  ciudades  A  y  C  hay  300  millas,  que  dis¬ 
tancia  sc  encuentra  la  ciudad  B  de  la  ciudad  C? 

(b)  ^.Con  que  angulo  debe  girar  el  piloto  en  la  ciudad  C  pa¬ 
ra  regresar  a  la  ciudad  A? 


*Fuefiie:  Libro  Guiness  de  records  mundiales. 
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36.  /irinp!  perdida  (Ichidi)  'I  itri  •  d(  ildvr  ..  En 
un  intento  por  ir  de  la  ciudad  A  a  la  ciudad  B  un  avion  si- 
guio  un  CLirso  con  J0°  de  error,  como  mueslra  la  figura.  Des¬ 
pues  de  volar  50  millas  el  piloto  corrigid  el  curso  girando  en 
el  punto  C  y  volando  otras  70  millas.  Si  la  velocidad  cons- 
tante  del  avion  era  de  250  millas  por  hora,  ^cudnto  tiempo  se 
perdio  debido  al  error? 


10'- 

\  - 

50  millas 


/O  millas 


37.  r  'lih  idi)  dc  hi  iiu  linuriiiii  de  hi  inm-  im  liiuidu  de  Bi\ti. 
La  faniosa  tone  inclinada  de  Pisa  tem'a  originalmente  una  al- 
tura  de  184.5  pies.*  Despues  de  caminar  123  pies  desde  la 
base  de  la  torre.  el  angulo  de  elevacidn  hasta  la  cima  resulta 
ser  de  60°.  Determine  el  angulo  CAB  indicado  en  la  figura. 
Determine  ademds  la  distancia  perpendicular  de  C  a  AB. 


184.5  pies 


C 

I ' 

I  \ 

I 

I 


A 


60V 


123  pies 


<i 

B 


38.  ■  s  de  Bieliis  en  tiiitiniun  iles  En  cierto  automdvil  el  eje 

de  las  bielas  mide  3  pulgadas  y  la  varilla  de  unidn  9  pulgadas 
(veasc  la  figura).  Cuando  el  angulo  OPA  mide  15°,  ^a  qu6 
distancia  se  encuentra  el  pistdn  (P)  del  centro  (O)  del  eje  de 
la  biela? 


39.  :  nnslnieeidn  di  iie^i  nurelerti.  La  carretera  41  de  Es- 

tados  Unidos,  cuyas  direcciones  principales  son  norte-sur, 
estd  en  construccion  a  lo  largo  de  la  costa  de  Florida.  Cer- 
ca  de  Naples,  una  bahi'a  obstruye  el  trazo  recto  de  la  carre¬ 
tera.  Como  el  costo  de  un  puente  es  demasiado  alto,  los  in- 
genieros  deciden  rodear  la  bahi'a.  La  ilustracidn  muestra  la 
trayectoria  decidida  y  las  medidas  tomadas.  ^.Cudl  es  la  lon- 
gitud  de  la  carretera  necesaria  para  rodear  la  bahi'a? 


,'3  puidjdas 


^9  pulgadas 


T7 

0 

J  15°- 

140°  Cangreio 

r. 

Oceano 

J  i 

;  itiiilM 

S 

•Tl  millas 

Bahia 

del 

Pelicano 

Carretera  41 

135' 

de  1 

Estactb:; 

i 

UnMos 

'*P 


*En  su  informe  de  1986  acerca  del  fr4gil  campanario  de  7  siglos  de  antigiiedad,  los  cienlfficos  afirmaron  en  Pisa,  Italia,  que  la  torre  in¬ 
clinada  de  Pisa  habi'a  incrementado  su  famosa  inclinacion  en  1  milimetro,  o  0.04  pulgadas  (casi  el  promedio  anual),  aunque  en  Ics  dos 
afios  anteriores  la  inclinacion  se  habi'a  reducido  a  casi  la  miiad  de  e.sa  cantidad. 

Ultimas  noticias,  Pisa,  Italia,  septiembre  de  1995.  La  torre  inclinada  de  Pisa  se  ha  desplazado  subitamente,  a  pcsar  de  los  esfuer- 
zos  por  estabilizarla,  afirmaron  los  periodicos  italianos  el  domingo.  La  torre,  construida  sobre  un  subsuclo  incstable  entre  1 174  y  1350 
como  campanario  para  la  catedral  cercana,  se  movid  recientemente  0.07  pulgadas  en  una  noche.  La  torre  quedo  cerrada  al  turismo  desde 
1990,  pero  se  espera  abrirla  parcialmenie  el  prdximo  afio. 


Capi'tulo  8  Aplicaciones  adicionales  de  la  trigonometria 


40.  El  timonel  de 

un  baico  en  el  mar  avista  dos  Faros  que  sabe  estan  separados 
por  uiia  distancia  de  3  millas  a  lo  largo  de  una  costa  recta. 
El  determina  que  los  angulos  Formados  entre  las  dos  Ifneas 
de  visiitn  dc  los  Faros  y  la  recta  que  va  directamente  del  barco 
a  la  orilla  miden  13"  y  33".  Vease  la  ilustracion. 

(a)  que  distancia  del  faro  A  se  encuentra  el  barco? 

(b)  que  distancia  del  Faro  B  se  encuentra  el  barco? 

(c)  quo  distancia  dc  la  orilla  se  encuentra  el  barco? 


41.  El  timonel  de 

un  barco  en  el  mar  tieno  a  la  vista  el  puerto  donde  debe  atracar. 
El  avista  un  faro  que  sabe  se  encuentra  a  una  milla  de  la  en- 
trada  de  la  bahi'a,  y  mide  el  angulo  entre  las  li'neas  de  visidn 
del  puerto  y  del  faro,  siendo  dicho  angulo  de  20°.  Dirigien- 
dose  Fiacia  el  puerto,  el  timonel  repite  la  medicidn  despues 
de  3  minutos  de  viajar  a  12  millas  por  bora.  Si  el  nuevo  dn- 
gulo  es  de  30°,  ^a  que  distancia  se  encuentra  el  barco  de  la 
bahi'a? 


42.  Un  guardia  forestal  va  por 

un  camino  inclinado  5°  respecto  a  la  horizontal,  directamente 
hacia  una  torre  de  observacidn  de  100  pies  de  altura.  Cuando 
el  Sngulo  de  elevacidn  de  la  parte  superior  de  la  tone  es  de 
40°  ttt  que  distancia  de  la  torre  se  encuentra  el  guardia? 


Oceano 


3  millas 


43. 


1 825)  establece  que 


Para  cualquier  tridngulo,  la  fdrmula  de  Mollweide  (en  honor  de  Karl  Mollweide,  1774 

a  +  b  _  cos  ka  —  13) 
c  sen  Ij-y 


Deduzcu  esta  Formula.  {Sugercncia:  utilice  la  ley  de  los  senos  y  luego  una  Formula  suma-producto.]  Observe  quo  l.s 
formula  dc  Mollweide  relaciona  los  seis  datos  de  un  triangulo.  Debido  a  ello  en  ocasiones  se  le  utiliza  para  veriiiti' 
la  solucion  de  un  triangulo. 

44.  Otra  presentaciOn  de  la  fOrmula  de  Mollweide  es 


45. 


a  ~b  ^  sen  y-(a  -  /3) 
c  cos 


Deduzcala. 

Para  cualquier  tridrtgulo,  deduzca  la  fdrmula 

a  ^  b  cos  7  +  c  cos  (3 
[Sugerencia:  utilice  el  hecho  de  que  sen  a  =  sen(  180°  ^  13  —  7).] 


1 
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46. 


Para  cualquier  tri^ngulo,  dcduzca  la  ley  de  las  tangentes: 


a  —  b  _  tan  \(a  -  fi) 
a  +  h  tan  +  /3) 


47. 


[Sugerencia:  utilice  la  fdrmula  de  Mollwcide.] 

Miie.slie  que 

sen  g  _  sen^  _  sen  y  _  I 
a  b  c  2r 

donde  r  es  el  radio  del  ci'rculo  que  circunscribe  al  triangulo  ABC  cuyos  lados  son  a,  b, 
c,  como  mueslra  la  I'igura  anexa.  [Sugcrowia:  trace  el  diametro  AB' .  Entonces  /3  =  an- 
gulo  ABC  ~  Angulo  AB'C  y  angulo  ACB'  =  Q0°.] 


Plantee  tres  problemas  con  iriangulos  oblicuos.  Uno  debe  tener  como  respuesta  tin  triangulo,  el  segundo  dos  trian- 
gnios  y  el  tercero  ninguno. 


Ley  de  los 
cosenos 


En  la  secci6n  8. 1  utilizamos  la  ley  de  los  senos  para  resolver  el  caso  1  (LAA  o  ALA) 
y  el  caso  2  (LLA)  de  un  triangulo  oblicuo.  En  esta  seccion  deduciremos  la  ley  de 
los  cosenos  y  la  utilizaremos  para  resolver  los  otros  casos,  3  y  4. 

Se  conocen  dos  lados  y  el  angulo  enlre  ellos  (LAL). 

Se  conocen  tres  lados  (LLL). 

Para  un  triangulo  de  lados  a,  h,  c  y  angulos  opuestos  a,  /3,  y,  respectivamente, 

—  lab  cos  y  ( 1 ) 

—  lac  cos  (2) 

^2  =  ^2  _|_  ^2  _  2,bc  cos  a  (3) 


Solo  demostraremos  la  fdnnula  (1).  Las  fdnnulas  (2)  y  (3)  se  pueden  demostrar  con 
el  mismo  argumento. 

Primero  colocaremos  un  triangulo  en  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares, 
de  manera  estrategica,  de  modo  que  el  vertice  del  angulo  y  quede  en  el  origen  y  el 
lado  b  este  a  lo  largo  del  eje  a:  positive.  Ya  sea  que  y  sea  agudo,  como  en  la  figura 
17(a),  0  bien  obtuso,  como  en  la  figura  1 7(b),  el  vertice  B  tiene  coordenadas  (a  cos  y, 
a  sen  y).  El  vertice  A  tiene  coordenadas  ((3,0). 


FIGURA  17  y 

' 

1 

a 

D  /oorsr.  N  S  =  (“  3  COS  (1  80°  “  Y  ,  3 

9=  (a  COS  7,  a  sen  Y  ;  ^  r 

^  ‘  =  (a  COSY,  a  sen  y)  y 

• 

c  \ 

( 

X  I  a 

7.  i 

CO 

o 

o 

I 

>  — 

o' 

*  4  =  (6.01  1 

180“-y  0 

(a)  El  angulo  yes  agudo 

CD 

1 

II 

(b)  El  angulo  yes  obtuso 
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E  J  i;  iM  P  E  () 


FIGURA18 


2  / 
/ 

/60° 


Ahora  podemos  utilizar  la  formula  de  la  distancia  para  calcular  r-; 

c‘  =  (b  —  a  cos  yf  +  (0  ~  a  sen  7)^ 

=  —  lab  cos  j  +  cos^  j  +  sen^  y 

=  a^(cos^  y  +  sen’  y)  +  b-  —  lab  cos  y 

=  +  b'^  ~  lab  cos  y  • 

Podemos  enunciar  cada  una  de  las  formulas  (1),  (2)  y  (3)  de  la  manen, 
siguiente: 

Tcoiviiui  El  cuadrado  de  un  lado  de  un  triangulo  es  igual  a  la  suma  de  los  cuadrados  do  In 
cdsoiiD-  otros  dos  lados,  menos  el  doble  de  su  producto  por  el  coseno  del  angulo  eiitreescn 
lados.  • 

Observe  que  si  el  triangulo  es  rectangulo  (por  ejemplo,  si  7  =  90°),  entonr^ 
la  formula  (1)  se  convierte  en  el  familiar  teorema  de  Pitagoras:  =  a’  +  /j".  As. 
el  teorema  de  Pitdgoras  es  un  caso  particular  de  la  ley  de  los  cosenos. 

Ahora  veremos  cdmo  utilizar  la  ley  de  los  cosenos  para  resolver  el  casu  ■ 
(LAL),  el  cual  se  aplica  a  los  triangulos  en  que  conocemos  dos  lados  y  el  aneu'.. 
entre  ellos. 

Uso  lie  hi  Uy  ih  ii>\  r,r..  ,i,i\  inint  i  snhTr  un  tridnyuln  L/\l 
Resolver  el  triangulo:  a  =  1,  b  =  3,  y  =  60° 

Solucion  Vease  la  figura  18.  La  ley  de  los  cosenos  permite  determinar  con  facilidad  cl  tcrcft 
lado,  c: 

=  a^  +  —  lab  cos  7 

=  4  +  9  -  2  ■  2  •  3  •  cos  60° 

=  13  -  (12  •  i)  =  7 

c  =  Vl 

El  lado  c  tiene  como  longitud  V?.  Para  determinar  los  angulos  a  y  j8  podemos  uti¬ 
lizar  la  ley  de  los  senos  o  la  de  los  cosenos.  Es  mejor  utilizar  la  ley  de  lo.s  coseni’> 
puesto  que  con  ella  obtenemos  una  ecuacidn  con  una  solucion.  El  uso  de  la  leydf 
los  senos  conduce  a  una  ecuacidn  con  dos  soluciones,  y  tendriamos  que  vcrilicat 
cual  de  ellas  se  ajusta  a  los  datos  proporcionados.  Asi,  optamos  por  utili/arL' 
fdrmulas  (2)  y  (3)  de  la  ley  de  los  cosenos. 

Para  a: 

q2  _  ^2  _|_  ^2  _  2t>c  cos  a 


Ibc  cos  a  =  b^  +  c~  —  t 

b2  +  ,.2  _ 


cos  a  = 


Ibc 


9  +  7-4  ^  12 

2  •  3\/7  6V7 


2V7 


40.9° 


Para  /3; 


b^  =  a^  +  —  lac  cos  /3 


cos  )3  = 


+  c2  -  ^>2  4  +  7  _  9 


lac 


v? 

14 


4V7  2V7 

/3  «  79.1° 

Observe  que  a  +  /3  +  7  =  40.9°  +  79.1°  +  60°  =  180°,  como  se  requiere.  t 
■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 
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I  .1  K  M  P  L  O  2 

Siiliicion 

FIGURA  19 


K  ,I  K  M  P  L  O  3 


•Sokiciop 

'  FIGURA  20 


Key  West 


El  siguiente  ejemplo  muestra  la  forma  de  utilizar  la  ley  de  los  cosenos  cuando 
se  conocen  los  tres  lados  de  un  triangulo,  el  caso  4  (LLL). 


['so  tic  It:  Icy  (Ic  Ins  ctisdiiis  jtnni  nwals-.  r  tm  Iriini^iilt)  LLl 
Resolver  el  triangulo:  a  =  4,  6  =  3,  c=6 


Vease  la  figura  19.  Para  determinar  los  dngulos  a,  (3,  y  y  procedemos  como  en  la 
ultima  parte  de  la  solucion  del  ejemplo  1. 

Para  a: 


cos  a  = 


2bc 


36  -  16 


2  •  3  ■  6 


36.3" 


36 


Para  /3: 


cos  (3  = 


—  b^ 

lac 


16  +  36-9 
2  •  4  ■  6 


[3  «  26.4° 

como  conocemos  a  y  f3, 

y  =  180°  -  a  -  (3-=  180°  -  36.3°  -  26.4° 


43 

48 


117.3°  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 

(  urn  I  t  ion  tic  tin  error  tit’  ih  rcyticitiii 

Un  bote  de  motor  sale  de  Naples,  Florida,  hacia  Key  West,  a  150  millas  de  distan- 
cia.  Lleva  una  velocidad  constante  de  15  millas  por  bora  pero  navega  con  fuertes 
corrientes  y  vientos  cruzados,  la  tripulacion  descubre,  despues  de  4  boras,  que  el 
bote  esta  fuera  de  curso  por  20°. 

(a)  que  distancia  de  Key  West  estd  el  bote  en  ese  momento? 

(b)  ^Con  que  angulo  debe  girar  para  corregir  su  curso? 

(c)  ^Cuanto  tiempo  se  agrego  al  viaje  debido  a  la  desviacion  del  curso?  (Suponga 
que  la  velocidad  se  mantiene  en  15  millas  por  bora.) 

Vease  la  figura  20.  Con  una  velocidad  de  15  millas  por  bora,  el  bote  ba  recorrido 
60  millas  despues  de  4  boras.  Buscamos  la  distancia  x  del  bote  a  Key  West  y  el  an¬ 
gulo  0  con  el  cual  debe  girar  para  corregir  su  curso. 

(a)  Para  determinar  x  utilizamos  la  ley  de  los  cosenos,  puesto  que  conocemos  dos 
lados  y  el  angulo  entre  ellos. 

x2  =  1502  +  502  _  2(150)(60)  cos  20°  =  9186 
X  =  95.8 

El  bote  esta  a  casi  96  millas  de  Key  West. 

(b)  Abora  conocemos  los  tres  lados  de  un  triangulo,  de  modo  que  podemos  utilizar 
la  ley  de  los  cosenos  de  nuevo  para  determinar  el  angulo  a  opuesto  al  lado  que 
mide  150  millas. 

150^  =  96^  +  602  _  2(96)(60)  cos  a 
9684  =  -11,520  cos  a 
cos  a  ~  —0.8406 
a  «  147.2° 


Capitulo  8  Aplicaciones  adicionales  de  la  trigonometn'a 

El  bote  debe  virar  con  un  angulo  de 

e  =  180“  -  a  =  180°  -  147.2°  =  32.8° 

El  bote  debe  virar  con  un  angulo  aproximado  de  33°  para  corregir  su  curso. 

(c)  La  longitud  total  del  viaje  es  entonces  de  60  +  96  =  156  millas.  La.s  6  milkh 
adicionales  solo  requicrcn  de  unas  0.4  boras,  o  24  minutos  mas,  si  se  inanlienc 
la  velocidad  de  15  millas  por  bora. 

Ahora  resuelva  el  problema  25. 

_ D.Vf'  .  li'S  n  iKtr'o  ■  La  ley  de  los  senos  era  conocida  vagamente  mucho  antes  de  ser  enunciada  en  for¬ 
ma  explfcita  por  NasTr  ed-din  (cerca  de  1250  d.  C.).  Ptolomeo  (cerca  de  150  d.  C 
tem'a  conocimiento  de  ella  en  una  forma  que  utiliza  una  funcion  de  la  cuerda  dc  unj 
circunferencia  en  vez  de  la  funcion  seno.  Pero  fue  enunciada  por  vez  primera  ton 
claridad  en  Europa  por  Regiomontano,  en  1464. 

La  ley  de  los  cosenos  aparece  por  primera  vez  en  los  Elementos  de  Eutlidt' 
(Libro  II),  pero  en  forma  disfrazada,  donde  los  cuadrados  construidos  sobre  Ins  la 
dos  de  los  triangulos  se  suman  y  luego  se  resta  un  rectangulo  que  represcnia  cl  to- 
seno.  Era  conocida  de  esta  forma  por  todos  los  matematicos  debido  a  su  I'amiliari- 
dad  con  el  trabajo  de  Euclides.  Una  de  las  presentaciones  modernas  de  la  ley  de  lo- 
cosenos  (determinar  el  angulo  cuando  se  conocen  los  lados)  fue  enunciada  por  Fran 
gois  Vieta  (en  1593). 

La  ley  de  las  tangentes  (remitase  al  problema  46  del  ejercicio  8.1)  ya  esoh- 
soleta.  Fue  utilizada  en  vez  de  la  ley  de  los  cosenos  debido  a  que  esta  ultima  era 
inconveniente  para  el  calculo  con  tablas  de  logaritmos  o  reglas  de  calculo.  Sin  em¬ 
bargo,  la  combinacion  de  sumas  y  multiplicaciones  se  ha  simplificado  mucho  en  la 
actualidad  con  el  uso  de  las  calculadoras;  de  modo  que  la  ley  de  las  tangentes  ha 
sido  guardada  en  el  armario  junto  con  la  regia  de  calculo.  I 
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En  los  problemas  del  9  al  24  resuelva  cada  tridngulo. 


9. 

a  =  ,1,  b  =  4, 

y  ^ 

0 

o 

10. 

0  =  2, 

c  ^ 

o 

O 

11. 

b  - 

o 

O 

oo 

II 

II 

12. 

a  =  6.  h  =  4, 

y  = 

60° 

13. 

0  =  3, 

c  — 

2,  13=  110° 

14. 

b  = 

4,  c  =  1,  a  =  120° 

15. 

t)  =  2,  /;  =  2, 

7^ 

50° 

16. 

0  =  3, 

c  = 

2,  /3  =  90° 

17. 

a  = 

12.  h  =  13,  c  --  5 

18. 

a  =  4.h  =  5. 

C  “ 

3 

19. 

0  =  2, 

h  - 

2,  <•  =  2 

20. 

a  = 

3,  /;  =  3,  c  =  2 

21. 

a  =  5,  h  =  8. 

c  ~ 

9 

22. 

0  =  4, 

h  = 

3,  c  =  6 

23. 

a  ^ 

10,  b  =  8,  c  =  5 

24. 

a  =  9.  h  =  1, 

c  = 

10 

25.  Consulle  la  figura.  Para  determinar  la  distancia  entre  las  casas  A  y  B,  un  topdgrafo  mide  el  angulo  ACB 

y  delermina  que  mide  70°;  despu^s  camina  las  disiancias  hacia  cada  casa,  .70  y  70  pies,  respeclivamente.  ^,A  que  dis¬ 
tancia  se  encueniran  las  casas  entre  si? 


26.  Un  avidn  vuela  de  la  ciudad  A  a  la  ciudad  B,  a  una  distancia  de  ISO  millas.  y  despti^s  vira  con  un  an¬ 

gulo  de  50°  y  se  dirige  hacia  la  ciudad  C,  a  una  distancia  de  1 00  millas  (vease  la  I'iguraJ. 

(a)  lA  que  distancia  se  encuentra  la  ciudad  A  de  la  ciudad  C? 

(b)  ^Con  quS  angulo  debe  virar  el  piloto  en  la  ciudad  C  para  regresar  a  la  ciudad  4? 


27.  Al  intentar  volar  de  la  ciudad  4  a  la  ciudad  fi,  a  una  distancia  de  .130  millas,  un 

piloto  elige  un  rumbo  con  10°  de  error,  como  indica  la  figura. 

(a)  Si  el  avion  mantiene  una  velocidad  promedio  de  220  millas  por  hora  y  el  error  en  la  direccidn  se  descubre  des¬ 
pues  de  15  minutos,  ^con  qu6  angulo  se  debe  girar  la  nave  para  dirigirse  hacia  la  ciudad  fi? 

(b)  iQu€  nueva  velocidad  promedio  debe  mantener  el  piloto  de  modo  que  el  tiempo  total  de  vuelo  sea  de  90  minutos? 
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28.  r.viltir  imr  Janiu-iitu  al  Un  crucero  mantiene  una 

velocidad  promedio  de  1 5  nudos  al  ir  de  San  Juan,  Puerto  Ri¬ 
co,  a  Barbados,  en  las  Antillas,  a  una  distancia  de  600  millas 
nduticas.  Para  evitar  una  lormenta  tropical,  el  capitan  sale  de 
San  Juan  en  una  direccidn  de  20°  respecto  a  la  Imea  recta 
hacia  Barbados.  El  capitdn  mantiene  la  velocidad  de  15  nu¬ 
dos  durante  10  boras,  despues  de  lo  cual  la  ruta  hacia  Bar¬ 
bados  estd  libre  de  tormentas. 

(a)  4, Con  que  Sngulo  debe  girar  entonces  para  dirigirse  direc- 
tamente  a  Barbados? 

(b)  ^Cuanio  tiempo  tardar^  en  llegar  a  Barbados,  si  mantie¬ 
ne  la  velocidad  de  15  nudos? 

29.  t  ih  Un  “diaman¬ 

te"  de  beisbol  de  las  Grandes  Ligas  es  en  realidad  un  cua- 
drado  de  90  pies  por  lado.  El  monti'culo  de  lanzarniento  que- 
da  a  60.5  pies  de  la  placa  de  home,  sobre  la  recta  que  une 
home  con  la  segunda  base. 

(a)  que  distancia  se  encuenlra  home  de  la  primera  base? 

(b)  qud  distancia  se  encuentra  home  de  la  segunda  base? 

(c)  Si  un  lanzador  estS  mirando  hacia  home,  icon  qud  Angu¬ 
lo  debe  girar  para  ver  hacia  la  primera  base? 


Barbados 

K 


\ 

\ 


San  Juan 


30.  ?  :  i/('  hri\h,il  ih  I’ciiiirfuts  De  acuerdo  con 

el  reglamento  ot'icial  del  beisbol  de  Ligas  Pequenas,  un  dia¬ 
mante  es  un  cuadrado  con  60  pies  por  lado.  El  monti'culo  de 
lanzarniento  queda  a  46  pies  de  la  placa  de  home,  sobre  la 
recta  que  une  home  con  la  segunda  base. 

(a)  lA  que  distancia  se  encuentra  home  de  la  primera  base? 

(b)  ^A  qu6  distancia  se  encuentra  home  de  la  segunda  base? 

(c)  Si  un  lanzador  ve  hacia  home,  ^con  que  dngulo  debe  gi¬ 
rar  para  voltear  hacia  la  primera  base? 

31.  Ih  ti  n  /o;  ,  lonyiliul  (If  III!  .  :i>li  de  sojuirh  . 

La  allura  de  una  ton-e  de  radio  es  de  500  pies  y  el  piso  a  uno 
de  sus  lados  tiene  una  pendiente  hacia  arriba,  con  angulo  de 
10°  (vdase  la  figura). 

(a)  ^Cual  debe  ser  la  longitud  de  un  cable  de  soporte  si  ha  de 
unirse  a  la  patle  superior  de  la  torre  y  asegurarse  en  un 
punto  sobre  la  pendiente  a  100  pies  de  la  base  de  la  torre? 

(b)  ^Cudl  debe  ser  la  longitud  de  otro  cable  de  soporte  si  este 
ha  de  conectarse  a  la  mitad  de  la  torre  y  asegurarse  en  un 
punto  a  100  pies  de  la  base? 

32.  ■ 

Una  tone  de  radio  de  500  pies  de  altura  estJ  localizada  en 
un  lado  de  una  colina  que  tiene  una  inclinacidn  de  5°  respecto 
a  la  horizontal  {vease  la  figura).  ^Qud  longitud  deben  tener 
dos  cables  de  soporte  si,  conectados  a  la  parte  superior  de  la 
tone,  deben  asegurarse  en  dos  puntos  a  100  pies  hacia  andba 
y  hacia  abajo  de  la  base? 
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33.  W  i'yli  -,  rii'UI.  ,  (/Si;  (/('  /os  ■  iii  lirirni\  df  C'llirc 

La  distancia  de  la  placa  de  home  a  la  parte  m^s 
alejada  del  jardi'n  central  en  el  Wrigley  Field  es  de  400 
pies  (vease  la  figura).  lA  qud  distancia  se  encuentra 
dicha  parte  del  jardi'n  central  de  la  tercera  base? 

34.  licishni  tie  l.iL’a.\  I’ctiiicni:  La  distancia  de  la  pla¬ 
ca  de  home  a  la  parte  mas  alejada  del  jardi'n  central  en 
el  campo  de  liga  pequefia  de  Oak  Lawn  es  de  280  pies. 
lA  qud  distancia  se  encuentra  esa  parte  del  jardi'n  cen¬ 
tral  de  la  tercera  base?  [Noia:  La  distancia  entre  las 
bases  en  las  Ligas  Pequenas  es  de  60  pies.] 


35.  VariUar  v  pi\ui".  La  varilla  OA  (vease  la  figura) 
gira  en  torno  a  un  punto  I'ijo  O,  de  modo  que  A  reco¬ 
ne  un  circulo  de  radio  r.  El  punto  A  tiene  unida  otra 
varilla  AB  de  longilud  L  >  r  y  t\  punto  B  queda  uni- 
do  a  un  piston.  Muestre  quc  la  distancia  x  entre  el  pun¬ 
to  O  y  el  punto  B  esta  dada  por 

X  =  r  cos  6  +  a/ P-  cos-  9  +  Lr  - 
donde  9  es  el  angulo  de  rotacion  de  la  varilla  OA. 


36.  iftiinclriti  Muestre  que  la  longitud  r/ de  una  cuerda 
en  un  ci'rculo  de  radio  r  esta  dada  por  la  fdrmula 

d  =  2r  sen  — 

2 


donde  6  es  el  dngulo  central  formado  por  los  radios  a 
los  extremes  de  la  cuerda  (vtki.se  la  figura).  Utilice  es- 
te  resultado  para  deducir  el  hecho  de  que  sen  6  <  6, 
donde  0  >  0  se  mide  en  radianes. 


37.  Para  cualquier  triangulo,  muestre  que 


y  I  s(.s  -  c) 
cos  -f-  =  '  —  - 


2 


ab 


donde  s  =  ^(a  +  b  +  c).  [Sugerencia:  Utilice  una  fdrmula  para  la  mitad  de  un  dngulo  y  la  ley  de  los  cosenos.] 


38.  Para  cualquier  triangulo,  muestre  que 


donde  .s  =  k{a  +  b  +  c). 


I (s  -  a)(.s  —  b) 
•\i'  ab 


39.  Utilice  la  ley  de  los  cosenos  para  demostrar  la  identidad 

cos  a  cos  j3  ^  cos  y  _  «'_+  h-  -r  c- 

a  b  c  2abc 


40.  Escriba  su  estrategia  para  resolver  un  tridngulo  oblicuo. 
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Area  de 
un  triangulo 


En  esta  seccion  deduciremos  varias  formulas  para  calcular  el  area  A  de  un  triiingulii 
La  mds  familiar  de  ellas  es  la  siguiente; 

El  area  A  de  un  triangulo  es 

A  =  \bh  (1) 


donde  b  es  la  base  y  h  la  altura  trazada  a  esa  base. 

La  deduccion  de  esta  formula  resulta  sencilla  tina  vez  que  construimos  un  rectangiilo 


FIGLIRA  21 

=  \bh 

de  base  b  y  altura  h  en  tomo  del  triangulo.  Veanse  las  figuras  21  y  22. 

Los  triangulos  1  y  2  de  la  figura  22  tienen  la  misma  area,  ai  igual  que  lo' 
triangulos  3  y  4.  For  lo  tanto,  el  area  de  un  triangulo  con  base  b  y  altura  h  t' 
prccisamente  la  mitad  del  area  del  rcctangulo,  que  es  bh. 

h 

n 

Si  conocemos  la  base  by  \a.  altura  h  a  esa  base,  entonces  podemos  determiiwr 
con  facilidad  el  area  de  un  tridngulo  mediante  la  formula  (1).  Sin  embargo,  lo  u.suai 

FIGURA  22 

b 

es  que  no  se  disponga  de  la  informacion  necesaria  para  poderla  utilizar.  Porejcmplo. 
supongamos  que  conocemos  dos  lados  ay  by  e\  angulo  entre  ellos  y{vease  la  figiiia 
23).  Entonces,  podemos  determinar  la  altura  h  observando  que 

r 

1  ^ 

—  =  sen  y 

1  ^ 

h 

1 

( 

1  de  modo  que 

b 

h  =  a  sen  y 

FIGURA  23 

h  =  a  sen  y 

Utilizamos  este  hecho  en  la  formula  (1)  para  obtener 

A  =  =  \b{a  sen  y)  =  \ab  sen  y 

a 

h 

n 

Asf,  tenemos  la  formula 

y 

A  =  \ab  sen  y  (2) 

b 

A1  trazar  las  alturas  desde  los  otros  dos  vertices  del  triangulo  obtenemos  las  formula' 
correspondientes: 


A  =  jbc  sen  a 

(.1) 

A  =  jflc  sen  /3 

(4) 

Es  mas  facil  recordar  estas  formulas  mediante  la  siguiente  expresion: 

El  area  A  de  un  triangulo  es  igual  a  la  mitad  del  producto  de  dos  de  sus  lados  pi'i 
el  seno  del  angulo  entre  ellos. 
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Determinar  el  area  A  de  un  triangulo  tal  que  a  =  8,  b  =  6,  y  y  =  30°. 

Utilizamos  la  formula  (2)  para  obtener 

A  =  ^ab  sen  y  =  ^  ■  8  •  6  sen  30°  =  1 2 


Ahora  resuclva  el  problema  1. 


Si  conocemos  los  tres  lados  de  un  triangulo  podemos  utilizar  la  llamada 
formula  de  Heron  (en  honor  de  Heron  de  Alejandrfa),  para  determinar  su  area. 


El  area  A  de  un  triangulo  con  lados  a,  b  y  c  es 

A  =  \/s{s  —  a)(s  —  b){s  —  c)  (5) 


donde  s  =  ^(a  +  b  +  c). 


La  demostracion  que  daremos  utiliza  la  ley  de  los  cosenos  y  es  un  poco  dislinta  de 
la  establecida  por  Heron. 

For  la  ley  de  los  cosenos 

c-  =  +  b^  ~  lab  cos  y 

y  las  dos  formulas  para  la  mitad  de  un  angulo, 


cos 


2  y_  _  1  +  cos  y 
2~  2 


sen 


2  jy  _  1  —  cos  y 
2  “  2 


implican  que 


cos 


2  yy  _  1  +  cos  y 


1  + 


lab 


cp-  +  lab  +  b"  —  c-  {a  +  bp  — 

4ab  4ab 

(a  +  b  —  c){a  +  b  +  c)  _  2(s  —  c)  ■  Is  _  s(s  —  c) 


Aab 


4ab 


ab 


(6) 


De  manera  analoga. 


sen 


2  T 
1 


b) 


ab 


(7) 
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I  .1  K  M  P  I  ()  2 


S'tiucuill 


1)  \Ti  >  'Uli’l 


I'Ri  iRiro.s 


Ahora  utilicemos  la  f6rmula  (2)  para  el  area: 

A  =  —ab  sen  y 
2 


]  y  y 

=  —ab  ■  2  sen  —  cos  , 


ab 


ab 


=  Vj-(5  -  a){s  —  b){s  —  c) 


lU'liTiiiiiiin  ii'ii  ih’l  ilf  nil  iridnvnt.i  l.l.I 
Determinar  el  4rea  de  un  triangulo  con  lados  4,  5  y  7. 

Sean  a  =  A,  b  =  5,yc  =  l.  Entonces 

5  =  \{a  +  b  +  c)  =  \(4  +  5  +  7)  =  8 
La  formula  de  Heron  implica  entonces  que  el  area  A  es 

A  =  \/s(s  —  a)(s  —  b)(s  —  c)  =  VS  •  4  •  3  •  1  =  V96  =  4 V6  I 

■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 


■  La  formula  de  Heron  (tambien  conocida  como  formula  de  Hero)  es  debidu  a  Ik- 
ron  de  Alejandn'a  (cerca  de  75  d,  C.),  quien,  ademas  de  sus  talentos  maicmatiai', 
tenia  mucha  habilidad  para  la  ingenierfa.  En  varios  templos,  sus  dispositivos  mca- 
nicos  producian  efectos  que  parecian  sobrenaturales  y,  supuestamente,  los  visilan- 
tes  eran  influidos  hacia  la  generosidad,  El  libro  Metrica,  de  Heron,  accrca  dc  Ij 
construccion  de  tales  dispositivos,  ha  sobrevivido  y  fue  descubierto  en  1896  cn  la 
ciudad  de  Constantinopla. 

La  formula  de  Herdn  para  el  area  de  un  tridngulo  causo  cierto  malestar  en  lin 
matematicos  griegos,  pues  un  producto  con  dos  factores  era  un  area  y  con  trcs  lac- 
tores  era  un  volumen,  pero  el  uso  de  cuatro  factores  parecia  contradictorio  en  L 
epoca  de  Heron. 

Karl  Mollweide  (1774-1875),  matematico  y  astrdnomo,  descubrio  las  fdmit)- 
las  que  llevan  su  nombre  (veanse  los  problemas  43  y  44  del  ejercicio  8.1).  Esto 
formulas  no  son  importantes  por  si  mismas,  sino  que  con  frecuencia  simplifiraiih 
deduccion  de  otras  formulas,  como  lo  demuestran  los  problemas  histdricos  1  y  1 
guientes.  I 

■  I.  Esta  deduccidn  de  la  formula  de  Her6n  utiliza  la  fdrmula  de  Mollweide. 

(a)  Muestre  que 

^  _  co.s(q:/ 2)cos(/3/2) 
c  sen(yl2) 

donde  s  =  jia  +  h  +  c).  Sitgerencia:  Utilice  la  formula  de  Mollweide  (vesiscc! 
problema  43  en  el  ejercicio  8.1)  y  sume  1  a  ambos  lados.  Despu6s  apliqueelh.- 
cho  de  que 

y  180  '  —  (a  +  B)  a 

sen  =  sen - ’■ —  =  cos - 

2  2  2 

(b)  De  manera  an^loga,  muestre  que 

s  _  cos(/3/  2)  cos  (y/2)  £  _  cos(a  /  2)  cos  (y/2) 

a  sen(o/2)  ^  t> 


sen(/3/2) 
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(c)  Util  ice  los  resultados  de  las  partes  (a)  y  (b)  para  demosirar  lo  siguiente: 

S'  -  a  _  senjfi/  2)  sen(y/2)  s  -  b  _  sen(a  /  2)  scn(7/2) 

a  sen(o/2)  h  sen(/3/2) 

s  -  c  _  sen(a  /  2)  sen(|6/2) 
c  sen(y2) 

(d)  Ahora,  forme  el  produclo 

^  s  ~  a  s  -  b  s'-c 

c  a  b  c 

Despues  de  cancelar,  multiplique  cada  lado  por  cabc,  utilice  las  formulas  para  el 
doble  de  un  Sngulo  y  use  el  hecho  de  que  A  =  \bc  sen  a  ~  lac  sen  p.  Obtendra  en- 
tonces  la  fdrmula  de  Her6n. 

2.  Utilizaremos  de  nuevo  la  formula  de  Mollweide  para  deducir  otras  formulas  interesantes, 
(Ya  las  hemos  obtenido  de  otra  forma  en  los  problemas  37  y  38  del  ejercicio  8.2.) 

(a)  Sume  I  a  ambos  lados  de  la  segunda  forma  de  la  fdrmula  de  Mollweide  (veuse  el 
problema  44  del  ejercicio  8.1)  y  simplifique  para  oblener 

s  ~  b  _  sen(a  /  2)  cos(/3/2) 
c  cos(  y/2) 

(b)  Dc  manera  analoga,  muestre  que 

.s  -  c  _  .sen(Q'/2)  co.s('y/2) 
b  cos()3/2) 

(c)  Utilice  los  resultados  de  la  parte  (b)  y  del  problema  1(b)  y  (c)  para  probar  si 


,  y  _  s(s  -  c) 
2  ab 


2  y_  =  (s  -  a)(s  -  /i) 


(d)  Muestre  que 


T  y  (s  -  a)(s  ~  b) 

_i_  _ - 

2  s(s  —  c) 


3.  (a)  Si  h],  hi,  y  hi.  son  las  alturas  de  un  triangulo  trazadas  desde  A,  B,  y  C,  respecti- 
vamente  (vease  la  figura),  pruebe  si 


donde  K  es  el  area  del  triSngulo  y  s  =  j(a  +  +  c).  {Sugerencia:  hi  =  2K/a.] 

(b)  Muestre  que  una  fdrmula  para  la  altura  h  desde  un  vdrtice  hasta  el  lado  opuesto  a 
de  un  tridngulo  es 

^  _  a  sen  /3  sen  y 
sen  a 


4. 


(  ■  Las  rectas  que  bisectan  cada  dngulo  de  un  triangulo  se  cortan  en  un 

tinico  punto  O,  y  la  distancia  perpendicular  r  desde  O  a  cada  lado  del  triingulo  es  la 
misina.  El  cfrculo  con  centro  en  O  y  radio  r  es  el  circulo  inscrito  del  triangulo  {vease 
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(a)  Aplique  el  problema  3(b)  al  tri^ngulo  OAB  para  mostrar  que 

_  c  scn(Q’/2)sen(/3/2) 
cos(y2) 

(b)  Utilice  los  rcsultados  de  la  parte  (a)  y  el  problema  1(c)  para  probar  si 


r  =  (,v  -  c)  tan  - 


(c)  Muestre  que 


a  B 

cot - h  cot 

2  2 


,  y  -y 

+  cot  —  =  — 
2  r 


(d)  Verifique  si  el  ^rea  K  de  un  triangulo  ABC  es  K  =  rs.  Muestre  entonces  que 
_  /  (.s  —  fl)(s'  -  b)(s  —  c) 


donde  s  =  j(a  +  h  +  c). 


5.  Determine  las  coordenadas  del  centro  0  del  ci'rculo  inscrito  en  terminos  de  a.  h.  r.  ; 
(3,  y  y.  Despues,  escriba  la  ecuacidn  general  del  ci'rculo  inscrito.  [Sugi'micia/  l'iili»e 
un  sistema  de  coordenadas  rectangu lares,  donde  el  vdrtice  A  estS  en  el  origen )  e! 
lado  c  a  lo  largo  del  eje  x  positivo.]  I 


Ejercicio  8.3 

En  los  problemas  del  I  al  8  determine  el  area  de  cada  triangulo.  Redondee  las  respuestas  a  dos  vifnis 
decimales. 


1. 


4. 


6. 


8 


ji  n 
4 


7. 


8. 


En  los  problemas  del  9  al  24  determine  el  area  de  cada  triangulo.  Redondee  las  respuestas  a  dos  cifras  decimalts. 


9. 

a 

-  3,  h 

=  4, 

11 

4- 

O 

o 

10. 

a  =  2,  c  =  1 ,  )3  = 

10° 

11. 

b  =  1,  c  =  3,  a  =  Sll 

12. 

a 

=  6,  (7 

=  4, 

0 

O 

II 

13. 

a  =  3,  c  =  2,  (3  = 

110° 

14. 

;i 

II 

II 

15. 

a 

=  2.b 

=  2 

0 

O 

II 

16. 

a  =  3,c  =  2,(3  = 

o 

o 

17. 

a  =  \2,  h  ^  1 3.  (■  = 

18. 

a 

=  4,h 

=  5, 

c  =  3 

19. 

a  =  2,  b  =  2,  c  = 

2 

20. 

a  =  3.b  =  3,c  =  i 

21. 

a 

=  5,b 

=  8, 

c  =  9 

22. 

a  =  4,  b  =  3,  c  = 

6 

23. 

a  =  10,  (7  =  8,  <■  =  -i 

24. 

a 

-  9.  b 

=  7, 

c  =  10 
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25.  Las  dimensiones  de  un  lote  triangular  son  100  por  50  por  75  pies.  Si  el  precio  del 
terreno  cs  de  S.7.00  por  pie  cuadrado,  ^cuanto  cuesta  el  lote? 

26.  Para  calcular  aproximadameiite  el  Srea  de  un  lago,  un  topdgrafo  camina  por 
todo  el  perimetro  del  lago  y  toma  las  medidas  que  aparecen  en  la 
ilustracidn  anexa.  Con  esta  tdcnica,  ^cudl  es  el  drea  aproximada 
del  lago?  [Sugerencia:  utilice  la  ley  de  los  cosenos  en  los  tres 
tridngulos  mostrados  y  despuds  determine  la  suma  de  sus  areas.] 

27.  Demuestre  que  cl  drea  A  de  un  iridn- 
gulo  estd  dada  por  la  formula 

,  a-  sen  sen  y 
2  sen  a 


28.  Demuestre  las  otras  dos  formas  de  la 

formula  dada  en  el  problema  27, 


.  xn  a  sen  y 

A  = - - 

2  sen  p 


y  A  = 


( ^  sen  a  sen  /3 
2  sen  y 


En  los  pmhieinas  del  29  al  36  utilice  los  resultados  del  problema  27  o  28  para  determinar  el  area  de  cada 
tridngulo.  Redondee  las  respuestas  a  dos  cifras  decimales. 


29. 

a  =  40°,  P 

(N 

II 

0 

O 

(N 

11 

30. 

a  =  50°,  y  =  20°,  a  =  3 

31. 

P  = 

70°,  y=  10°,  b 

=  5 

32. 

P 

II 

o 

o 

II 

ON 

o 

o 

II 

33. 

a  =  110°,  y  =  30°,  c  =  3 

34. 

P  = 

o 

o 

11 

O 

o 

o 

=  2 

35. 

a  =  40°,  P 

=  40°,  c  =  2 

36. 

P  =  20°.  y  =  70°,  a  =  1 

37. 

Consulte  la  figura 

anexa,  la  cual  muestra  un 

ci'rculo  de  radio  r  con  centro  en  O.  Determine  el  drea  A  de 
la  region  sombreada  en  funcidn  del  dngulo  central  d. 


Coordenadas 

polares 

FIGURA  24 

y. 

Eje  polar 

^Volo 


FIGURA  25 


Eje  polar 


Hasta  ahora,  siempre  hemos  utilizado  un  sistema  de  coordenadas  rectangularcs  pa¬ 
ra  local izar  los  puntos  del  piano.  Pero  ya  estamos  listos  para  desan'ollar  otro  siste- 
ma,  las  coordenadas  polares.  Como  veremos  en  breve,  en  muchos  casos,  las  coor¬ 
denadas  polares  ofrecen  ciertas  ventajas  sobre  las  coordenadas  rectangulares. 

En  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares,  como  recordard.  un  punto  del  pia¬ 
no  se  representa  mediante  un  par  ordenado  de  numefos  (x,y),  donde  .r  y  y  indican  las 
distancias  con  signo  desde  el  eje  y  y  el  eje  x,  respectivamente.  En  un  sistema  de  coor¬ 
denadas  polares  elegimos  un  punto,  el  polo,  y  despues  un  rayo  con  verticc  en  el 
polo,  llamado  eje  polar.  Al  comparar  los  sistemas  de  coordenadas  rectangulares  y 
polares,  vemos  (figura  24)  que  el  origen  de  las  coordenadas  rectangulares  coincide 
con  el  polo  de  las  coordenadas  polares,  y  el  eje  x  positive  de  las  coordenadas  rec¬ 
tangulares  coincide  con  el  eje  polar  de  las  coordenadas  polares. 

Un  punto  P  en  un  sistema  de  coordenadas  polares  se  representa  mediante  un 
par  ordenado  de  nttmeros  (r,  6).  El  numero  r  es  la  distancia  del  punto  al  polo,  y  6 
es  el  angulo  (en  grados  o  radianes)  formado  por  el  eje  polar  y  un  rayo  que  sale  del 
polo  y  pasa  por  el  punto.  Llamamos  al  par  ordenado  (r,  6)  las  coordenadas  pola¬ 
res  del  punto.  Vease  la  figura  25. 
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Por  ejemplo,  supongamos  que  las  coordenadas  polares  de  un  punto  P  son  (2.  “Ji 
Localizamos  P  trazando  primero  un  dngulo  de  ttM  radianes,  colocamos  su  vcnw 
en  el  polo  y  su  lado  inicial  a  lo  largo  del  eje  polar.  Despues  recorremos  unadislai- 
cia  de  2  unidades  a  lo  largo  del  lado  final  del  angulo  para  llegar  al  punto  P.  V'tw 
la  figura  26. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Recuerde  que  un  angulo  medido  en  el  sentido  contrario  al  de  las  manecilla> 
del  reloj  es  positivo,  mientras  que  uno  medido  en  el  sentido  de  las  munccilla.s  del 
reloj  es  negative.  Esta  convencion  tiene  algunas  consecuencias  interesantes  rcs[)i\r 
a  las  coordenadas  polares.  Veamos  cuales  son  esas  consecuencias. 

I''  .1  r  M  P  I  ()  I  /irh  nniiii  in"  .!■ 

Consideremos  de  nuevo  un  punto  P  con  coordenadas  polares  (2,7r/4),  coimi  ni« 
muestra  la  figura  27(a).  Dado  que  7r/4,  97r/4,  y  — TttM  tienen  todos  el  mi.smo 
final,  tambidn  habriamos  podido  localizar  este  punto  P  utilizando  las  coordenaAn 
polares  (2,  97r/4)  o  (2,  —IttIA),  como  se  ve  en  las  figuras  27(b)  y  (c). 


FIGURA  26 


0  Polo 


Eje  polar 


FIGURA  27 

* 

! 


FIGURA  28 


Al  utilizar  las  coordenadas  polares  (r,  0)  es  posible  que  la  primera  entrada  - 
sea  negativa.  Cuando  esto  ocurre  convenimos  en  que  la  posicidn  del  punto,  en  v« 
de  estar  sobre  el  lado  final  de  6,  este  sobre  el  rayo  del  polo  que  se  extiende  en  I* 
direccion  opuesta  al  lado  final  de  0,  a  una  distancia  |r|  del  polo.  Vease  la  tigura)^ 


!•’  .1  K  M  I*  L  ()  2  ^  •th  iHuh  pdliiit  '  II,  I  I) 

Consideremos  de  nuevo  el  punto  P  con  coordenadas  polares  (2,7r/4),  segiin  iiiuc'- 
tra  la  figura  29(a).  Este  mismo  punto  P  puede  tener  las  coordenadas  polares 
(—2,  57r/4),  como  indica  la  figura  29(b).  Para  localizar  el  punto  (-2,  SrrM).  iiiiii- 
zamos  el  rayo  en  la  direccion  opuesta  de  SttM  y  recorremos  dos  unidades  sohreesc 
rayo  hasta  encontrar  el  punto  P. 


FIGURA  29 


0 


/  TT 


(2,y) 


•  H 
\4 


(a) 


(b) 


I 
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Al  bucear  cerca  de  Wreck  Hill  en  las  Bermudas,  un  grupo  de  5  jdvenes  descubrieron  el  mapa  de  un 
lesoro  en  el  casco  de  un  barco  pirata  hundido  en  1747.  El  mapa  los  gui6  hasta  un  cirea  de  las  Bermudas 
ahora  conocida  como  Flatts,  pero  cuando  llegaron  ahi  se  dieron  cuenta  de  que  el  objeto  mas  importante 
del  mapa  habia  desaparecido.  Llamaron  al  equipo  de  Mision  Posible  para  que  los  ayudara  a  reconstruir 
el  mapa,  prometiendo  como  pago  el  25%  del  tesoro  que  se  encontrara. 

Las  instrucciones  del  mapa  son  las  siguientes: 

1 .  Desde  la  palmera  mds  alta,  observa  la  colina  mis  alta.  Baja  la  vista  verticalmente,  hasta  ver  la  base  de  la 
colina. 

2.  Gira  40°  en  el  sentido  de  las  manecillas  del  reloj  a  partir  de  esa  linea,  y  camina  70  pasos  hasta  la  gran  roca  roja. 

3.  Desde  la  roca  roja,  camina  50  pasos  de  regreso  hasta  la  Ifnea  de  visidn  entre  la  palmera  y  la  colina.  Cava  ahl. 


Los  5  jovenes  piensan  que  ban  encontrado  la  roca  roja  y  la  colina  m^s  alta  cerca  de  ahi,  pero 
la  “palmera  mds  alta”  ha  desaparecido.  Se  les  ha  ocurrido  que  el  tesoro  debe  estar  enterrado  en  un 
punto  de  un  circulo  con  radio  de  50  “pasos”  y  centre  en  la  roca  roja,  pero  no  van  a  cavar  un  agujero 
de  470  pies  de  circunferencia,  en  particular  porque  no  tienen  la  certeza  de  que  el  tesoro  siga  ahf. 
(Han  establecido  que  un  “paso”  es  casi  una  yarda.) 

1.  Determine  un  plan  para  localizar  la  posicidn  de  la  palmera  perdida  y  escriba  una  explicacidn  de  su  procedi- 
miento  dirigida  a  los  Jdvenes. 

2.  For  desgracia,  los  jovenes  tem'an  mas  en  comun  con  los  piratas  del  siglo  XVIII  de  lo  que  pensaban.  Una 
vez  que  supieron  la  posicion  de  la  palmera  perdida,  ataron  al  equipo  de  Mision  Posible  a  la  roca  roja, 
diciendo  que  ellos  se  han'an  cargo  del  resto  del  trabajo.  A  partir  de  la  posicidn  de  la  palmera,  se  orientaron 
a  40°  en  direccidn  contraria  a  las  manecillas  del  reloj  desde  la  roca  hasta  la  colina,  luego  corrieron  como  30 
yardas  hasta  el  cfrculo  que  habian  trazado  en  torno  de  la  roca  y  comenzaron  a  cavar  de  manera  fren6tica. 
Pero  nada.  Despufis  de  una  hora  se  fueron  gritando:  “;25%  de  nada  es  nada!” 

3.  Por  fortuna  dejaron  sus  palas.  Despues  de  desatarse  por  sf  mismos,  ustedes  fueron  al  lugar  correcto  y  en- 
contraron  el  tesoro.  ^D6nde  estaba?  ^A  qu6  distancia  se  encontraba  del  punto  en  que  ustedes  ubicaron  la 
palmera?  E.xplique  su  respuesta. 

4.  Las  personas  que  bucean  en  busca  de  tesoros  tienen  ciertas  obligaciones  legales.  (,Cu51es  son  estas?  ^Debe 
usted  compartir  el  tesoro  con  un  abogado  s6lo  para  que  pueda  quedarse  con  el  resto? 
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Estos  ejemplos  muestran  una  diferencia  fundamental  entre  las  coordeniidM 
rectangulares  y  las  coordenadas  polares.  En  las  primeras,  cada  punto  tiene  exac"| 
tamente  un  par  de  coordenadas  rectangulares;  en  las  segundas,  un  punto  pucdc  teiM 
una  infinidad  de  pares  de  coordenadas  polares. 

Resumen  Un  punto  con  coordenadas  polares  (r,  0)  tambien  se  puede  representar  con  cualquiiira 
de  las  siguientes  formas: 


(r,  9  +  2kTT)  0  {  —  r,  9  +  TT  +  Ikif), 


k  es  un  entero  arbitrario 


Las  coordenadas  polares  del  polo  son  (0,  9),  donde  9  puede  ser  cualquier  angulo 


1.  .1  I  M  IM  ()  3 


!  -■  tlh'ttr  n  ■■■  -v  ...  r.  ^ 

Localice  los  puntos  con  las  siguientes  coordenadas  polares: 

(a)  (3,5-71/3)  (b)  (2,  — -71/4)  (c)  (3,0)  (d)  (—2,  -71/4) 

La  figura  30  muestra  los  puntos. 


FIGURA  30  sjir 


J  \i  I’  I  .3  4 


(3.f)\ 


Ahora  resuelva  el  problema  9. 


Localice  el  punto  P  con  coordenadas  polares  (3,  71/6)  y  determine  otras  coordenadu' 
polares  (r,  9)  de  este  mismo  punto,  para  las  cuales: 

(a)  r  >  0,  271  <  0  <  471  (b)  r  <  0,  0  <  9  ^  2tt 

(c)  r  >  0,  —271  <  0  <  0 

La  figura  31  muestra  el  punto  (3,  71/6). 

(a)  Sumamos  una  vuelta  (2-71  radianes)  al  dngulo  71/6  para  obtener  P  =  (3. 77/fi  - 
2tt)  =  (3,  1371/6).  Vease  la  figura  32. 


0=(3,I) 


0=(3  ’f) 


FIGURA  31 


FIGURA  32 
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(b)  Sumamos  media  vuelta  (tt  radianes)  al  angulo  y  reemplazamos  r  por  —r  para 
obtener  P  =  (  —  3,  ttI6  +  tt)  =  (  —  3,  77t/6).  Vease  la  figura  33. 


FIGURA  33 


(c)  Restamos  Itt  del  angulo  77/6  para  obtener  P  =  (3,  77/6  —  277)  =  (3,  -II77/6). 
Vease  la  figura  34. 


Conversion  entre  coordenadas  polares  y 
coordenadas  rectangulares 

A  veces  es  conveniente,  e  incluso  necesario,  poder  convertir  las  coordenadas  0  ecua- 
ciones  de  la  forma  rectangular  a  la  forma  polar,  y  viceversa.  Para  esto,  recordemos 
que  el  origen  de  las  coordenadas  rectangulares  es  el  polo  de  las  coordenadas  polares, 
y  que  el  eje  x  positive  de  las  coordenadas  rectangulares  es  el  eje  polar  de  las  coorde¬ 
nadas  polares. 

Si  P  es  un  punto  con  coordenadas  polares  (7,  6),  las  coordenadas  rectangulares  (xy) 
de  P  estdn  dadas  por 

x=rcos9  y=rstn0  (1) 


P 

T 

I 


X 


Suponga  que  P  tiene  coordenadas  polares  (r,  6).  Buscamos  las  coordenadas  rectan¬ 
gulares  (x.y)  de  P.  Consulte  la  figura  35. 

Si  r  =  0,  entonces,  independientemente  de  0,  el  punto  P  es  el  polo  para  el  cual 
las  coordenadas  rectangulares  son  (0,0).  Asi,  la  formula  (1)  es  valida  para  7  =  0. 

Si  7  >  0,  el  punto  P  esta  en  el  lado  final  de  0  y  7  =  d(0,  P). 

Asf, 


X 

cos  0  =  — 

7 


sen  0  =  — 

7 


y 


X  =  r  cos  0  y  =  7  sen  0 

Si  7  <  0,  entonces  el  punto  P  =  (r,  0)  se  puede  representar  como  (  —  7,  77  -t-  0), 
donde  —  7  >  0.  Asi, 
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FIGURA  36 


X  V 

cos(77  +  0)  =  —COS  0  = -  sen(77  +  0)  =  —sen  0  = 

—  r  —r 


de  modo  que 


X  =  r  cos  0  y  =  r  sen  0 


Determinar  las  coordenadas  rectangulares  de  los  puntos  con  las  siguientes  cwt 
denadas  polares; 

(a)  (6,  tt/6)  (b)  (—2,5^4)  (c)  (—4,  —77/4) 

Utilizamos  la  formula  (1):  x  =  r  cos  6  y  y  =  r  sen  0. 

(a)  Vease  la  figura  36(a). 


JC 


V 


r  cos  0=6  cos  —  =  6  •  =  3^3 

6  2 


r  sen  0  =  6  sen  —  =  6  •  —  =  3 
6  2 


Las  coordenadas  rectangulares  del  punto  (6,  77/6)  son  (3V3,  3). 
(b)  Vease  la  figura  36(b). 


X  =  r  cos  0  = 
y  =  r  sen  0  = 


-2 


577 

COS  -  = 


—  2  sen 


4 

577 

4 


Las  coordenadas  rectangulares  del  punto  (  —  2,  577/4)  son  (V2,  V2). 
(c)  Lease  la  figura  36(c). 

V2 


X  =  r  cos  0  =  -4  cos( - 1  =  — 4 

4 


y  =  r  sen  0  =  — 4  sen!  — —  =  —4  — 


=  2V2 


Las  coordenadas  rectangulares  del  punto  dado  (—4,  —77/4)  son  (— 2V2, 2\  ]i 


2 


=  -2V2 


Nota;  La  mayor  parte  de  las  calculadoras  pueden  convertir  de  coordenadas  polares  a  lecijTr 
gulares.  Consulte  en  el  manual  del  usuario  como  hacerlo.  Como  el  procedimiento  es  tedi^i' 
en  muchos  casos,  verii  que  es  mds  sencillo  utilizar  la  formula  (1). 
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Ahora  resuelva  los  problemas  21  y  33. 

Convertir  de  coordenadas  rectangulares  (x,  y)  a  coordenadas  polares  (r,  6)  es 
un  poco  mds  complicado.  Veamos  algunos  ejemplos. 


FIGURA  37 

y 

r"(yy)  =  (o,  3) 


X 


Determinar  las  coordenadas  polares  de  un  punto  cuyas  coordenadas  rectangulares 
son  (0,3). 

Vease  la  figura  37.  El  punto  (0,3)  esti  sobre  el  eje  y,  a  una  distancia  de  3  unidades 
del  origen  (polo).  Las  coordenadas  polares  de  este  punto  pueden  ser  (3,7r/2).  ■ 

La  figura  38  muestra  las  coordenadas  polares  de  puntos  que  est^n  sobre  el  eje 
X  o  sobre  el  eje  y. 


FIGURA  38 


(r,  6)  =  (a,  0) 


(r,  6)  =  (a,  TT)  ^ 

^ . 

a 

X 

(a)  (x,  y)  =  (a,  0),  a  >  0  (b)  (x,  y)  =  (0,  a),  a  >  0  (c)  (x,  y)  =  ( -a,  0),  a  >  0  (d)  (x,  y)  =  (0, -a),  a  >  0 


■  Ahora  resuelva  el  problema  37. 


(  .  > 


FIGURA  39 


''  1 

1' 

.  1 

Ii 

1  1  , 

■-1 

2Ja  L  2  X 

-p 

r ' 

-2 

h 

(y  y)  =  (2,  -2) 

!  ,! 

1  ^  1’  1 

Determinar  las  coordenadas  polares  de  un  punto  cuyas  coordenadas  rectangulares 
son  (2,  —2). 


Vease  la  figura  39.  La  distancia  r  del  origen  al  punto  (2,  -2)  es 
r  =  \/.v2  +  =  V(2)-  +  (-2)2  =  Vs  =  2\/2 

Para  determinar  9,  utilizamos  el  angulo  de  referenda  a.  Entonces, 


a  =  tan 


_ t 

-2 

=  tan  ' 

X 

2 

=  tan 


1  = 


4 


As!,  9  =  —  77/4,  y  un  conjunto  de  coordenadas  polares  para  este  punto  es  (2V2,  -  7r/4). 
Olras  posibles  representaciones  son  (2V2,  77r/4)  y  (-2V2,  37r/4).  ■ 


■  'I  II-.  -  •idi. 

Determinar  las  coordenadas  polares  de  un  punto  cuyas  coordenadas  rectangulares 
son  (—1,  -  V3). 
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FIGLIRA  40 


(x,y)  =  (-1,-V3) 


.Suiuxiiiii  Vease  la  figura  40.  La  distancia  r  del  origen  al  punto  (—  1,  — VS)  es 

r  =  =  V(-l)2  +  (-V3)2  =  V4  =  2 

Para  deterininar  0,  utilizamos  el  angulo  de  referenda  a.  Entonces, 

,  -1  |>'|  -1  I  “V3 1  _  ^  /X  -n 


a  —  tan 


Vs  = 


TT  4tT 

6=TT+a  =  Tr+  —  = 

y  un  conjunto  de  coordenadas  polares  es  (2,  4-77/3).  Otras  posibles  reprcsentacio 
son  (-2,  -77/3)  y  (2,  —277/3). 

La  figura  41  muestra  la  forma  de  determinar  las  coordenadas  polares  do 
punto  que  se  encuentra  en  un  cuadrante  dado  cuando  se  proporcionan  sus  coo 
nadas  rectangulares. 


FIGURA  41 


■  Ahora  resuelva  el  problema  41. 

Con  base  en  el  andlisis  anterior,  tenemos  las  formulas 


=  V  -H  V  X&n  6  —  —  si  X  A  0  (2l 

X 


Advertencia:  Tenga  cuidado  al  utilizar  la  formula  (2).  Siempre  trace  primero  ei  punioi.r- 
como  lo  hicimos  en  los  ejemplo.s  7  y  8,  para  elegir  r  y  6  de  modo  que  reflejen  el  ciuidr.ij 
correcto.  Revise  de  nuevo  la  figura  41. 

Nota:  La  mayor  parte  de  las  calculadoras  pueden  convertir  de  coordenadas  reetangulari.'' 
coordenadas  polares.  Consulte  el  manual  del  usuario  para  aprender  la  secuencia  de  teclasade^ 
cuada.  Como  en  muchos  casos,  el  procedimiento  es  tedioso,  verfl  que  es  mds  rapido  uiil;?^ 
la  fbrmula  (2).  j 

Las  formulas  (1)  y  (2)  sirven  tambidn  para  transformar  ecuaciones. 

i  \i  !’  1  ()  “  / 

Transformar  la  ecuacibn  r  =  4  sen  6  de  coordenadas  polares  a  coordenada.s  reoi.t- 
gulares,  e  identificar  la  grafica. 
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S.iUii  ii)t'  Si  multiplicamos  cada  lado  por  r,  sera  mds  fdcil  utilizar  las  formulas  (I)  y  (2): 

r  =  4  sen  0 

,2  =  4,-  ggpi  Q  , 

Jf2  _|_  y2  —  4y  - 

Esta  es  la  ecuacion  de  un  circulo: 

+  (y^  —  4y)  =  0 
+  (_y^  —  4y  +  4)  =  4 
+  (y  “  2)^  =  4 

Su  Centro  esta  en  (0,2)  y  su  radio  es  2. 


\i  ■’  I  (J  I  (I 


■  Ahora  resuelva  el  problema  57. 

^  .  V.  ■  ..  .:  . 

Transformar  la  ecuacidn  4xy  =  9  de  coordenadas  rectangulares  a  coordenadas 
polares. 


iiu  ,  n  Utilizamos  la  formula  (1): 

4xy  =  9 

4(r  cos  6)(r  sen  6)  =  9  i 
4i^  cos  6  sen  0  =  9 
2t^  sen  20  =  9 


V 

Ejercicio  8.4 

En  los  pwblemas  del  I  al  12  trace  cada  punto  dado  en  coordenadas  polares. 


1. 

(3,  90°) 

2. 

(4,  270°) 

3. 

(-2,  0) 

4. 

(-3,  77) 

5. 

(6,  77/6) 

6. 

(5,  577/3) 

7. 

(-2,  135°) 

8. 

(-3,  120°) 

9. 

(-1,  -77/3) 

10. 

(-3,  -377/4) 

11. 

(-2,  -77) 

12. 

(-3,  -77/2) 

En  los  problemas  del  13  al  20,  trace  cada  punto  dado  en  coordenadas  polares  y  determine  otras  coordenadas 
polares  (r,  9)  del  punto,  para  las  cuales: 

(a)  r  >  0,  —2tt  <  9  <  0  (b)  r  <  0,  0  <  9  <  277  (c)  r  >  0,  2tt  <  0  <  dir 

13.  (5,277/3)  14.  (4,377/4)  15.  (-2,377)  16.  (-3,477) 

17.  (1,77/2)  18.  (2,77)  19.  (-3, -77/4)  20.  (-2,-277/3) 

En  los  problemas  del  21  al  36  se  proporcionan  las  coordenadas  polares  de  un  punto.  Determine  las  coordenadas 
rectangulares  de  cada  punto. 


21. 

(3,  77/2) 

22. 

(4,  377/2) 

23. 

(-2,  0) 

24. 

(-3,  77) 

25. 

(6,  150°) 

26. 

(5,  300°) 

27. 

(-2,  377/4) 

28. 

(-3,  277/3) 

29. 

(-1,  -77/3) 

30. 

(-3,  -377/4) 

31. 

(-2,  -180°) 

32. 

(-3.  -90°) 

33. 

(7.5,  110°) 

34. 

(-3.1,  182°) 

35. 

(6.3,  3.8) 

36. 

(8.1,  5.2) 
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En  los  problemas  del  37  ul  48  se  proporcionan  las  coordenadas  rectangulares  de  un  punto.  Deteminv  k\ 
coordenadas  polares  de  cada  punto. 


37. 

(3,0) 

38. 

(0,  2) 

39. 

(-1,0) 

40.  (0,  -2) 

41. 

(1,-1) 

42. 

(-3.3) 

43. 

(V3,  1) 

44.  (-2, -2V' 

45. 

(1.3,  -2.1) 

46. 

(-0.8,  -2.1) 

47. 

(8.3,  4.2) 

48.  (-2.3,0.21 

En  los  problemas  del  49  al  56  las  letras  x  y  y  represenlan  coordenadas  rectangulares.  Escriba  cada  ecuucion 
con  coordenadas  polares  (/;  9). 

49.  2x2  +  2y-  =  3  50.  x-  +  y-  ^  x  51.  =  4y  52.  =  2r 

53.  2v>’  =  1  54.  4.-Ey  =1  55.  x  =  4  56.  >-  =  -3 


En  los  problemas  del  57  al  64,  las  letras  r  y  9  representan  coordenadas  polares.  Escriba  cada  ecuaciun  nm 
coordenadas  rectangulares  (x,  y). 

57.  r  =  cos  6  58.  r  =  sen  0  +  1  59.  r^  =  cos  0  60.  r  =  sen  0  -  cos  l> 

4  3 

61.  r  =  2  62.  r  =  4  63.  r  =  —  64.  r  = - 

I  —  cos  0  3  -  cos  H 

65.  Muesire  que  la  formula  para  la  distancia  d  entre  dos  puntos  P\  =  (ri,  0\)  y  Po  =  (r?,  dj)  es 


d  =  \/ r'l  +  r2  ~  2r\r2  cos(92  ~  ^i) 


Ecuaciones  y 
graficas  polares 


Ecuacion  polar  Una  ecuacion  cuyas  variabies  son  coordenadas  polares  es  una 

ecuacidn  polar.  La  grafica  de  una  ecuacion  polar  es  el  conjunto 
de  todos  los  puntos  cuyas  coordenadas  polares  satisfacen  la 
ecuacion. 

De  la  misma  forma  en  que  podemos  utilizar  una  reticula  rectangular  para  tra/’ar 
FIGURA  42  puntos  dados  por  coordenadas  rectangulares,  como  en  la  figura  42(a),  podemos 


y. 

\ 

0 , 

7T 

2 

4 

e  =  T 

3 

0 

4 

c 

1 

4  =  l 

4,2; 

I 

P=(2,I) 

I 

w  A  —  ^  A 

4  -■ 

i 

% 

)  -■ 

I  0 

1 

2 

» 

i  t 

1 

U  TT 

X  o 

'  r»l  p  =  1  r  =  2  r-4  f  = 

s= 

(-3, 

-1) 

_0 

c. 

_q 

\j 

-d 

(/=(4.f) 

0  =  T 

ft  77T 

Q  _  Sir 

y 


(a)  Reticula  rectangular 


(b)  Reticula  polar 


Seccion  8.5  Ecuaciones  y  grdficas  polares 


utilizar  una  reticula  formada  por  cfrculos  concdntricos  (con  centro  en  el  polo)  y  ra- 
yos  (con  vertice  en  el  polo)  para  localizar  puntos  dados  por  coordenadas  polares, 
como  en  la  figura  42(b).  Utilizaremos  estas  reti'culas  polares  para  hacer  las  grafi- 
cas  de  ecuaciones  polares. 

Un  metodo  para  hacer  la  grdfica  de  una  ecuacion  polar  es  convertirla  a  coor¬ 
denadas  rectangulares.  En  el  andlisis  siguiente,  (x,  y)  representan  las  coordenadas 
rectangulares  de  un  punto  P  y  (r,  6)  son  las  coordenadas  polares  del  punto  P. 


Identificar  y  hacer  la  grdfica  de  la  ecuacion:  r  =  3 

Convertimos  la  ecuacion  polar  en  una  ecuacidn  rectangular: 

r  =  3 
P  =  9 
x^  +  y'^  =  9 

Asi,  la  grdfica  de  r  =  3  es  un  circulo,  con  centro  en  el  polo  y  radio  3.  Vease  la 
figura  43. 


FIGURA  43  yf 

,-2  1  „2  -  n  I 


e=f 

II 

o' 

*  '\  2  ~  r*' 

e  =  T 

e  = 

37T 

? 

Ahora  resuelva  el  problema  1. 


Identificar  y  hacer  la  grafica  de  la  ecuacidn:  9  =  ttIA 
Convertimos  la  ecuacion  polar  en  una  ecuacion  rectangular: 


tan  0  =  tan  =  1 
4 


.r 


y  =  jc 
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La  grafica  de  6  =  77/4  es  una  recta  que  pasa  por  el  polo  y  forma  un  Angulo  dc  j/4 
con  el  eje  polar.  Vease  la  figura  44.  I 

FIGURA  44 


0=T  0=T 

4  4 


6  =  f 


f/.' 


Identificar  y  hacer  la  grdfica  de  la  ecuacion:  0  -  -77/6. 

I  Convertimos  la  ecuacidn  polar 
en  una  ecuacidn  rectangular; 


FIGURA  45 

d  =  — —  o  y  =  — —I 
6 


tan  B  =  tan 

y  ^  V3 
X  3 

V3 

y  =  — 

i  0  =  -n- 

La  grafica  de  0  =  —77/6  es  una 
recta  que  pasa  por  el  polo  y  forma 
un  angulo  de  —77/6  con  el  eje  polar. 
Vease  la  figura  45. 

Ahora  resuelva  el  problema  3. 


Identificar  y  hacer  la  grafica  de  la  ecuacidn:  r  sen  0=2 
Como  y  =  r  sen  0,  podemos  escribir  la  ecuacion  como 


i|<3 
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Concluimos  que  la  grafica  de  r  sen  6  =  2  es  una  recta  horizontal  a  2  unidades  sobre 
el  polo.  Vease  la  figura  46. 

FIGURA  46 

r  sen  6  =  2  o  y  =  2 


Comentario:  Para  hacer  la  grafica  de  una  ecuacidn  en  coordenadas  polares  hay  que  utilizar 
el  esquema  r  =  f(6).  Adenias,  hay  que  establecer  los  valores  del  rango.  Es  mejor  utilizar  una 
pantalla  cuadrada  y  medir  en  radianes. 

Verificar  la  grdfica  de  r  sen  0=2  haciendo  la  grafica  de  r  =  2/(sen  6). 
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Con  base  en  los  ejemplos  4  y  5,  tenemos  los  siguientes  enunciados. 
demostraciones  quedan  como  ejercicio.) 

Si  a  es  un  niimero  real  distinto  de  cero: 

La  grafica  de  la  ecuacidn 

r  sen  Q  =  a 

es  una  recta  horizontal  que  estd  a  unidades  arriba  del  polo  si  a  >  0  y  |fl|  unidades  bajo] 
el  polo,  si  a  <  0. 

La  grdfica  de  la  ecuacidn 

;■  cos  6  =  a 

es  una  recta  vertical  que  estd  a  unidades  a  la  derecha  del  polo  si  a  >  0  y  jn|  unidaJeJ 
la  izquierda  del  polo,  si  a  <  0. 

■  Ahora  resuelva  el  probletna  7. 


I  ! 


M  1’  I  O 


Identificar  y  hacer  la  grafica  de  la  ecuacion:  r  =  4  sen  9 

Para  transformar  la  ecuacion  a  coordenadas  rectangulares  multiplicamos  cada  lado-J 
por  r: 

=  4r  sen  9 

Ahora  utilizamos  los  hechos  de  que  y  y  =  rsen  9.  Entonces 

+  y"^  =  Ay 

x^  +  (_y2  —  4_y)  =  0 

-t-  (>'  -2f  =4 

Esta  es  la  ecuacion  de  un  circulo  con  centro  (0,2)  en  coordenadas  rectangulares  i 
radio  2.  Vease  la  figura  48. 

FIGURA  48 

r  =  4  sen  9  o  -C  -I-  (_v  -  2)^  =  4 


0  =  ■ 


"  4 


/ 

/ 

■7^ 

"  1  2  3  4  5  ■ 

0=^- 


_7jr 
■  4 


■  2 


Seccion  8.5  Ecuaciones  y  graficas  polares 


Identificcir  y  hacer  la  grdfica  de  la  ecuacidn:  r  =  —2  cos  0 


Procedemos  como  en  el  ejemplo  6: 

n  =  —2r  cos  0 
=  —2x 

x^  +  2x  +  =  0 

(x  +  1)2  +  y2  =  1 

Esta  es  la  ecuacidn  de  un  circulo 
con  centre  (—1,0)  en  coorde- 
nadas  rectangulares  y  radio  1. 
Vease  la  figura  49.  g  ^ 

Haga  la  grafica  de 
r  =  4  sen  9  y  compare  el  resul- 
tado  con  la  figura  48.  Limpie  la 
pantalla  y  haga  lo  mismo  para  r 
=  —2  cos  9  y  compare  con  la 
figura  49. 


FIGURA  49 

r  =  -2cos  e  o  (x  +  1)2  +  y2  =  1 


1 

<x> 

II 

X 

■  (f 

'  1  2  3  4  5  ’0=0 

o  _5ti 

e  = 

3tt 

ExploraciOn:  Haga  la  grafica  de  r  =  sen  9,  r  =  2  sen  0,  y  r  =  3  sen  d.  ^Puede  ver  el  paU'dn? 
Limpie  la  pantalla  y  haga  la  grafica  de  r  =  —sen  6,  r  =  —2  sen  0,  y  r  =  -3  sen  9.  ^Advierte 
el  patrdn?  Limpie  la  pantalla  y  haga  la  grifica  de  r  =  cos  9,  r  =  1  cos  0,  y  r  =  3  cos  0.  ^Puede 
ver  el  patrdn?  Limpie  la  pantalla  y  haga  la  grafica  de  1- =  —  cos  0,  r  =  — 2cos0,  yr  =  —  3  cos  0. 
,^Puede  ver  el  patron? 


Con  base  en  los  ejemplos  6  y  7,  tenemos  los  siguientes  enunciados.  (Las 
demostraciones  quedan  como  ejercicio.) 


Sea  a  un  numero  real  positive.  Entonces: 


ECUACION  DESCRIPCIOn 

(a)  r  =  2a  sen  6  CiVculo;  radio  a\  centro  en  (0,  a)  en  coordenadas  reciangulare.s 

(b)  r  =  ~2a  sen  6  Circulo:  radio  n;  ceniro  en  (0,  —a)  en  coordenadas  rectangulares 

(c)  r  —  2a  cos  6  Circulo:  radio  o\  ceniro  en  {a,  0)  en  coordenadas  rectangulares 

(d)  r  =  —  cos  6  Cfrcuio;  radio  a;  centro  en  {  —  a,  0)  cn  coordenadas  rectangulares 


El  metodo  de  conversion  de  una  ecuacion  polar  a  una  ecuacidn  rectangular  iden- 
tificable  para  poder  hacer  su  grdfica  no  siempre  es  muy  util,  tampoco  necesario.  Por 
lo  general,  construimos  una  tabla  con  varios  puntos  de  la  grafica.  A1  verificar  la  si- 
metn'a  podrfamos  reducir  el  numero  de  puntos  necesarios  para  trazar  la  grafica. 


Simetria 

En  coordenadas  polares,  los  puntos  (r,  9)  y  (r,  —9)  son  simetricos  respecto  al  eje 
polar  (y  respecto  al  eje  x).  Vease  la  figura  50(a).  Los  puntos  (/-,  0)  y  (r,  v  —  9)  son 
simetricos  respecto  a  la  recta  9=  ttI2  (eje  y).  Vease  la  figura  50(b).  Los  puntos 
(r,  0)  y  (  — r,  0)  son  simetricos  respecto  al  polo  (origen).  Vease  la  figura  50(c). 
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FIGURA  50 
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(c)  Puntos  simetricos 
respecto  al  polo 


Los  siguientes  criterios  son  consecuencia  de  estas  observaciones. 

Simetria  respecto  al  eje  polar  (eje  x) 

En  una  ecuacion  polar  reeinplace  6  por  -ft  Si  obtiene  una  ecuacibn  equivalente  la  gralici 
es  simetrica  respecto  al  eje  polar. 

Simetria  respecto  a  la  recta  0  =  rr/2  ( eje  y) 

En  una  ecuacibn  polar  reemplace  ft  por  tt  —  ft.  Si  obtiene  una  ecuacibn  equivalente  la  aralk.; 
es  simetrica  respecto  a  la  recta  ft  =  ttH. 

Simetria  respecto  al  polo  (origen) 

En  una  ecuacibn  polar  reemplace  r  por  — r.  Si  obtiene  una  ecuacibn  equivalente  la  grafkat-. 
simbtrica  respecto  al  polo. 
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Estos  tres  criterios  son  condiciones  suficientes  para  la  simetria,  pero  no  son 
condiciones  necesarias.  Es  decir,  una  ecuacion  puedc  no  cumplir  estos  criterios  y 
aun  asi  ser  simetrica  respecto  al  eje  polar,  a  la  recta  6  =  ttH  o  al  polo.  For  ejempio, 
la  grafica  de  r  =  sen  20  es  simetrica  respecto  al  eje  polar,  a  la  recta  0  =  ttI2  y  al 
polo,  pero  los  tres  criterios  mencionados  aquf  fallan. 


K  .I  1.  M  r  I  ('■ 


■  ;  ■  ■  ,  Hi  -.-  :  ■  :>•  ■ 

Hacer  la  grdfica  de  la  ecuacion:  r  =  I  -  sen  0 


'suluviiMi  Primero  verificamos  la  simetria: 


Eje  polar:  Reemplazamos  6  por  —6.  El  resultado  es 

r  =  I  -  sen(  — 0)  =  I  +  sen  0 

El  criterio  falla,  asi  que  la  grdfica  podn'a  ser  o  no  simetrica  respecto  al  eje  polar. 

La  recta  0  =  ttI2\  Reemplazamos  6  por  tt  -  6.  E\  resultado  es 

r  =  1  -  sen(7r  ~  6)  =  \  -  (sen  ttcos  6  —  cos  77  sen  0) 

=  1  -  [0  ■  cos  0  -  (—1)  sen  0]  =  I  -  sen  0 
Asi,  la  grdfica  es  simetrica  respecto  a  la  recta  0  =  ttH. 

El  polo:  Reemplazamos  r  por  ~r.  Entonces  el  resultado  es  —  r  =  1  —  sen  0,  de  modo  que 
1-  =  —  1  +  sen  0.  El  criterio  falla,  de  esta  manera  la  grafica  podria  ser  0  no  simetrica  respecio 
al  polo. 


A  continuacidn,  identificamos  algunos  puntos  sobre  la  grafica  asignando  va- 
lores  al  angulo  0  calculando  los  valores  correspondientes  de  r.  Debido  a  la  sime- 
tn'a  respecto  a  la  recta  0  =  7r/2,  solo  hay  que  asignar  valores  a  0  de  —ttH  a  7r/2, 
como  en  la  tabla  1. 

Ahora  trazamos  los  puntos  (r,  0)  de  la  tabla  1  y  bosquejamos  la  grafica, 
comenzando  en  el  punto  (2,  -ttH)  y  terminando  en  (0,  7r/2).  Despues,  reflejamos 
esta  parte  de  la  grdfica  respecto  a  la  recta  0  =  7r/2  (eje  y)  para  obtener  la  grafica 
completa.  Vease  la  figura  51. 


TABLA  1  FIGURA  51 


H 

r  =  I  —  sen  0 

--a 

1  '  1  2 

--/i 

1  ■+  \  3/2  =  1.87 

-  71/6 

(I 

1  +  1  =  1 

1 

-ih 

1  -  \  3/2  =  0. 1 3 

0 

9  =  i 


(0.13,’;,,  5 


(O.f) 


•(L  -a 


X 

”0-0 


e  =  f 


(2.  -  2) 


(1.87,-?) 


u  _7'TT 


e  =  f 


'•  i:’i<  !■  I!  Haga  la  grafica  de  r  = 

figura  5 1 . 


sen  0  y  compare  el  resultado  con  la 
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Exploracion;  Haga  la  graf'ica  de  r  =  1  -I-  sen  9.  Limpie  la  pantalla  y  haga  la  gnifica  ik  r  - 
I  -  cos  6.  Limpie  la  pantalla  y  haga  la  grafica  de  ;■  =  1  -I-  cos  6.  ^Puede  ver  algiin  pairon'’ 


La  figura  51  es  un  ejemplo  de  una  cardioide  (en  forma  de  corazon). 


Cardioides 


Las  cardioides  se  caracterizan  por  tener  ecuaciones  de  la  forma 
r  =  a(  1  -h  cos  6)  r  =  a(l  +  sen  0) 

r  =  ail  —  cos  6)  r  =  a{\  —  sen  9) 

donde  a  >  0.  La  grdfica  de  una  cardioide  contiene  at  polo. 


Ahora  resuelva  el  problema. 


Hacer  la  grdfica  de  la  ecuacion:  r  =  3  -I-  2  cos  9 
Primero  verificamos  la  simetria: 


TABLA  2 


e 

r  =  3  -1-  2  cos  ft 

0 

5 

77/6 

3  +  V3  =  4.73 

77/3 

4 

77/2 

3 

IttB 

2 

577/6 

3  -  V3»=  1.27 

77 

1 

Eje  polar:  Reemplazamos  6  por  —6.  El  resultado  es 

r  =  3  +  2  cos(~0)  =  3  -r  2  cos  e 
Asi,  la  grdfica  es  simetrica  respecto  al  eje  polar. 

La  recta  9  =  77/2:  Reemplazamos  6  por  it  —  ft  El  resultado  es 

r  =  3  +  2  cos(77  —  9)  =  3  +  2(cos  ttcos  6  +  sen  risen  ff) 

=  3  -  2  cos  0 

El  criterio  falla,  de  modo  que  la  grafica  podn'a  ser  o  no  simdtrica  respecto  a  la  recta  0  =  nft 

El  polo:  Reemplazamos  r  por  —r.  El  criterio  falla,  de  modo  que  la  grafica  podria  seroni- 
simdtrica  respecto  al  polo. 

A  continuacidn,  identificamos  algunos  puntos  sobre  la  grafica  asignandu 
valores  al  angulo  9  y  calculando  los  valores  correspondientes  de  r.  Debido  a  la  simetria 
respecto  al  eje  polar,  solo  hay  que  asignar  valores  a  0  de  0  a  0,  como  en  la  tabla  1 
Ahora  trazamos  los  puntos  (r,  9)  de  la  tabla  2  y  bosquejamos  la  grafica. 
comenzando  en  el  punto  (5,0)  y  terminando  en  (tt,  1).  Despuds,  reflejamos  estapatie 
de  la  grdfica  respecto  al  eje  polar  (eje  at)  para  obtener  la  grafica  completa.  Vnise  la 
figura  52. 

FIGURA  52  yj 

r  =  3  +  2  cos  6  6 
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Seccion  8.5  Ecuaciones  y  graficas  polares 


Haga  la  grafica  de  /■  =  3  +  2  cos  0  y  compare  el  resultado  con  la 

figura  52. 


Exploracion;  Haga  la  gr^fica  de  r  =  3  -  2  cos  0.  Limpie  la  pantalla  y  haga  la  grafica  de  r  = 
3  +  2  sen  6.  Limpie  la  pantalla  y  haga  la  grafica  de  r  =  3  —  2  sen  9.  ^Puede  ver  algun  patron? 


La  figura  52  es  un  ejempio  de  un  caracol  sin  lazo  interior. 


Caracol  sin  lazo  interior 


Los  caracoles  sin  lazo  interior  se  caracterizan  por  tener  ecuaciones  de  la  forma 

r  =  a  +  b  cos  9  r  =  a  +  b  sen  6 

r  =  a  —  b  cos  6  r  —  a  —  b  sen  6 

donde  a  >  0,  b  >  0,  y  a  >  b.  La.  grafica  de  un  caracol  sin  lazo  interior  no  con- 

tiene  al  polo. 


Ahora  resuelva  el  problema  31. 


Hacer  la  grafica  de  la  ecuacion:  r  =  1  +  2  cos  9 

:ii  Primero  verificamos  la  simetn'a: 

Eje  polar:  Reemplazamos  6  por  —6.  El  resultado  e.s 

r  =  I  +  2cos(-0)=  1  +  2cos6 
Asi,  la  grafica  es  simfitrica  respecto  al  eje  polar. 

La  recta  0  =  -nil-.  Reemplazamos  6  por  rr  —  6.  El  resultado  es 

r  =  1  +  2  cos(7r  -  0)  =  1  +  2(cos  ttcos  9  +  sen  risen  9) 

=  1—2  cos  9 

El  criterio  falla,  de  modo  que  la  grafica  podn'a  ser  o  no  sim^trica  respecto  a  la  recta  9  =  nil. 

El  polo:  Reemplazamos  r  por  -r.  El  criterio  falla,  de  modo  que  la  grafica  podrfa  ser  o  no 
simetrica  respecto  al  polo. 

A  continuacion,  identificamos  algunos  puntos  sobre  la  grafica  de  r  =  1  +  2 
cos  9.  asignando  valores  al  angulo  9  y  calculando  los  valores  correspondientes  de 
r.  Debido  a  la  simetria  respecto  al  eje  polar,  solo  hay  que  asignar  valores  a  0  de  0 
a  71,  como  en  la  tabla  3. 

Ahora  trazamos  los  puntos  (r,  9)  de  la  tabla  3  y  bosquejamos  la  grdfica,  co- 
menzando  en  el  punto  (3,  0)  y  terminando  en  (—1,  ti).  Vease  la  figura  53(a).  Por 
ultimo,  reflejamos  esta  parte  de  la  grafica  respecto  al  eje  polar  (eje  x)  para  obtener 
la  grafica  completa.  Vease  la  figura  53(b). 


r 

=  1  +  2  cos 

n 

3 

-/h 

1 

+  V'3  2.73 

2 

S3 

1 

0 

.5tr/h 

1 

-  \  3  -  -0.73 

- 1 
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FIGURA  53 
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53(b). 


Haga  la  grafica  de  /■  =  1  +2  cos  0  y  compare  el  resultado  con  la  fiaui.i 


Exploracidn:  Haga  la  grfFica  de  r  =  I  -  2  cos  6.  Limpie  la  pantalla  y  haga  la  grafica  dc  r« 
I  +  2  sen  9.  Limpie  la  pantalla  y  haga  la  grdfica  de  r  =  I  —  2  .sen  6.  ^.Puede  ver  algtiii  paiwn.' 


La  figura  53(b)  es  un  ejemplo  de  un  caracol  con  lazo  interior. 


Caracol  de  cicio  interior  Los  caracoles  con  lazo  interior  se  caracterizan  por  tener  ecuaciones  dc  la 

forma 

r  =  a  +  b  cos  6  r  =  a  +  b  sen  6 

r  =  a  —  b  cos  0  r  =  a  —  b  sen  d 

donde  a  >  0,  >  0,  y  a  <  0.  La  grdfica  de  un  caracol  con  lazo  interior  pasa 

por  el  polo  dos  veces. 

B  Ahora  resuelva  el  problema  33. 

|.  _1  l  \i  iM  (I  I  1  Li,.,  .,,  .....  :  .1.,.  ■■ 

Hacer  la  grafica  de  la  ecuacion:  r  =  2  cos  29 

'.■■til  Primero  verificamos  la  simetn'a: 

Eje  polar:  Si  reemplazamos  6  por  -0,  el  resultado  es 

r  =  2  cos  2(~9)  =  2  cos  29 
Asf,  la  grafica  es  simetrica  respecto  al  eje  polar. 

La  recta  0  =  ttIIx  Si  reemplazamos  9  por  w  —  9,  obtenemos 

r  =  2  cos  2(tt  —  9)  =  2  cos(27r  —  29)  =  2  cos(-20)  =  2  cos  29 
Asf,  la  grdfica  es  simetrica  respecto  a  la  recta  9  =  Tr/2. 


El  polo:  Como  la  grafica  es  simetrica  respecto  al  eje  polar  y  a  la  recta  6  =  Tr/2,  lamhicn  d.+t 
serlo  respecto  al  polo. 


Seccion  8.5  Ecuaciones  y  graficas  polares  '^5 


TABLA  4 

n 

I) 

-/ii 

:r/4 

~'3 


r  =  2  COS  20 


0 
-  i 
-2 


A  continuacion,  construimos  la  tabla  4.  Debido  a  la  simetn'a  respecto  al  eje 
polai',  la  recta  6  =  ttH  y  el  polo,  solo  hay  que  considerar  valores  de  0  de  0  a  ttI2. 

Trazamos  y  unimos  estos  puntos  en  la  figura  54(a).  Por  ultimo,  debido  a  la 
simetn'a,  reflejamos  esta  parte  de  la  grafica,  primero  respecto  al  eje  polar  (eje  x)  y 
luego  respecto  a  la  recta  0  =  ttH  (eje  y)  para  obtener  la  grafica  completa.  Vease 
la  figura  54(b). 


FIGURA  54 
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(b)  r=  2  cos  26 


Haga  la  grdfica  de  r  =  2  cos  26  y  compare  los  resultados  con  la  figura 
54(b).  Observe  que  la  grdfica  comienza  de  la  misma  forma  que  la  figura  54(a). 

La  curva  de  la  figura  54(b)  es  una  rosa  de  cuatro  petalos. 


Las  curvas  con  forma  de  rosa  se  caracterizan  por  tener  ecuaciones  como 

r  =  a  cos  nd  r  =  a  sen  n6,  a  >  0 

y  sus  grdficas  presentan  forma  de  rosa.  Si  n  es  par,  la  rosa  tendra  2n  petalos; 
si  n  es  impar,  la  rosa  tendra  «  petalos. 

Ahora  resuelva  el  problema  37. 


Hacer  la  grafica  de  la  ecuacion:  =  4  sen  26 


TABLA  5 


Dejamos  que  usted  verifique  la  simetn'a  de  la  grafica  respecto  al  polo. 


» 

I) 

do 

di 

d} 


=  4  sen  20 

0 

2V3 

4 

2\/3 

0 


La  tabla  5  enumera  algunos  puntos  sobre  la  grafica  para  valores  de  6  =  0  a 
0  6  =  7r/2.  Observe  que  no  existen  puntos  sobre  la  grafica  para  tt/2  <  6  <  tt  (segun- 

,2^  do  cuadrante),  pues  sen  26  <  0  para  tales  valores.  Trazamos  los  puntos  de  la  tabla 
=  1.9  5  r  >  0  en  la  figura  55(a)  y  obtenemos  los  demas  por  simetn'a.  La  figura  55(b)  mues- 
0  tra  la  grafica  final 
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FIGURA  55 
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Haga  la  grafica  de  =  4  sen  20  introduciendo  r  =  ZVsen  20.  Com¬ 
pare  el  resultado  con  la  figura  55(b).  • 


La  figura  55(b)  es  un  ejempio  de  una  curva  lemniscata. 


Lemniscata 


Las  curvas  lemniscatas  se  caracterizan  por  tener  ecuaciones  de  la  forma 
p-  =  a-  sen  26  n  =  a-  cos  26 
donde  a  i=  0,  y  presentan  graficas  con  forma  de  helice. 


I  .1  I  \l  V  I 


Ahora  resuelva  el  problema  41. 


Hacer  la  grafica  de  la  ecuacion: 


M'ili-  ii  ■  Los  criterios  de  simetria  respecto  al  polo,  al  eje  polar  y  a  la  recta  6  =  ttII  I'ai 
Por  otro  lado,  no  existe  un  numero  6  tal  que  r  =  0.  Por  lo  tanto,  la  gnifica  no  paij 
por  el  origen.  Observemos  que  r  es  positive  para  toda  6,  que  r  crece  cuando  Wo 
ce  r  0  cuando  6  — >  y  r  cuando  6  ^  Con  ayuda  de  una  calculadq 

obtenemos  los  valores  de  la  tabla  6.  Vease  la  grafica  en  la  figura  56. 

La  curva  de  la  figura  56  es  una  espiral  logan'tmica  pues  podemos  cscribirj 
ecuacidn  como  0  =  5  In  r;  la  grafica  gira  infinidad  de  veces  en  torno  al  polo[ 
alejdndose  de  el. 


Seccion  8.5  Ecuaciones  y  graficas  polares 


FIGURA  56 
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Clasificacion  de  ecuaciones  polares 

La  tabla  7  muestra  las  ecuaciones  de  algunas  rectas  y  cfrculos  en  coordenadas  polares 
y  sus  ecuaciones  correspondientes  en  coordenadas  rectangulares.  Tambien  incluye 
los  nombres  y  graficas  de  algunas  de  las  ecuaciones  polares  que  se  encuentran  con 
mayor  frecuencia. 


Comentario  acerca  del  calculo 

Para  los  lectores  que  estdn  pensando  en  cursar  calculo,  es  conveniente  hacer  un 
comentario  acerca  del  importante  papel  de  las  ecuaciones  polares. 

En  las  coordenadas  rectangulares,  la  ecuacion  =  1 ,  cuya  grafica  es  el 

ci'rculo  unitario,  no  define  una  funcion.  De  hecho,  en  el  intervalo  [—1,  1],  define 
dos  funciones, 

y  =  V 1  —  y  =  — V 1  — 

En  coordenadas  polares,  la  ecuacion  r  =  1,  cuya  grdfica  tambien  es  el  circulo  uni¬ 
tario,  SI  define  una  funcidn.  Es  decir,  para  cada  eleccidn  de  9,  solo  existe  un  valor 
correspondiente  de  r,  a  saber,  r  =  1.  Como  en  muchas  aplicaciones  del  calculo  hay 
que  utilizar  funciones,  la  posibilidad  de  expresar  ecuaciones  que  no  son  funciones 
en  coordenadas  rectangulares  como  funciones  en  coordenadas  polares  es  muy  util. 

Observe  tambien  que  el  criterio  de  la  recta  vertical  para  funciones  s61o  es 
valido  para  ecuaciones  especificadas  en  coordenadas  rectangulares. 

i).vn  ■  in.s'n'iRii  a  ■  Al  parecer  las  coordenadas  polares  fueron  inventadas  por  Jacob  Bernoulli  (1654-1705)  cerca 
de  1691,  aunque,  como  en  la  mayor  parte  de  ideas  similares  a  esias,  e.xisten  indicios  anteriores 
de  este  concepto.  Los  primeros  usuarios  del  cSlculo  permanecieron  fieles  a  las  coordenadas  rec¬ 
tangulares,  y  las  coordenadas  polares  se  popularizaron  s6lo  hasla  principios  del  siglo  xix.  In- 
cluso  entonces,  eran  utilizadas  principalmenfe  por  los  gedmetras  pai'a  describir  clertas  curvas 
especiales.  Por  ultimo,  hacia  la  mitad  del  siglo  xix,  los  matemalicos  aplicados  observaron  la 
tremenda  simplificacidn  en  la  descripcidn  de  objetos  con  simeln'a  circular  o  ciifndrica,  hecha 
posible  por  las  coordenadas  polares.  A  partir  de  entonces  su  uso  ha  sido  mas  amplio.  I 
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TABLA  7 

RECTAS 

Descripcion 

Ecuacion  rectangular 
Ix’uacion  polar 
GraMca  ifpica 


Recta  que  pasa  por  el  polo 
formando  un  angulo  a  con  el 
ejc  polar 
V  =  (tan  a.)x 
d  =  a 


Recta  vertical 


X  =  a 
r  cos  $  =  a 


Recta  horizontal 


.V  =  h 
r  sen  6  =  b 


CIRCLLOS 


Descripcion 


Ecuacion  rectangular 
Ecuacion  polar 
Grafica  tipica 


OTRAS  IXUACIONES 
Nombre 

Ecuaciones  polares 
Grafica  tipica 


Nombre 

Ecuaciiincs  polares 
Gralica  tipica 


Centro  en  el  polo,  radio  a 


X~  +  ”  (7^.  >  0 

r  =  ch  a  -0 


Cardioide 

r  a  ±  a  cos  0,  a  >  0 
r  =  a  a  sen  6,  a  >  0 


Lcmniscata 
r  =  a~  cos  26,  a  >  0 
n  =  cr  sen  26,  a  >  0 


Pasa  por  el  polo, 
tangente  a  la  recta  0  =  ttH, 
centro  en  el  eje  polar, 
liidio  a 

X-  +  y-  =  ±  2ux.  a  >  0 
r  =  ±la  cos  6,  a  0 


yf 


Caracol  sin  lazo  interior 
r  ~  a  ±  b  cos  6,  0  b  <  o 

r  =  a  ±  b  sen  6,  0  b  <  a 


Rosa  con  tres  petalos 
r  —  a  sen  2)6,  a  ■  0 
r  =  a  cos  3  6^,  r?  >  0 


Pasa  por  el  polo, 
tangente  al  eje  polar, 
centro  en  la  recta  0  =  ttI2. 
radio  a 

+  y-  =  *2oy,  a  >  0 
r  =  ±2a  sen  0,  a  >  0 


Caracol  con  lazo  interior 
r  =  a  ±  b  cos  0,  0  <  a  <  h 
r  =  a  ±  b  sen  0,  0  <  a  <  h 


Rosa  con  cuairo  petalos 
r  =  a  sen  20,  a  >0 
r  =  a  cos  20,  a  >  0 

y\ 


Seccion  8.5  Ecuaciones  y  gr^ficas  polares 


Ejercicio  8.5 


En  los  problemas  del  I  al  16  identifique  y  haga  la  grdfica  de  cada  ecuacion  polar 

1. 

r  =  4 

2.  r  =  2 

3. 

6  =  77/3 

4. 

6  =  —  77/4 

5. 

r  sen  6  =  4 

6.  r  cos  6  -- 

=  4  7. 

r  COS  6  =  -2 

8. 

r  sen  6  =  —2 

9. 

r  =  2  cos  6 

10.  r=2  sen  6  11. 

r  =  ~4  sen  6 

12. 

r  =  -4  cos  6 

13. 

r  sec  6  =  4 

14.  r  CSC  6  = 

=  8  15. 

rose  9  =  -2 

16. 

r  sec  0  =  -4 

En  los  problemas  del  17  al  24,  relacione  cada  una  de  las  grdficas  de  la  (A)  a  la  (H) 
tes  ecuaciones  polares: 

con 

una 

r/e  /fls'  siguien- 

17. 

r  =  2 

18.  6  =  77/4 

19. 

7=2  cos  6 

20. 

r  cos  0  =  2 

21. 

r  =  1  +  cos  6 

22.  r  =  2  sen  6  23. 

6  =  377/4 

24. 

7  sen  0  =  2 

■  i 

> 

Sj 

o=’7 

ft. 

II  =11 

II  .y 

II  --7 

ill; 

X 

X 

X 

X 

tis»-n 

5  2  ’e  ='o 

U  =  T  /f~T~ 

'3  5i  =  0  f  =  ■" 

cT  2  ’(j-o 

(1  =  It 

CJ  2  .i  'll  .  0 

II  .'-7 

fl-f 

II  =’7 

e  .-’7 

(1  -’7  0  >7 

e=7 

II  =7 

,,  7. 

"■4 

ii=7 

(A) 

(B) 

(C) 

(D) 

0.® 

11. 7 

ft 

11  =  7 

07  9  =  7 

ft. 

II  =7 

e-T 

11  =  7 

ft„ 

O.j 

X 

X 

X 

,, 

H  •  TT 

(f  ^  3  ft  =  0 

H  =  IT  Q*  1  ~ 

3  ’11  =  0  "  n 

if  2  3  ’ll  75 

11 » 7; 

*0  2  ’fi  =  0 

0  =*T 

n=7 

u.f 

B  =7  6  .7 

B  -  7 

0.7 

0=7 

<1 

ft  -  ''7 

(E)  (F)  (G)  (H) 

En  los  problemas  del  25  al  48  identifique  y  haga  la  grdfica  de  cada  ecuacion  polar.  Verifique  la  simetn'a. 


25. 

7=2  +  2  cos  6 

26. 

7=1+  sen  0 

27. 

7=3  —  3  sen  0 

28. 

7=2-2  cos  0 

29. 

7=2  +  sen  6 

30. 

7  =  2-  cos  0 

31. 

/■  =  4  —  2  cos  0 

32. 

7  =  4  +  2  sen  0 

33. 

r  =  1  +  2  sen  0 

34. 

7=1  —  2  sen  0 

35. 

7  =  2-3  cos  0 

36. 

7  =  2+4  cos  0 

37. 

7  =  3  cos  20 

38. 

7  =  2  sen  20 

39. 

7  =  4  sen  30 

40. 

/■  =  3  cos  40 

41. 

r-  =  9  cos  20 

42. 

/-  =  sen  20 

43. 

7  =  2'' 

44. 

7  =  3» 

45. 

7=1—  cos  6 

46. 

7  =  3  +  cos  0 

47. 

7=1-3  cos  0 

48. 

7  =  4  cos  3  0 

En  los  problemas  del  49  al  58  haga  la  grdfica  de  cada  ecuacion  polar 
2 


49.  / 


51.  ;  = 


I  -  cos  t) 

1 _ 

3-2  cos  I 


(parabola) 


50.  /  = 


1  -  2  cos 


(hipbrbola) 


52.  r  =  — 


(elipse) 


I  —  cos  tl 


(parabola) 


Capitulo  8  Aplicaciones  adicionales  de  la  trigonometna 


53. 

55. 

57. 

59. 

60. 
61. 
62. 

63. 

64. 


66. 


67. 


r  =  6,  0  S;  0  (espiral  de  Arquimides)  54. 

r  =  CSC  6  -  2,  0  <  9  <  TT  (concoide)  56. 

r  =  lan  9  (curva  kappa)  58. 


r  =  —  (espiral  reciprocal 

r  =  sen  0tan  9  (cisoide) 
6 

r  =  cos  — 

2 


Muestre  que  la  grafica  de  la  ecuacidn  r  sen  9  =  a  ts  una  recta  horizontal,  de  a  unidades  sobre  el  polo  si  a  >  0  y  u 
unidades  bajo  el  polo  cuando  a  <  0. 

Muestre  que  la  grdfica  de  la  ecuacidn  r  cos  9  =  a  ts  una  recta  vertical,  que  estd  a  unidades  a  la  derecha  del  puiu  i 
a  >  0  y  |a|  unidades  a  la  izquierda  del  polo  cuando  a  <  0. 

Muestre  que  la  grdfica  de  la  ecuacidn  r  =  2a  sen  9,  a  >  0,  es  un  ci'rculo  de  radio  a  con  centro  en  (0,  a)  en  cunrJi- 
nadas  rectangulares. 


Muestre  que  la  grdfica  de  la  ecuacidn  r  =  ~2a  sen  9,  a  >  0,  es  un  ci'rculo  de  radio  a  con  centro  en  (0,  -a)  en  twr 
denadas  rectangulares. 


Muestre  que  la  grdfica  de  la  ecuacidn  r  =  la  cos  9,  a  >  0,  es  un  ci'rculo  de  radio  a  con  centro  en  (a,  0)  en  coordc- 
nadas  rectangulares. 

Muestre  que  la  grtifica  de  la  ecuacion  r  =  —2a  cos  9,  a  >  0,  es  un  ci'rculo  de  radio  a  con  centro  en  {-a,  0)  en  ewir- 
denadas  rectangulares. 

Explique  por  qud  el  siguiente  criterio  de  simetn'a  es  vdlido:  reemplace  r  por  —ry9  con  —  6  en  una  ecuacion  ixik:'. 
Si  obtiene  una  ecuacion  equivalente,  la  grdfica  sera  simdtrica  respecto  a  la  recta  9  =  rrl2  (eje  y). 

(a)  Muestre  que  el  criterio  de  la  pdgina  520  falla  para  n  =  cos  9,  pero  que  este  nuevo  criterio  funciona. 

(b)  Muestre  que  el  criterio  de  la  pdgina  520  funciona  para  =  sen  9,  pero  que  este  nuevo  criterio  falla. 
Desarrolle  un  nuevo  criterio  de  simetn'a  respecto  al  polo. 

(a)  Determine  una  ecuacion  polar  para  la  cual  falle  este  nuevo  criterio,  pero  de  modo  que  el  de  la  pdgina  520  fiindoiic'. 

(b)  Determine  una  ecuacion  polar  para  la  cual  falle  el  criterio  de  la  pdgina  520,  pero  de  modo  que  el  nuevo  critcrm 
funcione. 


Desarrolle  dos  criterios  distintos  para  verificar  la  simetrt'a  respecto  al  eje  polar.  Determine  ejemplos  en  los  que  un.' 
de  los  criterios  funcione  y  el  otro  falle.  ^Cual  criterio  prefiere  utilizar?  Justifique  su  posicidn. 


El  piano  complejo; 
teorema 
De  Moivre 


Cuando  presentamos  los  numeros  complejos  no  estdbamos  preparados  para  aiiali/;ir 
su  interpretacion  geometrica.  Ahora  ya  estamos  listos  y  aunque  podriamos  dar  vari;i\ 
interpretaciones,  la  que  estudiaremos  a  continuacion  es  la  mas  facil  de  compreiidcr. 

Podemos  interpretar  geometricamente  un  numero  complejo  z  =  x  +  yi  comu 
el  punto  (x,  y)  del  piano  xy.  Asi,  a  cada  punto  del  piano  le  corresponde  un  luimcru 
complejo  y,  recfprocamente,  a  cada  numero  complejo  le  corresponde  un  punto  cr. 
el  piano.  Para  referimos  a  la  coleccion  de  tales  puntos  hablamos  del  piano  complejii. 
El  eje  X  se  conoce  como  eje  real  pues  cualquier  punto  sobre  el  tiene  la  forma  :=• 
X  +  Oi  =  X,  un  numero  real.  El  eje  y  es  el  eje  imaginario  pues  cualquier  punto  sobru 
el  tiene  la  forma  z  =  0  +  yi  =  yi,  un  numero  imaginario  puro.  Vease  la  figura  ,57, 


FIGURA  57 

Plano  complejo 


Eje 

imaginario 


z=x  +  yi 


Eje 

real 
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Magnitud 


FIGURA  58 


Eje 

imaginario 


I 

I 

_ L 

X 


z  =  X  +  y/ 

y 

_ ^  Eje 

real 


Sea  z  =  X  +  yi  un  numero  complejo.  Lo  magnitud  o  modulo  de  z, 
que  se  denote  |z|,  se  define  como  lo  distoncio  del  origen  ol 
punto  (x,  y).  Asi, 

!z|  =  V.v2  +  (1) 


Vcase  la  ilustracion  en  la  figura  58. 

Esta  definicidn  de  \z\  es  consistente  con  la  de  valor  absolute  de  un  numero 
real;  Si  z  =  .r  +  yi  es  real,  entonces  z  =  x  +  Or  y 


|z|  =  Vx^  +  0^  =  =  |x| 

Recuerde  (seccion  1.5)  que  si  z  =  x  +  yi,  entonces  su  conjugado,  que  se  de- 
nota  ,  z.  es  z  =  x  —  yi.  Como  zz  =  x^  +  y^,  la  ecuacion  (1)  implica  que  podemos 
escribir  la  magnitud  de  z  como 


Forma  polar  de  un  numero  complejo 

Al  escribir  un  numero  complejo  como  z  =  x  +  yi,  decimos  que  estd  en  forma 
rectangular,  o  cartesiana,  pues  (x,  y)  son  las  coordenadas  rectangulares  del  punto 
correspondiente  en  el  piano  complejo.  Supongamos  que  {r,  0)  son  las  coordenadas 
polares  de  este  punto.  Entonces 

X  =  /■  cos  6  y  =  r  sen  0  (3) 

Si  r  >  0  y  0  <  0  <  2tt,  el  numero  cotnplejo  z  —  x  +  yi  se  puede  escribir  en 

forma  polar  como 


Forma  polar  de  z 


z  =  X  +  yr  =  (r  cos  0)  +  (r  sen  0)i  =  r(cos  0  +  i  sen  0)  (4) 


FIGURA  59 

Eje 

imaginario 

z  =  x  +  yi=  r(cos  0  +  /sen  e), 
r>0,  0<  6<2Tr 


X  real 


Vease  figura  59. 

Si  z  =  r(cos  0  +  i  sen  0)  es  la  forma  polar  de  un  nijmero  complejo,  el  angu- 
lo  0,  0  <  0  <  Itt,  es  el  argumento  de  z.  Adem^s,  como  r  >  0,  la  ecuacion  (3)  im¬ 
plica  que  r  =  Vx^  -E  y^.  Asi,  la  ecuacion  (1)  implica  a  su  vez  que  la  magnitud  de 
z  =  r(cos  0  +  i  sen  0)  es 


r 


Trazar  el  punto  correspondiente  a  z  =  a/3  —  i  en  el  piano  complejo,  y  escribir  una 
expresion  para  z  en  forma  polar. 


Capftulo  8  Aplicaciones  adicionales  de  la  trigonometria 


FIGURA  60 


Eje 

imaginario 


2 

- 

1 

1 

Ill  , 

-1  0 

1  2  3 

-1 

-2 

z  =  4z-  i 

El  punto  correspondiente  a  z  =  Vs  —  i  tiene  las  coordenadas  rectangularcv 
(Vj,  —  1).  El  punto,  localizado  en  el  cuarto  cuadrante,  aparece  en  la  figura  60.  Como 
.V  =  Vs  y  >'  =  -  1,  esto  implica  que 

r  =  Va-2  +  y2  =  V(V3)2  +  (-1)2  =  V4  =  2 


sen  9  =  —  = - 

r  2 


.  A  Vs 

cos  9  =  ~  = - , 

r  2 


0  £  6  <  2tt 

Asi,  0=11 77-/6  y  r  =  2,  de  modo  que  la  forma  polar  de  c  =  Vs  —  /  es 


r(cos  9  +  i  sen  9)  =  2|  cos  — ^  +  /  sen  — ^ 


Ahora  resuelva  el  problema  1. 


FIGURA  61 


Eje 

imaginario 


i 

2 

-  z  =  2(cos  30°  + 

1 

“2  ?30° 

I  \l  I  f 

0 

-1 

I  1  2  3 

-  CM 

I 

- 

Eje 

real 


Localizar  el  punto  correspondiente  a  z  =  2(cos  S0°  +  i  sen  S0°)  en  el  piano 
complejo,  y  escribir  una  expresion  para  z  en  forma  rectangular. 

Para  localizar  el  numero  complejo  z  =  2(cos  S0°  +  i  sen  S0°),  trazamos  el  punio 
cuyas  coordenadas  polares  son  (r,  9)  =  (2,  S0°),  como  nos  muestra  la  figura  6l.  En 
forma  rectangular, 

z  =  2(cos  S0°  +  /■  sen  S0°)  =  2{~  +  y/j  =  Vs  +  / 

Ahora  resuelva  el  problema  iS. 

La  forma  polar  de  un  numero  complejo  proporciona  una  alternativa  parado- 
terminar  productos  y  cocientes  de  numeros  complejos. 

Sean  zi  =  /"[(cos  9\  +  /  sen  9\)  y  zi  =  r2(cos  02  +  '  sen  02)  dos  numeros  coniplo- 
Jos.  Entonces 


Z\Z2  =  /•,r2[cos(0i  +  02)  +  i  sen(0|  +  02)]  (.s) 


Si  Z2  0,  entonces 


—  =  — [cos(0i  -  0o)  +  /  sen(0i  -  02)]  (6| 

22  n 


Demostraremos  la  formula  (5).  La  demostracion  de  la  formula  (6)  se  deja  como 
ejercicio  {vease  el  problema  56). 

2|Z2  =  [rifcos  01  +  i  sen  0|)][/-2(cos  02  +  i  sen  02)] 

=  r|/'2[(cos  0|  +  /  sen  0i)(cos  02  +  /  sen  02)] 

=  r|r2[(cos  0|  cos  02  -  sen  0|  sen  02)  +  ('(sen  0|  cos  02  +  cos  0|  sen  0i)l 
=  rir2[(cos(0|  +  02)  +  i  sen(0|  +  02)] 


Seccion  8.6  El  piano  complejo;  teorema  De  Moivre 

Como  la  magnitud  de  un  numero  complejo  zes  ry  su  argumento  es  6,  cuando 
z  =  /-  (cos  6  +  i  sen  0),  podemos  enunciar  el  teorema  como  sigue: 

La  magnitud  del  producto  (cociente)  de  dos  numeros  complejos  es  igual  al  producto 
(cociente)  de  sus  magnitudes;  el  argumento  del  producto  (cociente)  de  dos  numeros 
complejos  es  igual  a  la  suma  (resta)  de  sus  argumentos. 

Veamos  un  ejemplo  del  uso  de  este  teorema. 


Si  z  =  3(cos  20°  +  /  sen  20°)  y  w  =  5(cos  100°  +  sen  100°),  determinar  lo  siguien- 
te  (dejar  las  respuestas  en  forma  polar): 

(a)  zm  (b)  zJw 

(a)  zw  =  [3(cos  20°  +  i  sen  20°)][5(cos  100°  +  i  sen  100°)] 

=  (3  •  5)[cos(20°  +  100°)  +  /  sen(20°  +  100°)] 

=  15(cos  120°  +  i  sen  120°) 

2  3(cos  20°  +  i  sen  20°) 

"  5(cos  100°  + /'sen  100°) 

=  |[cos(20°  -  100°)  +  lsen(20°  -  100°)] 

=  |[cos(— 80°)  +  i  sen(  — 80°)] 

=  |(cos  280°  +  i  sen  280°) 

Ahora  resuelva  el  problema  23. 

Teorema  de  De  Moivre 

El  teorema  de  De  Moivre,  enunciado  por  Abraham  De  Moivre  (1667-1754)  en  1730, 
aunque  ya  era  conocido  por  muchas  personas  hacia  1710,  es  importante  por  la 
siguiente  razon:  Los  procesos  fundamentales  del  algebra  son  las  cuatro  operaciones 
de  suma,  resta,  multiplicacion  y  division,  junto  con  las  potencias  y  la  extraccidn  de 
rai'ces.  El  teorema  de  De  Moivre  permite  aplicar  estas  dos  ultimas  operaciones  a  los 
numeros  complejos. 

En  su  forma  basica,  el  teorema  es  una  formula  para  elevar  un  numero  complejo 
z  a  la  potencia  n,  donde  n  S  1  es  un  entero  positivo.  Veamos  si  podemos  intuir  la 
forma  del  resultado. 

Sea  z  =  Kcos  6  +  i  sen  6)  un  numero  complejo.  Entonces,  con  base  en  la 
ecuacion  (5),  tenemos 

n  =  2:  =  r^(cos  26  +  i  sen  26) 

n  =  2:  z^  =  z^  ■  z 

=  [r^(cos  26  +  i  sen  20)] [/-(cos  0  +  i  sen  6)1 
=  r^(cos  36  +  i  sen  30) 
n  =  4:  z'*  =  •  2 

=  [r^(cos  30  -I-  /  sen  30)]  [/-(cos  6  +  /'  sen  0)] 

=  /■"'(cos  40  -I-  /  sen  40) 


Ahora  queda  claro  el  patron. 


Capitulo  8  ApMcaciones  adicionales  de  la  trigonometria 


Si  j  =  r(cos  6  +  i  sen  9)  es  un  numero  complejo,  entonces 


z"  =  r"(cos  n9  +  i  sen  nO)  (7i 

donde  «  s  1  es  un  entero  positivo.  I 

No  demostraremos  el  teorema  de  De  Moivre  pues  requiere  iiidua'im 
matematica  (la  que  analizaremos  hasta  la  seccidn  11.4). 

Veamos  algunos  ejemplos. 


[2(cos  20°  +  i  sen  20°)]3  =  23[cos(3  ■  20°)  +  i  sen(3  •  20°)] 

=  8(cos  60°  +  i  sen  60°) 

=  sfj  +  =  4  +  4V3  i  3 


Ahora  resuelva  el  problema  31. 


Escribir  (1  +  i)^  en  forma  canonica  a  +  bi. 


Para  aplicar  el  teorema  de  De  Moivre,  primero  debemos  escribir  el  numero  compb' 
en  forma  polar.  Asi,  como  la  magnitud  de  1  +  /  es  Vl^  +  1^  =  V2,  escribinios 


Ahora, 


Escribir  (3  +  4/)^  en  forma  canonica  a  +  bi. 

De  nuevo,  primero  escribimos  3  +  4i  en  forma  polar.  Esta  vez  utilizaremos  gradr> 
para  el  argumento.  La  magnitud  de  3  +  4/  es  V3^  +  4^  =  =  5,  de  modo  qui 

escribimos 


3  +  4(  =  sfy  +  jA  «  5(cos  53.1°  +  /  sen  53.1°) 
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Aunque  hemos  escrito  el  angulo  redondeado  a  una  cifra  decimal  (53.1°),  conserva- 
mos  el  valor  real  del  Angulo  en  la  memoria  de  la  calculadora.  Ahora, 

(3  +  4/)^  «  [5(cos  53,1°  +  i  sen  53.1°)]^ 

=  5^[cos(3  •  53.1°)  +  i  sen(3  ■  53.1°)] 

=  125(cos  159.3°  +  i  sen  159.3°) 

«  125[-0.935  +  /(0.353)]  =  -117  +  44/ 

En  este  cdlculo  utilizamos  los  valores  reales  guardados  en  la  memoria,  no  los  valores 
redondeados  que  mostramos.  La  respuesta  final,  —117  +  44/',  es  exacta,  como  usted 
podri  verificar  al  elevar  al  cubo  3  +  4/. 


..'111.. 

-  m 


Raices  complejas 

Sean  it'  un  numero  complejo  dado  y  n  >  2  un  entero  positive.  Cualquier  numero 
complejo  2  que  satisfaga  la  ecuacidn 

z"  =  w 

sera  una  raiz  en&ima  compleja  de  if.  De  acuerdo  con  nuestro  uso  anterior,  si  «  = 
2,  las  soluciones  de  la  ecuacidn  z~  =  w  son  las  raices  cuadradas  complejas  de  w,  y 
si  n  =  3,  las  soluciones  de  la  ecuacidn  =  if  son  las  raices  ciibicas  complejas  de  w. 


Sea  If  =  /'(cos  9  +  /  sen  9)  un  numero  complejo.  Si  iv  A  0,  existen  n  raices  enesi- 
mas  complejas  distintas  de  w  dadas  por  la  fdrmula 


,  :.1I  -I  i  11,. -.'I  i  It.  ; 


\I  P  I.  ()  7 


donde  ^  =  0,  1,  2,  .  .  .  ,  //  —  1 . 


No  demostraremos  el  resultado  en  su  totalidad.  Sdlo  veremos  que  cada  zk  de  la 
ecuacidn  (8)  cumple  la  ecuacidn  zi!  =  vf  y,  por  lo  tanto,  cada  zk  es  una  ralz  enesima 
compleja  de  if. 


z'l!  = 

=  (V~ry‘ 


2k'n\ 

2k7T' 

1" 

:os  — 

+  + 

■  , 

/  sen - h 

[n 

n  ) 

\n 

n 

/j 

1 

- 

(9  ,  2kT7\ 

1  ,  •  ( 

2kTr\~\ 

cos  n\ 

+  /  sen  n\ 

- h 

— 

— 

[n  n  ) 

’  [ 

n 

//  J\ 

=  /"[cosjd  +  Ikir)  +  /  sen(0  +  Ik-zr) 
=  /-(cos  9  +  /'  sen  6)  =  w 


Asi,  cada  Zk,  k  =  0,  ,  n  —  1,  es  una  ralz  enesima  compleja  de  vv.  Para 

terminar,  habrla  que  nrostrar  que  cada  Zk,  k  =  0,  1,2,...,//-  1,  es,  de  hecho,  dis- 
tinta  de  las  demds,  y  que  no  existen  raices  enesimas  complejas  de  if  distintas  de  las 
dadas  por  la  ecuacidn  (8).  ■ 


//(  ;  '".../;/<■/////  i/t  iii^rr 

Determinar  las  raices  cubicas  complejas  de  —  1  +  \/3  i.  Deje  las  respuestas  en  forma 
polar,  con  9  en  grados. 
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Primero  expresamos  —  1  +  V3  i  en  forma  polar  con  grados: 

- 1  +  V3  /  =  =  2(cos  120°  +  i  sen  120°) 

Las  tres  raices  cubicas  complejas  de  —  1  +  Vs  i  =  2(cos  120°  +  /  sen  120  )  ■ 


COS 


120° 


360% 


i  sen 


120° 


360% 


/1:  =  0.  1.2 


Asf, 


zo  =  °^(cos  40°  +  i  sen  40°) 

Zi  =  ^y2(cos  160°  +  i  sen  160°) 
Z2  =  ^y2(cos  280°  +  i  sen  280°) 


FIGURA  62 


Observe  que  cada  una  de  las  tres  rafces  cubicas  complejas  de  1  +  \  3  i  tienc 
la  misma  magnitud  que  las  demas,  V2.  Esto  significa  que  los  puntos  conespondicn- 
tes  a  cada  rai'z  cubica  estan  a  la  misma  distancia  del  origen;  por  lo  tanto,  los  tres  pun 
tos  estdn  en  un  cfrculo  con  centre  en  el  origen  y  radio  V2.  Ademas,  los  argunient  ■ 
de  estas  raices  cubicas  son  40°,  160°  y  280°,  de  modo  que  la  diferencia  enirc  la 
parejas  consecutivas  es  120°.  Esto  significa  que  los  tres  puntos  son  equidistantes- 
bre  el  circulo,  como  nos  muestra  la  figura  62.  Estos  resultados  no  son  una  coin.' 
dencia.  De  hecho,  en  los  problemas  53,  54  y  55  se  le  pedira  demostrar  que  estos  re¬ 
sultados  son  vdlidos  para  las  raices  endsimas  complejas. 


Eje 

imaginario 


D-VTi  :  'KI' '  ■  Babilonios,  griegos  y  arabes  consideraron  a  las  raices  cuadradas  de  cantidadesnega- 

tivas  como  imposibles  y  a  las  ecuaciones  con  soluciones  complejas  como  inesolubb 
El  primer  indicio  de  que  existia  alguna  conexidn  entre  las  soluciones  reales  do  ki' 
ecuaciones  y  los  numeros  complejos,  surgio  cuando  Girolamo  Cardano  (150I-1576i 
y  Tartaglia  (1499- 1 557)  determinaron  raices  reales  de  ecuaciones  cubicas  consideraiulo 
raices  cubicas  de  cantidades  complejas.  A  partir  de  entonces  y  durante  varies  siglov 
los  matematicos  trabajaron  con  numeros  complejos  sin  confiar  mucho  en  su  existen- 
cia  real.  Al  parecer  fue  John  Wallis  el  primero  en  sugerir  (en  1673)  la  representacibr, 
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grafica  de  los  numeros  complejos,  una  idea  realmente  signil'icativa  que  no  fue  apro- 
vechada  sino  hasta  1 800.  Varias  personas,  entre  ellas  Karl  Friedrich  Gauss  ( 1 777- 1855), 
redescubrieron  la  idea  y  asi  la  representacion  grafica  ayudd  a  establecer  los  numeros 
complejos  como  miembros  legitimos  de  la  familia  de  los  numeros.  En  las  aplicaciones 
practicas,  los  numeros  complejos  encontraron  uso  amplio  en  el  Area  de  la  coiriente 
electrica  alterna,  donde  son  una  herramienta  de  uso  comun,  y  la  fisica  subatomica.B 

Pk> '  U.i;  lii.sTi- ■  I.  En  el  problema  83,  ejercicio  3.5,  vimos  que  x  =  2  era  una  solucidn  de  la  ecuacidn 

cubica  .P  —  6.V  -1-4  =  0.  Recuerde  que  no  podi'amos  aplicar  el  metodo  de  Cardano  y 
Taitaglia  pues  nos  conduci'a  a  la  rai'z  cubica  de  un  numero  complejo.  Utilice  el  teorema 
de  De  Moivre  para  determinar  la  rafz  cubica  y  concluir  el  problema. 

2.  La  formula  cuadratica  funciona  perfectamenie  si  los  coeficicnies  son  numeros  complejos. 
Resuelva  lo  siguiente,  con  ayuda  del  teorema  de  De  Moivre  en  caso  ncccsario.  [Nota:  Las 
respuestas  son  “simples."  | 

(a)  z-  -{2  +  5i)z  -  3  -r  5/  =  0  (b)  z-  -  { 1  -H  /)  z  -  2  -  /  =  0  ■ 


Ejercicio  8.6 

En  los  problemas  del  /  al  12,  haga  la  grafica  de  cada  numero  complejo  en  el  piano  complejo  y  escribalo 
en  forma  polar.  Exprese  el  argumenio  en  grados. 


1. 

1  +  / 

2.  1  +  / 

3. 

\/3-t 

4.  1  -  \  3  / 

5. 

-3/ 

6.  -  2 

7. 

4  -  4/ 

8.  9V3  -1-  9/ 

9. 

3  -  4/ 

W).  2 +  \f3i 

11. 

-2  -r  3/ 

12.  Vs  -  / 

En 

los  problemas  del  13  al  22  escriba  cada  numero  complejo  en  forma  rectangular. 

4 

17t\ 

1  sen  — 

4  ) 

13. 

2(cos  120°  +  /  sen  120°) 

14. 

3(cos210°  -r  /  sen  2 10°) 

15. 

! 

COS 

16. 

n,!  577  57r\ 

2  cos - h  1  sen  — 

^6  6  / 

17. 

3^ cos  ^  -f  /  sen 

1  2  2  j 

18. 

! 

COS 

f-' 

senf) 

19. 

0.2(cos  100°  -1-  /  sen  100°) 

20. 

0.4(cos  200°  +  i  sen  200° 

) 

21. 

2( 

/ 

cos 

7T 

“f 

18 

22.  sfcos  ^ -f  t  sen 

I  '0  10, 


En  los  problemas  del  23  al  30  determine  zw  y  zjw.  Deje  la  respuesla  en  forma  polar 


23.  z  =  2(cos  40"  -I-  i  sen  40°) 
w  =  4(cos  20°  +  i  sen  20°) 

26.  z  =  2(cos  80°  +  i  sen  80°) 

tr  =  6(cos  200°  +  i  sen  200°) 


29.  z  =  2  -r  2/ 

w  =  V3-  i 


24.  z  =  cos  120°  +  i  sen  120° 
M’  =  cos  100°  +  i  sen  100° 


30.  z  =  1  -  / 

u'  =  I  —  \/3  / 


25.  z.  =  3(cos  1 30°  +  /  sen  1 30°) 
11'  =  4(cos  270°  +  i  sen  270°) 


rr  , 

77\ 

28.  z  =  4^cos 

377- 

377\ 

cos 

—  +  i 
8 

sen  —  j 

-  + 

8 

1  sen  — 

8  ) 

/ 

77 

77\ 

J 

977 

977) 

vv  —  2| 

cos 

/  sen  — - 

It'  =  2  cos 

I- 

1  sen  — 

V 

10 

10 

1 

16 

‘V 

En 

31. 

34. 

37. 

40. 


los  problemas  del  31  al  42  escriba  cada 


[4(cos  40°  -1-  /  sen  40°)]* 

32. 

,  —!  5  77 

Stt) 

4 

35. 

V  21  cos  — 

-t-  (  sen  — - 

L  V  16), 

Vs/ cos  ^  +  /  sen 

4 

38. 

1  16  I6^_ 

(V3  -  /)* 

41. 

expresion  en  la  forma  canonica  a  + 


[3(cos  80°  +  /  sen  80°)]'’  33. 

[\/3(cos  10°  +  /  sen  10°)]*  36. 

V3f cos  ^  -r  /  sen  —11^  39. 

j  18  I8j_ 

(V2  -  /)*  42. 


bi. 

if  cos  ^  +  i  sen 

_  10  10| 

[j(cos  72°  +  /  sen  72°)]* 

(I  -  0- 

(I  -  V  5  if 
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En  los  probleinas  del  43  al  50  determine  todas  las  rakes  complejas.  Deje  su  respuesta  en  forma  polar,  con  ^ 
en  grados. 


43. 

45. 

47. 

49. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 


Las  rai'ces  cubicas  complejas  de  I  +  ;'  44. 

Las  rai'ces  cuartas  complejas  de  4  —  4V^3  i  46. 

Las  rai'ces  cuartas  complejas  de  — 16/  48. 

Las  rai'ces  quintas  complejas  de  /  50. 


Las  rai'ces  cuartas  complejas  de  ''/3  ^  /. 
Las  rai'ces  cubicas  complejas  de  -8  —  Si. 
Las  rai'ces  cubicas  complejas  de  —8. 

Las  rai'ces  quintas  complejas  de  -/. 


Determine  las  cuatro  raices  complejas  de  la  unidad  (del  ntimero  1).  Haga  la  grafica  de  cada  una. 

Determine  las  seis  rai'ces  complejas  de  la  unidad  (del  ntimero  1).  Haga  la  grSfica  de  cada  una. 

Muestre  que  cada  rai'z  enesima  compleja  de  un  ntimero  complejo  w  distinto  de  cero  tiene  la  misma  magnitiid  qu, 
deiniis. 

Utilice  el  rcsultado  del  problema  53  para  concluir  que  cada  rai'z  enesima  compleja  estd  en  un  ci'rculo  con  tciiiau 
el  origen.  ^Cual  es  el  radio  de  ese  ci'rculo? 

Consulte  el  problema  54.  Muestre  que  las  raices  cn6simas  complejas  de  un  ntimero  complejo  w  distinto  dc  ccin  - 
equidistantes  en  el  ci'rculo  mencionado. 

Demuestre  la  fdrmula  (6). 


Repaso  del  capitulo 


Concertos  fundamentales 


Formulas 

Ley  de  los  senos 
Ley  de  los  cosenos 

Area  de  un  tridngulo 


Relacion  entre  las  coordenadas 
polares  (r,  6)  y  las  coordenadas 
rcctangulares  (x,  y) 

Forma  polar  de  un  ntimero  complejo 

Teorema  De  Moivre 


Rai'z  enesima  de  un  numero 


Como  hacer  para 


sen  «  _  sen  fi  _  sen  y 

a  h  e 

c‘  =  -r  h-  —  lab  cos  y 
=  a-  +  c-  -  lac  cos  (3 
a~  =  b~  +  c-  ~  2bc  cos  a 
A  =  \bh 
A  =  jab  sen  y 

A  =  \bc  sen  a 

A  =  \ac  sen  /3 

A  =  ''v/s-jj-  —  a)(s  -  b)(s  —  c),  donde  s  =  i(a  +  /?  +  c) 
X  =  r  cos  6,  y  =  r  sen  6 

X-  +  y-  =  r^-  tan  6  ~  x  A  0 
X 


Si  c  =  X  +  iy,  entonc^es  c  =  /-(cos  0  +  i  sen  6), 
donde  r  =  1 . 


Vx-  +  y-,  sen  9  =  ^  cos  9  =  Q  ^  9  <2tt 
Si  z  =  r(cos  9  -  i  sen  9),  entonces  ^  ^ 

z"  =  /-"(cos  n9  +  /  sen  n9),  donde  u  S  I  es  un  cntcro  positive 

^Z  =  ^r\ 


lkTT\ 

:  ■  I'S 

2/ctt\ 

11 

P 

cos - h 

+  t  sen  — 1 

— 

.  ,  n  - 

L  1" 

n  J 

[n 

n  )\ 

Utilizar  la  ley  de  los  senos  al  resolver  un  tridngulo  LAA,  ALA, 
0  LLL. 

Determinar  el  area  de  un  tritingulo. 

Hacer  gnilicas  de  coordenadas  polares. 

Convertir  de  coordenadas  polares  a  coordenadas  rectangulares. 
Convertir  de  coordenadas  rectangulares  a  coordenadas  polares. 


Hacer  grSficas  de  ccuaciones  polares  {veasc  la  tabla  7l. 
Escribir  un  ntimero  complejo  en  forma  polar,  z  =  licus « 

/  sen  9),  0°  <  0  <  360° 

Utilizar  el  teorema  de  De  Moivre  para  determinar  potencia'C. 
ntimeros  complejos. 

Utilizar  el  teorema  de  las  rai'ces  complejas  para  encontianaiu-- 
complejas 


Repaso  del  capitulo  539 


Complete  en  los  espacios 


1.  Si  se  conocen  los  dos  lados  y  el  angulo  opueslo  a  uno  de  ellos,  se  utiliza  la  ley  de  los _ para  determinar  si 

la  informacion  dada  no  produce  triangulo  alguno,  un  tridngulo  o  dos  Iridngulos. 

2.  Si  se  proporcionan  los  tres  lados  de  un  triurgulo,  se  utiliza  la  Icy  de  los _ para  resolverlo. 

3.  Si  se  proporcionan  los  ires  lados  de  un  triangulo,  se  utiliza  la  fdrmula  de, _ para  determinar  su  area, 

4.  En  coordenadas  polares,  el  origen  se  llama _ ,  y  el  eje  jr  positivo  se  conoce  como _ . 

5.  Otra  representacidn  en  coordenadas  polares  para  el  punto  (2,  7r/3)  es  ( _ ,  47r/3). 

6.  A1  utilizar  coordenadas  polares  (r,  6),  el  circulo  x-  +  y-  =  2x  adquiere  la  forma _ 

7.  En  una  ecuacidn  polar  se  reemplaza  6  con  ~d.  Si  se  obtiene  una  ecuacidn  equivalenle,  se  dice  que  la  gr^fica  es  simdtrica 

respecto  al _ 

8.  Al  escribir  un  numero  complejo  z  en  la  forma  polar  z  =  r(cos  6  +  i  sen  9).  el  numero  no  negalivo  r  es  el _ 

0 _ de  z,  y  el  angulo  6,  0  ^  9  <  hr,  is  es  el _ de  z. 


ClERTO  O  FALSO _ 

C  F  1.  Un  triangulo  oblicuo  donde  se  conocen  dos  lados  y  un  angulo  siempre  produce  al  menos  un  triangulo. 

C  F  2.  Dados  tres  lados  de  un  triangulo,  existe  una  fdrmula  para  determinar  su  drea. 

C  F  3.  Las  coordenadas  polares  de  un  punto  son  unicas. 

('  F  4.  Las  coordenadas  reclangularcs  de  un  punto  son  unicas. 

C  F  5.  Los  criterios  de  simetn'a  en  coordenadas  polares  son  concluyentes. 

C  F  6.  El  teorema  de  De  Moivre  es  util  para  elevar  un  numero  complejo  a  una  potencia  entera  positiva. 


EjERCICIOS  DE  REPASO 


En  los  prohlemas  del  1  al  20  determine  los  demds  dngulos  y  lados  de  cada  triangulo,  si  este  existe.  Si  no 
existe  triangulo,  indiquelo. 

1.  a  =  50°,  P  =  30°,  0=1  2.  a  =  10°,  r  =  40°,  c  =  2 


5.  a  =  2,  c  =  1,7=  110° 


4.  a  =  2,  c  =  5,  a  =  60° 

7.  o  =  3,  c  =  1,  |3  =  100' 

10.  a  =  \0,b  =  l,c  =  S 
13.  a  =  5,  h  =  3,  a  =  80° 

16.  a  =  3,  b  =  2,  c  =  2 

19.  f  =  5.  =  4,  a  =  70° 


8.  a  =  3,  h  =  5,  P  =  80° 
n.  a=  [,b  =  3,y  =  40° 
14.  a  =  2,b  =  3,  a  =  20° 
17.  fl  =  3,  a  =  10°,  b  =  4 
20.  a=  1,6  =  2,  7  =  60° 


3.  a  =  100°,  a  =  5,  c  —  2 
6.  a  =  3,  c=  1,  7=  20° 

9.  o  =  2,  6  =  3.  r  =  I 
12.  a  =  4,b=  I,  7=  100° 
15.  o  =  1,  6  =  i  c  =  i 
18.  a  =  4,  O'  =  20°,  P=  100' 


23.  b  =  4,  c  =  10.  a  =  70° 
26.  a  =  10,  6  =  7,  c  =  8 
29.  Of  =  50°,  P  =  30°,  a  =  1 


En  los  problemas  del  21  al  30  determine  el  area  de  cada  triangulo. 


21.  o  =  2,  6  =  3,  7  =  40° 

24.  a  =  2,  6  =  1.  7  =  100° 

27.  a  =  4,  b  =  2,  c  =  3 

30.  a  =  10°,  7  =  40°,  r  =  3 


22.  6  =  5,  c  =  4,  a  =  20° 

25.  a  =  4,  h  =  3,  c  =  S 

28.  fl  =  3,  6  =  2,  c  =  2 


En  los  problemas  del  31  al  36,  trace  los  puntos  dados  cn  coordenadas  polares  y  determine  sus  coordenadas 
rectangulares. 

31.  (3,  ir/O) 

34.  (-1,5-77/4) 


32.  (4,2-77/3) 
35.  (-3,  -77/2) 


33.  (-2,477/3) 
36.  (  —  4,  —77/4) 
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En  los  prohlemas  del  37  al  42  se  proporcionan  las  coordenadas  rectangulares  de  un  panto.  Determine  dos  pan 
de  coordenadas  polares  ( r,  6)  para  cada  panto,  ana  con  r>  0  y  la  otra  con  r  <  0.  Exprese  0  en  radiancs. 

37.  (-3,  3)  38.  (I,  -  1)  39.  (0,  -2) 

40.  (2,0)  41.  (3,4)  42.  (-5,  12) 


En  los  problemas  del  43  al  48  las  letras  x  y  y  representan  coordenadas  rectangalares.  Escriba  cada  eeinidtf 
con  coordenadas  polares  ( r,  9). 

43.  3.V-  +  3y-  =  6v 


46.  -r-  +  2v-  =  - 

.V 


44.  2x-  -  2y-  =  5y 
47.  ,v(.v2  +  V-)  =  4 


45.  2r-  -  V-  =  - 

-V 

48.  y(-v2  -  y2)  =  3 


En  los  problemas  del  49  al  54  escriba  cada  ecuacion  polar  como  ana  ecuacion  en  coordenadas  reclanpiikii^ 

U,  }•)■ 

49.  r  =  2  sen  8  50.  3r  =  sen  8  51.  r  =  5 

52.  8  =  tt/4  53.  r  cos  8  +  3r  sen  8  =  6  54.  r-  [an  8  =  1 

En  los  problemas  del  55  al  60  haga  la  grdfica  de  cada  ecuacion.  Asegurese  de  verificar  la  simetria. 

55.  r  =  4  cos  8  56.  r  =  3  sen  8  57.  r  =  3  —  3  sen  8 

58.  r  =  2  +  cos  8  59.  /■  =  4  -  cos  6  60.  r  =  I  —  2  sen  0 

En  los  problemas  del  61  al  64  escriba  cada  numero  complejo  en  forma  polar.  Exprese  cada  argumento  (t[\ 
grados. 

61.  -  I  -  /  62.  -\'3  +  i  63.  4  -  3i  64.  3  -  li 


En  los  problemas  del  65  al  70  escriba  cada  numero  complejo  en  la  forma  a  +  bi. 

65.  2(cos  150'’  +  i  sen  150°)  66.  3(cos  60°  +  /  sen  60°)  67.  3|"cos  +  i  sen  ^ 

68.  4^cos  ^  t  i  sen  69.  0.  l(cos  350°  +  /  sen  350°)  70.  0.5(cos  160°  +  i  sen  160  )] 

En  los  problemas  del  71  al  76  determine  ztv  y  zfw.  Deje  sus  respuestas  en  forma  polar. 


71.  z  =  cos  80°  +  i  sen  80° 
w  =  cos  50°  +  i  sen  50° 


~,A  .aI  Stt"  ,  .  5tt 

74.  z  =  21  cos  -  •  /  sen 

I  3  3 

H'  =  cos  340°  +  i  sen  340° 


72.  z  =  cos  205°  +  i  sen  205° 
w  =  cos  85°  +  i  sen  85° 


75.  z  =  5(cos  10°  +  (sen  10°) 


ir  =  3  cos - H  i  sen  — 

3  3 


AAA.  J  OiT  ,  .  9rj, 

73.  z  =  3  cos  —  t  I  sen — I 
I  5  /  j 

w  =  2\  cos  —  T  i  sen  — 

5  5 


76.  z  =  4(cos  50°  ■+  i  sen  ,'1(13 
H’  =  cos  355°  +  i  sen  3.^1' 


En  los  problemas  del  77  al  84  escriba  cada  expresion  en  la  forma  canonica  a  +  bi. 

77.  13(cos  20°  +  i  sen  20°)]-^  78.  [2(cos  50°  +  i  sen  50°)]-’  79. 

80.  [ af cos  —  +  i  sen  81.  ( 1  -  Vl  if 

\  16  [bj 

83.  (3  +  4if  84.  ( I  -  2if 


\/7l  Stt 
V  2  cos  — —  +  I  sen  — 


82.  (2  -  2if 


85.  Deternnine  todas  las  rai'ces  cubicas  complejas  de  27. 

86.  Determine  todas  las  rai'ces  cuartas  complejas  de  —16. 
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87.  ‘  ,  Mientras  un  avi6n  viaja  de  la  ciudad  A  a  la  ciudad  B.  a  una  distancia 

de  lOO  millas,  gira  en  ilngulo  de  20"  y  se  dirige  hacia  la  ciudad  C  como  indicu  la  figura. 
Si  la  distancia  de  A  a  C  es  de  300  millas,  ^a  que  distancia  esta  la  ciudad  B  de  la  ciudad  C? 

88.  lui'- .  .  luiiin.  Dos  ciudades,  A  y  6,  se  encuentran  a  300  mi¬ 
llas  de  distancia  entre  si',  Al  volar  de  la  ciudad  A  a  la  ciudad  B,  un  piloto  lleva  un  curso 
con  5°  de  en'or. 

(a)  Si  el  error  se  descubre  despuds  de  volar  lO  minutos  a  una  velocidad  constante  de  420 

millas  por  hora,  ^con  qud  angulo  debe  girar  el  piloto  para  corregir  el  curso?  (Con- 
suite  la  figura.) 

(b)  cQue  nueva  velocidad  constante  debe  mantenerse  de  modo  que  no  se  picrda  tiempo 
por  el  error?  (Suponga  que  la  velocidad  hubiera  sido  constante  e  igual  a  420  millas  por 
hora  de  no  haber  equivocado  el  curso.) 


descubierto 


89.  Dc’icrmiiuiciiin  <lc  iti'iliini  iir^  cn  cl  nun  El  timonel  de  un 
barco  en  el  mar  observa  dos  faros  que  sabe  estan  separados 
por  una  distancia  de  2  millas  a  lo  largo  de  una  costa  recta.  El 
determina  que  los  angulos  formados  entre  dos  li'neas  de  vision 
desde  los  faros  y  la  Ifnea  del  barco  que  va  directamente  hacia 
la  costa  son  12“  y  30°.  Viuise  la  ilustracion. 

(a)  lA  que  distancia  se  encuentra  el  barco  del  faro  A? 

(b)  ^A  que  distancia  del  faro  fi? 

(c)  lA  que  distancia  de  la  costa? 


2  millas 


90.  ^  ‘-'II  I  iinu  .  //  it  Se  constnjye  una  carretera 

cuyas  direcciones  principales  son  norte-sur  a  lo  largo  de  la 
costa  de  Florida.  Cerca  de  Naples,  una  bahi'a  obstruye  el 
trayecto  recto  de  la  carretera.  Como  el  costo  de  un  puente  es 
prohibitive,  los  ingenieros  deciden  rodear  la  bahfa.  La  ilus¬ 
tracion  muestra  el  trayecto  decidido  y  las  medidas  tomadas. 
^Cual  es  la  longitud  de  carretera  necesaria  para  rodear  la  bahi'a? 
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91.  -  .  -I,  Un  yate  sale  de  Saint 

Thomas  hacia  una  isla  de  las  Aniillas,  a  200  miilas  de  distancia.  Con 

velocidad  constanie  de  18  miilas  por  hora,  navcga  cntre  fuertes  co-  Saint  Thomas  200  miHas  AnliiUt 

rrientes  y  vientos  cruzados,  la  tripulacion  ve  que  despues  de  4  horas 
el  bote  esta  fuera  de  curso  por  15°. 

(a)  que  distancia  estS  el  bote  de  la  isla  en  ese  momento? 

(b)  iQae  angulo  debe  girar  para  con'egir  su  curso? 

(c)  ^Cuanto  tiempo  se  agrega  al  viaje  debido  a  la  desviacidn? 

(Suponga  que  la  velocidad  permanece  constante  e  iguai  a  18  mi- 
llas  por  hora.) 


92. 


Dos  casas  estan  localizadas  en  lados  opuestos  de  una  pequena  colina.  Vease  la  ilustracibn.  Para  iiicT 
la  distancia  entre  ellas,  un  topdgrafo  camina  50  pies  desde  la  casa  A  hasta  el  punto  C,  utiliza  un  trdnsito  p:mi  nifT; 
el  angulo  ACB.  que  resulla  ser  de  80°,  y  despues  camina  hacia  la  casa  6,  una  distancia  de  60  pies.  ^Cual  es  la  div.:" 
cia  cntre  las  casas? 


93.  Para  calculai'  aproximada- 

mente  el  area  de  un  lago,  un  topogral'o  camina  alrededor  de  su  perf- 
metro  y  toma  las  medidas  que  aparccen  en  la  ilustracidn.  Con  esta 
tecnicu,  ^cual  cs  el  area  aproximada  del  lago?  [Sugerencia:  utilice  la 
ley  de  los  cosenos  con  los  tres  triangulos  que  aparecen  en  la  figura 
y  despues  determine  la  suma  de  sus  dreas.] 


94.  El  teiTeno  irregular  de  la  figura 

se  vende  a  .SI 00.00  el  pie  cuadrado.  ;Cual  es  el  costo  del  terreno? 


20  pies 
50  pies  100 


CapftuI 
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’REPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 

Wt>  de  iniciar  este  capitulo,  revise  los  conceptos  siguientes: 


■rmula  de  distancia  (p.  54). 

[cnpletar  el  cuadrado  [apendice  A,  seccion  A. 3). 
"rersecciones  (p.  59). 
imetria  (pp.  59  y  60). 

Oculos  (pp.  63-66). 

Simula  para  angulo  doble  y  medio  angulo  (seccion  7.3). 

;iordenadas  polares  (seccion  8.4). 

implitud  y  periodo  de  graficas  senoidales  (p.  392). 


9.1 

9.2 

9.3 

9.4 

9.5 


fanorama  Antenas  parabolicas 

.  iintcnn  parabolica  tiene  lafigura  de  un  paraboloide  de 
eoliicion;  una  superficie  que  se  forma  al  hacer  girar  una  parabola 
rJidor  de  su  ejc  de  simetria.  Las  scnales  que  provienen  de  tin  satelite 
cn  la  superficie  de  una  antena  parabdlica  y  son  reflejadas  hacia 
:L  \ninto,  domic  estd  colocado  el  receptor.  Si  la  antena  mide  8  pies 
en  su  abertura  y  tietie  3  pies  de  profundidad  en  su  centra, 
posicion  debe  ser  colocado  cl  receptor?  [cjemplo  8  en  la 
y''i  9.2],  ■ 


Preliminares 
La  parabola 
La  el  ipse 
La  hiperbola 
Rotacion  de  ejes; 
forma  general  de 
una  conica 

Ecuaciones  polares  de 
las  conicas 
Curvas  planas  y 
ecuaciones  parametricas 
Repaso  del  capitulo 


polonio  (200  a.  C.)  fue  uno  de  los  primeros  es- 
tudiosos  de  las  cdnicas  y  descubrio  algunas 
de  sus  interesantes  propiedades.  En  la  actua- 
lidad  se  estudian  aun  las  conicas  por  sus  multiples  uses. 
Los  paraboloides  de  revolucion  (parabolas  giradas  alre- 
dedor  de  su  eje  de  simetria)  son  usados  como  recepto- 
res  de  senales  (por  ejempio,  las  antenas  parabolicas  uti- 
lizadas  en  los  sistemas  de  radar  y  de  television  por  cable), 
como  receptores  de  energia  solar  y  como  reflectores  (te¬ 
lescopies,  proyeccion  de  luz,  etc.).  Los  planetas  giran  al- 
rededor  del  Sol  en  drbitas  aproximadamente  elipticas. 
Las  superficies  elipticas  pueden  ser  usadas  para  reflejar 
senales  como  la  luz  y  el  sonido  desde  un  lugar  a  otro.  Y 
las  hiperbolas  pueden  ser  empleadas  para  determiner  la 
ubicacion  de  barcos  en  el  mar. 


Los  griegos  aplicaron  los  metodos  de  geomevj 
euclidiana  para  estudiar  las  conicas.  Nosotros  no;-  s-' 
viremos  de  los  metodos  mas  poderosos  de  geomevj 
analitica,  combinando  el  algebra  y  la  geometria,  p.!'3 
nuestro  estudio  de  las  conicas.  As(,  da.remos  unaclC'3 
cripcion  geometrica  de  cada  conica  y  luego,  por  ^  r 
dio  de  coordenadas  rectangulares  y  de  la  formulae- 
distancia,  encontraremos  las  ecuaciones  que  reipv 
senten  conicas.  Recuerde  que  nos  valimos  de  k’-: 
procedimiento  cuando  definimos  un  circulo  en  la  sec 
cion  1 .6. 

Este  capitulo  termina  con  una  seccion  soh- 
ecuaciones  de  las  conicas  en  coordenadas  polares,  st 
guide  por  un  estudio  de  curvas  planas  y  coordenada; 
parametricas. 


Preliminares 


Eje,  a 


La  palabra  conica  se  deriva  de  cono,  una  figura  geometrica  que  puede  scr  coiistnu- 
da  de  la  siguiente  manera:  Sean  a  y  g  dos  rectas  distintas  que  se  cortan  en  un  pL.. 
to  V.  Manteniendo  la  recta  a  fija,  se  hace  girar  la  recta  g  alrededor  de  u  manlL’nicn- 
do  el  mismo  angulo  entre  a  y  g.  A1  conjunto  de  puntos  generados  por  la  recta  a 
le  llama  cono  (circular  recto).  Vease  la  figura  1.  La  recta  fija  a  es  llamada  eje  ik 
cono;  el  punto  V  es  su  vertice;  las  rectas  que  pasan  por  V  y  format!  el  mi'f 
angulo  con  a  y  g  son  llamadas  generadores  del  cono.  Asi,  cada  generador  es  uii 
recta  que  pertenece  por  completo  al  cono.  El  cono  esta  constituido  por  dos  parte 
llamadas  mantos  (u  hojas),  que  se  cortan  en  el  vertice. 

Las  conicas,  una  abreviacion  de  secciones  conicas,  son  curvas  que  resiil: 
de  la  interseccion  de  un  cono  (circular  recto)  y  un  piano.  Las  conicas  que  estuJL 
remos  en  este  capitulo  surgen  cuando  el  piano  no  contiene  al  vertice,  como  se  mu.- 
tra  en  la  figura  2.  Estas  conicas  son  circulos  cuando  el  piano  es  perpendicular, 
eje  del  cono  y  corta  a  cada  generador  del  cono;  son  elipses  cuando  el  piano  estai; 
geramente  inclinado  de  modo  que  corta  a  cada  generador  pero  solo  en  un  maiiUiifc 
cono;  son  parabolas  cuando  el  piano  cs  mas  inclinado  de  manera  que  sea  ptuald 
a  un  (y  solo  uno)  generador  y  corta  solo  a  un  manto  del  cono;  y  son  hiperbolas 
cuando  el  piano  corta  a  ambos  mantos. 
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Si  el  piano  contiene  al  vertice,  su  intersecci6n  con  el  cono  es  un  punto,  una 
recta,  o  un  par  de  rectas  que  se  cortan.  Estas,  por  lo  regular,  son  llamada.s  cdnicas 
degeneradas. 


La  parabola  Establecimos  anteriormente  (seccion  3.1)  que  la  grafica  de  una  funcion  cuadratica 

es  una  parabola.  En  esta  seccion,  empezaremos  con  una  definicidn  geometrica  de 
parabola  y  la  usaremos  para  obtener  una  ecuacion. 


Parabola 


FIGURA  3 


FIGURA  4 

r  =  Aax 


D  .  x= -a 


Una  parabola  se  define  como  el  conjunto  de  todos  los  puntos  P 
en  el  piano  que  estdn  a  la  misma  distancia  de  un  punto  fijo  f  y 
de  una  recta  fija  D.  El  punto  F  es  llamado  foco  de  la  parabola; 
la  recta  D  es  la  directriz  de  la  parabola,  Como  consecuencia, 
una  parabola  es  el  conjunto  de  puntos  P  para  los  cuales 

cl{F,  P)  =  J(P,  D)  (1) 


La  figura  3  muestra  una  parabola.  La  recta  que  pasa  por  el  foco  F  y  es  per¬ 
pendicular  a  la  directriz  D  es  llamada  eje  de  simetn'a.  El  punto  de  interseccion  de 
la  parabola  con  su  eje  de  simetn'a  es  llamado  vertice  V. 

Ya  que  el  vertice  V  pertenece  a  la  parabola,  debe  satisfacer  la  ecuacion  (1):  d{F, 
V)  =  d(V,  D).  Asi',  el  vertice  es  el  punto  medio  entre  el  foco  y  la  directriz.  Hacemos 
a  igual  a  la  distancia  d(F,  V)  de  F  a  V.  Ahora  estamos  preparados  para  deducir  la 
ecuacion  de  una  parabola.  Para  hacer  esto,  usamos  un  sistema  de  coordenadas  rectan- 
gulares,  colocado  de  modo  que  el  vertice  V,  el  foco  F  y  la  directriz  D  de  la  parabola 
esten  ubicados  de  manera  adecuada.  Si  ubicamos  al  vertice  F  en  el  origen  (0,  0),  en- 
tonces  podrcinos  colocar  al  foco  F  en  cualquiera  de  los  ejes  a'  o  y. 

Primero,  consideremos  el  caso  cuando  el  foco  Festa  sobre  la  parte  positiva  del 
eje  X,  como  se  muestra  en  la  figura  4.  Dado  que  la  distancia  desde  F  hasta  V''es  a,  las 
coordenadas  de  F  seran  (a,  0)  con  a  >  0.  De  manera  analoga,  ya  que  la  distancia  des¬ 
de  V  a  la  directriz  D  tambien  es  a  y  como  D  debe  ser  perpendicular  al  eje  a  (ya  que 
es  el  eje  de  simetn'a),  la  ecuacion  de  la  directriz  D  debe  ser  a  =  —a.  Ahora,  si  F  = 
(a,  y)  es  cualquier  punto  en  la  pardbola,  entonces  P  debe  satisfacer  la  ecuacion  (1): 

d(F,  P)  =  d{P,  D) 

De  esta  manera  tenemos 

V(a  -  af  +  y-  =  |a  +  a| 

(a  —  a)‘  +  y'^  =  {x  F  of 
x^  —  2aA  +  a-  +  =  x^  +  lax  -h  a- 

y2  =  ^ax 


La  ecuacion  de  una  parabola  con  vertice  en  (0,  0),  foco  en  (a,  0)  y  directriz 
A  =  —a,  a  >  0,  es 


Ecuoclon  de  una  parabala; 

vertice  en  (0,  0), 
foco  en  (o,  0),  a  >  0 


y'^  ~  4ax 


(2) 


546  Capitulo  9  Geometrfa  analitica 


K  .1  K  VI  I*  L  ()  1  >  ■  '/  il(  l(  K-  it  '■  nil:  : 

Encontrai'  la  ccuacion  de  la  parabola  con  vertice  en  (0,  0)  y  loco  en  (3.  0).  Tr;y.ir 
la  grafica  de  la  ccuacion. 


Siiluciiin 

FIGURA  5 

,y-  =  1 2.V 


D\  x~- 

i 

1  1  1 

=-3  y- 

6 

1 

L 

:  ,-'*(3,6) 

—  / 

/ 

r  ‘  1 4 1 ' '  > 

-6 

0 

L  F  6X 

-6 

■  ',(3,-6) 

La  distancia  de.sdc  el  vertice  (0,  0)  al  foco  (3,  0)  es  a  =  3.  Con  base  en  la  cciiacion 
(2),  la  ccuacion  de  esla  parabola  es 

=  4ax 

y2  =  12.V 

Para  trazar  la  grafica  de  esta  parabola  resulta  util  trazar  los  dos  punlos  en  la  grafi¬ 
ca  arriba  y  abajo  del  foco.  Para  localizarlos,  haccmos  x  =  3.  Entonces 

r  =  12a'  =  36 

V  =  ±.  6 

Los  puntos  en  la  parabola  arriba  y  abajo  del  foco  son  (3,  —6)  y  (3,  6).  WV/vc  L 
figura  5.  1 

En  general,  los  puntos  en  la  parabola  y-  =  Aax  que  estan  arriba  y  abajo  dd 
foco  {a,  0),  quedan  cada  uno  a  una  distancia  de  2a  del  foco.  Esto  se  deduce  deque 
si  A'  =  a  entonces  y-  =  4ax  =  4a^,  o  y  =  ±  2a.  El  segmento  de  recta  que  une  a  c>- 
tos  dos  puntos  es  llamado  lado  recto;  su  longitud  es  4a. 


Comentario:  Para  trazar  la  grdt'ica  de  la  parabola  y-  =  I  lx  analizada  en  el  ejcinplo  I.  nect- 
sitamos  trazar  la  grafica  de  las  dos  funciones  y  =  V  IZr  y  y  =  Hdgalo  y  compjrr 

su  resultado  con  la  figura  5.  I 


■  Ahora  resuelva  el  problema  9. 


Al  invertir  los  pasos  usados  para  obtener  la  ecuacidn  (2),  se  conciuye  qtic  lu 
grafica  de  una  ecuacion  con  esta  forma  es  una  parabola;  su  veitice  cslti  en  (1).  Di. 
su  foco  en  (<3,  0),  su  dircctriz  es  la  recta  .r  =  —a,  y  su  eje  de  simetrfa  es  el  cjc.t 
Para  el  resto  de  esta  seccion,  la  instruccion  “Analizar  la  ecuacion”  significu- 
ra  encontrar  el  vertice,  el  foco,  la  directriz  de  la  parabola  y  trazar  su  grafica. 


K  .1  i:  VI  P  L  ()  2 


Aihili.'ti.'t  -It  hi  fi  init  ii  ft  nr-  n 
Analizar  la  ecuacion:  y^  =  8x 


FIGURA  6 

y2  =  8a 


,S()kici()n 


D:  x  =  -2 


La  ecuacion  y-  =  8a  es  de  la  forma  y‘  =  4aA.  donde  4u  =  8.  Asf,  a  =  2.  En  coiih’- 
cuencia,  la  grafica  de  la  ecuacion  es  una  parabola  con  vertice  en  (0,  0)  y  foco  m'- 
bre  la  parte  positiva  del  eje  a  en  (2,  0).  La  directriz  es  la  recta  vertical  a  =  -2.  Li" 
dos  puntos  que  definen  cl  lado  recto  se  obtienen  haciendo  a  =  2.  Entonces  y-  -  If. 
0  y  =  ±4.  Estos  puntos  ayudan  a  trazar  la  grafica  de  la  parabola,  ya  que  detcniii- 
nan  la  abertura  de  la  grafica.  Vease  la  figura  6. 

Recuerde  que  llegamos  a  la  ecuacion  (2)  despues  de  colocar  el  foco  sohru  hi 
parte  positiva  del  eje  a.  Si  el  foco  es  colocado  en  la  parte  negativa  del  eje  .v,  en  la  par¬ 
te  positiva  del  eje  y  o  en  su  parte  negativa,  se  oblicne  una  forma  diferenle  de  la  ecua- 
ci6n  para  la  parabola.  Las  cuatro  formas  de  la  ccuacion  de  una  parabola  con  vertia' 
en  un  eje  de  coordenadas  a  una  distancia  a  del  origen  (0,  0)  estdn  dadas  cn  la  tabla  1. 
y  sus  graficas  se  aprecian  en  el  figura  7.  Observese  que  cada  grdfica  es  simetrica  rc'- 
pecto  a  su  eje  de  simetrfa. 
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FIGURA  7 
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TABLA  1  ECUACIONES  DE  UNA  PARABOLA:  VERTICE  EN  (0,  0);  FOCO  EN  EL  EJE;  a  >  0 


VKRTICE 

FOCO 

DJRF.CTRIZ 

ECIACION 

DKSCRIPCION 

(0,  0) 

l«,  0) 

.V  =  ~  a 

y-  =  4a.x 

Parabola,  el  eje  de  .^imelr^u  e'8 
el  eje  .v.  abre  hacia  la  dcrecha 

(0,  0) 

(-Cl.  0) 

X  =  a 

y-  --  -4av 

PaiLibola,  el  eje  de  simctria  e.s 
el  eje  .v,  abre  hacia  la  i/quierda 

(0,  0) 

(0,  0) 

y  =  -a 

X-  =  4(A' 

Parabola,  el  eje  de  .'^imcnfa  cs 
el  eje  V,  abre  hacia  arriba 

(0,  0) 

(0,  -</l 

V  =  a 

-V-  =  --4rty 

Parabola,  el  cjc  dc  simelria  es 

el  cje  V.  ahrc  liacia  ahajo 


D:  x=  a 


y- 

y- 

\ 

>  K 

F  =  (0,  a) 

>  / 

La,  0) 

■  ''x. 

D.  y  =  a 

-  '  i 

^  1/ 

^ - ; 

/ 

./ 

/ 

/ 

/ 

D:  y  =  -a  / 

'f=  (0.  -a)  "" 

(b)  (0  '  •  (d) 


(/(  III  11  I, ■■■■■  </i  nil-:  Jltli  I'hl  llll 

Anaiizar  la  ecuacion:  =  —  123> 

III  La  ecuacion  =  ~ \2y  es  de  forma  x-  =  ~4ay,  con  a  3.  En  consecuencia,  la 
grafica  de  la  ecuacion  es  una  parabola  con  vertice  en  (0,  0),  foco  en  (0,  —3)  y  cuya 
directriz  es  la  recta  y  =  3.  La  parabola  abre  hacia  abajo  y  su  eje  de  simetn'a  es  el 
eje  y.  Para  obtener  los  puntos  que  definen  el  lado  recto  hacemos  y  =  -3.  Entonces 
=  36,  0  X  =  ±6.  Vease  la  figura  8. 


FIGURA  8 
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■  Ahora  resuelva  el  problema  27. 

Ih  ^  lu.  :->n 

Encontrar  la  ecuacion  de  la  parabola  con  foco  en  (0,  4)  y  directriz  y  =  —4,  Trazar 
la  grafica  de  la  ecuacion. 
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Una  parabola  con  foco  en  (0,  4)  y  cuya  directriz  es  la  recta  horizontal  y  ~  -4.  ic 
dra  su  v^rtice  en  (0,  0).  (^Advierte  por  que?  Porque  el  vdrtice  estS  a  la  mitaci  dcL 
distancia  entre  el  foco  y  la  directriz.)  Asf,  la  ecuacion  de  esta  parabola  es  de  la  fonrj 
X-  =  4ay,  con  0  =  4;  esto  es, 

X-  =  \6y 


La  figura  9  muestra  la  grafica. 
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=  16y 


1  1  t 

y- 

5 

< 

,  ,  P 

^F=  (0,  4) 

-5 

0 

!_  5  X 

-5 

D:y  =  -4  ‘ 

Encontrar  la  ecuacion  de  una  parabola  con  vertice  en  (0,  0)  si  su  eje  de  siiiielnac' 
el  eje  a:  y  su  grafica  contiene  al  punto  (— |,  2).  Encontrar  su  foco  y  directriz,  _v  trazai 
la  grafica  de  la  ecuacion. 


Ya  que  el  vertice  esta  en  el  origen  y  el  eje  de  simetria  es  el  eje  a,  vemos  de  latabL 
1  que  la  forma  de  la  ecuacion  es 


FIGURA  10 

r  =  -8a 


y^  =  kx 

Como  el  punto  2)  esta  en  la  parabola,  las  coordenadas  a  =  y  =  2,  dd\'!i 
satisfacer  la  ecuacion.  Poniendo  a  =  — j  y  y  =  2  en  la  ecuacion,  encontranios 

4  =  k{-{) 
k=  -8 

Asi,  la  ecuacion  de  la  parabola  es 

y2  =  -8a 

Al  comparar  esta  ecuacion  con  y-  =  — 4aa,  encontramos  que  a  =  2.  Por  lo  tanto.  d 
foco  estd  en  (  — 2,  0),  y  la  directriz  es  la  recta  a  =  2.  Haciendo  a  =  -2,  cncorUran!l'^ 
y^  =  16  0  y  =  ±4.  Los  puntos  (  —  2,  4)  y  (  —  2,  —4)  definen  el  lado  recto,  VYosr  b 
figura  10. 

Ahora  resuelva  el  problema  19. 


Vertice  en  (h,  k) 

Si  una  parabola  con  vertice  en  el  origen  y  eje  de  simetria  a  lo  largo  de  uno  dc 
ejes  de  coordenadas  es  recorrida  h  unidades  horizontalmente  y  luego  k  unidades\cr- 
ticalmente,  el  resultado  sera  una  parabola  con  vertice  en  (h,  k)  y  eje  de  simetri.i 
paralelo  a  un  eje  de  coordenadas.  Las  ecuaciones  de  tales  parabolas  lienen  la  niisnu 
forma  que  las  de  la  tabla  1,  pero  con  x  reemplazada  por  x  —  h  y  y  recmpki/atl.i 
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por  y  —  k.  La  tabla  2  nos  da  las  formas  de  las  ecuaciones  de  tales  parabolas.  La 
figura  1 1  ilustra  las  graficas  para  h  >  0,  k>  0. 

TABLA  2  PARABOLAS  CON  VERTICE  EN  (h,  1^,  EJE  OE  SIMETRIA  PARALELO  A  UNO  OE 
LOS  EJES  OE  COORDENAOAS,  a  >  0 


VERTICE 

FOCO 

DIRECTRIZ 

ECUACION 

DESCRIPCION 

(h,  k) 

(h  +  k) 

X  Si  ~a  +  h 

1 

II 

1 

Parabola,  eje  de  simeina  paralelo 
al  eje  .v,  abre  hacia  la  derecha 

(/i.  k) 

(h  —  a,  k)  X  —  a  h 

(y  —  k)^  =  -4rtU'  — 

h) 

Parabola,  cjc  de  simcin'a  paralelo 
al  cjc  .V,  abre  hacia  la  i/quierda 

(h,  k) 

(h,  k  +  a)  y  =  —a  +  k 

1 

II 

T 

Parabola,  eje  de  simeirl’a  paralelo 
al  eje  y,  abre  hacia  arriba 

Ui,  k) 

-it: 

+ 

II 

I 

(,v  -  /?)-  =  -4n(v  - 

k) 

Parabola,  eje  de  simciri'a  paralelo 
al  eje  V,  abre  hacia  ahajo 

Eje  de 
simetrla 
x=  h 


(c) 


Eje  de 
simetrla 
x=  h 


y> 

D:y=a+k 

l/=  (/!,  k) 

X 

>F={h,k-a) 

(d) 


Encontrar  una  ecuacion  de  la  parabola  con  vertice  en  (  —  2,  3)  y  foco  en  (0,  3).  Trazar 
la  grafica  de  la  ecuacion. 

El  vdrtice  (—2,  3)  y  el  foco  (0,  3)  estan  en  la  recta  horizontal  y  =  3  (el  eje  de 
simetrfa).  La  distancia  a  desde  (  —  2,  3)  hasta  (0,  3)  x  es  a  =  2.  Tambien,  ya  que  el 
foco  esta  a  la  derecha  del  vdrtice,  sabemos  que  la  parabola  abre  hacia  la  derecha. 
En  consecuencia,  la  forma  de  la  ecuacion  es 

()'  —  k)^  =  4a{x  —  h) 
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FIGURA  12 

(V  -  3)-  =  8(.t  +  2) 


D:x=:-4 


(0,7) 


i/=(-2,  3) 

- • - 


Eje  de 
simetria 
y=3 


LF=  (0,  3) 


'/i 


-6 


(0,  -1) 


6  X 
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FIGURA  13 

.V-  +  4.V  —  4y  =  0 
Eje  de 


simetria 

y, 

x  =  -2 

4 

- 

'  f=(- 

i  1  J 

2,  0) 

I  III, 

-4  ■. 

4  x 

V=(-2-^)' 

-3 

L  D:y=-2 

FIGURA  14 


donde  (h,  k)  =  {  —  2,  3)  y  a  =  2.  For  lo  tanto,  la  ecuacion  es 

Cv-3)2  =  4-  2U-(-2)] 

(y  -  3)2  =  8(x  +  2) 

Si  X  =  0,  entonccs  (y  -  3)2  =  16.  Asi,  y  ~  3  =  ±4y  )'=— 1,>=7.  Los| 
tos  (0,-1)  y  (0,  7)  definen  el  lado  recto;  la  recta  x  =  —4  es  la  directri/.  Vois, 
figura  12. 

•  Ahora  resuelva  el  problema  17. 


Una  ecuacion  poltnomial  define  una  parabola  si  tiene  dos  variables,  ttl 
cuadratica  en  una  de  las  variables  y  lineal  en  la  otra.  Para  analizar  csto  lipii  Jc] 
ecuacion,  primero  completamos  el  cuadrado  de  la  variable  al  cuadrado. 


i  ;  ■  .  .  /.  !‘!i,  I',,!: 

Analizar  la  ecuacion:  x2  +  4x  —  4y  =  0 

Para  analizar  la  ecuacion  +  4x  —  4>’  =  0,  completamos  el  cuadrado  que  invi'li)--] 
era  la  variable  x.  Asi, 

x2  +  4x  —  4y  =  0 

+  4x  =  4y  ■ 

X-  +  4x  +  4  =  4y  +  4  -  .  i . .  ■ 

(X  +  2)2  =  4(>-  +  1) 

Esta  ecuacion  es  de  la  forma  (x  —  h)^  =  4a(y  —  k),  con  h  =  -2,  k  =  I.  \  I 
a  =  1 .  La  grafica  es  una  parabola  con  vertice  tn  {h,  k)  =  {  —  2,  —  1)  que  abre  ludi 
arriba.  El  foco  esta  en  (  —  2,  0),  y  la  directriz  es  la  recta  y  =  —2.  Vease  la  lleuru  1.1 

■ 

Las  parabolas,  por  su  forma,  se  encuentran  en  muchas  aplicaciones.  Forejem- 1 
plo,  como  estudiamos  en  la  seccion  5.1,  los  cables  que  sostienen  los  puentes  rol- 
gantes  adquieren  la  forma  de  una  parabola.  Otra  cualidad  importante  de  las  paiab^ 
las,  usada  en  las  aplicaciones,  es  su  propiedad  de  reflexion. 

Propiedad  de  reflexion 

Suponga  que  tenemos  un  espejo  con  forma  de  paraboloide  de  revolucion,  una  suix'rti- 
cie  formada  al  girar  una  parabola  alrededor  de  su  eje  de  simetria.  Si  una  fuenlede  In/ 
(o  CLialquier  otra  fuente  emisora)  es  colocada  en  el  foco  de  la  pardbola,  todos  los  rusgt ' 
que  emanen  de  ahf  se  reflejaran  en  el  espejo  en  Imeas  paralelas  al  eje  de  simetria.  F« 
principio  es  usado  en  el  diseno  de  faros  buscadores,  lamparas  de  flash  para  fotogratii 
ciertos  faros  de  automdviles  y  otros  dispositivos  parecidos.  Vease  la  figura  14. 

De  manera  recfproca,  suponga  que  rayos  de  luz  (u  otras  sefiales)  emanan  desdt 
una  fuente  distante  de  modo  que  en  esencia  son  paralelos.  Cuando  los  rayos  lleg^i , 
a  la  superficie  de  un  espejo  parabdlico  cuyo  eje  de  simetria  es  paralelo  a  cllos.  m  ' 
reflejados  hacia  un  solo  punto  en  el  foco  de  dicho  espejo.  Este  principio  es  usadii 
en  el  diseno  de  algunos  dispositivos  de  energia  solar,  antenas  parabdlicas  y  losi 
pejos  usados  en  algunos  tipos  de  telescopios.  Vease  la  figura  15. 
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FIGURA  15 


FIGURA  16 


Una  antena  parabolica  tiene  forma  de  paraboloide  de  revolucion.  Las  senales  que 
emanan  desde  un  satelite  llegan  a  la  superficie  de  la  antena  y  son  I'eflejadas  a  un 
solo  punto,  donde  estd  colocado  el  receptor'.  Si  el  disco  de  la  antena  mide  8  pies  de 
diametro  en  su  abertura  y  3  pies  de  proftrndidad  en  su  centro,  ^en  que  posicion  debe 
estar  colocado  el  receptor? 


(a)  (b) 

La  figura  16(a)  muestra  el  disco  de  la  antena  parabolica.  En  un  sistema  rectangular 
dibujamos  la  parabola  usada  para  construir  el  disco,  de  modo  que  el  vertice  de  la 
parabola  este  en  el  origen  y  su  foco  en  el  eje  positive  del  eje  y.  Vease  la  figura 
16(b).  La  forma  de  la  ecuacion  de  la  parabola  es 

=  4a_v 

y  su  foco  esta  en  (0,  a).  Como  (4,  3)  es  un  punto  en  la  grafica,  tenemos 

42  =  4fl(3) 


4 


El  receptor  debe  colocarse  a  I5  pies  desde  la  base  del  disco,  a  lo  largo  de  su  eje  de 
simetrr'a. 
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Ejercicio  9.2 

En  los  problemas  del  I  at  8  se  da  la  grdfica  de  una  parabola.  Haga  corresponder  cada  grdfica  con  .su 
ecuacidn. 


A.  y-  =  4,r  B.  =  4y  C.  y^  =  -4v 

D.  =  -4y  E.  0’  -  1)-  =  Mx  -  1)  F.  {x  +  l)^  =  4(y  t  li 

G.  Cv  -  1)^  =  -Mx  -  1)  H.  (x  +  1)2  =  -40’  +  1) 


Seccion  9.2  La  parabola  553 


X 


Ell  los  pwblemas  del  9  al  24  encuentre  la  ecuacion  de  la  parabola  descrlta.  Enciicnire  los  dos  puutos  cjiie 
defmen  el  lado  recto  y  trace  la  grdfica  de  la  ecuacion. 


9.  Foco  en  (4,  0);  v^rtice  en  (0,  0) 

IL  Foco  en  (0,  -3);  v^rtice  en  (0,  0) 

13.  Foco  en  (-2,  0);  directriz  la  recta  x  =  2 
15.  Directriz  la  recta  ^  -i;  vertice  en  (0,  0) 

17.  Vertice  en  (2,  —3);  foco  en  (2,  -5) 

19.  Vertice  en  (0,  0);  eje  de  simetria  el  eje  pasa  por  el  punto  (2,  3) 

20.  Vertice  en  (0,  0);  eje  de  simetn'a  el  eje  jr-pasa  por  el  punto  (2,  3) 

21.  Foco  en  (-3,  4);  directriz  la  recta  y  =  2 
23.  Foco  en  (—3,  -2);  directriz  la  recta  jr  =  I 


10. 

12. 

14. 

16. 

18. 


22. 

24. 


Foco  en  (0,  2);  vertice  en  (0,  0) 

Foco  en  (—4,  0);  v6rtice  en  (0,  0) 

Foco  en  (0,  -  I );  directriz  la  recta  y  =  I 
Directriz  la  recta  x  =  — vertice  en  (0,  0) 
Vertice  en  (4,  —2);  foco  en  (6,  —2) 


Foco  en  (2,  4);  directriz  la  recta  x  =  —4 
Foco  en  (—4,  4);  directriz  la  recta  y  =  —2 


En  los  problemas  del  25  al  42  encuentre  el  vertice,  el  foco  y  la  directriz  de  cada  parabola.  Trace  la  grdfica 
de  la  ecuacion. 


25. 

O 

.V" 

=  4y 

26. 

^9  _ 

8.V 

27. 

v2  =  -16x 

28. 

-> 

=  -4y 

29. 

(V  - 

2)2  = 

-  8(,v  +  1 ) 

30. 

(x  +  4)2  =  1 6(y  +  2) 

31. 

(x 

-  3)-  = 

■-  -(.y+  1) 

32. 

(y  + 

1)2  = 

II 

1 

1 

33. 

(y  +  3)2  =  8(x  -  2) 

34. 

(X 

-  2)2  = 

^  4Cv  -  3) 

35. 

V2- 

4y  +  4x  +  4  =  0 

36. 

x2  +  6x  —  4y  +  1  =  0 

37. 

f  8.y  = 

4y  -  8 

38. 

■> 

>’ - 

2y  = 

=  8x  -  1 

39. 

y2  +  2y  —  X  “  0 

40. 

o 

.V- 

-  4x  = 

2y 

41. 

-> 

.X — 

4x  = 

=  y  +  4 

42. 

y2  +  )2y  =  -X  +  1 

En  los  problemas  del  43  al  50  escriba  una  ecuacion  para  cada  parabola. 


Vi 

44.  yi 

2 

\  -^(1,2)  2 

-  •-(I '2) 

(0,1)  < 

f 

1  ' 

/'  \(2,1) 

1 

i  1  ,  11/ 

1  1  , 

X  -2 

-2 

-2 

- 

I 


45. 


y 


•  (2,1) 

^ - . 

(1.0) 


-2h 


46. 


y 

2 


(2,0) 


-2 


(0,-1) 


-2 
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51.  Una  antena  parab6lica  tiene  forma  de  paraboloide  de  revolucion.  Las  sefiales  pue  cmanan 
un  satelite  llegan  a  la  superficie  de  la  antena  y  son  reilejadas  a  un  solo  punto,  donde  estS  colocado  el  receptor.  Si 
disco  de  la  antena  tiene  10  pie,s  de  diametro  en  su  abertura  y  4  pies  de  profundidad  en  su  centre,  4ue  posi. 
debe  ser  colocado  el  receptor? 

52.  Una  antena  de  television  tiene  forma  de  paraboli 
de  revolucion.  Encuentre  la  ubicacidn  del  receptor,  que  esta  colocado  en  el  foco,  si  la  antena  mide  6  pie.s  de  diiiit^' 
en  su  abertura  y  2  pies  de  profundidad. 

53.  El  reflector  de  un  flash  tiene  la  forma  de  un  paraboli 
de  revolucion.  Su  diametro  es  de  4  pulgtidas  y  su  profundidad  de  1  pulgada.  qu6  distancia  del  vdrtice  deheo: 
carse  la  bombilla  de  modo  que  los  rayos  se  reflejen  de  manera  paralela  al  eje? 

54.  Un  faro  para  automdvil  tiene  forma  de  paraboloide  de  rcMikicidii, , 
bulbo,  que  esta  colocado  en  el  foco,  esta  a  una  pulgada  del  vdrtice.  Si  la  profundidad  es  de  2  pulgadas,  .  ciial  c- 
diametro  del  faro  en  su  abertura? 

55.  Los  cables  que  sostienen  un  puente  colgante  adquieren  forma  parabolica,  como  sc  niucstn 
la  figura.  Las  tones  que  sostienen  los  cables  estdn  separadas  600  pies  y  son  de  80  pies  de  altura.  Si  los  cables  tut 
la  superficie  de  la  carretera  a  la  mitad  de  la  distancia  entre  las  torres,  ^cual  es  la  altura  del  cable  en  un  punto  silt 
do  a  150  pies  desde  el  punto  medio? 


56.  Los  cables  que  sostienen  un  puente  colgante  adquieren  forma  parabolica.  Las  torres  pue ' 
sostienen  estan  separadas  400  pies  y  son  de  100  pies  de  altura.  Si  los  cables  estan  a  una  altura  de  10  pics  a  la  rniu 
de  la  distancia  entre  las  torres,  ^cudl  es  su  altura  en  un  punto  situado  a  50  pies  desde  la  toire? 

57.  Un  faro  buscador  tiene  la  forma  de  un  paraboloide  de  revolucidn.  Si  la  fuente  de  luz  esni  colix:. 
a  2  pies  de  la  base  en  el  eje  de  simetn'a  y  la  abertura  es  de  5  pies  de  diametro,  ^que  profundidad  tiene  el  faro  buv...'.. 
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58.  Films  husr<ii!iii,  Un  faro  buscador  tiene  la  forma  de  un  paraboloide  de  revolucidn.  .Si  la  fuente  luminosa  esta 
colocada  a  2  pies  de  la  base  sobre  el  eje  de  simetn'a  y  la  profundidad  del  faro  es  de  4  pies,  ^.cual  debe  ser  el  diiimetro 
de  la  abertura? 

59.  •'  (ilcnidtlnr  •clur.  Un  espejo  en  forma  de  paraboloide  de  revolucidn  serd  usado  para  concenlrar  los  rayos  del  Sol 
en  su  foco,  creando  una  fuente  calon'fica.  Si  el  espejo  es  de  20  pies  de  didmetro  en  su  abertura  y  de  6  pies  de  pro¬ 
fundidad,  ^ddnde  se  concentrara  la  fuente  de  calor? 


1. _  '  20' 

! 

Rayos 
de  Sol 

1 

60.  7-  '.  (j/j/Vn-  (/(  i.  iJi'siiin.  Un  telescopic  de  reHexibn  tiene  un  espejo  en  forma  de  paraboloide  de  revolucion.  Si  el 
espejo  es  de  4  pulgadas  de  diametro  en  su  abertura  y  de  3  pies  de  profundidad,  ^dbnde  se  concentra  la  luz  recibida? 

61.  \r<  i>  piiriiholu  dr  un  piicnii  Un  puente  esta  construido  en  forma  de  arco  parabblico.  El  puente  tiene  una  ex¬ 
tension  de  120  pies  y  una  altura  maxima  de  25  pies.  Vrase  la  ilustracion,  Seleccione  un  sistema  de  coordenadas  rec- 
tangulares  adecuado  y  encuentre  la  altura  del  arco  a  las  distancias  de  10,  30  y  50  pies  desde  el  centre. 


62.  \/(  ,1  puitihriiii  dr  lui  purnir  Un  puente  es  construido  en  forma  de  arco  parabdiico  y  tiene  una  extensidn  de 
100  pies.  La  altura  del  arco  a  una  distancia  de  40  pies  desde  el  centre  mide  10  pies.  Encuentre  la  altura  del  arco  en 
su  centre. 

63.  Demuestre  que  una  ecuacidn  de  la  forma  64. 

Ax-  +  Ey  =  0  Ai-0,EA0 


es  la  ecuacion  de  una  pardbola  con  vdrtice  en  (0,  0)  y 
eje  de  simetrla  en  el  eje  y.  Encuentre  su  foco  y  su 
directriz. 

65.  Demuestre  que  la  grafica  de  una  ecuacidn  de  la  forma 
Ax^  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0  A  0 

(a)  Es  una  pardbola  si  E  ^  0, 

(b)  Es  una  recta  vertical  si  £  =  0  y  D-  -  4AF  =  0. 

(c)  Son  dos  rectas  verticales  si  E  ~  Oy  D-  —  4AF  0. 

(d)  No  tiene  puntos  si  £  =  0  y  —  4AF  <  0. 


Demuestre  que  una  ecuacidn  de  la  forma 

Cy^  +  Dx  =  0  C  =4  0,  D  =^0 

es  la  ecuacidn  de  una  pardbola  con  vertice  en  (0,  0)  y 
eje  de  simetn'a  en  el  eje  x.  Encuentre  su  foco  y  su 
directriz. 

66.  Demuestre  que  la  grdfica  de  una  ecuacion  de  la  forma 
Cv’  -H  Dx  +  Ey  +  F=0  C  0 

(a)  Es  una  parabola  si  D  =4  0. 

(b)  Es  una  recta  vertical  si  73  =  0  y  £-  —  4C£  =  0. 

(c)  Son  dos  rectas  verticales  si  73  =  0  y  £-  4C7''  >  0. 

(d)  No  tiene  puntos  si  73  =  0  y  £-  -  4C7'  <  0. 
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Elipse 

FIGURA  17 


Eje  menor 


FIGURA  18 

d{Fy,  P)  +  diFi,  P)  =  2a 

2+ 


P=Uy) 


f,  =  (-C,  0)  =  (c,  0)  X 


V(,r  +  (•)-  + 


Una  elipse  es  el  conjunto  de  todos  los  punTos  en  el  piano  tales 
que  la  sunna  de  sus  distanclas  a  dos  puntos  fijos,  llamados  focos. 
es  una  constante, 

A  partir  de  la  definicion  anterior,  podemos  valemos  de  un  medio  ITsicu  para 
dibujar  una  elipse.  Tome  de  un  pedazo  de  cuerda  (la  longitud  de  esta  es  la  consiaiiic 
a  la  que  hace  referenda  la  definicion).  Luego  tome  dos  clavos  (los  focos)  yeli'e- 
los  en  un  carton  de  modo  que  la  distancia  entrc  cllos  sea  menor  que  la  longitud  ilc 
la  cuerda.  A  continuacidn  ate  los  extremos  de  la  cuerda  a  los  clavos  y,  iisand.'  U 
punta  de  un  lapiz,  jale  manteniendo  tensa  la  cuerda,  gire  el  lapiz  alrededor  dc  k" 
dos  clavos.  El  lapiz  traza  una  elipse,  como  se  muestra  en  la  figura  17. 

En  la  figura  17,  los  focos  estan  marcados  con  F\  y  Fj.  La  recta  que  coiuicnc 
a  los  focos  es  llamada  eje  mayor.  El  punto  medio  del  segmento  de  recta  quo  unej 
los  focos  es  llamado  centre  de  la  elipse.  La  linea  que  pasa  por  el  cenlro  y  esptt- 
pendicular  al  eje  mayor  es  el  eje  menor. 

Los  dos  puntos  de  interseccion  de  la  elipse  con  el  eje  mayor  son  los  vertius 
Ti  y  Vj,  de  la  elipse.  La  distancia  desde  un  vertice  al  otro  cs  la  longitud  del  ejt 
mayor.  La  elipse  es  simetrica  respecto  a  sus  ejes  mayor  y  menor. 

Con  estas  ideas  en  mente,  estamos  preparados  para  encontrar  la  ectuiciiindc 
una  elipse  en  un  sistema  rectangular  de  coordenadas.  Primero,  colocamos  el  ceiiiru 
de  la  elipse  en  el  origen.  Segundo,  colocamos  la  elipse  de  modo  que  su  eje  mayt 
coincida  con  un  eje  de  coordenadas.  Suponga  que  el  eje  mayor  coincide  con  elcjc 
.r,  como  sc  muestra  cn  la  figura  18.  Si  c  es  la  distancia  desde  el  centro  al  foce.  i.'ii' 
tonces  un  foco  estara  cn  F[  -  (— c,  0)  y  el  otro  en  Fj  =  i~c,  0).  Como  verenws.  c> 
conveniente  denotar  con  2a  la  distancia  constante  a  la  que  hace  referencia  la  ilefiiii- 
cion.  Por  lo  lanto,  si  P  =  {x.  y)  es  cualquier  punto  sobre  la  elipse,  teneinos 


d{F\,  P)  +  diFo,  P)  =  2a 

_v^  +  V  (.t  —  c)-  +  =  2a 

V(x  P  c)-  +  =  2a  —  V(x  —  (•)■  +  y- 

(x  +  c)-  +  >2  =  —  4i3V(x  —  ~cf-  +  y'^ 

+  (x  —  cf-  + 

x^  +  2cx  +  c-  +  >2  =  Aa^  ~  4aV(x  —  c)-  -i-  y- 
+  —  2cx  +  c-  +  y^ 

4cx  —  4a~  =  — 4aV(x  —  c)-  +  y- 
c'x  —  a~  =  —av(x  —  c)~  4-  y- 
cV  —  2a-cx  +  a"*  =  a}[{x  ~  c)-  +  >7] 

c’-x-  —  2a~cx  +  a‘^  =  a~(x^  —  2cx  +  c-  /  y-) 
(c2  -  a2)x2  -  aV  = 

(a-  —  c~)x^  +  a'^y-  =  a^(a-  -  c^) 
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Su  equipo  esta  trabajando  para  las  autoridades  del  transporte  de  la  ciudad  de  Nueva  York.  Usted  tiene 
que  analizar  dos  proyectos  de  construccion  para  un  nuevo  puente  sobre  el  Rio  Oriente  en  dicha  ciu¬ 
dad.  El  espacio  entre  los  soportes  del  puente  necesila  ser  de  1050  pies  y  la  altura  en  el  centro  del  arco 
de  350  pies.  Una  compania  ha  sugerido  que  la  estructura  tenga  la  forma  de  una  parabola;  otra  com- 
pani'a  sugiere  una  semielipse.  El  equipo  de  ingenien'a  determinara  las  resistencias  relativas  de  los  dos 
proyectos;  el  trabajo  de  usted  es  encontrar  si  existe  alguna  diferencia  en  los  anchos  del  canal. 

Un  buque  petrolero  vacio  necesita  un  espacio  libre  de  280  pies  para  pasar  por  debajo  del  puente. 
Usted  debe  encontrar  la  anchura  del  canal  en  cada  una  de  las  dos  propuestas. 


1.  Para  dcterminar  la  ecuucion  de  una  pardbola  con  estas  caracten'sticas,  primero  coloque  la  parabola  sobre  ejes 
coordenados  en  una  posicion  conveniente  y  dibujela. 

2.  (CuSI  es  la  ecuacion  de  la  parabola?  (Si  usa  punio  decimal  en  la  ecuacidn  aproxime  hasta  seis  decimales.  Si 
usa  fraccioncs  su  respuesta  serd  mds  exacta.) 

3.  Si  la  forma  de  los  soportes  es  parabdiica,  ^que  tan  ancho  sera  el  canal  por  el  que  pasara  el  buque  petrolero? 

4.  Para  deierminar  la  ecuacidn  de  una  semielipse  con  estas  caracten'sticas,  coloque  la  semielipse  sobre  ejes  coor¬ 
denados  en  una  posicion  conveniente  y  dibujela. 

5.  ^Cual  es  la  ecuacidn  de  la  elipse?  ^Quc  tan  ancho  debera  ser  el  canal  por  el  que  pasara  el  buque  petrolero? 

6.  Ahora  que  sabe  cual  de  las  dos  alternativus  proporciona  el  canal  mas  ancho,  considere  otros  factores.  Su  de- 
partamento  tambien  est4  encargado  de  verlficar  la  profundidad  del  canal,  la  cantidad  de  trafico  en  el  n'o,  y 
otros  detalles.  Por  ejempio,  si  hubiera  una  inundacidn  en  el  n'o  y  el  nivel  del  agua  se  elevara  10  pies,  ^como 
se  afectan'a  el  espacio  libre?  Tome  una  decision  acerca  de  cual  proyecto  piensa  que  sen'a  mejor  por  lo  que  a 
su  departamento  concierne  y  explique  su  decisidn. 
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Ecuacion  de  una  elipse; 
centra  en  (0,  0); 
focos  en  (±  c,  0); 
eje  mayor  a  lo  largo  del 
eje  X 


FIGURA  19 


Para  obtener  puntos  sobre  la  elipse  que  no  esten  en  el  eje  x,  es  necesario  que  a  >i 
Para  ver  por  que,  obsei-ve  otra  vez  la  figura  18: 


d{Fi,  P)  +  d(F2,  P)  >  d{F[,  Fi)  I  ■  -mu  ik  i..^  u 

S  I., 

(•'  ns::;- •’!  kjiie  !»• 

llol  Iv.  Cl  l.ulll, 

2a  >  2c  i/i/ /■!  ,  P'. 

.:.i-  I  •. 

a  >  c 


Como  a  >  c,  tambien  tenemos  >  c-,  de  modo  que  tr  —  >  0.  Se,; 

—  c^,  b  >  0.  Entonces  a  >  b  y  ]a  ecuacidn  (1)  puede  ser  escrita  como 

b^x^  +  a^y-  =  a^b^ 

— T  +  — :r  —  1  5)ivi\l!  ^  ami  L.ilo  cnih  "  - 
<3^ 


Una  ecuacion  de  la  elipse  con  centro  en  (0,  0)  y  focos  en  (  — c,  0)  y  (<;,  0)  es 


^  ^  =  1  donde  a  >  b  >0  y  b^  =  (2) 

a- 

El  eje  mayor  es  el  eje  x.  I 

Como  puede  verificarlo,  la  elipse  definida  por  la  ecuacidn  (2)  es  simetrica  res- 
pecto  al  eje  .v,  al  eje  y  y  al  origen. 

Para  encontrar  los  vertices  de  la  elipse  definida  por  la  ecuacion  (2),  hagu  y  =0. 
Los  vertices  satisfacen  la  ecuacion  =  1 ,  las  soluciones  de  csto  son  ,v  =  ±  a.  Hn 
consecuencia,  los  vertices  de  la  elipse  dada  por  la  ecuacidn  (2)  son  Vi  -  (-a.  (Il  y 
V2  =  (a,  0),  Las  intersecciones  con  cl  eje  y  de  la  elipse,  se  determinaron  hacienclo.v  = 
0,  tienen  coordenadas  (0,  —b)  y  (0,  b).  Estas  cuatro  intersecciones,  [a.  0),  (-a,  0), (d. 
b),  y  {0,—b),  son  usadas  para  trazar  la  gnifica  de  la  elipse.  Vease  la  figura  19. 

Observese  en  la  figura  19  el  triangulo  rectangulo  formado  con  los  puntos 
(0,  0),  (c,  0),  y  (0,  b).  Ya  que  b^  =  a~  ~  (o  +  c~  =  a-),  la  distancia  destle  d 
foco  en  (c,  0)  al  punto  (0,  b)  es  a. 


Encontrar  la  ecuacidn  de  una  elipse  con  centro  en  el  origen,  un  foco  en  (3.  0)  y  u;i 
vertice  en  (-4,  0).  Trazar  la  grafica  de  la  ecuacidn. 
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Soliicion 

FIGURA  20 


K  .1  K  M  P  L  O  2 


La  elipse  tiene  su  centre  en  el  origen,  y  el  eje  mayor  coincide  con  el  eje  x.  Un  foco 
esta  en  (c,  0)  =  (3,  0),  asi  que  c  =  3.  Un  vertice  esta  en  (  —  a,  0)  =  (-4,  0),  as/  que 
a  =  4.  De  la  ecuacion  (2),  se  deduce  que 

=  16  —  9  =  7 

de  modo  que  una  ecuacion  de  la  elipse  es 

r  =1 

16  7 

La  figura  20  muestra  la  grafica.  ■ 


Una  ecuacion  de  la  forma  de  la  ecuacion  (2),  con  a  >  b,  es  la  ecuacion  de 
una  elipse  con  centre  en  el  origen,  focos  sobre  el  eje  x  en  (— c,  0)  y  (c,  0),  donde 
—  b^  y  eje  mayor  a  Jo  largo  del  eje  x. 

Para  el  resto  de  esta  seccion,  la  instruccion  “Analizar  la  ecuacion”  significara 
encontrar  el  centre,  el  eje  mayor,  los  focos  y  vertices  de  la  elipse  y  trazar  la  grafica 
de  la  ecuacion. 


AiuiUsis  (Ic  la  I'l  iiacitin  de  una  <  Upsc 
Analizar  la  ecuacion: 


=  1 


SolticiOn  La  ecuacion  dada  tiene  la  forma  de  la  ecuacion  (2),  con  or  =  25  y  b^  =  9.  Corres- 
ponde  a  una  elipse  con  centro  en  (0,  0)  y  eje  mayor  a  lo  largo  del  eje  x.  Los  ver¬ 
tices  estan  en  (±  a,  0)  =  (±  5,  0).  Como  b"  a-  —  c^,  encontramos 

c2  =  ^2  -  ^2  =  25  -  9  =  16 


Los  focos  estan  en  (±  c,  0)  =  (±  4,  0).  La  figura  21  muestra  la  grafica. 


Comentario:  Para  trazar  la  grSfica  de  la  elipse  (.^2/25)  +  (>’2/9)  =  1  analizada  en  el  ejem- 
plo  2,  necesitamos  trazar  la  grafica  de  las  dos  funciones  y  =  3\  1  —{x-125)  y  y  = 
—  .^V  1  — (.1-2/25).  H^galo  y  compare  el  resultado  con  la  figura  21 .  Asegurese  dc  cstablecer  el 
modo  necesario  para  trabajar  en  una  pantalla  cuadrada.  B 


■  Ahora  resuelva  los  problcmas  5  y  15. 

Observe  en  las  figuras  20  y  21  c6mo  usamos  las  intersecciones  de  la  ecuacion 
para  trazar  la  grafica  de  cada  elipse.  Siguiendo  esta  practica  le  facilitaremos  la  ob- 
tencidn  de  una  grafica  precisa  para  una  elipse. 


Capi'tulo  9  Geometria  analitica 


Ecuacion  de  una  elipse; 
centra  en  (0,  0); 
tocos  en  (0,  ±  c); 
eje  mayor 
a  lo  largo  del  eje  / 


FIGURA  22 


Si  el  eje  mayor  de  una  elipse  con  centro  en  (0,  0)  coincide  con  el  eje  y,  cn- 
tonces  los  focos  estan  en  (0,  — c)  y  (0,  c).  Usando  los  pasos  anteriores,  la  definicioo 
de  una  elipse  conduce  al  resultado  siguiente: 

Una  ecuacion  de  la  elipse  con  centro  en  (0,  0)  y  focos  en  (0,  —c)  y  (0,  c)  es 


^  ^  =  1  donde  a  >  b  >  0  y  (3l 

b-  a- 


E1  eje  mayor  es  el  eje  y;  los  vertices  estan  en  (0,  —a)  y  (0,  a).  I 

La  figura  22  ilustra  la  grdfica  de  tal  elipse.  Otra  vez,  notese  el  triangulu  ra- 
tangulo  con  los  puntos  en  (0,  0),  (i>,  0),  y  (0,  c). 


Vea  cuidadosamente  las  ecuaciones  (2)  y  (3).  Aunque  pueden  parecer  simi- 
lares,  jhay  una  diferencia!  En  la  ecuacidn  (2),  el  ntimero  mayor,  a^,  estd  en  el  dc- 
nominador  del  termino  de  asi  que  el  eje  mayor  de  la  elipse  esta  a  lo  largo  del 
eje  a:.  En  la  ecuacidn  (3),  el  numero  mayor,  a-,  esta  en  el  denominador  del  temiinn 
de  de  modo  que  el  eje  mayor  estd  a  lo  largo  del  eje  y. 


Analizar  la  ecuacion: 

9^2  +  ^2  =  9 

Para  poner  la  ecuacion  en  forma  apropiada  dividimos  cada  lado  entre  9: 


El  numero  mayor,  9,  estii  en  el  denominador  del  termino  y^,  con  base  en  la  ecuacion 
(3),  esta  es  la  ecuacion  de  una  elipse  con  centro  en  el  origen  y  eje  mayor  a  lo  largo 
del  eje  y.  Ademds,  concluimos  que  =  9,  b^  =  I,  y  —  b^  =  9  -  \  ~ 

Los  vertices  estan  en  (0,  ±  a)  =  (0,  ±  3),  y  los  focos  en  (0,  ±  c)  =  (0,  ±  2\^),  La 
grafica  aparece  en  la  figura  23.  I 


Encontrar  una  ecuacion  de  la  elipse  que  tiene  un  foco  en  (0,  2)  y  vertices  en  (0.  -.li 
y  (0,  3).  Trazar  la  grafica  de  la  ecuacion. 
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FIGURA  23 

y- 

T  ,  y-  I 

r-  -t-  -—  =  1 

3, 

4 

3) 

9 

f2=  (0,  2^2)' 

f  1  A 

1 

A  1 

1  . 

-3  (-1,0) 

0 

(1,0) 

3 

Fi  =  (0,-2V2)^ 

[ 

31  I/,  =  (0,-3) 


Ya  que  los  vertices  estan  en  (0,  —3)  y  (0,  3),  el  centre  de  esta  elipse  esta  en  el  ori¬ 
gan.  Ademas,  su  eje  mayor  coincide  con  el  eje  y.  La  informacidn  dada  tambien  reve¬ 
la  que  c  =  2  y  a  =  3,  asf  que  =  9  —  4  =  5.  La  forma  de  la  ecuacion 

de  esta  elipse  esta  dada  por  la  ecuacion  (3): 


La  figura  24  muestra  la  grafica. 
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Concluimos  que  entre  mas  cercanos  esten  los  I’ocos  de  una  elipse,  esta  sc  pure 
cera  mas  a  un  circulo. 

Centro  en  {h,  k) 

Si  una  elipse  con  centra  en  el  origen  y  cuyo  eje  mayor  coincide  con  un  eje  dc  cent- 
denadas  es  trasladada  horizontal mente  h  unidades  y  verticalmente  k  unidades,  el  re- 
sultado  serd  una  elipse  con  centro  en  (h,  k)  y  eje  mayor  paralelo  a  un  eje  dc  cocr- 
denadas.  La  tabla  3  da  las  formas  de  las  ecuaciones  de  tales  elipses,  y  la  figura2: 
muestra  sus  graficas. 

TABLA  3  ELIPSES  CON  CENTRO  EN  (h,  k)  Y  EJE  MAYOR  PARALELO  A  UNO  DE  LOS  EJES 
DE  COORDENADAS 


CENTRO 

EJE  MAYOR 

FOCOS 

VERTICES 

ECUACION 

(h.  k) 

Paralelo  ai  eje  x 

(h  ±  c,  k) 

{h  ±  a,  k) 

(.V-  -  hr  1 

a' 

fl  >  *  y  *2  = 

(h,  k) 

Paralelo  al  eje  y 

(h,  k  ±  c) 

(h,  k  ±  fl) 

(.V  -  h)-  1 

a  >  b  y  -  ir  - 


FIGURA  25 


K  ,I  K  M  P  L  O  5  f'^  ii‘rniiiuu  i(hiih  iiiuici  ticu  i('>ii(U'iiiui('lip.\cr<)/i-.;!ilr(>liieniili'l(iii'  - 

Encontrar  una  ecuacion  para  la  elipse  con  centro  en  (2,  —3),  un  foco  en  (3,  --  3).  \ 
un  vertice  en  (5,  —3).  Trazar  la  grafica  de  la  ecuacion 


Sdkicii'tn  El  centro  esta  en  (h,  k)  =  (2,  —3),  asf  que  h  =  2  y  k  =  —3.  El  eje  mayor  es  paru- 
lelo  al  eje  x.  La  distancia  desde  el  centro  (2,  -3)  al  foco  (3,  —3)  es  c  =  1;  la  dis- 
tancia  desde  el  centro  (2,  —3)  al  vertice  (5,  —3)  es  a  =  3.  Asi,  -  c-  =  d  - 

1  =  8.  La  forma  de  la  ecuacidn  es 

~ — 1  donde  h  =  2,  k  =  —3,  a  =  3,  b  =  2\'2 
a-  b^ 

(x  -  2f  Cv  +  3)^-  ^ 

9  8 


La  figura  26  muestra  la  grafica. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  41. 
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t;  .1  E  \1  P  1.  O  6  Aiuilisis  lit  in  f'i  itn'  ioii  th  iiiiti  i  liji-: 

Analizar  la  ecuacion;  4x-  +  y-  —  8x  +  4y  +  4  =  0 


S-ilucion  Procedemos  a  completar  el  cuadrado  en  x  y  cn  y: 


FIGURA  27 

LV-  I)-  +  - 


(y  +  2)^ 


(1,-2+V^) 


*(2.-2) 


4x^  +  —  8x  +  4y  +  4  =  0 

4x^  —  8x  +  +  4y  =  —4 

4(x2  -  2x)  +  Cv-  +  4y)  =  -4 

4(x-  —  2x  +  1)  +  (y^  +  4y  +  4)  =  —4  +  4  +  4  (■.'inpu-iar  l-.'  i  ■  ii.mi.uli 
4(x  -  1)-  +  (y  +  2f  =  4 

(x  —  1)^  +  =  1  I'!';.  II  ■  il.i  l.iilii  ■- 


1  )l\  II  .  •ij.i  |.nlt» 


Esla  es  la  ecuacion  de  una  elipse  con  centro  en  (1,  —2)  y  eje  mayor  paralelo  al  eje  y. 
Como  =  4  y  =  1,  tenemos  =  4  —  1  =3.  Los  vertices  estan  en 

(h,  k  ±  a)  =  (I,  —2  ±  2)  o  (1,  0)  y  (1,-4).  Los  focos  estan  en  (h,  k  ±  c)  =  (1,  “2 
±  Vs)  o  (1,  —2  — VS)  y  (1,-2  +  V3).  La  figura  27  muestra  la  grafica.  ■ 


Aplicaciones 

Las  elipses  se  encuentran  en  muchas  aplicaciones  de  ciencia  e  ingenien'a.  For  ejem- 
plo,  las  drbitas  de  los  planetas  alrededor  del  Sol  son  elipticas,  con  el  Sol  en  uno  de 
los  focos.  Vease  la  figura  28. 


FIGURA  28 
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Muchos  puentes  de  piedra  o  concreto  tienen  forma  de  arcos  semieliptko' 
Cuando  en  mecanica  se  necesita  una  velocidad  variable  de  movimiento  se  utili/as 
dispositivos  elipticos. 

Las  elipses  tambien  tiene  una  propiedad  interesante  de  reflexion.  Si  una  fuenic 
de  luz  (o  sonido)  es  colocada  en  un  foco,  las  ondas  transmitidas  por  la  fucnte  sero- 
flejar^n  en  la  el  ipse  y  se  concentraran  en  el  otro  foco.  Este  concepto  es  la  base  prin¬ 
cipal  de  “las  galenas  de  murmullos”,  las  cuales  son  habitaciones  disenadas  tun 
techos  elipticos.  Una  persona  parada  en  un  foco  de  la  elipse  puede  murmurar  y  ssr 
escuchada  en  el  otro  foco,  ya  que  todas  las  ondas  de  sonido  que  llegan  al  techo  tor. 
reflejadas  hacia  ese  lugar. 


La  figura  29  muestra  las  especificaciones  de  un  techo  eliptico  en  un  salon  disenado 
como  galen'a  de  murmullos.  En  una  galeria  de  murmullos,  una  persona  parada  en 
un  foco  de  la  elipse  puede  murmurar  y  ser  escuchada  por  otra  persona  paiada  end 
otro  foco,  ya  que  todas  las  ondas  de  sonido  que  llegan  al  techo  desde  uno  de  loslu- 
cos  son  reflejadas  al  otro  foco.  ^Ddnde  est^n  ubicados  los  focos  en  este  salon? 

FIGURA  29  T 


20' 


6  6' 
I- - 50' - H 


Establecemos  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares  de  modo  que  cl  ccntro  de  h 
elipse  este  en  el  origen  y  el  eje  mayor  quede  a  lo  largo  del  eje  x.  Vcaxc  la  lituru 
30.  La  ecuacion  de  la  elipse  es 


donde  a  =  25  y  b  =  20.  Como 

c2  =  cr  -  =  252  -  202  =  625  -  400  =  225 


tenemos  c  =  15.  Asi,  los  focos  estd  ubicados  a  15  pies  desde  el  centre  de  laelipvc 
a  lo  largo  del  eje  mayor.  i 


y. 

30 

20 

■  t 

10 

1 

■  20' 

1  1  1 

i  ,  ,  ,  . 

-30  -20  -10  0 

10  20  30  X 

50' 


FIGURA  30 


Seccion  9.3  La  elipse 


Ejercicio  9.3 

En  los  problemas  del  1  al  4  se  da  la  gi'dflca  de  una  elipse.  Haga  corresponder  cada  grdfica  con  su  ecuacidn. 


En  los  problemas  del  5  al  14  encuentre  los  vertices  yfocos  de  cada  elipse.  Trace  la  grdfica  de  cada  ecuacidn. 


5. 

yP.  y2 

—  +  ^  =  1 

6. 

^  +  ^  =  1 

7. 

^  y2 

—  +  ^ —  ■ 

=  1 

25  4 

9  4 

9  25 

0  2 

8. 

-  +  ^  =  1 

4  16 

9. 

4x^  +  =  16 

10. 

x2  +  9y2  = 

18 

11. 

CO 

I! 

r4 

+ 

12. 

4y2  +  9x2  =  36 

13. 

II 

(N 

+ 

16 

14.  =  4 

En  los  problemas  del  15  al  24  encuentre  una  ecuacidn  para  cada  elipse.  Trace  la  grdfica  de  cada  ecuacidn. 

15.  Centro  en  (0,  0);  foco  en  (3,  0);  vertice  en  (5,  0) 

16.  Centro  en  (0,  0);  foco  en  (-),  0);  vertice  en  (3,  0) 

17.  Centro  en  (0,  0);  foco  en  (0,  —4);  vertice  en  (0,  5) 

18.  Centro  en  (0,  0);  foco  en  (0,  1);  v6rtice  en  (0,  —2) 

19.  Focos  en  (±2,  0);  la  longitud  del  eje  mayor  es  6 

20.  Focos  en  (0,  -4);  vertices  en  (0,  ±8) 

21.  Focos  en  (0,  ±3);  las  intersecciones  con  el  eje  x  son  ±2 

22.  Focos  en  (0,  ±2);  la  longitud  del  eje  mayor  es  8 

23.  Centro  en  (0,  0);  vertice  en  (0,  4);  6  =  1 

24.  Vertices  en  (±5,  0);  c  =  2 
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En  los  pwblemas  del  25  al  28  escriba  una  ecuacion  para  cada  elipse. 


25.  y, 

3 

1  1  -i.  ' 

26.  y, 

3 

III,  1  !/  1  \ 

- 

-3 

3  X  .  1 

3  X 

-3 

'  '-3 

- 

27. 

28. 

y 

>  y. 

3 

3 

- 

r 

1  1  1 

X  1  1  ,  1  1  ''r- 

---r''"  1  1  j 

-3 

1  (10)  '  3  X  -3 

3  ^ 

■¥ 

-3 

-3 

- 

En  los  problemas  del  29  al  40  encuentre  el  centra,  los  focos  y  los  vertices  de  cada  elipse.  Trace  La  grdfku 
de  cada  ecuacion. 


29. 

(.r  -  3)2  ,  (V  1  1  )2  , 

30. 

(x  +  4)2  (y  +  2)2 

4  +  9 

9  +  4 

31. 

(x  +  5)2  +  4Cy  -  4)2  =  16 

32. 

9(x  -  3)2  +  (y>  +  2)2  =  18 

33. 

x2  +  4x  +  4y2  -  8y  -  4  =  0 

34. 

x2  +  3y2  -  I2y  +  9  =  0 

35. 

2x2  +  3^2  _  +  3  =  0 

36. 

4x2  _|_  3^2  gjj.  _  gy  —  5 

37. 

9x2  +  4y2  _  ig^.  +  |6y  _  II  =  0 

38. 

x2  +  9y2  +  6x  -  18y  +  9  = 

39. 

4x2  +  y2  +  4y  =  0 

40. 

9x2  +  y2  _  !8x  =  0 

En  los  problemas  del  41  al  50  encuentre  una  ecuacion  para  cada  elipse.  Trace  la  grdfica  de  cada  ecmicum. 

41.  Centro  en  (2,  —2);  v^rtice  en  (7,  —2);  focos  en  (4,  ~2) 

42.  Centro  en  (—3,  1);  Venice  en  (-3,  3);  focos  en  (—3,  0) 

43.  Vertices  en  (4,  3)  y  (4,  9);  focos  en  (4,  8) 

44.  Focos  en  (I,  2)  y  (  —  3,  2);  v^rtice  en  (-4,  2) 

45.  Focos  en  (5,  I)  y  (^1,  1);  la  longitud  del  eje  mayor  es  8 

46.  Vertices  en  (2,  5)  y  (2,  —  I );  r  ^  2 

47.  Centro  en  (I,  2);  focos  en  (4,  2);  pasa  por  el  punto  (1,3) 

48.  Centro  en  (I,  2);  focos  en  (I,  4);  pasa  por  el  punto  (2,  2) 

49.  Centro  en  (I,  2);  vertice  en  (4,  2);  pasa  por  el  punto  (1,  3) 

50.  Centro  en  (1,  2);  v6rtice  en  (I,  4);  pasa  por  el  punto  (2,  2) 

En  los  problemas  del  51  al  54  trace  la  grdfica  de  cada  funcion.  [Sugerencia:  Observe  que  cada  [line ion  rv 
la  mitad  de  una  elipse.] 

51.  /(.r)  =  V  T6^- 4?  52.  f{x)  =  V9-9x^ 

53.  f(x)  =  -V64  -  16x2  54_  =  -V'4  -  4x- 
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55.  An  •()  s:‘mwlipticn  d(  an  fuicnlc  Un  arco  tiene  forma  de  ia  mitad  superior  de  una  elipse  y  es  usado  para  sostener 
un  puente  que  debe  atravesar  un  n'o  de  20  metros  de  ancho.  En  el  centre  el  arco  mide  6  metros  desde  el  centre  del 
rfo  {vease  la  figura),  Escriba  una  ecuacidn  para  la  elipse  en  la  que  el  eje  jc  coincida  con  el  nivel  del  agua  y  el  eje  y 
pase  por  el  centre  del  arco. 


- 20  m 


56.  Ana  \i  niiclii)lic(i  d-  un  /niciih  El  arco  de  un  puente  es  una  semielipse  con  un  eje  mayor  horizontal.  La  exten¬ 
sion  es  de  30  pies,  y  la  parte  superior  del  arco  esta  10  pies  por  encima  del  eje  mayor.  El  camino  sobre  el  puente  es 
horizontal  y  queda  a  2  pies  por  arriba  de  la  parte  superior  del  arco.  Encuentre  la  altura  vertical  desde  el  camino  has- 
ta  el  arco  a  intervalos  de  5  pies  a  lo  largo  del  camino. 

57.  ./(■  iniirniulhi.s.  Un  salon  de  100  pies  de  longitud  esta  disenado  como  galena  de  murmullos.  Si  los  focos 
estdn  ubicados  a  25  pies  del  centre,  ^cual  es  la  altura  del  techo  en  el  centro? 

58.  (iiilriids  dc  inunniiHns.  Una  persona,  parada  en  un  foco  de  una  galen'a  de  murmullos,  esta  a  6  pies  de  la  pared 
mas  cercana.  Su  amiga  esta  parada  en  el  otro  foco,  a  una  distancia  de  100  pies.  ^Cual  es  la  longitud  de  esta  galen'a 
de  murmullos?  En  el  centro,  ^cutil  es  la  altura  del  techo  eh'ptico? 

59.  \ri  ,i  V.  iiiit  '.iplii-o  un  piu  ....  Un  puente  estd  construido  en  forma  de  arco  semich'ptico.  Tiene  extensidn  de  120 
pies  y  una  altura  mdxima  de  25  pies.  Seleccione  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares  adecuado  y  encuentre  la 
altura  del  arco  a  distancias  de  10,  20,  30  y  50  pies  desde  el  centro. 

60.  \ /•(■((  u'/nicliplii  i>  dt  un  jnU  ’ih  Un  puente  est^  construido  en  forma  de  arco  semielfptico  y  tiene  una  extensidn 
de  100  pies.  La  altura  del  arco  a  una  distancia  de  40  pies  desde  el  centro  es  de  10  pies.  Encuentre  la  altura  del  arco 
en  su  centro. 

61.  \l:r  nut'lipiu  ■!  Un  arco  en  forma  de  la  mitad  de  una  elipse  mide  40  pies  de  ancho  y  15  pies  de  alto  en  el  cen¬ 
tro.  Encuentre  la  altura  del  arco  a  intervalos  de  10  pies  a  lo  largo  de  su  ancho. 

62.  . '  ■  '(/<■  ,  puenh  .  El  arco  para  un  puente  sobre  una  autopista  tiene  forma  de  media  elipse.  La  par¬ 

te  superior  del  arco  esta  a  20  pies  desde  el  nivel  del  suelo  (el  eje  mayor).  La  autopista  tiene  cuatro  carriles,  cada  uno 
de  12  pies  de  ancho,  una  parte  central  de  .seguridad  de  8  pies  de  ancho  y  dos  acotamientos  laterales,  cada  uno  de  4 
pies  de  ancho.  ^Cudl  debe  ser  la  extension  del  puente  (la  longitud  de  su  eje  mayor)  si  tiene  una  altura  de  13  pies  a 
una  distancia  de  28  pies  del  centro? 


En  los  problemas  del  63  al  66  utilice  el  hecho  de  que  las  orbitas  de  un  planeta  fonnan  una  elipse  alrededor 
del  Sol,  con  el  Sol  en  uno  de  los  focos.  El  afelio  de  un  planeta  es  su  distancia  mayor  al  Sol  y  el  perihelia 
su  distancia  menor.  La  distancia  media  de  un  planeta  al  Sol  es  la  longitud  del  semieje  mayor  de  la  orbita 
eliptica.  Vease  la  ilustracidn. 
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63.  La  distancia  media  de  la  Tierra  al  Sol  es  de  93  millones  de  millas.  Si  el  afelio  de  la  Tiena  es  de ‘M,'’ 

millones  de  millas,  ^cudl  es  su  perihelio?  Escriba  una  ecuacion  para  la  drbita  de  la  Tierra  alrededor  del  Sol. 

64.  La  distancia  media  de  Marte  al  Sol  es  de  142  millones  de  millas.  Si  el  perihelio  de  Marte  es  do  I28..‘irai- 

Hones  de  millas,  ^cudl  es  su  afelio?  Escriba  una  ecuacidn  para  la  orbita  de  Marte  alrededor  del  Sol. 

65.  El  afelio  de  Jupiter  es  de  507  millones  de  millas.  Si  la  distancia  del  Sol  al  centro  de  la  drbita  eli'ptica  jupi 
teriana  es  de  23.2  millones  de  millas,  ^cual  es  el  perihelio?  i.Cual  es  la  distancia  media?  Escriba  una  ecuacion  pan 
la  drbita  de  Jupiter  alrededor  del  Sol. 

66.  El  perihelio  de  Plutdn  mide  4551  millones  de  millas  y  la  distancia  del  Sol  al  centro  de  su  drbita  elfpiican 

de  897.5  millones  de  millas.  Encuentre  el  afelio.  (,Cudl  es  la  distancia  media  de  Plutdn  al  Sol?  Escriba  unaecuaci''; 

para  la  drbita  de  Plutdn  alrededor  del  Sol. 

67.  Consulte  la  figura  siguiente.  Una  pista  de  carreras  tiene  la  forma  de  una  elipse,  100  pies  de  largo  y  50  de  ancli.' 
^Ciidl  es  su  anchura  a  10  pies  desde  un  extremo? 


68.  Una  pista  de  carreras  tiene  la  forma  de  una  elipse  de  80  pies  de  largo  y  40  de  ancho.  (^.Cual  es  su  anchura  a  1(1  piev 
desde  un  extremo? 

69.  Demuestre  que  una  ecuacidn  de  la  forma 

Ax-  +  Cy-  +  F  =  0 

donde  A  y  C  son  del  mismo  signo  y  F  cs  dc  signo  opuesto: 

(a)  Es  la  ecuacion  de  una  elipse  con  centro  en  (0,  0)  si  A  =r^  C. 

(b)  Es  la  ecuacidn  de  un  cfrculo  con  centro  en  (0,  0)  si  A  =  C. 

70.  Demuestre  que  la  grafica  de  una  ecuacidn  de  la  forma 

Ax2  +  Cy-  +  Dx  +  Ey  +  F  =  Q  A  0,  C  0 
donde  A  y  C  son  del  mismo  signo: 

(a)  Es  una  elipse  si  (DVAA)  +  (E-/4C)  ~  F  tiene  el  mismo  signo  que  A. 

(b)  Els  un  punto  si  (D-/4A)  +  (E-I4C)  —  F  =  0. 

(c)  No  tiene  puntos  si  (D-/4A)  +  (E-I4C)  —  F  tiene  el  signo  contrario  que  A. 

7L  La  excentricidad  e  dc  una  elipse  sc  define  como  el  nurnero  da,  donde  aye  son  los  numeros  dados  en  la  ecuacion 
(2).  Como  a  >  c,  se  deduce  que  e  <  1 .  Escriba  un  parrafo  breve  acerca  de  la  forma  general  de  cada  una  dc  la.s  m 
guientes  elipses.  Asegurese  de  justificar  sus  conclusiones. 

(a)  Excentricidad  cercana  a  0  (b)  Excentricidad  =  0.5  (c)  Excentricidad  cercana  a  1 


Seccion  9.4  La  hiperbola 


La  hiperbola 


Hiperbola  Una  hiperbola  es  el  canjunta  de  todas  las  puntas  en  el  piano 

tales  que  la  diferencia  de  sus  distancias  a  dos  puntos  fijos,  llama- 
dos  focos,  es  una  constante. 

La  figura  3 1  iiustra  una  hiperbola  con  focos  F\  y  F2.  La  recta  que  contiene  a 
los  focos  es  llamada  eje  transverse.  El  punto  medio  del  segmento  de  recta  que  une 
los  focos  es  el  centre  de  la  hipdrbola.  La  recta  que  pasa  por  el  centre  y  es  perpen¬ 
dicular  al  eJe  transverse  se  llama  eje  cen,jugado.  La  hiperbola  consiste  en  dos  cur- 
vas  separadas,  llamadas  ramas,  que  son  simetricas  respecto  al  eje  transverse,  al  eje 
conjugado  y  al  centre.  Los  dos  puntos  de  interseccion  de  la  hiperbola  y  el  eje  trans- 
verso  son  los  vertices,  'V\  y  'V2,  de  la  hiperbola. 


Con  estas  ideas  en  mente,  estamos  preparados  para  encontrar  la  ecuacion  de 
una  hiperbola  en  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares.  Primero,  colocamos  el 
centre  en  el  origen.  Despues,  situamos  la  hiperbola  de  mode  que  su  eje  transverse 
coincida  con  un  eje  coordenado.  Suponga  que  el  eje  transverse  coincide  con  el  eje 
X,  como  se  mucslra  en  la  figura  32.  Si  c  es  la  distancia  desde  el  centre  hasta  el  fo- 
co,  entonces  un  foco  estara  en  F\  =  (  — c,  0)  y  el  otro  en  F2  =  (c,  0).  Ahora,  con 
±2a  denotamos  la  diferencia  constante  de  las  distancias  desde  cualquier  punto  P  = 
(x,  y)  sobre  la  hiperbola  hasta  los  focos  Fi  y  F2.  (Si  P  esta  en  la  rama  derecha  se 
usa  el  signo  +;  si  esta  en  la  rama  izquierda  se  usa  el  signo  -.)  Las  coordenadas  de 
P  deben  satisfacer  la  ecuacion 


d(F,,  P)  -  d{F2.  P)=  ±2a 
VCt  -t-  c)2  -f  y2  -  V(x-\)-  =■  ±2a 
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FIGLIRA  32 

d{Fy,  P)  -  diF2,  P)=  ±2a 


Eje 

transverso 


\/(,v  +  (■)“  +  y~  —  —2a  +  ’\/ ix  —  \i'  ■'  »  ■ 

(x  +  c)-  +  y-  =  4u-  ±  4tvV(.v  —  c)-  +  y-  .il  i.ii.hir  :J-. 

+  {x  -  c)-  +  y- 

Ahora,  eliminamos  los  par6ntesis: 

X-  +  2cx  +  f-  +  y'^  =  4a-  ±  4aV(.v  —  c)~  +  y-  +  x-  —  2cx  +  c-  +  \'- 
4cx  —  4a^  =  ±4aV(.v  —  f)-  +  y^  Xi-ijr  un  r.iiii.  '.I. 

ex  —  =  ±a\^(x  —  c)~  +  V'  Duuiii  -  .Kid  i.uiu  i-in.-  : 

(f.V  a-)-  *  a-[(A'  “E  y-]  I'.lc^.n  .tl  L^idi.i.iJd  !: 

c‘A-  —  2ca-x  +  a*  =  a-(x-  —  2cx  -I-  r-  +  y-) 
c~x-  +  a  =  a~x-  -t-  a-c — E  a-y- 
(f-  —  a~)x-  —  a-y^  =  cp-c^  — 

(c^  —  a-)x^  —  a^y^  =  a\c-  —  a-) 


Para  obtener  puntos  de  la  hiperbola  que  no  esten  sobre  el  eje  x  se  debc  ti-ncr 
a  <  c.  Para  ver  por  que,  observe  otra  vez  la  figura  32. 

d{F\,  P)  <  d(F2,  P)  "E  d(F],  Fi)  l'  ■  ol  iri.innili'  /  |/'/ 

diFu  P)  -  diFi,  P)  <  d{Fx,  F,)  /■  .-w  . U  i.-  :  d... •  r 

2a<2c  ...  q„r.d/:./n  .A/,-. 

a  <  c 


Como  a  <  c,  tambien  tenemos  a-  <  c^,  de  modo  que  >  0.  Sea  b-  =  r  -  P. 

b>  0.  Entonces  la  ecuacion  (1)  puede  ser  e.scrita  como 


b^x-  —  a^y^  =  a^b^ 


X- 


Para  encontrar  los  vertices  de  la  hiperbola  definida  por  esta  ecuacion,  haga- 
mos  y  =  0.  Los  vdrtices  satisfacen  la  ecuacion  x^la^  =1,  las  solucioncs  smi 
A  =  ±a.  En  consccuencia,  los  vertices  de  la  hiperbola  son  Vi  =  (—a,  0)  y  tA  =  («.  ()i. 


I 


Una  ecuacidn  de  la  hiperbola  con  centro  en  (0,  0),  focos  en  (  — c,  0)  y  (c,  0),  y  ver¬ 
tices  en  (—a,  0)  y  (a,  0)  es 
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Ecuacion  de  una  hiperbola; 

centre  en  (0,  0);  focos  en 
(±c,  0);  vertices  en  (±o,  0); 
eje  transverse  a  lo  iargo 
dei  eje  x 


2  ,2 

^  ^  =  1  donde  b-  =  (2) 


El  eje  transverse  es  el  eje  .t.  ■ 

Como  puede  usted  verificar,  la  hiperbola  definida  por  la  ecuacion  (2)  es  si- 
metrica  respecto  al  eje  a:,  al  eje  y  y  al  origen.  Para  encontrar  las  intersecciones  con 
el  eje  y,  si  las  hay,  haga  x  =  0  en  la  ecuacion  (2).  Esto  tiene  como  resultado  la  ecua- 
ci6n  =  —  1,  que  no  tiene  solucion.  Concluimos  que  la  hiperbola  definida  por 
la  ecuacidn  (2)  no  tiene  intersecciones  con  el  eje  y.  En  realidad,  como  x^lct^  —  1  = 
>  0,  se  deduce  que  >  1 .  Asf,  no  hay  puntos  de  la  grafica  para  —a<x<a. 
Vease  la  figura  33. 


!  .1  K  1  I’  F.  ()  />.7i  .vn/'/n/t  /P/;  (/(  ///'.-I  I  .  '  . 

Encontrar  una  ecuacion  de  la  hiperbola  con  centro  en  el  origen,  un  foco  en  (3,  0)  y 
un  vertice  en  (  —  2,  0).  Trazar  la  grafica  de  la  ecuacion. 


,1-  iH  ■■  La  hiperbola  tiene  su  centro  en  el  origen,  y  el  eje  transverse  coincide  con  el  eje  r:. 

Un  foco  est4  en  (c,  0)  =  (3,  0),  asf  que  c  =  3.  Un  vertice  esta  en  {—a,  0)  =  (—2,  0), 
asi'  que  a  =  2.  De  la  ecuacion  (2),  se  deduce  que  =  9  —  4  =  5,  de  mo- 

do  que  una  ecuacion  de  la  hiperbola  es 


FIGURA  34 
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1^2=  (2,0) 
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Vease  la  figura  34. 


Comentario:  Para  trazar  la  grafica  de  la  hiperbola  (.i-/4)  —  (yVS)  =  I  analizada  en 
el  ejempio  1 ,  necesitamo.s  trazar  la  grafica  de  las  dos  funciones  >'  =  V  5V  (rr/4)  -  I 
y  y  =  -V5V(x^/4)  -  1.  Hagalo  y  compare  su  resultado  con  lo  que  se  ve  en  la 
figura  34. 


Ahora  resuelva  el  problema  5. 

Una  ecuacion  de  la  forma  de  la  ecuacion  (2)  pertenece  a  una  hiperbola  con 
centro  en  el  origen,  focos  en  el  eje  rr  en  (  — c,  0)  y  (c,  0),  donde  c-  ^  +  b~,  y  eje 

transverso  a  lo  largo  del  eje  x. 

Para  el  resto  de  esta  seccion,  la  instruccion  “Analizar  la  ecuacion”  significa- 
rd  encontrar  el  centro,  el  eje  transverso,  los  vertices  y  focos  de  la  hiperbola  y  tra¬ 
zar  la  grafica  de  la  ecuacion. 
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Analizar  la  ecuacion: 


1 

JC“ 

Te 


La  ecuacion  dada  es  de  la  forma  de  la  ecuacidn  (2),  con  =  16  y  /r  =  4.  Asi,  ^u 
grafica  es  una  hiperbola  con  centro  en  (0,  0)  y  eje  transverse  a  lo  largo  del  eje  .r. 
Ademds,  sabemos  que  =  a~  +  =  16  +  4  =  20.  Los  vertices  estdn  en  = 

(±4,  0),  y  los  focos  en  (±c,  0)  =  (±2V5,  0).  La  figura  35  muestra  la  grafiea. 


FIGURA  35 
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El  enunciado  siguiente  nos  da  la  forma  de  la  ecuacion  de  una  hiperbola  con 
centro  en  el  origen  y  eje  transverse  a  lo  largo  del  eje  y. 

Una  ecuacion  de  la  hiperbola  con  centro  en  (0,  0),  focos  en  (0,  -c)  y  (0,  r).  y  ver¬ 
tices  en  (0,  —a)  y  (0,  a)  es 


Ecuacion  de  una  hiperbola;  11  „  rEl  =  i  ^onde  b"  =  {.D 

centro  en  (0,  0);  focos  en 
(0,  ±c);  vertices  en  (0,  ±a); 

eje  transverse  a  lo  largo  El  eje  transverse  es  el  eje  y. 
del  eje  / 

La  figura  36  muestra  la  grafica  de  una  hiperbola  tfpica  definida  per  la  ecua- 
cion  (3), 


FIGURA  36 
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-  /?“ 
b~  =  c - a~ 


F2  -  (0,  c) 


1/2  =  (0,  a) 
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^V,  =  {0.-a) 

'V,  =  (0,-c) 
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Note  la  diferencia  en  la  forma  de  las  ecuaciones  (2)  y  (3).  Cuando  el  termi- 
no  con  3’-  se  resta  del  tdrmino  con  el  eje  transverse  es  el  eje  x.  Cuando  el  ter- 
mino  con  se  resta  del  termino  con  y^,  el  eje  transverse  es  el  eje  y. 


Analizar  la  ecuacion:  y^  —  4x^  =  4 

Para  escribir  la  ecuacion  en  la  forma  apropiada  dividimos  cada  lado  entre  4: 


Ya  que  el  termino  con  se  resta  del  termino  con  y',  la  ecuacion  pertenece  a  una  hi- 
perbola  con  centre  en  el  origen  y  eje  transverse  a  lo  lai'go  del  eje  y.  Ademas,  compa- 
rando  la  ecuacion  anterior  con  la  ecuacion  (3),  encontramos  a-  =  4,  /r  =  1,  y  c-  = 
a-  +  =  5.  Los  vertices  estan  en  (0,  ±a)  =  (0,  ±2),  y  los  focos  en  (0,  ±c)  =  (0,  ± 

V5).  La  grafica  esta  dada  en  la  figura  37. 


FIGURA  37 
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Encontrar  una  ecuacion  de  la  hiperbola  que  tiene  un  vdrtice  en  (0,  2)  y  focos  en 
(0,  —3)  y  (0,  3).  Trazar  la  grafica  de  la  ecuacion. 

Ya  que  los  focos  estan  en  (0,  —3)  y  (0,  3),  el  centre  de  la  hiperbola  esta  en  el  ori¬ 
gen.  Ademas,  el  eje  transverse  se  situa  a  lo  largo  del  eje  y.  La  informacidn  dada 
tambien  revela  que  c  =  3,  a  =  2,  y  fc-  =  =  9  —  4  =  5.  La  forma  de  la  ecua¬ 

cion  de  la  hiperbola  esta  dada  por  la  ecuacion  (3): 


Vease  la  figura  38. 


Ahora  resuelva  el  problema  7. 
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Observe  las  ecuaciones  de  las  hiperbolas  en  los  ejemplos  3  y  4.  Para  la  hi[w- 
bola  del  ejemplo  3,  =  4  y  =  1,  asi  que  a>  b\  para  la  hiperbola  del  cjcmplo 
4,  =  4  y  =  5,  asf  que  a  <  b.  Concluimos  que,  para  hiperbolas,  no  hay  requt- 
rimientos  relatives  al  tamaho  de  a  y  b.  Esta  situacion  contrasta  con  el  caso  dc  uiu 
el  ipse,  en  el  que  los  tamahos  relatives  de  o  y  determinan  cual  eje  es  el  eje  mayor 
Otra  caracteristica  que  las  distingue  de  las  elipses  y  las  parabolas,  es  que  las  hipiT- 
bolas  tienen  asintotas. 


Asmtotas 

Recuerde  de  la  seccidn  5.3  que  una  asintota  horizontal,  o  una  oblicua,  de  unaieij- 
fica  es  una  recta  con  la  propiedad  de  que  la  distancia  desde  la  recta  a  los  punios  en 
la  grafica  se  aproxima  a  cero  cuando  j:  — oo  o  cuando  oo, 

2  2 

y 

I'. ■  La  hiperbola  —r  —  ^  =  \  tiene  las  dos  asintotas  oblicuas 


Asintotas  de  una  hiperbola 


b 

b 

1 

II 

1 

1 

11 

a 

a 

Empezamos  por  resolver  para  y  en  la  ecuacion  de  la  hiperbola: 


Si  A'  +  0,  podemos  reacomodar  el  lado  derecho  en  la  forma 
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Ahora,  cuando  — oo  o  cuando  x— >  el  termino  cp-lx^  se  aproxima  a  cero,  de 

mode  que  la  expresion  dentro  del  radical  se  aproxima  a  1.  Asi,  cuando  x^  —  “  o 
cuando  x  ^  =o,  el  valor  de  se  aproxima  a  ±bx/a\  esto  es,  la  grafica  de  la  hiperbo¬ 
la  se  acerca  a  las  rectas 

b  b 

y= - X  y  y  =  — X 

a  a 

Asi,  estas  rectas  son  asmtotas  oblicuas  de  la  hiperbola.  B 


Las  asmtotas  de  una  hiperbola  no  son  parte  de  ella,  pero  sirven  como  una  gufa 
para  trazar  su  grafica.  For  ejemplo,  suponga  que  queremos  trazar  la  griil'ica  de  la 
ecuacion 


Empezamos  por  los  vertices  {  —  a,  0)  y  (a,  0).  Luego  trazamos  los  puntos  (0,  ~h)  y 
(0,  b)  y  usamos  estos  cuatro  puntos  para  construir  un  rectangulo,  como  se  muestra 
en  la  figura  39.  Las  diagonales  de  este  rectdngulo  tienen  pendientes  b/a  y  —bla,  y 
sus  prolongaciones  son  las  asmtotas  y  =  {bla)x  y  y  =  —{bla)x  de  la  hiperbola. 


FIGURA  39 


1^1 


Tcorciiia  La  hiperbola  ^ 


b^ 


=  1  tiene  las  dos  asmtotas  oblicuas 


Aslntotas  de  una  hiperbola 


a  a 

-X  y  y  =  -  -X 
b  b 


En  el  problema  60  se  le  pedira  que  demuestre  este  enunciado. 

t  ,)  K  iM  P  L  O  5  AmUisis  dr  hi  <■<  iKii  irhi  dr  una  liiprihida 

Analizar  la  ecuacion:  9x^  —  4y~  =  36 
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FIGURA  40 


->iUK  ion 


Primero,  dividimos  cada  lado  entre  36  para  disponer  la  ecuacion  en  la  form^ 
apropiada: 

r  =1 

4  9 

Esta  es  la  ecuacidn  de  una  hiperbola  con  centre  en  el  origen  y  eje  transverse  a  IJ 
largo  del  eje  Usando  a-  —  4  y  b-  =  9,  encontramos  =  cr  +  =  13,  Los  lerj 

tices  estdn  en  {±a,  0)  =  (±2,  0),  los  focos  estan  en  (±c,  0)  =  (±VT3,  0)  y  lusasin 
totas  tienen  las  ecuaciones 

3  3 

y  >'=--. 

Ahora  construimos  el  rectangulo  que  contiene  los  puntos  (±a,  0)  y  (0,  ±b).,  cstoc 
(  —  2,  0)  (2,  0),  (0,  —3),  y  (0,  3).  Las  prolongaciones  de  las  diagonales  dc  estci 
tdngulo  son  las  asmtotas.  Vease  la  figura  40  para  apreciar  la  grafica. 

Exploracion:  Trace  la  parte  superior  de  la  hiperbola  9,r-  —  4y^  =  36  analizada  cn  cl  ejem ' 
plo  5  y  sus  asmtotas  v  =  \x  y  y  =  -jr.  Ahora  utilice  ZOOM  y  TRACE  para  ver  que  Mks= 
de  cuando  x  aumenta  sin  h'mite  en  la  direccidn  positiva,  pasa  cuando  x  decrcce  siiili. 
mite  en  la  direccidn  negativa?  S' 

■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 

Centro  en  (/i,  k) 

St  una  hiperbola  con  centro  en  el  origen  cuyo  eje  transverse  coincide  con  un  eieJe 
coordenadas  es  trasladada  h  unidades  horizontalmente  y  luego  k  unidadcs  vertical- 
mente,  el  resultado  sera  una  hiperbola  con  centro  en  {h,  k)  y  eje  transverso  puralc- 
lo  a  uno  de  los  ejes  coordenados.  La  tabla  4  nos  da  las  formas  de  las  ecuaciones  il: 
tales  hiperbolas.  Vease  la  figura  41  para  apreciar  las  graficas. 

TABLA  4  HIPERBOLAS  CON  CENTRO  EN  (h,  k)  Y  EJE  TRANSVERSO  PARALELO  A  UNO  DE  LOS  EJES  DE  COORDENADAS 


CENTRO 

EJE  TRANSVERSO 

FOCOS 

VERTICES 

ECUACION 

ASINTOTAS 

{h,  k) 

Paralelo  al  eje  x 

(h  ±  c,  k) 

{h  ±  (7,  k) 

(.V  -  hV  (y  —  k)-  _  I 
a-  b-  ”  ’ 

V  -  k  -  t~t\  -  ^ 

a 

h-  =  c —  cr 

(h.  k) 

Paralelo  al  eje  y 

(h,  k  ±  c) 

{h,  k  ±  a) 

(y  -  k)-  _  (x  -  h'r  _ 
cr  h- 

+  l 

II 

-es; 

Ir  =  -  cr 

_ 

FIGURA  41 


Eje 


(a) 


(b) 
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1  ,1  J  M  1^  1  ()  6 


■li  i/i  Uliii  I 


Encontrar  una  ecuacidn  para  la  hiperbola  con  centro  en  (1,  —2),  un  foco  en  (4,  —2), 
y  un  vdrtice  en  (3,  —2).  Trazar  la  grafica  de  la  ecuacidn. 


El  centro  esta  en  (h,  k)  =  (I,  —2),  asf  que  h  =  \  y  k  =  —2.  El  eje  transverse  es  pa- 
ralelo  al  eje  jr.  La  distancia  desde  el  centro  (1,  —2)  al  foco  (4,  —2)  es 
c  =  3;  la  distancia  desde  el  centro  (1,  —2)  al  vdrtice  (3,  —2)  es  a  =  2.  Asi,  h-  = 
=  9  —  4  =  5.  La  ecuacidn  es 

q  -  hf-  _  (y  -  kT-  ^ 

jx  -  1)2  _  (y  +  2)2  ^ 

4  5 

Vease  la  figura  42. 


■  Ahora  re.suelva  el  problema  27. 


K  .1  i  \!  I*  I  I 


\niili.\i\  III  hi  T  (ii  itia  ih  iiiiii  liifu  >!ifihi 
Analizar  la  ecuacidn:  -a-2  +  4>'2  —  2x  —  16>'  +  11  =  0 


s-hiiciiin  Completamos  los  cuadrados  en  .v  y  en  y: 


—x~  +  4y2  —  2x  —  16y  +  II  =0 
-(.v2  +  2a)  +  40-2  -  4y)  =  -  1 1 

-(x2  +  2.V  +  1)  +  4(y2  -  43,  +  4)  =  - 1  +  16  -  1 1 
-(x  +  1)2  +  4(y  -  2)2  =  4 


O' 


2)2 


U  +  1)2 
4 


=  1 


Esta  es  la  ecuacidn  de  una  bipdrbola  con  centro  en  (—  1,  2)  y  eje  transverse  pa- 
ralelo  al  eje  >'.  Ademas,  fl2  =  1  3/  /,2  =  4^  ^2  =  ^2  +  ^2  ^  5  verti¬ 

ces  estan  en  {li,  k  ±  a)  =  (—L  2  ±  1),  o  (  —  1 ,  1)  y  (  —  I,  3).  Los  focos  estan  en 
(h,  k  ±  c)  =  (—  \ ,  2  ±  V5).  Las  asintotas  son  y  -  2  =  -|(x  +  1)  y  y  -  2  = 

— -i(x  +  1).  La  figura  43  muestra  la  grafica. 
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FIGURA  43  Eje 


Aplicaciones 

Suponga  que  un  arma  es  disparada  desde  un  origen  desconocido  S.  Un  obscnaA'r 
en  6>i  escucha  la  detonacion  (sonido  del  disparo)  un  segundo  despues  que  olruoh 
servador  en  02-  Puesto  que  el  sonido  viaja  a  cerca  de  1110  pies  por  segundo. 'C 
concluye  que  el  punto  S  debe  estar  1100  pies  mds  cerca  de  O2  que  de  (9|.  Asf,  i'cv 
td  en  una  rama  de  una  hiperbola  con  focos  en  0\  y  02-  (^Advierte  por  que?  Porqiii.' 
la  diferencia  de  las  distancias  de  5  a  Oi  y  de  5  a  O2  es  la  constante  1100.)  Si  un 
tercer  observador  en  O3  escucha  la  misma  detonacidn  2  segundos  despucs  que  Oi. 
entonces  S  eslara  en  una  rama  de  una  segunda  hiperbola  con  focos  en  O]  y  (>?.  b 
interseccion  de  las  dos  hip^rbolas  senalara  con  precisidn  la  ubicacion  de  S.  Para  uiia 
ilustracion  vease  la  figura  44. 

LORAN 

En  el  Sistema  de  Navegacion  de  Largo  Alcance  (LORAN,  por  sus  siglas  en  ingles), 
una  estacidn  principal  de  radio  y  una  estacidn  secundaria  emilen  seiiales  que  puc- 
den  ser  recibidas  por  un  barco  en  el  mar.  {Vease  la  figura  45.)  Aunque  un  barco  re- 
cibe  siempre  las  dos  sehales,  por  lo  regular  se  halla  mds  cerca  de  una  dc  las  clos  cv- 
taciones  y,  por  lo  tanto,  hay  cierta  diferencia  en  las  distancias  que  recorren  las  do 
senales,  lo  cual  se  traduce  en  una  pequena  diferencia  de  tiempo  entre  las  senalcs 


FIGURA  45 


Estacion 

secundaria 


Eidacion 

principal 


£/(P,  f,)  -  d(P,  Fj)  =  constante 
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registradas.  Mientras  la  diferencia  de  tiempo  permanezca  constante,  la  diferencia  de 
las  dos  distancias  tambien  sera  constante.  Si  el  banco  sigue  una  ruta  que  mantenga 
fija  la  dil'erencia  de  tiempo,  seguira  la  trayectoria  de  una  hiperbola  cuyos  focos  es- 
tan  localizados  en  las  posiciones  de  las  dos  estaciones  de  radio.  Ast  que  para  cada 
diferencia  de  tiempo  se  tiene  como  resultado  una  trayectoria  hiperbolica  diferente, 
cada  una  llevando  al  barco  a  una  posicion  distinta  en  la  costa.  Las  cartas  de  nave- 
gacidn  muestran  las  diferentes  rutas  hiperbolicas  couespondientes  a  diferencias  de 
tiempo  distintas. 


.1  K  M  P  L  O  8  I  ORAN 

Dos  estaciones  LORAN  estan  separadas  250  millas  a  lo  largo  de  una  costa  recta. 

(a)  Un  barco  registra  una  diferencia  de  tiempo  de  0.00086  segundos  entre  las  senales 
LORAN.  Establecer  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares  apropiado  para 
determinar  ddnde  el  barco  alcanzara  la  costa  si  continua  sobre  la  trayectoria  de 
la  hiperbola  correspondiente  a  esta  diferencia  de  tiempo. 

(b)  Si  el  barco  debe  entrar  a  un  puerto  localizado  entre  las  dos  estaciones  a  25  mi¬ 
llas  desde  la  estacion  principal,  ^que  diferencia  de  tiempo  debe  observar? 

(c)  Si  el  barco  esta  a  80  millas  de  la  costa  cuando  se  obtiene  la  diferencia  de  tiempo 
deseada,  (^cual  es  su  ubicacion  exacta?  [Nota:  La  velocidad  de  cada  sehal  de 
radio  es  de  186,000  millas  por  segundo.] 

Soliicion  (a)  Establecemos  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares  de  modo  que  las  dos 
estaciones  est6n  en  el  eje  jr  y  el  origen  a  la  mitad  del  camino  entre  el  las.  Vease 
la  figura  46. 


FIGURA  46 


El  barco  esta  en  una  hiperbola  cuyos  focos  son  las  dos  estaciones  de  radio.  La 
razon  para  esto  es  que  la  diferencia  de  tiempo  constante  de  las  senales  desde 
cada  estacion  tiene  como  resultado  una  diferencia  constante  en  la  distancia  del 
barco  a  cada  una  de  las  estaciones.  Como  la  diferencia  de  tiempo  son  0.00086 
segundos  y  la  velocidad  de  la  senal  es  de  186,000  millas  por  segundo,  la  dife¬ 
rencia  en  las  distancias  del  barco  a  cada  estacion  (focos)  es 


Distancia  =  Velocidad  X  Tiempo  =  186,000  X  0.00086  =  160  millas 

La  diferencia  entre  las  distancias  desde  el  barco  a  cada  estacion,  1 60,  es  igual 
a  2a,  asf  que  o  =  80  y  el  vertice  de  la  hiperbola  correspondiente  esta  en  (80,  0). 
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Como  el  foco  esta  en  (125,  0),  al  seguir  sobre  esta  hiperbola  el  barco  alcaiy.ar;i 
la  costa  a  45  millas  de  la  estacion  principal. 

(b)  Para  alcanzar  la  costa  a  25  millas  de  la  estacion  principal,  el  barco  debe  seguir 
una  hiperbola  con  vertice  en  (100,  0).  Para  esta  hiperbola  a  —  100,  de  modoque 
la  diferencia  constante  entre  las  distancias  del  barco  a  cada  estacidn  es  de  2(K! 
millas.  La  diferencia  de  tiempo  que  el  barco  debe  observar  es 


Tiempo 


Distancia  _  200 

Velocidad  ~  186,000 


=  0.001075  segundos 


(c)  Para  encontrar  la  ubicacion  exacta  del  barco,  necesitamos  delerminar  b 
ecuacion  de  la  hiperbola  con  vertice  en  (100,  0)  y  foco  en  (125,  0).  La  forau 
de  la  ecuacion  de  esta  hiperbola  es 

donde  a  =  100.  Como  c  =  125,  tenemos 

t,2  =  =  1252  -  1002  =  5625 

La  ecuacion  de  la  hiperbola  es 

7  2 

■y  _  3^  ^  I 

100-  5625 


Ya  que  el  barco  estd  a  80  millas  de  la  costa,  usamos  y  =  80  en  la  ecuacion  y 
resolvemos  para  x. 


1002 


.t-  =  1002(2.14) 
X  =  146 


802 

5625 


1002 


=  1  + 


802 

5625 


=  2.14 


El  barco  esta  en  la  posicidn  (146,  80).  Vcase  la  figura  47. 


y. 

150 

0.001075  segundos 

100 

(146,80)  ; 

^  -- 

-  --2 

i  .  .  ■  - 

-200  \  -50  0 

1 

50  .'  200  X 

FIGURA  47 
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Ejercicio  9.4 

En  los  problemas  del  1  al  4  se  da  la  grdfica  de  una  hiperbola.  Haga  corresponder  cada  grdfica  con  su 
ecuacion. 


=  1  C. 


D. 


I 


y. 

3 


-3 


3  X 


2. 


X 


3. 


y 

4 


X 


-4 


4  X 


-4 


4. 

3 

- 

1  \ 

1  1  , 

-3 

0 

3  X 

-3 

- 

En  los  problemas  del  5  al  14  encuentre  una  ecuacion  para  la  hiperbola  descrita.  Trace  la  grdfica  de  la 
ecuacion. 

5.  Ceniro  en  (0,  0);  foco  en  (3,  0);  v^rtice  en  (1,  0) 

6.  Centro  en  (0,  0);  foco  en  (0,  5);  vfirtice  en  (0,  3) 

7.  Centro  en  (0,  0);  foco  en  (0,  -6);  v6rtice  en  (0,  4) 

8.  Centro  en  (0,  0);  foco  en  (-3,  0);  vertice  en  (2,  0) 

9.  Foco  en  (-5,  0)  y  (5,  0);  v6rtice  en  (3,  0) 

10.  Foco  en  (0,  6);  vertices  en  (0,  -2)  y  (0,  2) 

11.  Vertices  en  (0,  —6)  y  (0,  6);  asintota  la  recta  y  =  2v 

12.  Vertices  en  (-4,  0)  y  (4,  0);  asi'ntota  ia  recta  v  =  2a' 

13.  Foco  en  (-4,  0)  y  (4,  0);  asi'ntota  la  recta  y  =  -a 

14.  Foco  en  (0,  -2)  y  (0,  2);  asi'ntota  ia  recta  y  =  -a 


582  Capitulo  9  Geometria  anah'tica 


En  los  problemas  del  15  al  22  determine  el  centra,  el  eje  transverse,  los  vertices,  focos  y  las  aslntotus. 
Trace  la  grdfica  de  cada  ecuacion. 


En  los  problemas  del  27  al  34  encuentre  una  ecuacion  para  la  hiperbola  descrita.  Trace  la  grdfica  de  In 
ecuacion. 

27.  Centro  en  (4,  —  I);  foco  en  (7,  —  I);  vertice  en  (6,  “1) 

28.  Centro  en  (-3,  1);  foco  en  (-3,  6);  vgrtice  en  (—3,  4) 

29.  Centro  en  (-3,  -4);  foco  en  (—3,  -8);  vertice  en  (-3,  —2) 

30.  Centro  en  (1,  4);  foco  en  (-2,  4);  vertice  en  (0,  4) 

31.  Focos  en  (3,  7)  y  (7,  7);  v6rtice  en  (6,  7) 

32.  Foco  en  (-4,  0);  vertices  en  (—4,  4)  y  (-4,  2) 

33.  Vertices  en  (  —  1,  —  I)  y  (3,  —  I);  asintota  de  la  recta  (x  —  l)/2  =  (y  +  l)/3 

34.  Vertices  en  (I,  —3)  y  (I,  I);  asmtota  de  la  recta  (x  ~  l)/2  =  (y  +  l)/3 

En  los  problemas  del  35  al  48  encuentre  el  centra,  el  eje  transverse,  las  vertices,  focos  y  las  aslntotus. 
Trace  la  grdfica  de  cada  ecuacion. 

(£^  _  (v_3f  ,  , 

4  9  4  9 
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37. 

(y- 

2)2  -  4(a  +  2)2  =  4 

38. 

(a  +  4)2  -  9Cy  -  3)2  =  9 

39. 

(A  +  1)2  -  (y  +  2)2  =  4 

40. 

(y~ 

3)2  -  (a  +  2)2  =  4 

41. 

a2  -  y2  _  2x  -  2y  -  1  =  0 

42. 

y2  -  A-  -  4y  +  4a  -  1  =0 

43. 

y^- 

o 

II 

1 

CO 

1 

1 

44. 

2.x2  —  +  4x  +  4y  —  4  =  0 

45. 

4a2  -  y2  -  24a  -  4y  +  16  =  0 

46. 

2y2  - 

-  x“  +  2x  +  8  V  +  3  —  0 

47. 

y2  _  4^2  -  16a  -  2y  -  19  =  0 

48. 

a2  —  3y2  +  8a  —  6y  +  4  =  0 

En  los  problemas  del  49  al  52  trace  la  grdfica  de  cada  funcidn.  [Sugerencia:  Observe  que  cada  funcion  es 
la  mitad  de  una  hiperbola.] 


49. 

51. 


fix)  =  Vl6  +  4x2 


fix)  =  -25  +  A-- 


50.  fix)  =  -V9  -i-  yA- 
52.  fix)  =  V  —  1  +  A“ 


53.  Li  iRAX  Dos  estaciones  LORAN  eslan  separadas  200  millas  a  lo  largo  de  una  costa  recta. 

(a)  Un  barco  registra  una  diferencia  de  tiempo  de  0.00038  segundos  entre  las  sefiales  LORAN.  Establezca  un  sis- 
tema  de  coordenadas  rectangulares  para  determinar  donde  alcanzara  el  barco  la  costa  si  sigue  la  trayectoria  de  la 
hiperbola  correspondiente  a  esta  diferencia  de  tiempo. 

(b)  Si  el  barco  quiere  entrar  al  puerto  localizado  entre  las  dos  estaciones  a  20  millas  de  la  estacion  central,  ^qud 
diferencia  de  tiempo  esta  buscando? 

(c)  Si  el  barco  se  encuentra  a  50  millas  mar  adentro  al  obtener  la  diferencia  de  tiempo  deseada,  ^cu^l  es  la  ubicacion 
exacta  del  barco?  [Noia:  La  velocidad  de  cada  sehal  de  radio  es  de  186  000  millas  por  segundo.] 

54.  I.(>R.  Dos  estaciones  LORAN  estan  separadas  100  millas  a  lo  largo  de  una  costa  recta. 

(a)  Un  bai'co  registra  una  diferencia  de  tiempo  de  0.00032  segundos  entre  las  dos  sefiales  LORAN.  Establezca  un 
sistema  de  coordenadas  rectangulares  apropiado  para  determinar  en  ddnde  alcanzard  el  barco  la  costa  si  continua 
sobre  la  hiperbola  correspondiente  a  esta  diferencia  de  tiempo. 

(b)  Si  el  barco  quiere  entrar  al  puerto  localizado  entre  las  dos  estaciones  a  10  millas  de  la  estacion  central  ^qud 
diferencia  de  tiempo  esta  buscando? 

(c)  Si  el  barco  se  encuentra  a  20  millas  mar  adentro  al  obtener  la  diferencia  de  tiempo  deseada,  ^cuSI  es  la  ubicacidn 
exacta  del  barco?  [Noia:  La  velocidad  de  cada  senal  de  radio  es  de  186  000  millas  por  segundo.] 

55.  '  ■  En  una  prueba  aplicada  a  sus  instrumentos  de  registro,  un  equipo  de  sismdlogos 

colocaron  dos  de  los  dispositivos  separados  una  distancia  de  2000  pies,  con  el  dispositivo  A  al  oeste  del  dispositive 
en  el  punto  B.  En  un  punto  entre  los  dos  instrumentos  y  a  200  pies  del  punto  B,  se  detond  una  pequena  cantidad  de 
explosives  y  se  tomb  nota  del  tiempo  en  que  el  sonido  llegd  a  cada  dispositivo.  Se  realizd  una  segunda  explosion  en 
un  punto  directamente  al  norte  del  punto  B. 

(a)  lA  que  distancia  al  norte  debe  estar  el  sitio  de  la  segunda  explosidn  de  modo  que  la  diferencia  del  tiempo  regis- 
trado  por  los  dispositivos  para  la  segunda  detonacidn  sea  la  misma  que  la  registrada  para  la  primera  detonacidn? 

(b)  Explique  por  que  este  experimento  puede  ser  utilizado  para  calibrar  los  instrumentos. 

56.  Explique  con  sus  palabras  el  sistema  LORAN  de  navegacidn. 

57.  La  excentricidad  e  de  una  hipdrbola  se  define  como  el  numero  c/a,  donde  aye  son  los  nilmeros  dados  en  la  ecuacidn 
(2).  Como  c  >  a,  se  deduce  que  e  >  I .  Describa  la  forma  general  de  una  hiperbola  cuya  excentricidad  es  cercana  a  1 . 
^Cu^l  ser^  la  forma  si  e  es  muy  grande? 

58.  Una  hipdrbola  para  la  cual  a  =  b  es  llamada  hiperbola  equilatera.  Encuentre  la  excentricidad  e  de  una  hiperbola 
equil^tera.  [Noia:  La  excentricidad  de  una  hiperbola  se  definid  en  el  problema  57.] 

59.  Dos  hiperbolas  que  tienen  el  mismo  conjunto  de  asi'ntotas  son  llamadas  conjugadas.  Demuestre  que  las  hipdrbolas 


x~- 

4 


y  )’- 


.V- 

4 


=  1 


son  conjugadas.  Trace  la  grafica  de  cada  hiperbola  en  el  mismo  conjunto  de  ejes  coordenados. 

60.  Demuestre  que  la  hipdrbola 

,.2  ,.2 


y  = 


y=--.v 


tiene  las  dos  asi'ntotas  oblicuas 
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61.  Demuestre  que  la  grafica  de  una  ecuacidn  de  la  forma 

/lx2  +  Cy-  +  F  =  Q  Ai=0,  C*0,  Fi-0 

donde  A  y  C  son  de  signos  opuestos,  es  una  hip^rbola  con  centro  en  (0,  0). 

62.  Demuestre  que  la  grdfica  de  una  ecuacidn  de  la  forma 

Ax-  -H  Cr  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0  A  F  0,  C  0 

donde  A  y  C  son  de  signos  opuestos: 

(a)  Es  una  hiperbola  si  {D-/4A)  +  (£-/4C)  -  F  F  0. 

(b)  Son  dos  rectas  que  se  cortan  si  {D-/4A)  +  (E-I4C)  —  F  =  0. 


En  esta  seccion  demostraremos  que  la  grafica  de  un  ecuacion  polinomial  general  dr 
segundo  grado  con  dos  variables  x  y  y,  esto  es,  una  ecuacion  de  la  forma 

Ax^  +  Bxy  +  Cy-  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0  1 1 

donde  A,  B  y  C  no  son  simultaneamente  cero,  es  una  conica.  No  nos  inieresareiiuH 
en  los  casos  degenerados  de  la  ecuacion  (1),  tales  como  x-  -I-  y-  =  0,  cuya  gralic. 
es  un  solo  punto  (0,  0);  o  -I-  3y^  +  3  =  0,  cuya  grdfica  no  contiene  piintus:  a 
X-  —  4y"  =  0,  cuya  grafica  son  dos  rectas,  x  —  2y  =  0  y  x  +  2y  =  0. 

Empecemos  con  el  caso  donde  B  =  0.  En  esta  situacion  cl  termino  que  cnn- 
tiene  a  xy  no  est^  presente,  de  modo  que  la  ecuacion  (1)  tiene  la  forma 

Ax"  +  Cy^  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0 

donde  A  F  0  o  C  F  0. 

Ya  hemos  analizado  el  procedimiento  para  identificar  la  grafica  de  esta  elu'C 
de  ecuacion;  completamos  los  cuadrados  de  las  expresiones  cuadraticas  en  x,  cn  y 
0  en  ambas.  Una  vez  hecho  esto,  la  conica  puede  scr  identificada  comparandolatun 
una  de  las  formas  estudiadas  en  las  secciones  9.2,  9.3  y  9.4. 

Sin  embargo,  podemos  identificar  la  conica  de  manera  directa  desde  la  ccua- 
cion,  sin  tener  que  completar  los  cuadrados. 

Con  excepcion  de  los  casos  degenerados,  la  ecuacion 

Ax^  +  Cy-  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0  (2l 

donde  A  F  0  o  C  F  0: 

(a)  Define  una  parabola  si  AC  =  0. 

(b)  Define  una  elipse  (o  un  circulo)  si  AC  >  0. 

(c)  Define  una  hiperbola  si  AC  <  0. 

(a)  Si  AC  =  0,  entonces  A  =  0  o  C  =  0,  pero  no  ambos,  de  modo  que  la  forma dc 
la  ecuacion  (2)  es 

Ax-  +  Dx  +  Cy  +  F  =  0,  A  F  0 


Rotacion  de  ejes; 
forma  general 
de  una  conica 


o 


Cy2  +  Ox  +  Ey  +  F  =  0, 


CFO 


Seccion  9.5  Rotacion  de  ejes;  forma  general  de  una  cdnica 


Jc 


I) 

)S 

:a 

() 

1- 


c 

II 


A1  utilizar  los  resultados  de  los  problemas  65  y  66  del  ejercicio  9.2,  se  deduce 
que,  excepto  para  los  casos  degenerados,  la  ecuacion  es  una  parabola. 

(b)  Si  AC  >  0,  entonces  A  y  C  son  del  mismo  signo.  Usando  los  resultados  de  los 

problemas  69  y  70  del  ejercicio  9.3,  excepto  para  los  casos  degenerados,  la  ecua¬ 
cion  es  una  elipse  si  A  A  C  o  un  cfrculo  si  A  =  C. 

(c)  Si  AC  <  0,  entonces  A  y  C  son  de  signos  opuestos.  Usando  los  resultados  de 

los  problemas  61  y  62  del  ejercicio  9.4,  excepto  para  los  casos  degenerados,  la 
ecuacion  es  una  hipdrbola. 

No  es  de  nuestro  interes  analizar  aqui  los  casos  degenerados  de  la  ecuacion  (2), 
Sin  embargo,  en  la  practica,  debe  tener  cuidado  acerca  de  la  posibilidad  de  que 
aparezcan. 

Identificar  cada  ecuacion  sin  completar  los  cuadrados. 

(a)  3x~  +  6y-  +  6jc  —  12y  =  0  (b)  2jr^  —  3y^  -I-  6v  +  4  =  0 

(c)  /  -  2a'  -h  4  =  0 

(a)  Comparamos  la  ecuacion  dada  con  la  ecuacion  (2)  y  concluimos  que  A  =  3  y 

C  =  6.  Como  AC  =  18  >  0,  la  ecuacion  es  una  elipse. 

(b)  Aqui,  A  =  2  y  C  =  -3,  de  modo  que  AC  —  — 6  <  0.  La  ecuacion  es  una 

hiperbola. 

(c)  Aqui,  A  =  0  y  C  =  1,  de  modo  que  AC  =  0.  La  ecuacion  es  una  parabola. 
Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Aunque  ahora  podemos  identificar  el  tipo  de  conica  representada  por  cual- 
quier  ecuacion  de  la  forma  de  la  ecuacion  (2)  sin  tener  que  completar  los  cuadra¬ 
dos,  aun  deberemos  completarlos  cuando  queramos  obtener  informacion  adicional 
acerca  de  la  conica. 

Ahora  pongamos  nuestra  atencion  en  las  ecuaciones  de  la  forma  (I),  donde 
6  7^  0.  Para  analizar  este  caso,  primero  necesitamos  investigar  un  procedimiento 
nuevo:  la  rotacion  de  ejes. 


FIGURA  48 


Rotacion  de  ejes 

En  una  rotacion  de  ejes,  el  origen  permanece  fijo  mientras  los  ejes  x  y  y  son  gira- 
dos  un  angulo  6  hacia  una  posicion  nueva;  las  nuevas  posiciones  de  los  ejes  a  y  y 
se  denotan  con  x'  y  y' ,  respect! vamente,  como  se  muestra  en  la  figura  48(a). 

Ahora  obsei've  la  figura  48(b).  Ahf  el  punto  P  tiene  las  coordenadas  (a,  y)  rela- 
tivas  al  piano  xy,  mientras  que  el  mismo  punto  P  tiene  las  coordenadas  (a',  y')  re- 
lativas  al  piano  A'y'.  Aqui  buscamos  relaciones  que  nos  permitan  expresar  a  a  y  a 
y  en  terminos  de  a',  y',  y  0. 

Como  vemos  en  la  figura  48(b),  r  denota  la  distancia  del  origen  0  al  punto 
P,  y  a  denota  al  angulo  entre  el  eje  positivo  a'  y  el  rayo  desde  0  que  pasa  por  P. 
Entonces,  usando  las  definiciones  de  seno  y  coseno,  tenemos 

x'  =  r  cos  a  y'  =  r  sen  a  (3) 

.A  =  r  cos{9  +  a)  y  =  r  sen(0  -I-  a)  (4) 

Ahora 

A  =  r  cos{6  +  a) 

=  r  (cos  0  cos  a  —  sen  6  sen  a) 

=  (r  cos  a)(cos  6}  —  (/■  sen  Q:)(sen  6) 

=  a'  cos  6  -  y'  sen  6 
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FIGURA  49 

.•cy  =  1  0  -  F  =  1 


yj 

2 

1 

_ 1 _ 1 _ 

• 

-2  -1 

1  2  X 

-1 

\-2 

- 

1 

De  manera  analoga 


>'  =  r  sen(0  +  a) 

=  r  (sen  9  cos  a  +  cos  6  sen  a) 
=  x'  sen  6  +  y'  cos  9 


Si  los  ejes  x  y  y  son  girados  un  dngulo  9,  las  coordenadas  (x,  >>)  de  un  panto  /' 
lativo  al  piano  xy  y  las  coordenadas  (x',  y')  del  mismo  punto  relativas  a  los  nucil 
ejes  x'-  y  y'  estaran  relacionadas  por  las  fdrmulas 


X  =  x'  cos  9  —  y'  sen  9  y  =  x'  sen  9  +  y'  cos  9 


(5 1 


Kolctcion  ilf  t'jfs 

Expresar  la  ecuacion  a:y  =  1  en  terminos  de  las  nuevas  coordenadas  x'y'  ul  airarl 
ejes  un  dngulo  de  45°.  Analizar  la  nueva  ecuacidn. 


Sea  9  =  45°  en  la  ecuacion  (5).  Entonces 
A’  =  x'  cos  45°  —  y'  sen  45°  =  jc 


y  =  x  sen  45°  +  y'  cos  45° 


,  V2  ,  V2  _  V2,  ,  „ 

-  -  y - = - {x  -  y  ) 

,V2  ,  ,V2  V2,  ,  ,  ,, 

r - +  y - = - {x  +  y  ) 


Al  sustituir  estas  expresiones  para  x  y  y  en  xy  =  1  se  obtiene 


V5 


(.x'  -  y') 


ix’  +  y') 


=  1 


-(x'^ 

2 

2 


y'^)  =  1 

f- 


Esta  es  la  ecuacion  de  una  hiperbola  con  centro  en  (0,  0)  y  eje  transverso  a  lo  1 
go  del  eje  x'.  Los  vertices  estdn  en  (±'\/2,  0)  sobre  el  eje  x';  las  asintotas  son  y’ 
x'  y  y'  =  —x'  (las  cuales  corresponden  a  los  ejes  x  y  y  originales).  Veasu  la  llgu 
49  para  apreciar  la  grdfica. 


Como  ilustra  el  ejemplo  2,  la  rotacidn  de  ejes  en  un  angulo  apropiado  pu 
transformar  una  ecuacion  de  segundo  grado  en  x  y  y  que  contenga  el  terminoi 
xy,  en  una  ecuacidn  en  x  y  y'  donde  no  aparezca  el  termino  con  x'y',  Dc  liedij 
demostraremos  que  la  rotacidn  de  ejes  en  un  dngulo  apropiado  podra  traiisfonii 
cualquier  ecuacidn  de  la  forma  de  la  ecuacion  (1)  en  una  ecuacion  en  x'  y  v' ' 
termino  con  x'y'. 

Para  encontrar  la  formula  de  seleccionar  un  angulo  9  apropiado  para  girar] 
ejes,  empezamos  con  la  ecuacidn  (1), 


Ax^  +  fixy  +  Cy2  +  Ox  +  £y  +  /^  =  0, 


S  #  0 
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Ahora  giramos  en  un  angulo  6  usando  las  formulas  de  rotacion  (5): 

A{x'  cos  9  —  y'  sen  9)-  +  B{x'  cos  9  —  y'  sen  d){x'  sen  0  +  y'  cos  9) 

+  C(x'  sen  6  +  y'  cos  9)^  +  D(x'  cos  0  —  y'  sen  9) 

+  E(x’  sen  9  +  y'  cos  9)  +  F  =  0 

Mediante  expansion  y  agrupacidn  de  terminos  semejantes,  obtenemos 

{A  cos^  9  +  B  sen  0cos  9  +  C  sen^  9)x'^  +  [6(cos^  9  —  sen^  9)  +  2{C  —  A)(sen  9  cos.  9)]x'y' 

+  (A  sen^  9  —  B  sen  9  cos  9  +  C  cos^  0)y'^  (6) 

+  (D  cos  9  +  E  sen  9)x' 

+  (  — D  sen  9  +  E  cos  9)y'  +  F  =  0 

En  la  ecuacidn  (6),  el  coeficiente  de  x'y’  es 

B'  =  2(C  —  A)(sen  0cos  9)  +  6(cos^  9  —  sen^  9) 


Teorema 


Ya  que  deseamos  eliminar  el  termino  con  x’y' ,  seleccionamos  un  angulo  9  de  mo- 
do  que  B'  =  0. 

Asi 

2(C  -  A)(sen  0cos  9)  +  5(cos^  9  —  sen^  9)  =  0 

(C  ~  A)(sen  29)  A  B  cos  29  =  0  r -111:11  -  mm  ■:\  .inWi 
B  cos  29  =  (A  —  C)(sen  29) 

cot  29  =  ~  5  F  0 

B 

Para  transformar  la  ecuacidn 


Ax^  +  Bxy  +  Cy^  -I-  Dx  +  Ey  +  F  =  0,  5  F  0 


en  una  ecuacidn  en  x'  y  y'  sin  el  tdrmino  x'y' ,  se  debe  girar  los  ejes  en  un  angulo 
9  que  satisfaga  la  ecuacidn 


La  ecuacidn  (7)  tiene  un  numero  infinite  de  soluciones  para  9.  Adoptaremos 
la  convencidn  de  seleccionar  el  angulo  agudo  0  que  satisface  (7).  Entonces  tenemos 
las  dos  posibilidades  siguientes: 

Si  cot  29  >  0,  entonces  0  <  26  <  ir/l  de  modo  que  0  <  6  <  ttM. 

Si  cot  26  <  0,  entonces  7r/2  <  29  <  tt  de  modo  que  7r/4  <  9  <  1x12. 

Cada  uno  de  estos  enunciados  tiene  como  resultado  una  rotacidn  de  los  ejes  en  sen- 
tido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj,  en  un  dngulo  agudo  0.* 

*  Cualquier  rotacion  (en  el  sentido  de  las  manecillas  del  reloj,  o  al  contrario)  un  ilngulo  0  que  satisface 
cot  29  =  (A  ~  C)/B  eliminara  el  termino  x'y'.  Sin  embargo,  las  formas  finales  de  la  ecuacidn  transfor- 
mada  pueden  ser  difercntcs  (pero  equivalentes),  dependiendo  del  angulo  elegido. 
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FIGURA  50 


Advertencia:  Teiiga  cuidado  si  usa  una  calculadora  para  resolver  la  ecuacidn  (7). 

1.  Si  cot  26  =  0,  entonces  26  =  Tr/2  y  6  =  it/4. 

2.  Si  cot  26  9^  0,  encuentre  primero  cos  26.  Luego  use  la(s)  tecla(s)  de  la  funcion  inversad^ 
coseno  para  obtener  26,  0  <  26  <  tt.  Finalmente,  divida  entre  2  para  obtener  cl  ansal 
agudo  6  correcto. 

i-.  HI-i'.  -  I  -  ■  ii-:  7l 

Analizar  la  ecuaci6n:  +  2y^  —10  =  0 

Ya  que  aparece  un  t^rmino  con  xy,  debemos  girar  los  ejes.  Usando  A  =  1,  fi  =  X"!, 
y  C  =  2,  en  la  ecuacion  (7),  el  angulo  agudo  0  apropiado  por  el  cual  girar  los  eia 
resolverd  la  ecuacion  es 


cot  29  = 


A  -  C 


-1  _  -V3 

V3 


0°  <  20<  180° 


B  V3  3 

Ya  que  cot  20=  — V3/3,  encontramos  que  26  =  120°,  de  modo  que  0  =  wr, 
Usando  6  =  60°  en  las  formulas  de  rotacion  (5),  encontramos 

x  =  -x  - - y  =  -(x  -  V3y  ) 

y  =  ^x’  +jy'  =^(V3x'  +y') 

A1  sustituir  estos  valores  en  la  ecuacidn  original  y  simplificando,  tenemos 

+  V3xy  +  2y^  ~  10  -  0 


-{x'  -  V3v')^  +  V3 
4 


-U'  -  V3y') 


-(VSx'  +  y')  +2  -(VSx'  +  v')- 


Multiplicamos  ambos  lados  por  4  y  desarrollamos  para  obtener 
2V2x'y'  +  -iy'^  +  V3(V3x'2  -  2x'y'  -  V3y'-)  +  2{3x'^  +  2V3x'y'  +  y'-)  =* 


lOx'2  +  2y'-=4(l 
4  20 


Esta  es  la  ecuacion  de  una  elipse  con  centro  en  (0,  0)  y  eje  mayor  a  lo  latgo  del  eje  j 
y’.  Los  vertices  estdn  en  (0,  ±23/5)  sobre  el  eje  y'.  Vease  la  grafica  en  la  figura50. 


Ahora  resuelva  el  problema  21. 
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lun 


En  el  ejemplo  3,  el  angulo  agudo  9  por  el  cual  se  giraron  los  ejes  fue  facil  de 
encontrar  a  causa  de  los  numeros  usados  en  la  ecuacidn  dada.  En  general,  la  ecua- 
cion  cot  26  =  (A  ~  C)/B  no  tiene  una  solucion  sencilla.  Como  lo  muestra  el  ejem¬ 
plo  siguiente,  podemos  encontrar  las  formulas  de  rotacidn  apropiadas  aun  sin  usar 
una  aproximacion  de  calculadora,  sino  aplicando  las  fdrmulas  de  medio  angulo. 


Analizar  la  ecuacion:  4x-  —  4xy  +  v‘  +  5V5jf  -1-5  =  0 


Haciendo  A  =  4,  B  =  —4,  y  C  =  1  en  la  ecuacion  (7),  el  angulo  9  apropiado  para 
girar  los  ejes  satisface  la  ecuacion 

A  -  C  ^ 

B  -4 


cot  29  = 


A  fin  de  usar  las  formulas  de  rotacidn  (5),  necesitamos  conocer  los  valores  de 
sen  9  y  cos  9.  Ya  que  buscamos  un  angulo  agudo  9,  sabemos  que  sen  9  >  0  y  cos  9 
>  0.  Asi,  usamos  las  formulas  para  el  medio  angulo  en  la  forma  siguiente 

^  -  cos  20  „  / 1  -I-  cos  29 


sen  9  = 


cos  9  = 


Ahora  necesitamos  encontrar  el  valor  de  cos  29.  Como  cot  29  =  - j  y  ttI2  <29<  tt, 


se  deduce  que  cos  29  =  —3.  Asi, 
^  1  —  cos  29 


sen  9  = 


cos  9  = 


cos  29 


1  -  (-3) 
2 

/T  +  (-5-) 


2V5 


V  5  V5 
1 


_ 

Vs  5 


Con  estos  valores,  las  formulas  de  rotacion  (5)  nos  dan 

V5  ,  2V5  ,  V5  ,  ,  . 

X  =  —X - —y  = - (x  -  2y  ) 

2V5  ,,  Vs  ,  \/5  „ 

y  =  X  +  — y  = - (2,v  -by) 

A1  sustituir  estos  valores  en  la  ecuacion  original  y  simplificando,  obtenemos 

4x^  ^  4xy  4-  y^  +  sVSx  4-5  =  0 


-  2y') 


-  4 


-  2y') 


'^n  ’  4- 
^-(2x  +  y  ) 


5V5 


V-'  - 


-5 


Multiplicamos  ambos  lados  por  5  y  desarrollamos  para  obtener 
4(x'-  —  4x'y'  4-  4y'-)  —  4(2x'^  —  3x'y'  —  2y'‘) 

-H  4x'2  4-  4x'y'  +  y'^  +  25(x'  -  2y')  =  -25 
25y'2  -  50y'  +  25x'  =  -25 
y'“  -  2y'  4-  x'  =  —  1 
y'2  -  2y'  4-  1  =  -x' 
(y'  -  1)2  =  -x' 
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FIGURA  51 


Esta  es  la  ecuacion  de  una  pardbola  con  vertice  en  (0,  1)  en  el  piano  x'y' .  El  ejc  de 
simetria  es  paralelo  al  eje  x' .  Usando  una  calculadora  para  resolver  sen  d  =  2\>iX 
encontramos  que  6  ~  63.4°.  Vease  la  grdfica  en  la  figura  51.  I 

■  Ahora  resuelva  el  problema  27. 


IdentiHcacion  de  las  conicas  sin  girar 
los  ejes 

Suponga  que  solo  necesitamos  identificar  (en  lugar  de  analizar)  una  ecuacion  de  la 
forma 

Ax'^  +  Bxy  +  Cy^  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0,  SAG  (Xl 

Si  aplicamos  las  fdrmulas  de  rotacion  (5)  obtendremos  una  ecuacidn  dc  la  fonra 
A'x'^  -I-  B'x'y'  +  Cy'^  -1-  D'x'  -f  E’y'  +  F'  =  0  (4) 

donde  A' ,  B' ,  C,  D',  E\  y  F’  pueden  ser  expresados  en  tdrminos  de  A,  fi,  C.  D.  E. 
F,  y  el  angulo  de  rotacidn  6  (vease  el  problema  43  al  final  de  esta  seccion).  Piicdc 
demostrarse  que  el  valor  de  B^  —  4AC  en  la  ecuacidn  (8),  y  el  valor  de  B'-  -  d.-fC’ 
en  la  ecuacidn  (9)  son  iguales  sin  importar  el  dngulo  de  rotacidn  6  que  se  elija  (lai- 
se  el  problema  45).  En  particular,  si  el  angulo  9  de  rotacidn  satisface  la  ecuaeiim 
(7),  entonces  6'  =  0  en  la  ecuacidn  (9),  y  B^  —  4AC  =  — 4A'C'.  Como  la  utua- 
cion  (9)  tiene  la  forma  de  la  ecuacidn  (2), 

A'x'^  +  C'y'^  +  D'x'  +  E'y'  +  F’  =  0 

podemos  identificarla  sin  completar  los  cuadrados,  como  se  dijo  al  inicio  de 
seccidn.  En  realidad,  podemos  identificar  la  cdnica  descrita  por  cualquier  ecuacion 
de  la  forma  de  la  ecuacidn  (8),  sin  tener  que  girar  los  ejes. 


Tcoronia 
idciilitlcaciun  de  eimieas 
sm  girar  In-,  ejes 


K  J  E  M  P  L  O  5 


Solueidn 


Excepto  para  casos  degenerados,  la  ecuacidn 


(a)  Define  una  pardbola  si  B^  —  4AC  =  0. 

(b)  Define  una  elipse  (o  un  circulo)  si  B^  —  4AC  <  0. 

(c)  Define  una  hiperbola  si  B^  —  4AC  >  0.  Ej 


Se  le  pedird  que  demuestre  este  teorema  en  el  problema  46.  j 

lih'inifu  (u  iAtn  de  una  aniieu  .sin  uif'cir  las  rjes 

Identificar  la  ecuacidn:  8x^  —  I2xy  +  17y^  —  4V5j:  —  2V5y  —15=0 

Aqui,  A  =  8,  B  =  —  12,  y  C  =  17,  de  modo  que  B^  —  4AC  =  —400.  Ciinii' ^ 
B2  -  4AC  <  0,  la  ecuacidn  define  una  elipse.  I 


■  Ahora  resuelva  el  problema  33. 
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Ejercicio  9.5 


En  los  problemas  del  1  a!  10  identifique  cada  ecuacion  sin  completar  los  cuadrados. 


1. 

3. 

5. 

7. 

9. 


x-  +  4j(  +  y  +  3  =  0 
6x^  +  3y-  —  1 2.V  +  6y  =  0 

3x2  _  2y2  +  5^  +  4  ^  0 

2y-  —  x2  —  y  +  X  =  0 
x-2  +  y2  -  8x  +  4y  =  0 


2. 

4. 

6. 

8. 

10. 


2y-  -  3y  +  3x  =  0 
2x2  +  y2  -  8x  +  4y  +  2  =  0 
4x2  -  3y2  -  8x  +  6y  +1=0 
y2  -  8x2  -  2x  -  y  =  0 
2*2  +  2y2  -  8x  +  8>'  =  0 


En  los  problemas  del  11  al  20,  determine  las  formulas  de  rotacion  apropiadas  de  modo  que  la  nueva  ecua- 
cion  no  contenga  el  tennino  xy. 

11.  x2  +  4xy  +  y2  -  3  =  0 
13.  5x2  +  +  5y2  -  8  =  0 

15.  13x2  -  6V3x:v  +  7y2  16  =  0 

17.  4*2  -  4xy  +  y2  -  8V5x  -  16V5y  =  0 

19.  25x2  _  +  40y2  _  i2\/l3x  -  8VT3y  =  0 


12.  x2  -  4xy  +  y2  -  3  =  0 
14.  3x-2  -  lOxy  +  3y2  -  32  =  0 
16.  11x2  +  lOVSxy  +  y2  -  4  =  0 

18.  x2  +  4xy  +  4y2  +  5V5y  +  5  =  0 
20.  34*2  -  24xy  +  41,y2  -  25  =  0 


En  los  problemas  del  21  al  32  gire  los  ejes  de  modo  que  la  nueva  ecuacion  no  contenga  el  tennino  xy.  Ana- 
lice  y  trace  la  grdfica  de  la  nueva  ecuacion.  (Consulte  los  problemas  del  II  al  20  para  resolver  los  del  21 


al  30.) 

21. 

X2  + 

4xy  +  .y2  -  3  =  0 

22. 

x2  —  4xy  +  >'2  —  3  =  0 

23. 

5x2  +  gyy  +  5y2  _  g  =  0 

24. 

1*2  -  lOxy  +  3y2  -  32  =  0 

25. 

13.v2 

-  6V3xy  +  7y2  -  16  =  0 

26. 

1 1x2  +  loVs.vy  +  y2  -  4  = 

0 

27. 

4x2  - 

-  4xy  +  y2  —  sVSx  -  loVSy  =  0 

28. 

x2  +  4xy  +  4y2  +  sVSy  +  5 

=  0 

29. 

25x2 

-  36xy  +  40y2  ^  !2VT3x  -  8VT3y  =  0 

30. 

34x2  -  24xy  +  41y2  -  25  - 

0 

31. 

16.1-2 

+  24xy  +  9y2  -  130x  +  90y  =  0 

32. 

I6.x2  +  24xy  +  9y2  —  60x  + 

oo 

11 

=  0 

En  t 

los  problemas  del  33  al  42  identifique  cada 

ecuacion  sin  girar  los  ejes. 

33. 

1  , 
jr  + 

3x_y  —  2y2  +  3x  +  2y  +  5  =  0 

34. 

2x2  -  3xy  +  4y2  +  2x  +  3y  - 

-  5  = 

0 

35. 

D 

A' - 

7xy  +  3y2  —  y  —  10  =  0 

36. 

2x2  _  3  yy  +  2y2  -  4x  -  2  = 

0 

37. 

9x2  I2xy  +  4y2  -  X  -  y  =  0 

38., 

10x2  +  12.ry  +  4y2  -  x  -  y  - 

f  10  ' 

=  0 

39. 

10x2 

—  1 2x>'  +  4y2  —  x  —  y  —  10  =  0 

40. 

4x2  +  1 2yy  +  9y2  -  x  -  y  = 

0 

41. 

3x2  _ 

-  2xy  +  y2  +  4x  +  2y  -  1  =  0 

42. 

3.*2  +  2xy  +  >'2  +  4x  —  2y  + 

10 

0 

En  los  problemas  del  43  al  46  aplique  las  formulas  de  rotacion  (5)  a 

Ax2  +  Bxy  +  Cy2  +  Dx  +  £y  +  F  =  0 

para  obtener  la  ecuacion 

/\'x'2  +  B'.x'y  +  C'y'2  +  D'x'  +  E'y'  +  F'  =  0 

43.  Expreseyl',  B' ,  C ,  D' ,  E' .  y  F'  en  terminos  de  A,  B,  C,  D,  £,  F,  y  del  Sngulo  de  rotaciOn  6. 

44.  Demuestre  que  A  -i-  C  =  A'  +  C  para  probar  que  4  +  C  es  invariante;  esto  es,  que  su  valor  no  cambia  bajo  una 
rotacion  de  ejes. 

45.  Consulte  el  problema  44.  Demuestre  que  B~  -  4AC  es  invai'iante. 
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46.  Demuesire  que,  excepto  para  casos  degenerados.  la  ecuacidn 

Ax^  +  Bxy  +  Cy~  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0 

(a)  Define  una  pardbola  si  B-  -  4AC  =  0. 

(b)  Define  una  elipsc  (o  un  ci'rculo)  si  B-  -  4AC  <  0. 

(c)  Define  una  hiperbola  si  6-  —  4AC  >  0. 


47. 


48. 


Use  las  fdrmulas  de  rotacidn  (5)  para  demosirar  que  la  distancia  es  invarianie  bajo  una  rotacidn  de  ejes.  Estoc', 
demuesire  que  la  distancia  de  Pi  =  (xi,  vi)  to  P2  —  (xi,  yz)  en  el  piano  xy  es  igual  a  la  distancia  de  Pi  =  (.v|,  yj). 
Pj  ~  (x/.  V2)  en  el  piano  x'y' . 

Demuesire  que  la  gr^Fica  de  la  ecuacidn  x'''-  +  es  parte  de  la  grifica  de  una  parabola. 

Formule  una  estrategia  para  analizar  y  trazar  la  grafica  de  una  ecuacidn  de  la  forma /fx-  +  Cy-  +  Dx  +  Ey  +  F  =  (> 
|iC6mo  Gambia  su  estrategia  si  la  ecuacidn  es  de  la  forma  /t.v-  +  Bxy  +  Cy-  +  Dx  +  Ey  +  F  =  01 


Ecuaciones  polares 
de  las  conicas 


En  las  secciones  9.2,  9.3  y  9.4,  dimes  definiciones  separadas  para  la  parabola,  la 
elipse  y  la  hiperbola  con  base  en  propiedades  geometricas  y  la  fdrmula  de  distan¬ 
cia.  En  esta  seccidn  presentamos  una  definicion  alternativa  que  define  de  inanerj 
simultdnea  a  todas  estas  conicas.  Como  veremos,  este  enfoque  es  muy  adecuado  pa¬ 
ra  la  representacion  en  coordenadas  polares.  (Consultcse  la  scccidn  8.4.) 


Conica  Sean  D  una  recta  fija  llamada  directriz,  F  un  punto  fijo  llamado 
foco,  que  no  esta  en  D,  y  e  un  numero  positive  fijo  llamado 
excentricidad.  Una  conica  es  el  conjunto  de  todos  los  puntos  P 
en  el  piano  tales  que  la  razon  de  la  distancia  desde  Fa  Pa  la 
distancia  de  P  a  D  es  igual  a  e.  Asi,  una  cdnica  es  la  coleccion 
de  puntos  P  para  los  cuaies 


d{F,  P) 
d(P,  D) 


=  e 


Si  c  5=  I.  lu  conica  es  una  parabola. 
Si  e  <  I,  la  conica  es  una  elipse. 

Si  f  >  I,  la  conica  es  una  hiperbola. 


Observe  que  si  e  =  1,  la  definicion  de  una  parabola  en  la  ecuacion  (1)  esexac 
tamente  la  misma  que  la  usada  en  la  seccion  9.2. 

En  el  caso  de  una  elipse,  el  eje  mayor  es  una  recta  que  pasa  por  el  foco  y 
perpendicular  a  la  directriz.  En  el  caso  de  una  hiperbola,  el  eje  transverse  cs  iin;i 
recta  que  pasa  por  el  foco  y  es  perpendicular  a  la  directriz.  Para  una  elipse  y 
una  hiperbola,  la  excentricidad  e  satisface 
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FIGURA  52 
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donde  c  es  la  distancia  desde  el  centro  al  foco  y  a  la  distancia  desde  el  centre  a  un 
vertice. 

Igual  que  como  lo  hicimos  antes  usando  coordenadas  rectangulares,  deduci- 
mos  las  ecuaciones  para  las  conicas  en  coordenadas  polares  seleccionando  una  po- 
sicion  conveniente  para  el  foco  F  y  la  directriz  D.  El  foco  F  se  coloca  en  el  polo, 
y  la  directriz  D  es  paralela  o  perpendicular  al  eje  polar. 

Suponga  que  empezamos  con  la  directriz  D  perpendicular  al  eje  polar  a  una 
distancia  de  p  unidades  a  la  izquierda  del  polo  (el  foco  F).  Vease  la  figura  52. 

Si  P  =  (r,  6)  es  cualquier  punto  en  la  conica,  entonces,  por  la  ecuacion  (1), 

d(F,  P) 


d(D,  P) 


=  e  0  d{F,  P)  =  e  ■  d(D,  P) 


(3) 


Eje 

polar 


Ahora  usamos  el  punto  Q  obtenido  al  bajar  la  perpendicular  desde  P  hasta  el  eje 
polar  para  calcular  d(D,  P): 

d(D,  P)  =  p  +  d{0,  Q)  —  p  +  r  cos  9 

Al  usar  esta  expresidn  y  el  hecho  de  que  d(F,  P)  =  d(0,  P)  =  r  en  la  ecuacion  (3), 
obtenemos 

d{F,  P)  =  e  ■  d{D,  P) 

r  =  e{p  +  r  cos  9) 
r  =  ep  +  er  cos  9 
r  —  er  COS  9  =  ep 
r  (I  ~  e  COS  9)  =  ep 

r  = - - 

1  —  e  cos  9 

La  ecuacion  polar  de  una  conica  con  foco  en  el  polo  y  directriz  perpendicular  al  eje 
polar  a  una  distancia  p  a  la  izquierda  del  polo  es 


ep 

(4) 

r  —  ~ 

1 

1  —  e  cos  9 

donde  e  es  la  excentricidad  de  la  conica. 


I  (  M  P  1  O 


Identificar  y  irazar  la  grdfica  de  la  ecuacidn:  /-  = 


2  —  cos  9 


La  ecuacion  dada  no  esta  completamente  en  la  forma  de  la  ecuacion  (4),  ya  que  el 
primer  termino  en  el  denominador  es  2  en  lugar  de  1.  As/,  dividimos  el  numerador 
y  el  denominador  entre  2  para  obtener 

2 

r  =  - 

1  —  ^  cos  9 

Esta  ecuacion  esta  en  la  forma  de  la  ecuacion  (4),  con 

I  I  T 

(?  =  2  y  ep=  ,p  =  2 

Asi,  e  =  \  y  p  =  4.  Concluimos  que  la  conica  es  una  elipse,  ya  que  c  =  (  <  1.  Un 
foco  esta  en  el  polo,  y  la  directriz  es  perpendicular  al  eje  polar,  a  una  distancia  de 
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FIGURA  53 


Eje 

polar 


4  unidades  a  la  izquierda  del  polo.  Se  deduce  que  el  eje  mayor  est^  a  lo  largo  dd 
eje  polar.  Para  encontrar  los  vertices,  hacemos  d  =  Q  y  6  =  tt.  Asf,  los  vertices  dc 
la  elipse  son  (4,  0)  y  (3-,  tt).  En  el  punto  medio  de  los  vertices,  localizamos  el  cen- 
tro  de  la  elipse  en  (^,  0).  [^Advierte  por  que?  Por  que  los  vertices  (4,  0)  y  (^,  rrlcn 
coordenadas  polares  son  (4,  0)  y  (—5,  0)  en  coordenadas  rectangulares.  El  punto  mo- 
dio  en  coordenadas  rectangulares  es  (j,  0),  que  tambien  es  (j,  0)  en  coordenadas  po¬ 
lares.]  Asi,  a  es  igual  a  la  distancia  desde  el  centro  hasta  un  vertice  =  Usando 
a  =  y  y  u  =  2  sn  la  ecuacion  (2),  e  =  da,  encontramos  c  =  Por  ultimo  usando 
a  =  \  y  V  =  \  en  —  c^,  tenemos 


9 


|6  ^  48 
9  9 


b  = 


4V3 

3 


La  figura  53  muestra  la  grafica. 


5 

6 


li  riili  .i.  ini:  Trazar  la  grafica  de  r  =  4/(2  —  cos  9)  y  comparar  el  resultado  con  la 
figura  53.  I 

Exploracion:  Trace  la  grafica  de  r  =  4/(2  +  cos  9)  y  compare  el  resultado  con  la  fisura  .'v 
i^Qud  puede  concluir?  Borre  la  pantalla  y  trace  la  grdfica  de  r  =  4/(2  —  sen  0)  y  luego  knit 
r  =  4/(2  r-  sen  ff).  Compare  cada  una  de  estas  grdficas  con  la  figura  53.  ^Que  puede  eonduir' 


■  Ahora  resuelva  el  problema  5. 

La  ecuacion  (4)  fue  obtenida  bajo  la  hipdtesis  de  que  la  directriz  era  perpen¬ 
dicular  al  eje  polar  a  una  distancia  de  p  unidades  a  la  izquierda  del  polo.  Una  de- 
duccidn  semejante  (vease  el  problema  37),  en  la  cual  la  directriz  es  perpendicular 
al  eje  polar  a  una  distancia  de  p  unidades  a  la  derecha  del  polo,  tiene  como  rcsiil- 
tado  la  ecuacidn 


1  -f  e  cos  9 


En  los  problemas  38  y  39  se  le  pide  que  deduzca  las  ecuacioncs  polares  de 
conicas  con  foco  en  el  polo  y  directriz  paralela  al  eje  polar.  La  tabla  5  resume  lu' 
ecuaciones  polares  de  las  conicas. 


TABLA  5  ECUACIONES  POLARES  DE  LAS  CONICAS  (FOCO  EN  EL  POLO,  EXCENTRICIDAD  s] 


ECUACION 

DESCRIPCION 

(a)  r  -  - - - - 

1  -  e  cos  d 

(b)  r= 

1  -r  e  cos  9 

La  direciri/  es  perpendicular  al  eje  polar  a  uiia 
distancia  dc  p  unidades  a  la  izquierda  del  polo. 

La  directriz  es  perpendicular  al  eje  polar  a  una 
distancia  de  p  unidades  a  la  derecha  del  polo. 

(c)  - 

1  -  csen  9 

La  directriz  es  paralela  al  eje  polar  a  una 
distancia  de  p  unidades  por  arriba  del  polo. 

(d) 

1  —  t'sen  $ 

La  directriz  es  paralela  al  eje  polar  a  una 
distancia  de  p  unidade.s  por  abajo  del  polo. 

EXCENTRICIDAD 

Si  c  =  1,  la  conica  es  una 
Si  c  <  1,  la  conica  es  una 
Si  ('  >  1,  la  conica  cs  una 

parabola;  el  eje  de  simetria  cs  perpendicular  a  la  directriz. 
elipse;  el  eje  mayor  es  perpendicular  a  ia  directriz. 
hip^rbola:  el  eje  transverso  cs  perpendicular  a  la  directriz. 
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E  .1  K  \I  P  L  O  2 


V  {’mfu'aciihi  iJc  lit  i.  i  iim  i<hi  jiiihn  ilr  . 

Identificar  y  trazai'  la  gr^fica  de  la  ecuacion:  r  = - - - 

3  +  3  sen  9 


Sdli'en'ii  Colocamos  la  ecuacion  en  forma  apropiada,  y  dividimos  el  numerador  y  el  deno- 
minador  entre  3  para  obtener 

^  2 
1  +  sen  6 


FIGURA  54 
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Con  referencia  a  la  tabla  5,  concluimos  que  esta  ecuacidn  estd  en  la  forma  de  la 
ecuacion  (c)  con 

e  =  1  y  ep  =  2 

Asf,  e  =  1  y  p  =  2.  La  conica  es  una  parabola  con  foco  en  el  polo.  La  directriz  es 
paralela  al  eje  polar  a  una  distancia  de  2  unidades  arriba  del  polo;  el  eje  de  sime- 
tn'a  es  perpendicular  al  eje  polar.  El  vdrtice  de  la  pardbola  esta  en  (1,  ttH).  (^Ad- 
vierte  por  que?)  Para  apreciar  la  grafica  vease  la  figura  54.  Observe  que  trazamos 
dos  puntos  mas,  (2,  0)  y  (2,  rr),  para  ayudarnos  en  el  proceso  de  graficacion. 


■  rrii'i,  Trazar  la  grdfica  de  r  =  6/(3  +  3  sen  0)  y  comparar  el  resultado  con 

la  figura  54.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  7. 


E  ,I  K  M  P  I.  ()  3 


lili'iilificiit  iiin  V  ifii  ii-  :  >  .  •m  /<■/.  ptilcii  di  i,:.a 


Identificar  y  trazar  la  grafica  de  la  ecuacion:  r  = - 

1  +  3  cos  0 


S.ihic'ji'm  Esta  ecuacidn  esta  en  la  forma  de  la  ecuacion  (b)  de  la  tabla  5.  Concluimos  que 


e  =  3  y  ep  =  3p  =  3 


FIGURA  55 
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Asi,  e  =  3  y  p  =  1 .  Esta  es  la  ecuacion  de  una  hiperbola  con  un  foco  en  el  polo.  La 
directriz  es  perpendicular  al  eje  polar  en  una  unidad  a  la  derecha  del  polo.  El  eje 
transverso  esta  a  lo  largo  del  eje  polar.  Para  encontrar  los  vertices,  hacemos  9=0 
y  9  =  TT.  Asi,  los  vertices  son  (|,  0)  y  (— |,  tt).  El  centro  est^  en  el  punto  medio  de 
(I-  0)  y  (— |,  tt),  que  es  (|,  0).  Por  lo  tanto,  c  =  es  igual  a  la  distancia  desde  el  cen¬ 
tro  hasta  un  foco  =  Ya  que  e  =  3,  se  deduce  de  la  ecuacidn  (2),  e  =  da,  que 
a  =  |.  Por  ultimo,  utilizando  a  =  \y  c  =  \e.n  ~  encontramos 

^  64  64  64  8 

,  3  3\/2 

2V^  4 

La  figura  55  muestra  la  grafica.  Observese  que  trazamos  dos  puntos  mis,  (3,  tt/J) 
y  (3,  377/2),  en  la  rama  izquierda  y  usamos  siinetri'a  para  obtener  la  rama  derecha. 
Las  asmtotas  de  esta  hiperbola  se  encontraron  de  la  manera  usual  construyendo  el 
rectangulo  que  tambien  se  muestra. 


i  .  Trazar  la  grafica  de  r 

la  figura  55. 


3/(1  +  3  cos  9)  y  comparar  el  resultado  con 


■  Ahora  resuelva  el  problema  1 1 . 
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\i  f  I  .)  4 


I  ,.n\_  ^ 

Convertir  la  ecuaci6n  polar 


3  -  3  cos  0 


a  una  ecuacion  rectangular. 

Aquf  la  estrategia  sera  reacomodar  primero  la  ecuacion  y  elevar  al  cuadnido  cada 
lado,  antes  de  usar  las  ecuaciones  de  transformacion; 


3  —  3  cos  d 
3r  —  3r  cos  9  =  1 

3r  =  \  +  3r  cos  6 
9r^  =  (  I  +3r  cos  df  I- 
9{x^  +  y^)  =  (\  +  3xf 
9x^  -I-  9y^  =  9x^  +  6x  +  I 
9y^  =  6^  -I-  1 

Esta  es  la  ecuacidn  de  una  parabola  en  coordenadas  rectangulares. 
■  Ahora  resuelva  el  problema  19. 


Ejercicio  9.6 


En  los  problemas  del  I  al  6  identifique  la  conica  que  representa  cada  ecuacion  polar.  Ademds,  de  la  posi- 
cion  de  la  directriz. 


1.  ;■  = 

4.  r  = 

En  los  p 
7.  r  = 

10.  r  = 

13.  r  = 


1 

_ 3  __ 

•7 

4 

1  +  cos  0 

A. 

1  -  sen  0 

J, 

r  —• 

2-3  sen  H 

O 

5. 

3 

6. 

h 

1  ^  2  cos  9 

f  — 

4  —  2  cos  9 

r  = 

8  +  2  sen  S 

iroblemas  del  7  al  18,  identifique  y  trace 

la  grdfica  de  cada  ecuacion. 

1 

8. 

3 

9. 

X 

1  +  cos  0 

r  — 

1  —  sen  0 

r  = 

4  +  3  sen  n 

10 

11. 

9 

12. 

I2 

5-4  cos  0 

r  — 

3-6  cos  0 

r  — 

4  +  8  sen  If 

. _ 8 _ 

14. 

8 

15. 

r(3 

-  2  sen  H)  -  S 

2  —  sen  0 

r  = 

2  +  4  cos  0 

—  cos  0)  =  2 

17. 

6  sec  0 

1 

3  cse  H 

r  — 

2  sec  9-  1 

lOt 

r  = 

CSC  0  -  I 

En  los  problemas  del  19  al  30  convierla  cada  ecuacion  polar  en  una  ecuacion  rectangular 

'  ^ -  21.  r  =  -  ^ - 

I  -  sen  9  4  +  ?i  sen  (t 

9  i: 


19.  /  = 

22.  r  = 


1  +  cos  9 
10 


5+4  cos  9 


20.  r  = 

23.  r  = 


3-6  cos  9 


4  +  8  sen  ( 
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25. 

_ _ 8 

26. 

8 

27.  ri3  -  2  sen  9)  =  6 

2  —  sen  0 

2  +  4  cos  6 

28. 

r(2  -  cos  9)  =  2 

29. 

6  sec  9 

3  CSC  9 

30.  r  = 

...  ...  n  I 

En  los  problemas  del  31  al  36  encuentre  una  ecuacion  polar  para  cada  conica.  En  todas  ellas,  un  foco  estd 
en  el  polo. 

31.  e  =  I;  la  directriz  es  paralela  al  eje  polar  una  unidad  andba  del  polo 

32.  e  =  I;  la  directriz  es  paralela  al  eje  polar  2  unidades  abajo  del  polo 

33.  e  =  la  directriz  es  perpendicular  al  eje  polar  3  unidades  a  la  izquierda  del  polo 

34.  e  =  %  la  directriz  es  paralela  al  eje  polar  3  unidades  arriba  del  polo 

35.  e  =  6;  la  directriz  es  paralela  al  eje  polar  2  unidades  abajo  del  polo 

36.  e  =  5;  la  directriz  es  perpendicular  al  eje  polar  5  unidades  a  la  derecha  del  polo 


37.  Deduzca  la  ecuacion  (b)  de  la  tabla  5:  r  =  -  ‘ - 

1  +  e  cos  9 

€0 

38.  Deduzca  la  ccuucibn  (c)  de  la  tabla  5:  r  = - - - 

1  +  e  sen  9 

39.  Deduzca  la  ecuacion  (d)  de  la  tabla  5:  r  =  - — 

I  —  e  sen  9 

40.  El  planeta  Meicurio  viaja  alrededor  del  Sol  en  una  orbita  eh'ptica 
dada  de  manera  aproximada  por 

(3.442)10^ 

1  -  0.206  cos  9 

donde  r  se  mide  en  millas  y  el  Sol  estS  en  el  polo.  Encuentre  la  dis- 
tancia  de  Mercurio  al  Sol  en  el  afelio  (maxima  distancia  al  Sol)  y  en 
el  perihelio  (minima  distancia  al  Sol).  Vea.fe  la  figura  al  margen. 


Mercurio 

a 


Perihelio 


Afelio 

Sol 


Las  ecuaciones  de  la  forma  y  =  f{x),  donde  /es  una  funcion,  tienen  graficas  que 
son  cortadas  a  lo  mas  una  vez  por  cualquier  linea  vertical.  Las  graficas  de  muchas 
de  las  conicas  y  otras  graficas  mds  complicadas  no  tienen  esta  caracteristica.  Aun 
asf  cada  grafica,  al  igual  que  la  grafica  de  una  funcidn,  es  una  coleccion  de  puntos 
(.v,  3')  en  el  piano  xy-;  esto  es,  cada  una  es  una  curva  plana.  En  esta  seccion  analiza- 
remos  otra  manera  de  representar  tales  graficas. 


Curvas  pianos  Sea  x  =  f(f)  y  y=  g(t).  donde  fyg  son  dos  funciones  cuyo 

dominio  comun  es  algun  intervale  /.  La  coleccion  de  puntos  defi- 
nidos  por 

(.V.  y)  =  {fin.  gin) 
es  llamado  curva  plana.  Los  ecuaciones 

V  = /(/)  y  =  git) 

donde  t  esta  en  /,  son  llamadas  ecuaciones  parametricas  de  la 
curva.  La  variable  f  es  un  parametro. 


Curvas  planas 
y  ecuaciones 
parametricas 
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Las  ecuaciones  parametricas  son  utiles,  particularmente  al  describir  un  itiom- 
miento  a  lo  largo  de  una  curva.  Suponga  que  una  curva  esta  definida  por  las  eciia- 
ciones  parametricas 

=  fit)  y  =  git) 

donde/y  g  estan  definidas,  cada  una,  sobre  algun  intervalo  /.  Para  un  valor  datlj 
de  /  en  I,  podemos  encontrar  el  valor  de  x  =  f{t)  y  de  y  =  g{t),  asi  se  obtienc  un 
punto  (x,  y)  sobre  la  curva.  En  realidad,  cuando  t  varia  en  el  intervalo  I  en  algun  or- 
den,  digamos  de  izquierda  a  derecha,  los  valores  sucesivos  de  t  dan  el  sentido  del 
movimiento  en  toda  la  extension  de  la  curva.  Esto  es,  cuando  t  varia  sobre  /  en  al¬ 
gun  orden,  la  curva  es  trazada  en  una  cierta  direccidn  por  la  correspondiente  suee- 
si6n  de  puntos  (x,  y).  Veamos  un  ejemplo. 

I'.  J  K  M  P  I  ()  I  .\ii'jli\i\  (h  :l,  Hiiulii  !>i" 

Analizar  la  curva  definida  por  las  ecuaciones  parametricas 

X  =  'iP-  y  =  2t,  —  2  <  ?  S  2  IN 

Sulticinp  A  cada  numero  t,  —2  s  t  <  2,  le  corresponde  un  numero  x  y  un  numero  y.  Por  ejem¬ 
plo,  cuando  t  =  —2,  entonces  x  =  12  y  y  =  —4.  Cuando  /  =  0,  then  x  =  0  y  y  =  0 
En  realidad,  podemos  construir  una  tabla  enlistando  varios  valores  del  par;imeiro ! 
y  los  valores  correspondientes  para  x  y  y,  como  se  muestra  en  la  tabla  6.  Tra/mdi' 
estos  puntos  y  conectandolos  mediante  una  curva  suave  se  obtiene  la  figura 

TABLA  6  FIGURA  56 


Observe  las  flechas  en  la  curva  de  la  figura  56.  Ellas  indican  la  direeeidnu 
orientacion  de  la  curva  al  aumentar  los  valores  del  pardmetro  t. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 


Comentario:  La  mayor  parte  de  los  dispositivos  de  graficacidn  tiene  capacidad  para  ira/jr 
la  grafica  de  ecuaciones  parametricas.  Verifique  en  cada  manual  como  se  trace  esto. 

.-'i.-.  -■■  Trace  la  grafica  de  x  =  3P,  y  =  2t,  —2  <  t  <  2,  y  compare  el  resulir- 
do  con  la  figura  56. 


Las  ecuaciones  parametricas  que  definen  a  una  curva  no  son  unicas.  Piiedc 
verificarse  que  la  curva  en  la  figura  56  tambien  puede  ser  definida  por  cualquiera 
de  las  siguientes  ecuaciones  parametricas: 
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o 

JC=  3/2/3  y  =  2^t,  -8</<8 

La  curva  de  la  figura  56  debe  serle  conocida.  Para  identificarla  de  manera  pre- 
cisa,  encontremos  la  ecuacidn  rectangular  correspondiente  eliminando  el  parametro 
I  de  las  ecuaciones  parametricas  (1)  dadas  en  el  ejemplo  1, 

X  =  3t^  y  =  2t,  -2  <  /  s  2 

Podemos  despejar  t  &n  y  =  2i,  obteniendo  t  =  yl2,  sustituimos  esta  expresion  en  la 
otra  ecuacidn: 


x  =  3t^  =  3{^Y  =  ^ 


Esta  ecuaci6n,  x  =  3y^lA,  es  la  ecuacion  de  una  parabola  con  vertice  en  (0,  0)  y  eje 
a  lo  largo  del  eje  x 

Note  que  la  curva  parametrica  definida  por  la  ecuaci6n  (1)  y  mostrada  en  la 
figura  56,  solo  es  una  parte  de  la  parabola  x  =  3y2/4.  Asi,  la  grafica  de  la  ecuacidn 
rectangular  obtenida  eliminando  el  parametro,  en  general  tendra  mas  puntos  que  la 
curva  original  definida  de  manera  pai'ametrica.  Por  lo  tanto,  se  debe  tener  cuidado 
cuando  se  trace  una  curva  de  este  tipo  despues  de  eliminai'  el  parametro.  Sin  embar¬ 
go,  aplicar  el  proceso  de  eliminacion  del  pardmetio  t  en  una  curva  definida  de  ma¬ 
nera  parametrica  para  identificarla  de  manera  precisa,  algunas  veces  es  un  mejor  en- 
foque  que  solo  trazar  puntos;  pero  en  ocasiones  requiere  de  un  poco  de  ingenio. 


Jh  !‘.  nniii(i<  itin  tli‘  la  ('ciKK  idn  r-  :  liinuiiliii  =  '■  ininl't 

niaiu  lit  pat, -uni  n  ica 

Encontrar  la  ecuacion  rectangulai'  de  la  curva  cuyas  ecuaciones  parametricas  son 

X  =  a  cos  t  y  —  a  sen  / 

donde  n  >  0  es  una  constante.  Trazar  la  grafica  de  esta  curva,  indicando  su 
orientacion. 


La  presencia  de  senos  y  cosenos  en  la  ecuacidn  parametrica  sugiere  que  usemos  una 

identidad  pitagorica.  De  hecho,  como 

X  V 

cos  /  =  —  sen  t  =  — 
a  a 


encontramos  que 


cos2  t  -I-  sen^  t  =  1 


x2  +  y2 


Asi,  la  curva  es  un  circulo  con  centro  en  (0,  0)  y  radio  a.  Cuando  el  parametro  / 
crece,  digamos  desde  /  =  0  [el  punto  (a,  0)]  a  /  =  7r/2  [el  punto  (0,  a)]  a  t  =  tt  [el 
punto  (  —  a,  0)],  vemos  que  los  [Juntos  correspondientes  son  trazados  alrededor  del 
circulo  en  direccidn  contraria  al  sentido  de  las  manecillas  del  reloj.  De  aquf  que  la 
orientacion  sea  como  se  indica  en  la  figura  57.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  13. 
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FIGURA  58 

y. 

(0.  a) 


(-a.  0) 

FIGURA  59 


(-a,  0) 


(5,0)  "" 


i  (0,  a) 


X 

■"  (0,-a) 


Analicemos  un  poco  mas  la  curva  del  ejemplo  2.  El  dominio  de  cadaauj- 
cidn  parametrica  es  — <  t  <  o°.  Asi,  la  grdfica  de  la  figura  57  en  rcalidad -c 
repite  cada  vez  que  t  aumenta  en  Itt.  Si  queremos  que  la  curva  consistu  dcexat- 
tamente  una  vuelta  en  direccion  contraria  al  sentido  de  las  manecillas  del  reia; 
podn'amos  escribir 

X  =  a  cos  t  V  =  a  cos  /,  0  s  ;  s  2tt 

Esta  curva  empieza  en  r  =  0  [el  punto  {a,  0)]  y,  avanzando  alrededor  del  cfreuliu-n 
sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj,  termina  en  i  =  2tt  [tambien  el  pun- 
to  (a,  0)]. 

Si  queremos  que  la  cui'va  consista  de  exactamente  tres  vueltas  en  la  direeciiT, 
contraria  al  sentido  de  las  manecillas  del  reloj,  podn'amos  escribir 

X  =  a  cos  t  y  =  sen  r,  — 27r  <  r  <  drr 

o 

X  =  a  cos  t  y  =  a  sen  i,  0  ^  r  ^  6tt 


o 

X  =  a  cos  I  y  =  a  sen  t,  2tt  <  t  <  8tt 

Si  queremos  que  la  curva  consista  del  semicirculo  superior  de  radio  ci  con  mu 
orientacidn  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj,  podn'amos  cscrihir 

X  =  a  cos  t  y  =  a  sen  t,  0  s  /  <  tt 

Vease  la  figura  58. 

Si  queremos  que  la  curva  consista  del  .semicirculo  izquierdo  de  radio  a  cun  unj 
orientacion  en  el  sentido  del  giro  de  las  manecillas  del  reloj,  podn'amos  e.scribir 
jc  =  —  a  sen  t  y  =  —a  cos  /,  0  <  t  <  tt 

Vease  la  figura  59. 


El  tiempo  como  un  parametro 

Si  pensamos  en  parametro  t  como  el  tiempo,  enlonces  las  ecuaciones  parametria' 
■y  =  /(O  y  .V  =  gU)  de  una  curva  C  especifican  como  las  coordenadas  x  y  y  do  un 
punto  en  movimiento  varian  con  el  tiempo. 

For  ejemplo,  podemos  usar  las  ecuaciones  parametricas  para  describirel  mni- 
miento  de  un  objeto,  ilamado  algunas  veces  movimiento  curvilineo.  Usando  ecuaci'S 
nes  paramdtricas,  podemos  especificar  no  solo  en  donde  se  haJla  el  objeto,  su  posickni 
(x,  >0,  sino  tambien  cuando  esta  allf,  esto  es,  el  tiempo. 

■  'i;r  "  ■■■  n-  -a 

Describir  el  movimiento  de  un  objeto  que  se  mueve  a  lo  largo  de  la  curva 

X  =  4  sen  t  >'  =  3  cos  t,  0  <  t  <  2tt 

--  i|.  Eliminamos  el  parametro  t  usando  la  identidad  pitagorica  sen- ;  cos-  /  =  1.  obtc- 
niendo 
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La  curva  es  una  elipse  con  centra  en  (0,  0),  el  eje  mayor  esta  a  lo  largo  del  eje  a-  y 
los  vertices  estan  en  (±4,  0),  Cuando  t  van'a  desde  i  =  0  hasta  t  =  2tt,  el  objeto  se 
mueve  alrededor  de  la  elipse  en  direccidn  contraria  al  sentido  de  las  manecillas  del 
reloj  iniciando  en  (0,  3),  llegando  a  (4,  0)  cuando  /  =  ttH  y  (0,  —3)  cuando  /  =  tt, 
y  finalizando  en  (0,  3)  cuando  t  =  2tt.  Vease  la  figura  60. 


Determinacion  de  ecuaciones  parametricas 


Ahora  estudiaremos  como  encontrar  ecuaciones  paramdtricas  de  una  cuna  dada. 

Si  la  curva  esta  definida  por  la  ecuacidn  y  =  fix),  donde /es  una  funcion,  una 
manera  de  encontrar  sus  ecuaciones  parametricas  es  haciendo  simplemente  -v  =  /. 
Entonces  y  =  fit).  Asi, 

X  =  t  y  —  fit),  t  en  en  el  dominio  de/ 
son  las  ecuaciones  parametricas  de  la  curva. 


1'.  J  t.  M  P  L  ()  4  i >rici aiiinii  ioii  ■!■  ;  <  -  r--,  ^  ^  ■!  ;/;:  i  tnii:!,-  . 

nil.!  i  ;  'II'-  '-‘I  -I  '  ‘  ■itllUll 

Encontrar  ecuaciones  parametricas  para  la  ecuacidn;  y  =  .x^  —  4 

^■■ll:i.•il)n  Sea  x  =  t.  Entonces  las  ecuaciones  parametricas  son 

X  =  t  y  =  t^  —  4,  — oo<r<oo  — 

Otro  enfoque  menos  obvio  para  el  problema  4  es  hacer  x  ~  t^.  Entonces  las 
ecuaciones  parametricas  se  convierten  en 

X  =  t^  y  =  t^  —  4,  — oo</<oo 


Se  debe  tener  cuidado  cuando  se  utilice  este  enfoque,  ya  que  la  sustitucidn 
para  r  debe  ser  una  funcidn  que  permita  a  r  tomai'  todos  los  valores  estipulados  por 
el  dominio  de  /.  Asr,  por  ejemplo,  el  hacer  x  =  /^  de  modo  que  y  =  /^  —  4,  no  da 
como  resultado  ecuaciones  parametricas  equivalentes  para  y  =  .x-  —  4,  puesto  que 
sdlo  se  obtienen  puntos  para  x  ^0. 


E  I  K  M  P  I.  U  5 

Encontrar  ecuaciones  parametricas  de  la  elipse 


donde  el  parametro  t  es  el  tiempo  (en  segundos)  y 
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(a)  El  movimiento  alrededor  de  la  elipse  es  en  el  mismo  sentido  de  las  maiiocilL,' 
del  reloj,  empezando  en  e!  punto  (0,  3),  y  se  necesita  un  segundo  para  comple- 
tar  una  vuelta. 


(b)  El  movimiento  alrededor  de  la  elipse  es  en  sentido  contrario  al  de  las  maneci- 
lias  del  reloj,  empezando  en  el  punto  (1,  0),  y  se  necesita  de  2  segundos  para 
completar  una  vuelta. 

.'■•oliicii'm  (a)  Como  el  movimiento  inicia  en  el  punto  (0,  3),  queremos  tener  x  =  0  y  y  =  3 
cuando  r  =  0.  Ademds,  ya  que  la  ecuacion  dada  es  una  elipse,  empczaniiH 
haciendo 


para  alguna  constante  oj.  Estas  ecuaciones  parametricas  satisfacen  claramcntf 
la  ecuacion.  Ademas,  con  esta  eleccion,  cuando  t  =  0,  tenemos  x  =  0  y  y  =  .3. 
Para  que  el  movimiento  sea  en  el  mismo  sentido  de  las  manecillas  del  reloj.  ve 
tiene  que  empezar  aumentando  el  valor  de  x  y  disminuyendo  el  de  y  conloriiic 
i  crezca.  Asi,  w  >  0.  Por  ultimo,  ya  que  queremos  dar  una  vuelta  en  un  .segun¬ 
do,  el  periodo  es  IttIco  =  1,  de  modo  que  w  =  Ijt.  Asi,  ecuaciones  pujameiri- 
cas  que  satisfacen  las  condiciones  estipuladas  son 

a:  =  sen  lirt  y  =  3  cos  lirt,  0  ^  ^  1  (2) 


(b)  Como  el  movimiento  inicia  en  el  punto  (1,  0),  queremos  tener  a  =  1  y  y  f 
cuando  t  =  0.  Ademas,  ya  que  la  ecuacion  dada  es  una  elipse,  empe/unioj 
haciendo 


X  =  cos  (ot 


y 

—  =  sen  wt 
3 


para  alguna  constante  oj.  Estas  ecuaciones  parametricas  satisfacen  claramonleb 
ecuacion.  Ademds,  con  esta  eleccidn,  cuando  t  =  0,  tenemos  x  =  1  y  y  -  0.  Pj- 
ra  que  el  movimiento  sea  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj.* 
tendrd  que  empezar  disminuyendo  el  valor  de  x  y  aumentando  el  de  y  eonfor- 
me  t  crezca.  Asi,  a>  >  0.  Por  ultimo,  como  una  vuelta  requiere  de  2  segundov. 
el  periodo  es  27r/w  =  2,  de  modo  que  w  =  rr.  Asi,  las  ecuaciones  paramelrich : 
que  satisfacen  las  condiciones  estipuladas  son 

X  =  cos  TTt  y  =  3  sen  rrt,  0  s  t  <  2  1^ 

I 

Cualquiera  de  las  ecuaciones  (2)  o  (3)  puede  servir  como  ecuacion  paramM 
trica  para  la  elipse  x^  +  (y"/9)  =  1  dada  en  el  ejemplo  5.  La  direccion  del  movd 
miento,  el  punto  inicial  y  el  tiempo  para  una  vuelta,  solo  nos  sirven  como  a\uilj 
para  llegar  a  una  representacion  parametrica  particular. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  25. 

La  cicloide 

Suponga  que  un  circulo  de  radio  a  rueda  a  lo  largo  del  eje  horizontal  sin  rcsbalrr- 
se.  Como  el  circulo  gira  a  lo  largo  de  una  recta,  un  punto  P  en  el  circulo  ira/aii 
una  curva  llamada  cicloide  {vease  la  figura  61).  Ahora  verificaremos  las  ecuacio- 
nes  parametricas'^  para  una  cicloide. 

Empezamos  con  un  circulo  de  radio  a  y  hacemos  que  la  recta  fija  sobiij  li 
que  el  circulo  rodara  sea  el  eje  x.  Sea  el  origen  uno  de  los  puntos  en  los  cuali>d 


*  Cualquier  intento  por  deducir  la  ecuacidn  rectangular  de  una  cicloide  pronto  mostraria  quo  utica^ 
plicada  es  la  larea. 
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FIGURA  61 

Cicloide 


& 


FIGURA  62 


punto  P  hace  contacto  con  el  eje  jc.  La  figura  61  ilustra  la  posici6n  de  este  punto 
despuds  de  que  el  ci'rculo  ha  rodado  un  poco.  El  dngulo  t  (en  radianes)  mide  el  an- 
gulo  que  ha  rodado  el  circulo. 

Como  se  requiere  que  no  haya  deslizamiento,  se  deduce  que 
Arco  AP  =  d{0.  A) 

For  lo  tanto, 


at  =  d{0.  A) 

La  abscisa  del  punto  P  es 

d{0,  X)  =  d{0.  A)  —  d(X,  A)  =  at  —  a  sen  t  =  a{t  —  sen  t) 
La  ordenada  del  punto  P  es  igual  a 

d{0,  V)  =  d(A,  C)  —  d(B,  C)  =  a  —  a  cos  t  =  a{\  —  cos  t) 
Ast,  las  ecuaciones  parametricas  de  la  cicloide  son 


X  =  a(t  —  sen  t)  y  =  a(\  —  cos  t) 


(4) 


Trazar  la  grdfica  de  jc  =  /  —  sen  t,  y  =  I  —  cos  /,  0  s  ;  <  27r,  y  com- 
parar  el  resultado  con  la  figura  61. 

Aplicaciones  a  la  mecanica 

Si  a  es  negative  en  las  ecuaciones  (4),  obtenemos  una  cicloide  invertida,  como  se 
muestra  en  la  figura  62(a).  La  cicloide  invertida  ocurre  como  resultado  de  algunas 
aplicaciones  notables  en  el  campo  de  la  mecdnica.  Mencionaremos  dos  de  ellas:  la 
braquistocrona  y  la  tautocrona* 


(a)  Cicloide  invertida 


*4 


-•e 


a 


(b)  Curva  de  descenso  mds  rdpido  (c)  Todos  llegan  a  0 

al  mismo  tiempo 


*  En  griego,  braquislocrona  .significa  “el  tiempo  mas  breve”,  y  laulocwna  signil'ica  “tiempo  igual”. 
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FIGURA  63 

Un  pendulo  flexibie  restringido  por 
oscilaciones  cicioidcs  cn  una  cicloide. 


/?io 

V'-  7 


12 


W 

•>  w 


4/7 


Cicloide 


Cicloide 


Cicloide 


La  braquistocrona  es  la  curva  de  descenso  mds  rSpido.  Si  una  pariicuki  j- 
ta  restringida  a  seguir  alguna  trayectoria  desde  un  punto  A  hasta  un  punto  B  iii 
abajo  (no  sobre  la  misma  h'nea  vertical)  y  solo  esta  actuando  la  gravedad.  ol  ticm 
po  necesario  para  el  descenso  sera  mmimo  si  la  ruta  es  una  cicloide  invertida.  V- 
se  la  figura  62(b),  Este  notable  descubrimiento,  atribuido  a  muchos  matemationij 
mosos  (incluyendo  a  Johann  Bernoulli  y  Bias  Pascal),  fue  un  paso  significati\ii , 
la  creacion  de  la  rama  de  las  matematicas  conocida  como  calculo  de  variaciunc', 
Para  definir  la  tautocrona,  sea  Q  el  punto  mas  bajo  en  una  cicloide  iinent 
da.  Si  varias  particulas  colocadas  en  diferentes  puntos  sobre  la  cicloide  inverlL 
empiezan  a  deslizarse  bajando  por  la  cicloide  de  manera  simultdnea,  alcan/;irand 
punto  Q  al  mismo  tiempo,  como  se  indica  en  la  figura  62(c).  La  propiedad  lauic 
crona  de  la  cicloide  fue  utilizada  por  Christian  Huygens  (1629-1695),  matemaiio', 
fisico  y  astrdnomo  holandes,  para  construir  un  reloj  de  pendulo  con  una  pesa  i|ut 
oscilaba  a  lo  largo  de  una  cicloide  {vease  la  figura  63).  En  el  reloj  de  Htiygens.  v 
hacia  oscilar  la  pesa  a  lo  largo  de  una  cicloide  suspendiendola  de  un  delgadoalui 
bre  restringido  por  dos  placas  en  forma  de  cicloides.  En  un  reloj  con  este  discne.  cl 
periodo  del  pendulo  es  independiente  de  su  amplitud. 


Ejercicio  9.7 

Ell  los  problemas  del  I  al  20  trace  la  grdficu  de  la  curva  cuyas  ecuaciones  parametricas  estdn  dadas  y 
muestre  su  orientacion.  Encuentre  la  ecuacion  rectangular  de  cuda  curva. 


1. 

X  =  3;  +  2,  y  =  ;  -H  1 ;  0  <  /  s  4 

2. 

X  =  t  -  3,  y  =  2t  -1-  4;  0  £  ( ■  : 

3. 

X  =  ;  -H  2,  V  =  Vt;  t  s  0 

4. 

X  =  V2/,  y  =  4t;  t  £  0 

5. 

,v  =  /-  -H  4,  V  =  /'  —  4;  —  <  ;  <  oo 

6. 

X  =  Vt  -1-4,  y  =  Vt  -  4;  t>  !l 

7. 

.V  =  3l~.  y  -■  t  +  1 ;  — <  t  <  oo 

8. 

X  =  2t  -  4,  y  =  4/-;  <  1  •' 

9. 

II 

II 

-1- 

IV 

o 

10. 

0 

A! 

r 

SJ 

ii 

II 

11. 

X  =  V/,  V  =  d'--  t  >  0 

12. 

X  =  ,'W+1,  y  =  Vj;  />() 

13. 

X  =  2  cos  t,  y  =  3  sen  /;  0  S  t  < 

14. 

X  =  2  cos  t,  y  =  3  sen  /;  0  £  !  r 

15. 

X  =  2  cos  t.  y  =  3  sen  /;  -  77  <  /  £  0 

16. 

X  =  2  cos  t,  y  =  sen  /;  0  £  t  S  p"' 

17. 

X  =  sec  i,  y  =  tan  t;  0  :£  /  s  ttM 

18. 

X  =  CSC  t,  y  =  cot  t;  ttI4  £  i  u  -1 

19. 

X  =  sen^  /,  y  =  cos-^  t;  0  S  r  <  2Tr 

20. 

0 

A 

II 

II 

En  los  problemas  del  21  al  24  encuentre  dos  ecuaciones  parametricas  diferentes  para  cada  ecuacion 

rectangular 

21.  y  =  .C  22.  y  -  .v'*  +1  23.  x  =  24.  .v  =  \  j 

En  los  problemas  del  25  al  28  encuentre  ecuaciones  parametricas  para  un  ohjeto  que  se  mueve  a  lo  laiyo 

de  la  elipse  (x-/4)  +  (\4/9)  =  1  con  el  movimiento  descrito. 

25.  El  movimiento  empieza  en  (2,  0),  es  en  el  sentido  de  las  manecillas  del  reloj  y  requiere  de  2  segundos  para  coniplc- 
tar  una  vuelta. 

26.  El  movimiento  empieza  en  (0,  3),  es  en  el  sentido  de  las  manecillas  del  reloj  y  requiere  de  1  segundo  para  compic 
tar  una  vuelta. 

27.  El  movimiento  empieza  en  (0,  3),  es  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj  y  requiere  de  1  scgim 
para  completar  una  vuelta. 

28.  El  movimiento  empieza  en  (2,  0),  e,s  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj  y  requiere  de  3  seHiinJi.- 
para  completar  una  vuelta. 
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En  los  problemas  29  v  30  se  dan  las  ecuaciones  parametricas  de  cuairo  curvas.  Trace  la  grdfica  de  cada 
una  de  ellas,  indicando  la  orientacion. 


29.  C,:  x  =  t,  y  =  T\ 

-4  <  /  :£  4 

30.  C,: 

X  =  /,  V  = 

Vl  - 

VI 

VI 

1 

Cy  X  =  cos  t,  y  = 

-  sen’  /;  0  s  /  <  rr 

C,: 

X  ^  sen  /. 

y  ^  cos  /; 

0  S  /  s  2tt 

C:,:  X  =  e',  y  =  e-'\ 

0  <  /  <  In  4 

Cy 

X  ^  cos  /, 

y  =  sen  t\ 

CM 

VI 

VI 

o 

II 

11 

(J 

0  <  /  s  16 

Cy. 

x  =  W^ 

y  =  /; 

- 1  s  /  <  1 

31.  Demuestre  que  las  ecuaciones  parameiricas  para  una  recta  que  pasa  por  los  puntos  (-Ci,  Vi)  y  (.V2,  vt)  son 

.r  =  (a'2  “  .V|)/  +  ,V|  y  =  (>'2  —  yi)r  +  .\'i,  — <  /  <  » 


32. 


^,Cual  es  la  orientaci6n  de  esta  recia? 

La  posicidn  de  un  proyectil  dispa- 
rado  con  una  velocidad  inicial  dc  vo  pies  sobre  scgundo,  a  un  dngu- 
lo  de  6  con  respecto  a  la  horLontal,  despues  dc  /  scgundos,  esta 
dada  por  las  ecuaciones  parametricas 

AT  =  (vq  cos  ff)t  y  =  (I'o  sen  6)!  -  16;^ 

(a)  Obtenga  la  ecuacidn  rectangular  de  la  trayectoria  e  identifique  la  curva. 

(b)  Demuestre  que  el  proyectil  pega  contra  el  suelo  (v  =  0)  cuando  /  =  sen  6. 

(c)  gQue  distancia  (horizontaimente)  ha  recorrido  el  proyectil  cuando  golpea  contra 
el  suelo?  En  otras  palabras,  encuentre  el  alcance  R. 

(d)  Encuentre  el  tiempo  i  cuando  x  =  y.  Luego  encuentre  la  distancia  horizontal  x  y 
la  distancia  vertical  y  recorrida  por  el  proyectil  en  este  tiempo.  Despues  calcule 
Vx^+  y“.  Esta  es  la  distancia  R,  el  alcancc.  que  el  proyectil  recorre  hacia  arriba 
de  un  piano  inclinado  en  con  respecto  a  la  horizontal  (x  =  y).  (Tambidn  vease 
el  problema  75  de  los  ejercicios  7.3.) 


En  los  problemas  del  33  al  36  trace  la  grdfica  de  la  curva  deftnida  por  las  ecuaciones  parametricas  dadas. 
X  =  sen’  /,  y  =  cos’  t  x  =  sen  t  +  cos  /,  y  =  sen  t  —  cos  t 

X  =  4  sen  r  —  2  sen  2/,  x  =  4  sen  /  +  2  sen  2/, 

y  =  4  cos  t  -  2  cos  It  y  =  4  cos  /  +  2  cos  It 


Investigue  acerca  de  las  curvas  llamadas  hipocicloide  y  epicicloide.  Escriba  un  informe  de  lo  que  encuentre.  Asegurese 
de  hacer  comparaciones  con  la  cicloide. 


Repaso  del  capitulo 


CONCEPTOS  FUNDAMENTAIES 


Ecuaciones 

Pardbola 

Elipse 

Hiperbola 

Ecuacion  general  de  una  cdnica 


Cdnica  en  coordenadas  polares 

Curva  plana 

Ecuaciones  polares  de  una  cdnica 


Veuusc  las  tablas  I  y  2. 

Vease  la  tabia  3. 

Vease  la  tabia  4. 

Ax’  +  Bxy  +  C\r-  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0 


d{F,  P)  ^  ^ 
d(P,  D) 

(x,  y)  =  (/(/),  gO)).  t  es  un  parametro 
Vease  la  tabia  5. 


Parabola  si  5’  -  4AC  =  0 
Elipse  (o  ci'rculo)  si 
5’  -  4AC  :  0 
Hiperbola  si  fl’  -  4Ar  >  0 

Parabola  si  c  =  I 
Elipse  si  e  <  I 
Hipdrbola  si  c  1 
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Encontrar  el  v^rtice,  el  foco  y  la  directriz  de  una  pardbola  dada 
su  ecuacidn 

Trazar  la  grafica  de  una  parabola  dada  su  ecuacion 
Encontrar  una  ecuacidn  de  una  pardbola  dada  cierta  informacidn 
acerca  de  la  parabola 

Encontrar  el  centro,  los  focos  y  el  vdrtice  de  una  elipse  dada  su 
ecuacion 

Trazar  la  grafica  de  una  elipse  dada  su  ecuacion 

Encontrar  una  ecuacidn  de  una  elipse  dada  cierta  informacion 

acerca  de  la  elipse 

Encontrar  el  centro,  los  focos,  vertices  y  las  asi'nlotas  de  una  hi- 
pdrbola  dada  su  ecuacidn 


Trazar  la  grafica  de  una  hiperbola  dada  su  ecuacidn 

Encontrar  una  ecuacidn  de  una  hiperbola  dada  cierta  informainie 

acerca  de  la  hiperbola 

Identificar  conicas  sin  completar  cuadrados 

Identificar  cdnicas  sin  usar  la  rotacidn  de  ejes 

Usar  las  fdrmulas  de  rotacidn  para  transformar  ecuaciones  lic^ 

gundo  grado  de  modo  que  no  aparezca  el  tdrmino  con  xy 

Identificar  y  trazar  la  grdfica  de  cdnicas  dadas  por  una  t-cuacidi 

polar 

Trazar  la  gr^fica  de  ecuaciones  paramdtricas 

Encontrar  la  ecuacidn  rectangular  dadas  las  ecuaciones  part- 

metricas 


Como  hacer  para _ 

1.  Una _ es  la  coleccidn  de  todos  los  puntos  en  el  piano  tales  que  la  distancia  de  cada  punto  a  un  punto  iij>> 

es  igual  a  su  distancia  a  una  recta  fija. 

2.  Una _ es  la  coleccidn  de  todos  los  puntos  en  el  piano  cuya  suma  de  sus  distancias  a  dos  puntos  fijos  es  uiu 

constante. 

3.  Una _  es  la  coleccidn  de  todos  los  puntos  en  el  piano  cuya  diferencia  de  sus  distancias  a  dos  puntos  fijci 

es  una  constante. 

4.  Para  una  elipse,  los  focos  pertenecen  al  eje _ para  una  hiperbola  los  focos  pertenecen  al  eje _ 

5.  Para  la  elipse  (x^/9)  +  (y-/l6)  =  I,  el  eje  mayor  esta  a  lo  largo  de _ 

6.  Las  ecuaciones  de  las  asi'ntotas  de  la  hiperbola  (yV9)  -  {x^lA)  =  I  son _ y _ 

7.  Para  transformar  la  ecuacidn 

Ax"  +  Bxy  +  Cy-  +  Dx  +  Ey  i  F  =  0,  B  F  0 
en  una  en  /  y  /  sin  el  tdrmino  x'y',  se  debe  girar  los  ejes  un  dngulo  agudo  0  que 
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8.  La  ecuacidn  polar 

^  8 
4  —  2  sen  6 

es  una  cdnica  cuya  excentricidad  es _ Es  un(a) _ cuya  direclriz  es _ al  eje  polar  a 

una  distancia  de _ unidades _ del  polo. 

9.  Las  ecuaciones  param^tricas  x  =  2  sen  i  y  y  =  3  cos  /  representan  un(a} _ 


C 

c 

c 

c 

c 

c 

c 

c 

c 

c 


ClERTO  O  FALSO _ 

F  1.  En  una  parabola,  la  distancia  desde  cualquier  punto  al  foco  es  igual  a  la  distancia  desde  ese  punto  a  la  directriz. 
F  2.  Los  focos  de  una  elipse  est^n  sobre  el  eje  menor. 

F  3.  Los  focos  de  una  hip^rbola  estdn  sobre  su  eje  transverse. 

F  4.  Las  hiperbolas  siempre  tienen  asi'ntotas;  las  elipses  nunca  tienen  asfntotas. 

F  5.  Una  hiperbola  nunca  corta  a  su  eje  conjugado. 

F  6.  Una  hipdrbola  siempre  corta  a  su  eje  transverse. 

F  7.  La  ecuacidn  ax-  +  6y-  —  I2y  =  0  define  una  elipse  si  a  >  0. 

F  8.  La  ecuacion  3x-  +  bxy  +  I2v-  =  10  define  una  parabola  si  =  —12. 

F  9.  Si  (r,  6)  son  coordenadas  polares,  la  ecuacidn  r  =  2/(2  +  3  sen  ff)  define  una  hip6rbola. 

F  JO.  Las  ecuaciones  paramdtricas  que  definen  una  curva  son  unicas. 


Ejercicios  de  repaso 


En  los  problemas  del  I  al  20  idenlifique  cada  ecuacion.  Si  es  una  parabola,  de  su  vertice,  foco  y  directriz;  si  es 
una  elipse,  de  su  centro,  sus  vertices  y  focos:  si  es  una  hiperbola,  de  su  centra,  sus  vertices,  focos  y  asfntotas. 


2.  I6x-  =  y 

v2 


5. 


16 


25 
8.  3>'- 


3.  —  -  =  I 

25  ■ 


L  r  = 


7.  +  4y  =  4 

10.  9x-  +  4y2  =  36 
13.  r  -  4y  -  4x2  +  8x  =  4 

16.  4x2  _|_  gy2  _  Igj,  +  1  =  ]  I 

19.  9x2  +  4^,2  _  I8x  +  8y  =  23 


11.  x2  ~  4x  =  2y 
14.  4x2  +  y2  _|_  gjj.  _  4y,  +  4  =  0 

17.  4x2  -  16x  +  I6y  +  32  =  0 
20.  x2  -  y2  -  2x  -  2y  =  1 


9.  4x2  _  ^.2  =  8 
12.  2y2  -  4v  =  X  -  2 
15.  4,v2  +  9y2  -  I6x  -  I8y  --  II 

18.  4y2  +  3x  -  16y  +19  =  0 


En  los  problemas  del  21  al  36  obtenga  una  ecuacion  de  la  conica  descrita.  Trace  la  grdfica  de  la  ecuacion. 

21.  Parabola;  foco  en  (-2,  0);  directriz  la  recta  x  =  2 

22.  Elipse;  centro  en  (0,  0);  foco  en  (0,  3);  vertice  en  (0,  5) 

23.  Hiperbola;  centro  en  (0,  0);  foco  en  (0,  4);  vertice  en  (0,  -2) 

24.  Pardbola;  vertice  en  (0,  0);  directriz  la  recta  y  =  -3 

25.  Elipse;  focos  en  (  —  3,  0)  y  (3,  0);  vertice  en  (4,  0) 

26.  Hiperbola;  vertice  en  (  —  2,  0)  y  (2,  0);  foco  en  (4,  0) 

27.  Pardbola;  vertice  en  (2,  -3);  foco  en  (2,  -4) 

28.  Elipse;  centro  en  (-  1, 2);  foco  en  (0,  2);  vdrtice  en  (2,  2) 
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29.  Hiperbola;  centro  en  (  —  2.  -3);  foco  en  (-4,  -3);  verlice  en  (-3,  —3) 

30.  Parabola;  foco  en  (3.  6);  directriz  la  recta  v  =  8 

31.  Elipse;  focos  en  (-4.  2)  y  (—4,  8);  v^rtice  en  (-4.  10) 

32.  Hiperbola;  vertices  en  (-3,  3)  y  (5,  3);  foco  en  (7,  3) 

33.  Centro  en  (—1, 2);  n  =  3;  c  =  4;  eje  transverso  paralelo  al  eje  x 

34.  Centro  en  (4.  -2);  a  =  1;  c  =  4;  eje  transverso  paralelo  al  eje  y 

35.  Vertices  en  (0,  I)  y  (6,  I);  asi'ntota  la  recta  3y  +  Zv  -  9  =  0 

36.  Vertices  en  (4,  0)  y  (4.  4);  asi'ntota  la  recta  y  +  2j:  -  10  =  0 


En  los  problemas  del  37  al  46,  ideniifique  cada  conica  sin  completar  los  cuadrados  y  sin  aplicar  rouicm 
de  ejes. 


37.  y-  +  4.V  +  3  v  -  8  =  0 

39.  .t-  +  2)7  +  4.V  -  8y  +  2  =  0 

41.  9.V-  -  ]2.x\  +  4y=  +  8,v  +  I2y  =  0 

43.  4.y-  +  1 0.VV  +  4y2  -9  =  0 

45.  .y2  -  2xy  +  3y-  +  2.v  +  4y  -1=0 


38.  2x-  -  y  +  8x  =  0 

40.  -  8y2  -  x  -  2y  =  0 

42.  4x-  +  4xy  +  >7  -  gVSx  +  lOVSy  =  0 

44.  4,v“  —  lOxy  -  4y-  —  9  =  0 

46.  4.y-  +  1 2xy  —  1  Oy-  +  x  +  y  —  10  =  0 


En  los  problemas  del  47  al  52,  gire  los  ejes  de  modo  que  la  ecuacion  nueva  no  tenga  termino  en  at,  .\mtlh( 
y  trace  la  grdfica  de  la  ecuacion  nueva. 

47.  2a-  +  Sxy  +  2y-  -  I  =  0  48.  2a-  -  Sxy  +  2y7  -  f  =  0 

49.  6a-  +  4a  V  +  9y-  -  20  =  0  50.  a-  +  4Ay  +  4y7  +  16V5a  -  SVSy  =  0 


51.  4a-  -  I2av  +  9y-  +  I2v  +  8y  =  0 


52.  9.x-  -  24xy  +  Iby"  +  80a  +  60y  =  0 


En  los  problemas  del  53  al  58,  identifique  la  conica  que  representa  cada  ecuacion  polar  y  trace  sit  grufua. 
4  ,,  6  6 

1  +  sen  0 

_ 8 _ 

4  =  8  cos  9 


53.  r  = 

56.  r  — 


I  -  cos  0 
2 


54.  r  = 

57.  r  = 


3  +  2  cos  9 

En  los  problemas  del  59  al  62  convierta  cada  ecuacion  polar  en  una  ecuacion  rectangular. 


55.  r  = 

58.  r  = 


2  -  ,+ii  H 
_10 

5  ‘^ZKciirt 


59.  r  = 


4 

I  —  cos  9 


62. 


2 

3  +  2  cos  6 


60.  r  = 


6 

-  sen  6 


61.  r  = 


X 

4  +  8  cos  n 


En  los  problemas  del  63  al  68,  trace  la  grdfica  de  la  curva  cuyas  ecuaciones  parametricas  son  dadas  y 
muestre  su  orientacidn.  Encuentre  la  ecuacion  rectangular  de  cada  curva. 

63.  A  =  4f  —  2,  y  =  1  —  f;  — <  ;  <  oo  64.  v  =  2t-  +  6,  y  =  5  —  ;;  — oo  <  t  < 

65.  A  =  3  sen  /,  y  =  4  cos  /  +  2;  Q  <  t  2'it  66.  a  =  In  /,  y  =  t  >  0 

67.  A  =  sec- 1,  y  =  tan-  t;  0  is  i  <  ir/d  68.  a  =  d'-,  y  =  2/'  +  4;  t  >  0 

69.  Encnentre  una  ecuacion  de  la  hiperbola  cuyos  focos  son  los  vertices  de  la  elipse  4a-  +  9y-  =  36  y  cuyos  vertices  vii 

los  focos  de  esta  elipse. 

70.  Encuentre  una  ecuacion  de  la  elipse  cuyos  focos  son  los  vertices  de  la  hiperbola  a-  —  4y-  =  16,  y  cuyos  vertiers  -I'n 
los  focos  de  esta  hiperbola. 

71.  Dcscriba  la  coleccidn  de  puntos  en  un  piano  de  modo  que  la  distancia  desde  cada  uno  al  punto  (3.  0)  sea  tres  cu.iiiri. 
de  su  distancia  a  la  recta  .y  = 
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72.  Describa  la  coleccion  de  puntos  en  un  piano  de  modo  que  la  distancia  de  cada  uiio  al  punto  (5,  0)  sea  cinco  cuartos 
de  su  distancia  a  la  recta  .r  =  -j. 

73.  Un  espejo  se  construye  en  forma  de  paraboloide  de  revolucidn.  Si  una  fuente  luminosa  csla  ubicada  a  un  pie 
dcsde  la  base  a  lo  largo  del  eje  de  simetri'a  y  la  abertura  es  de  2  pies  de  ancho,  ^cual  debe  ser  la  profundidad  del  espejo? 

74.  _  Un  puente  es  conslruido  en  forma  de  arco  parabdiico.  El  puente  tienc  una  extension 
de  60  pies  y  una  allura  maxima  de  20  pies.  Encuentre  la  aliura  del  arco  a  distancias  de  5,  10  y  20  pics  del  ccntro. 

75.  Un  puente  es  construido  en  forma  de  arco  semielfptico.  El  puente  tiene  una  ex- 
tensidn  de  60  pies  y  una  altura  maxima  de  20  pies.  Encuentre  la  altura  del  arco  a  distancias  de  5,  10  y  20  pies  del 
centre. 

76.  La  figura  muestra  las  especificacio- 
nes  para  un  techo  eli'ptico  en  un  salon  diseiiado  para  ser  una 
galen'a  de  murmullos,  ^En  ddnde  estdn  ubicados  los  focos? 

77.  Dos  estaciones  LORAN  estan  separadas  150  millas 
a  lo  largo  de  una  costa  recta. 

(a)  Un  barco  registra  una  diferencia  de  tiempo  de  0.00032 
segundos  entre  las  senales  LORAN.  Establezca  un  siste- 
ma  de  coordenudas  rcctangulares  apropiado  para  determi- 
nar  en  ddnde  Negara  el  barco  a  la  costa  si  continua  sobre 
la  ruta  de  la  hiperbola  correspondiente  a  esta  diferencia 
de  tiempo. 

(b)  Si  el  barco  debe  atracar  en  un  puerto  ubicado  entre  las  dos  estaciones  a  15  millas  de  la  estacidn  principal,  ^cuSI 
es  la  diferencia  de  tiempo  que  debe  buscar? 

(c)  Si  el  barco  esta  a  20  millas  de  la  costa  cuando  obtiene  la  diferencia  de  tiempo  deseada,  ^cual  es  su  localizacion 
exacta?  [Nuta:  Lit  velocidad  de  cada  sefial  de  radio  es  de  186,000  millas  por  segundo,] 

'  78.  Formule  una  estrategia  para  analizar  y  trazar  la  grafica  de  una  ecuacidn  de  la  forma  AU  +  Bxy  +  Cy^  +  Dx  +  Ey  +  F  =  Q. 


CapituI 


(REPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 


de  iniciar  este  capi'tulo  repase  los  siguientes  conceptos: 
.  Il'nea  recta  (p.  70) 

•'a  la  seccion  10.5;  Circulos  fpp.  63-66) 

Parabolas  (secddn  9.2) 
Elipses  (seccion  9.3] 
Hiperbolas  (seccion  9.4) 


Panorama  Carreras 

:.vfw  Carrera  de  iina  rnilla,  el  ganador  cruzo  la  meta  10  pvcs  antes  del 
-mior  de  segundo  liigar  y  20  pies  antes  que  el  terccro.  Si  cada  corredor 
^iilknc  una  velocidad  constante  en  toda  la  carrera,  ipor  cudntos  pies 
-a  d  corredor  de  segundo  lugar  al  de  tercero? 
rMona  80  en  el  ejcrcicio  10.4]  B 
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n  este  capitulo  estudiaremos  la  resolucion  de 
ecuaciones  y  desigualdades  con  dos  o  mas 
variables.  Como  sugieren  los  titulos  de  seccion. 
existen  varies  formas  de  resolver  tales  expresiones. 

El  metodo  de  sustitucion  para  resolver  ecuaciones 
con  varias  incognitas  data  de  tiempos  antiguos. 

El  metodo  de  eliminacion,  aunque  existe  desde  hace 
siglos,  fue  sistematizado  por  Karl  Friedrich  Gauss  (1777- 
1855)  y  Camille  Jordan  (1838-1922).  En  la  actualidad,  este 
metodo  se  utilize  para  resolver  sistemas  de  gran  tamaho 
por  medio  de  computadora. 

La  teoria  de  matrices  fue  desarrollada  en  1857  por 
Arthur  Cayley  (1 821  -1 895),  aunque  solo  posteriormente  las 
matrices  fueron  utilizadas  de  la  manera  en  que  las  em- 
plearemos  en  este  capitulo.  Las  matrices  se  han  conver- 


tido  en  un  instrumento  muy  flexible,  util  en  casi  todas  las 
cireas  de  las  matematicas. 

El  metodo  de  determinantes  fue  ideado  por  SeL 
Kbvi/a  (1642-1708)  en  1683  en  Japbn;  y  por  Gottfried  Wn- 
helm  von  Leibniz  (1646-1716)  en  1693  en  Alemania.  An- 
bos  lo  utilizaron  solo  en  relacion  con  las  ecuaciones  lineales 
La  regia  de  Cramer  recibe  el  nombre  del  suizo  Gabrs: 
Cramer  (1704-1752),  quien  popularizo  el  uso  de  los  dete'- 
minantes  para  resolver  sistemas  lineales. 

La  seccion  10.6  presenta  la  programacion  lineal,  que 
es  una  aplicacibn  moderna  de  las  desigualdades  lineales  a 
ciertos  tipos  de  problemas.  Este  tema  es  de  utilidad  en  par¬ 
ticular  para  los  estudiantes  interesados  en  la  investigacior 
de  operaciones. 


Sistemas  de  ecuaciones  lineales: 
sustitucion;  eliminacion 


Comenzaremos  con  un  ejemplo. 


Un  cine  vende  boletos  a  $8.00  cada  uno  y  las  personas  de  la  tercera  edad  rei;ity;n 
un  descuento  de  $2.00.  En  una  tarde,  el  cine  tuvo  un  ingreso  de  $3580.00.  Si  .v  rc- 
presenta  el  nunnero  de  boletos  vendidos  a  $8.00  y  _v  el  de  boletos  vendidos  al  pro 
cio  con  descuento  de  $6.00,  escriba  una  ecuacidn  que  relacione  estas  variables. 

'1  Cada  boleto  sin  descuento  implica  un  ingreso  de  $8.00,  de  modo  que  .r  boletos  pre 
ducen  8a:  dolares.  De  manera  andloga,  y  boletos  con  descuento  producen  6y  dolarcs 
Si  el  total  obtenido  es  de  $3580.00,  debemos  tener 

8a  -I-  6y  =  3580 

En  el  ejemplo  1,  si  tambien  supieramos  que  se  vendieron  525  boletos  esa  tank, 
tendriamos  otra  ecuacion  que  relaciona  las  variables  a  y  y: 

X  +  y  =  525 

Las  dos  ecuaciones 

8a  +  6y  =  3580 
X  +  y  =  525 

forman  un  sistema  de  ecuaciones. 

En  general,  un  sistema  de  ecuaciones  es  una  coleccion  de  dos  o  mas  ecua¬ 
ciones,  cada  una  de  las  cuales  contiene  una  o  mas  variables.  El  ejemplo  2  mueslra 
algunos  casos  de  sistemas  de  ecuaciones. 


(a) 


2a  -k  y  =  5 

4a  4-  6v  =  —2 
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6 

9 

0 


Utilizamos  una  Have,  como  en  e!  ejemplo  anterior,  para  recordar  que  estamos 
trabajando  con  un  sistema  de  ecuaciones.  Tambien  sera  conveniente  numerar  cada 
ecuacion  del  sistema. 

Una  solucion  de  un  sistema  de  ecuaciones  consta  de  valores  para  las  variables 
para  los  cuales  cada  ecuacidn  del  sistema  resulta  un  enunciado  verdadero.  Resolver 
un  sistema  de  ecuaciones  significa  determinar  todas  las  soluciones  del  sistema. 

For  ejemplo,  x  =  2,  y  =  1  es  una  solucion  del  sistema  en  el  ejemplo  2(a),  ya 
que 

2(2)  +1=5  y  -4(2)  +  6(1)  =  -2 
Una  solucion  del  sistema  del  ejemplo  2(b)  es  r  =  1,  y  =  2,  ya  que 
1  +  2^  =  5  y  2(1)  +  2  =  4 

Otra  solucion  del  sistema  del  ejemplo  2(b)  is  a-  =  j,  y  =  la  cual  puede  veri- 
ficar  usted.  Una  solucidn  del  sistema  en  el  ejemplo  2(c)  es  2(c)  es  a  =  3,  y  =  2,  z  =  1, 
ya  que 

'3  +2  +1  =6 

.  3(3)  -  2(2)  +  4(1)  =  9 

3  -  2  -  1  =0 

Advierta  que  a  =  3,  y  =  3,  z  =  0  no  es  una  solucion  del  sistema  del  ejemplo  2(c): 
'3  +  3  +  0  =  6 

■  3(3)  -  2(3)  +  4(0)  =  3  ^  9  . 

3  -  3  -  0  =0 

Aunque  estos  valores  satisfacen  las  ecuaciones  (1)  y  (3),  no  satisfacen  la  ecuacion  (2). 
Cualquier  solucion  del  sistema  debe  satisfacer  a  todas  las  ecuaciones  del  sistema. 

Ahora  resuelva  el  problema  3. 

Cuando  un  sistema  de  ecuaciones  tiene  al  menos  una  solucion,  es  consistente; 
en  caso  contrario  es  inconsistente. 

Una  ecuacion  con  n  variables  es  lineal  si  es  equivalente  a  una  ecuacion  de  la 

forma 


Seccidn  10.1 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


\  X  + 

=  5 

[2.v  +  y 

=  4 

'  A  +  y 

+  z  = 

3a  -  2y 

+  4z  = 

A  -  y 

-  z  = 

'a  +  y  + 

z  =  5 

I 

y  =  2 

'a  +  y  + 

z  =  6 

2a  + 

2z  =  4 

.y  + 

z  =  2 

A  =  4 

fliAi  +  02X2  +  ■  ■  •  +  a„x„  =  h 
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donde  xi,  X2,  .  .  .  ,  son  n  variables  distintas,  a\,  02,  ■  ■  ■  ,  a„,  b  son  constaniCNS 
al  menos  una  de  las  constantes  a\  es  distinta  de  cero. 

Algunos  ejemplos  de  ecuaciones  lineales  son 

2x  +  33'  =  2  5x  —  2y  +  3z  =  10  8a'  +  83)  —  2z  +  5vi'  =  0 

Si  cada  ecuacion  de  un  sistema  de  ecuaciones  es  lineal,  entonces  tenemos  un 
sistema  de  ecuaciones  lineales.  Asf,  los  sistemas  de  los  ejemplos  2(a).  (c),  (dl  y 
(e)  son  lineales,  mientras  que  el  sistema  del  ejempio  2(b)  es  no  lineal.  En  las  sa- 
ciones  10.1,  10.2  y  10.3  nos  centraremos  en  la  solucion  de  sistemas  lineales  y 
analizaremos  los  sistemas  no  lineales  en  la  seccidn  10.4. 


Dos  ecuaciones  lineales  con 
dos  variables 

Podemos  enfocar  e!  problema  de  resolver  un  sistema  de  dos  ecuaciones  lineales  eon 
dos  variables  como  un  problema  de  geometria.  La  grafica  de  cada  ecuacion  de  lal 
sistema  es  una  Imea  recta.  Asi,  un  sistema  de  dos  ecuaciones  con  dos  variables  re- 
presenta  un  par  de  rectas.  Las  rectas  (1)  se  pueden  cortar,  (2)  pueden  scr  paralel.i\ 
o  (3)  pueden  ser  coincidentes  (es  decir,  identicas). 

1.  Si  las  rectas  se  cortan,  el  sistema  de  ecuaciones  tiene  una  solucidn  dada  por  el  panto  Jr 
interseccidn.  El  sistema  es  consistente  y  las  ecuaciones  son  independientes. 

2.  Si  las  rectas  son  paralelas,  el  sistema  de  ecuaciones  no  tiene  solucion,  ya  quo  las  nvia' 
nunca  se  cortan.  El  sistema  es  inconsistente. 

3.  Si  las  rectas  son  coincidentes,  el  sistema  de  ecuaciones  tiene  una  infinidad  de  solueionev 
representadas  por  todos  los  puntos  sobre  la  recta.  El  sistema  es  consistente  y  las  ccua- 
ciones  son  dependientes. 


(a)  Rectas  que  se  cortan;  el 
sistema  tiene  una  solucion. 


(b)  Rectas  paralelas;  el  (c)  Rectas  coincidentes;  el 
sistema  no  tiene  solucion.  sistema  tiene  una  iiitinidad 
de  soluciones. 


Hacer  la  grdfica  del  sistema 


r  2j:+  .y=  5 
I  —4x  +  6y  —  12 


II  .ill  La  ecuacidn  (1)  en  forma  pendiente-ordenada  al  origen  es  yi  =  —2x  +  5,  con  pen- 
diente  —2  y  ordenada  al  origen  5.  La  ecuacidn  (2)  en  forma  pendiente-ordenada  ai 
origen  es  y  =  ^x  +  2,  con  pendiente  |  y  ordenada  al  origen  2.  La  figure  2  mucsira 
la  grafica.  I 


A  partir  de  la  grdfica  de  la  figura  2,  vemos  que  las  rectas  se  cortan,  de  mode 
que  el  sistema  del  ejempio  3  es  consistente.  Tambien  podemos  utilizar  la  grafica 
como  medio  para  aproximar  la  solucidn  que,  para  este  sistema,  parece  estar  cerca 
del  punto  (1,3).  La  solucidn  real,  que  usted  puede  verificar,  es  (|,  -j-).  Para  obtener 
las  soluciones  exactas  utilizaremos  mdtodos  algebraicos.  El  primer  mdtodo  algc- 
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I .  nlii  Haga  la  grafica  de  las  rectas  2.v  +  y  =  5  y  —4x  -t-  6y  =  12  y  compare 

con  la  figura  2.  Utilice  TRACE  para  veiificar  que  el  punto  de  interseccidn  es  (1.125, 
2.75). 


J  I  M 


Metodo  de  sustitucidn 

Ilustraremos  el  metodo  de  sustitucidn  mediante  el  sistema  del  ejempio  3. 


s-T;^  I, 


Resolver: 


2x  +  y  =  5 
-4x  +  6y  =  12 


.Snliicii  '!  Primero  despejamos  y  en  la  primera  ecuacidn,  con  lo  que  obtenemos 

y  =  5-2x  (1) 

Sustituimos  este  resultado  en  la  segunda  ecuacidn  y  nos  quedamos  con  una  ecuacidn 
que  sdlo  contiene  a  la  variable  x,  la  cual  tambien  podemos  despejar: 


-4x  +  6y  =  12 
—4x  +  6(5  —  2x)  =  12 
—  4a:  +  30  —  12a  =  12 
-16a  =  -18 

-18  9 

-16  8 

Una  vez  que  sabemos  que  a  =  |,  podemos  determinar  con  facilidad  el  valor 
de  y  mediante  sustitucidn  regresiva,  es  decir,  sustituyendo  f  en  vez  de  a  en  una  de 
las  ecuaciones  originales.  Utilizaremos  la  primera: 


2a  +  y  =  5 


_  ^  9  20  9  _  1 1 

4  4  4  4 

La  solucidn  del  sistema  es  a  =  |,  y  =  -j 


H 
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Pasos  para  resolver 
por  sustitucion 


I  )  )  M  V  \ 


I  I  '  \1  I’  !  t) 


El  metodo  utilizado  para  resolver  el  sistema  del  ejemplo  4  es  cl  Je  ] 
sustitucion.  Bosquejamos  a  continuacidn  los  pasos  de  este  metodo. 


Elegir  una  de  las  ecuaciones  y  despejar  una  de  las  variables  en  tcrmiiios  de  IM. I 
otras. 

I'\>( )  __  Sustituir  el  rcsultado  en  las  demds  ecuaciones. 

.  Si  se  obtiene  una  ecuacidn  con  una  variable  hay  que  resolverla.  En  caso  conirano'. 
se  repite  el  paso  1  hasta  que  quede  una  sola  ecuacidn  con  una  \'ariable. 
Deierminar  los  valores  de  las  demds  variables  por  sustitucidn  regresiva. 

-  Verificar  la  solucidn  determinada. 


Resolver: 


\3x  -2y  =  5 
[Sa:  —  y  =  6 


!  1  Despues  de  observar  las  dos  ecuaciones,  concluimos  que  es  mas  facil  dcsfx'jai  1* 
variable  y  en  la  ecuacidn  (2): 


5x  —  y  =  6 

y  =  5x  —  6 

r  \  Sustituimos  este  resultado  en  la  ecuacion  (I)  y  simplificamos: 

3x  -  2y  =  5 
3,v  -  2(5x  -  6)  =  5 
-7x  +12  =  5 
-7x  =  -7 
X  =  I 

I  ■  \  I  ■  Como  ahora  tenemos  una  solucidn,  x  =  I ,  vamos  al  paso  4, 

i’ '  1  Como  sabemos  que  ,y  =  1 ,  podemos  determinar  y  a  partir  de  la  ecuacion 

y  =  5x  —  6  =  5(  I )  —  6  =  -  1 

13(1)  -  2(-l)  =  3  +  2  =  5 
15(1)  -  (-1)  =5+1=6 

La  solucidn  del  sistema  es  x  =  l,  _v  =  —  1.  ■ 


Resolver: 


f2x  -  3y  =  7 
l4x  +  5>-  =  3 


Despues  de  analizar  el  sistema,  concluimos  que  no  hay  forma  de  despejar  una  + 
las  variables  sin  utilizar  fracciones,  Despejamos  la  variable  x  en  la  ccuacidniii: 


Zr  -  3y  =  7 

2v  =  3v'  +  7 


X  = 
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l’\.SO  2:  Sustituimos  este  resultado  en  la  ecuacion  (2)  y  simplificamos: 


4.V  +  5y  =  3 

1 3  7 

4|  -V  +  -  I  +  5y  =  3 


2-  2; 

6)>  +  14  +  5y  =  3 
llj  +  I4  =  3 
My  =  -I) 


J’A.SU  3 


I'XS*  I  4 


I'V.SO,', 

La  soluci6n  es  x  =  2, 


Vl)4-^  =  ^  =  2 
2  2  2 

2(2)  -  3(-l)  =  4  +  3  =  7 

4(2)  +  5(-l)  =  8  -  5  =  3 


■  Ahora  utilice  la  sustitucidn  para  resolver  el  problema  13. 

Metodo  de  eliminacion 

Un  segundo  procedimiento  para  resolver  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  es  el 
metodo  de  eliminacidn.  For  lo  general,  este  metodo  es  preferible  sobre  el  de  susti- 
tucion  cuando  este  ultimo  conduce  al  uso  de  fracciones  o  si  el  sistema  contiene  mds 
de  dos  variables.  La  eliminacidn  tambien  proporciona  la  motivacidn  necesaria  para 
la  solucidn  de  sistemas  mediante  matrices  (tema  de  la  siguiente  seccidn). 

La  idea  subyacente  tras  el  metodo  de  eliminacidn  es  la  de  reemplazar  las  ecua¬ 
ciones  originales  del  sistema  con  ecuaciones  equivalentes,  hasta  llegar  a  un  sistema 
de  ecuaciones  con  una  solucidn  obvia.  Al  proceder  de  esta  forma  obtenemos  sis¬ 
temas  equivalentes  de  ecuaciones.  Las  reglas  para  obtener  ecuaciones  equivalentes 
son  las  mismas  que  estudiamos  en  el  capitulo  1.  Sin  embargo,  tambien  podemos  in- 
tcrcambiar  dos  ecuaciones  cualesquiera  del  sistema  o  reemplazar  cualquier  ecuacidn 
por  la  suma  (o  resta)  de  esa  ecuacidn  con  cualquier  otra  del  sistema. 


Reglas  para  obtener  un 
sistema  equivalente  de 
ecuaciones 


1.  Intercambiar  dos  ecuaciones  cualesquiera  del  sistema. 

2.  Multiplicar  (o  dividir)  cada  lado  de  una  ecuacidn  por  la  misma  conslante  distinta  de  cero. 

3.  Reemplazar  cualquier  ecuacidn  del  sistema  por  la  suma  (o  resta)  de  esa  ecuacidn  y 
cualquiera  otra  del  sistema. 


Un  ejemplo  le  aclarard  lo  anterior.  Al  estudiar  el  ejempio,  preste  particular 
atencidn  al  patron  seguido. 


.1  i:  'll  1.  <)  ^ 


Resolver: 


2x  +  2}’  =  1 

—x+  y  =  —3 


Multiplicamos  cada  lado  de  la  ecuacidn  (2)  por  2,  de  modo  que  los  coeficientes  de 
.Y  en  las  dos  ecuaciones  sean  el  negativo  uno  del  otro.  El  resultado  es  el  sistema 
equivalente 

r  2y  +  3>'  =  I 

1-2.Y  -b  2y  =  -6 
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Si  ahora  reemplazamos  la  ecuacidn  (2)  de  este  sistema  por  la  suma  dc  )as4R 
ecuaciones,  obtenemos  una  ecuacion  que  solo  contiene  a  la  variable  >',  qiie  podcim 
entonces  despejar  asi: 

r  2x  +  3y=  1 

[  —2x  +  2y  =  —6 

5y=~5 
y  =  -1 

Ahora  sustituimos  en  forma  regresiva  utilizando  este  valor  de  y  en  la  ecuacitindv 
y  simplificamos  para  obtener 

2jc  +  3(-l)  =  1 
2a:  =  4 

X  =  2 

Asi,  la  solucidn  del  sistema  original  es  x  =  2,  y  =  —  1 .  Dejaremos  para  listed  ■ 
verificacidn  correspondiente.  B 

El  procedimiento  utilizado  en  el  ejemplo  7  es  el  metodo  de  elimination.  Ob 
serve  el  patron  seguido.  Primero  eliminamos  la  variable  x  de  la  segunda  etuacidit 
despues  sustituimos  en  forma  regresiva,  es  decir,  sustituimos  el  valor  determinadis 
para  y  de  nuevo  en  la  primera  ecuacidn  para  encontrar  x. 

Regresemos  al  ejemplo  del  cine  (Ejemplo  1). 

I-  (  I  \I  I»  I  ()  H  \,  ,/ 

Un  cine  vende  boletos  a  $8.00  cada  uno  pero  las  personas  de  la  tercera  edad  rctibes 
un  descuento  de  $2.00.  En  una  tarde,  el  cine  vendio  525  boletos  y  tuvo  un  ingrcso 
de  $3580.00.  ^Cuantos  boletos  de  cada  tipo  se  vendieron? 

.  ■  :!  Si  X  representa  el  numero  de  boletos  vendidos  a  $8.00  y  y  el  numero  de  boleto.s  icn 
didos  al  precio  con  descuento  de  $6.00,  entonces  la  informacidn  dada  produtt  d 
sistema  de  ecuaciones 

rSx  +  6y  =  3580 
1  X  +  y  =  525 

Utilizamos  eliminacidn  multiplicando  la  segunda  ecuacion  por  -6  y  despisi' 
surnames  las  ecuaciones. 

r  8x  +  6y  =  3580 

[  —  6x  —  6y  =  —3150 

2x  =  430 
X  =  215 

Como  X  +  y  =  525,  entonces  y  =  525  —  x  =  525  —  215  =  310.  Asi  podemos  con- 
cluir  que  se  vendieron  215  boletos  sin  descuento  y  310  con  descuento.  I 

fT  Ahora  utilice  eliminacion  para  resolver  el  problema  13. 

Los  ejemplos  anteriores  utilizaban  sistemas  consistentes  de  ecuaciones  que 
tenian  una  solucidn  unica.  Los  siguientes  dos  ejemplos  tratan  otras  dos  posihiii- 
dades,  donde  la  primera  es  un  sistema  que  no  tiene  solucidn. 
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H  'Mil  > 


FIGURA  3 


E  I  K  M  P  I  O  10 


Nnlucion 


Resolver: 


2x  +  y  =  5 
4x  +  2}'  =  8 


Optamos  por  el  metodo  de  sustitucion  y  despejamos  y  en  la  ecuacidn  (1): 

2x  +  y  =  5 

y  =  5  —  2x 

Sustituimos  en  la  ecuacidn  (2)  para  obtener 

4x  +  2y  =  8 
4x  +  2(5  -  2x)  =  8 
4.V  +  10  -  4x  =  8 

0  ■  X  =  -2 

Esta  ecuacion  no  tiene  solucidn.  Asi,  concluimos  que  el  propio  sistema  no  tiene 
solucion  y,  por  lo  tanto,  que  es  inconsistente.  ■ 


La  figura  3  ilustra  el  par  de  rectas  cuyas  ecuaciones  forman  el  sistema  del 
ejemplo  9.  Observe  que  las  graficas  de  las  dos  ecuaciones  son  rectas,  cada  una  con 
pendiente  —2;  una  tiene  una  ordenada  al  origen  de  5  y  la  otra  de  4.  Asf,  las  rectas 
son  paralelas  y  no  tienen  punto  de  interseccidn.  Esta  afirmacidn  geometrica  es  equi- 
valente  a  la  afirmacidn  algebraica  de  que  el  sistema  no  tiene  solucidn. 

Haga  la  grdfica  de  las  rectas  2x  +  y  =  5  y  4x  +  2y  =  8  compare  el 
resultado  con  la  figura  3.  ^Cdmo  puede  asegurarse  de  que  las  rectas  son  paralelas? 


El  siguiente  ejemplo  ilustra  un  sistema  con  una  infinidad  de  soluciones. 


S.X/;.,  /f.;  (/(•  III!  (/(  J 


Resolver: 


r  2x  +  y  =  4 

1  — 6x  —  3y  =  —  12  ') 


."<11  iiijitiitidii 


Optamos  por  el  metodo  de  eliminacidn: 
r  2x  +  y  =  4  ■ 

I  —  6x  —  3y  =  —  1 2 
f  6x  +  3y  =  12  Mull 

1  —  6x  —  3y  =  —  1 2 

f  6x  +  3y  =  12  I  U-  .  I  . .  .  .  . 

1  0  =  0  ■  :  ■  " 

Asi,  el  sistema  original  es  equivalente  a  un  sistema  que  tiene  una  ecuacidn,  de  modo 
que  las  ecuaciones  son  dependientes.  Esto  significa  que  todos  los  valores  x  y  y  para 
los  cuales  6x  +  3y  =  12  o,  en  forma  equivalente,  2x  +  y  =  4  son  soluciones.  Por 
ejemplo,  x  =  2,  y  =  0;x  =  0,  y  =  4;x  =  -2,  y  =  8;x  =  4,  y  =  —4;  etcetera,  son 
soluciones.  De  hecho,  existe  una  infinidad  de  valores  de  x  y  y  para  los  cuales 
2x  +  y  =  4,  de  modo  que  el  sistema  original  tiene  una  infinidad  de  soluciones.  Es- 
cribiremos  las  soluciones  del  sistema  original  como 

y  =  4  -  2x 


i 
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FIGURA  4 

r  2,r  +  V  =  4 

l-6,v  -  3v  =  -I2 


¥  .1  E  M  P  L  O  I  I 


Sulucitui 


donde  x  puede  ser  cualquier  numero  real,  o  como 


donde  puede  ser  cualquier  numero  real.  i 

La  figura  4  ilustra  la  situacion  del  ejemplo  10.  Observe  que  las  gruHcasdc 
las  dos  ecuaciones  son  rectas,  cada  una  con  pendiente  —2  y  ordenada  al  origen-l 
Asi,  las  rectas  son  coincidentes.  Observe  tambien  que  la  ecuacion  (2)  del  sisien# 
original  es  simplemente  —3  por  la  ecuacion  (1),  lo  cual  indica  que  las  dos  ecn- 
ciones  son  dependientes. 

Para  el  sistema  del  ejemplo  10,  podemos  escribir  algunas  de  la  inl'inidailiie 
soluciones,  asignando  valores  a  x  para  determinar  despues  y  =  4  —  2,r.  Asi, 

Si  X  =  4,  entonces  y  =  -4. 

Si  X  =  0,  entonces  y  =  4. 

Si  X  =  S.  entonces  y  =  3. 

Los  pares  (x,  y)  son  puntos  sobre  la  recta  de  la  figura  4. 

Xf-nfinu  li'ii  Haga  la  grafica  de  las  rectas  2x  +  y  =  4  y  -6x  —  3y  =  “  12  y  etun- 
parc  cl  rcsultado  con  la  figura  4.  ^Como  puede  asegurarse  dc  que  las  rectas 
coincidentes?  i 

■  Ahora  resuelva  los  problemas  19  y  23. 

Tres  ecuaciones  lineales 
con  tres  variables 

Al  igual  que  un  sistema  de  dos  ecuaciones  lineales  con  dos  variables,  uii  sisteitude 
tres  ecuaciones  lineales  con  tres  variables  tambien  tiene  exactamente  una  solucira, 
ninguna,  o  una  infinidad  de  soluciones. 

Ahora  veremos  como  funciona  el  metodo  de  eliminacion  en  un  sistema  de  ires 
ecuaciones  con  tres  variables. 

Sultii  idii  ih  un  \islenii.  tic  iirs  ci  utifiinux  inn-ulr.s  n-n  tr  uiriuhlt'- 

Utilizar  el  metodo  de  eliminacion  para  resolver  el  sistema  de  ecuaciones: 

'  X  +  y  -  c  =  -  1 
■■  4x  —  3y'  +  2z  =  16 
^2x  —  2y  —  3z  =  5 

Para  un  sistema  de  tres  ecuaciones  intentamos  eliminar  una  variable  a  la  ve/.  for- 
mando  pares  con  las  ecuaciones  dadas.  Nuestro  plan  para  este  sistema  es  eliniiiui 
la  variable  x,  primero  de  las  ecuaciones  (I)  y  (2)  y  luego  de  las  ecuaciones  di  t 
(3).  A  continuacion  eliminaremos  la  variable  y  de  las  ecuaciones  resultantes,  qiiediin- 
donos  una  ecuacion  que  solo  contiene  a  la  variable  z.  Entonces  podremos  uiili/atlj 
sustitucion  regresiva  para  obtener  los  valores  de  y  y  luego  de  x. 

Comenzamos  multiplicando  cada  lado  de  la  ecuacidn  (1)  ptor  -2,  como  pnnter 
paso  para  eliminar  la  variable  x  de  la  ecuacion  (3),  sumando  las  ecuaciones  ( 1 1  y  i3r 

~2x  ^  2y  +  2z  —  2  .Mulliplicinrui.  cuU.i  laJu  dc  lii  .;u;  hi  :  l> 

<  4x  —  3y  +  2z  =  16  (ci 

2x  “  2v  —  3c  =  5  1 1; 
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'-2.v-2v  +  2-=  2 
<  4r-3y  +  2s=]6 

-4v  -  4  =  7  ■ 


Ahora  eliminamos  la  variable  .v  de  la  ecuacion  (2): 


'  -4v  -  4y  + 

II 

4  '  ,  \luillj  'l-  *1!  •  :  A.L-  ..  • 

< 

4a-  -  3y  + 

24  = 

1  ^  ( 1  1  i  -.M 

16 

-4y  - 

-  = 

7 

-  -4v  -  4y  + 

44  = 

4  1: 

< 

-7y  + 

64  = 

20  •  .1  •  !!!,...  -.n  j-  '  ];i 

-4y  - 

-  = 

U(  i  .■  -i  ■  t?  ‘  MMI-"  I  .  '  S  ' 

Ahora  eliminamos  y  de  la  ecuacidn  (3): 

'-4,v  - 

-  4y  +  4z  = 

4 

< 

-28y  +  244  = 

80  ■ 

Mli)5i^  V  laiji:  .1^  ht  CLUL  'WUI  pri 

28y  +  74  =  ■ 

-49  - 

MuU  liIkui.!;'-'  :vAi'  1!-'  1  :  -  '!/  i.r  ; 

'  -4x  - 

-  4y  +  4/  = 

4  , 

-28y  +  244  = 

80 

314  = 

31 

I.-  1!  ■uin'‘-M  .  iii  nm., 

'  |mv  ii  r.  “  1  ■  •  \  ^  ) 

•■-4x  - 

-  4y  +  4;  = 

4  .1, 

< 

-28y  +  244  = 

80 

4  = 

1 

\lii)ri:ilu  .ini‘.5s  i  ilia  lado  di-  la  iciKu  ion  ;  ■)  ..>i 

r  -4x  - 

-  4y  +  4  = 

4  ■ 

'.iMUuinu'--  L-M  liiniia  It  L:iovi\a.  iru-nn*!.*/;  vh' 

<■ 

L 

-28y  +  24  = 

80  y, 

1 

pi>r  1  ,*ii  '  ■  \  >  ■) 

r  -4,  - 

-  4y 

0  (1) 

y  = 

-2  ■. 

1 

1 •  eij  1.1  y-Lii.ii  ion  i_!:. 

1 

"  -4v  +8 

0 

cli  .•=rna  rcu'.'i'a,  ii'i-’nij'- 

v=  -2  -■ 

1 

2  I, 

2  , 


La  solucion  del  sistcma  original  es  x  =  2,  y  =  —  2,  4 
este  resultadoO 


1.  (listed  puede  verificai' 

■ 
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Revise  de  nuevo  la  solucion  del  ejemplo  1 1.  Observe  el  patron:  primero  hici- 
mos  que  la  ecuacidn  (3)  solo  tuviera  a  la  variable  z;  luego  conseguimos  qui' 
ecuacidn  (2)  solo  tuviera  a  la  variable  y  y  que  la  ecuacidn  (1)  s61o  tuviera  a  la  varia¬ 
ble  x.  Aunque  usted  es  quien  decide  cudles  variables  debe  despejar,  la  mctodologi., 
es  la  misma  en  todos  los  sistemas. 


Ejercicio  10.1 


En  los  problemas  del  I  al  10  verifique  si  los  valores  dados  de  las  variables  son  soluciones  del  sistcmu  i/r 


ecuaciones. 


5x  +  2y  = 


x  =  2,y=-\ 

r  2x  +  =  0 

1 3x  -  4y  =  -  'i*’ 
X  =  -i  y  =  2 


T^  +  3y=  6 

1  +  X 

x  +  9y-=  36 


X  =  0,  y  =  2 
'  3x  +  3y  +  2z  =  4 

<  X  ~  y  -  z=  0 
2y  -  3z  =  -8 
x  =  l,y=-l,z  =  2 


r  3x  +  2.y  =  2 

1  x-ly=  -30 

X  =  -2,  y  =  4 


L  xy  =  2 
X  =  2,  y  =  1 

I  3x  —  y  =  3 
X  =  2,  y  =  3 


<  8x  +  5y  -  z  =  0 
-X  -  y  +  5z  =  6 
X  =  2,  y  =  -3,  z  =  I 


3x  -  4y  =  4 

k  -  3y  = 


X  =  2,  y  =  ■ 


L  xy  =  2 
X  =  -2,  >■  =  -  I 


En  los  problemas  del  II  al  46  resuelva  cada  sistema  de  ecuaciones.  Si  el  sistema  no  tiene  solucion,  .sciiaL 
que  es  inconsistente.  Utilice  suslitucidn  o  eliminacion. 


X  +  y  =  8 
X  -  y  =  4 
X  +  3y  =  5 

Zr  -  3y  =  -8 
3x  —  6y  =  2 
5x  +  4y  =  1 
X  —  y  =  5 
-3x  +  3y  =  2 

X  +  2y  =  4 
2x  +  4y  =  8 

3x  -  2y  =  0 
5x  +  lOy  =  4 

jx  +  jy  =  3 


r  X  +  2y  =  5 
lx  +  y  =  3 
J  3x  =  24 
[x  +  2y  =  0 
r2x  +  4y  =  i 
1 3x  —  5y  =  —  1 0 
r  Zx  -  y  =  0 
[sx  +  2y  =  7 

■3x-  y  =  7 
.  9x  —  3  y  =  2 1 
2x  +  3y  =  6 
.  X  -  y  =  { 

\\x-\y=-5 
Ux  +  |y=  II 


5x  —  y  =  1 3 
2x  +  3y  =  12 
4x  +  5y  =  -3 
-2y  =  -4 
2x  +  y  =  1 
4x  +  2y  =  3 
3x  +  3y  =  —  1 
4x  +  y  =  f 

2x  -  3y  =  -  1 
10x+  y=  11 

|x  +  y  =  -2 
X  -  2v  =  8 


31.  f  ’ 

[  15x  +  5y  =  21 
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32. 


Zv  -  )>  =  -  I 

X  +  y  =  I 


35. 


38. 


41. 


X-  2y  +  3z=  1 

■  2x  +  y  +  z=  4 
-3x  +  2y  -  2,-  =  -10 
'  Zr  -  3  V  -  z  =  0 
'  — X  +  2v  +  z  —  5 
3.V  -  4y  -  z  =  I 
2x  -  2y  +  3z  =  6 
•  4x  -  3_v  +  2z  =  0 
—  2x  +  3y  —  7z  =  I 


44. 


X  -  y  +  z  =  —4 
Zv  -  3y  +  4z  =  -15 
5x  +  y  -  2z  =  12 


47. 


Resuelva: 


33. 


36. 


X  -  y  =  6 
'  2x  -  3z  =  16 
_2y+  z=  4 

2x  +  y  -  3z  =  0 

■  -Zr  +  2y  +  z  =  -7 
3x  -  4.y  -  3z  =  7 


39. 


42. 


X  -  y  -  z  =  1 

-X  +  2y  -  3z  =  -4 
3x  -  2y  -  7z  =  0 

3x  —  2y  +  2z  =  6 
7x  -  3y  +  2z  =  - 1 


45. 


48. 


[  2x  -  3y  +  4z  =  0 

X  +  2y  —  z  =  —  3 
•  2x  —  4y  +  z  ~  -2 
-2x  +  2y  -  3z  =  4 


Resuelva: 


34. 


37. 


40. 


43. 


46. 


2x  +  y  =  -4 
.  -2y  +  4z  =  0 

3x  -  2z  =  -  1 1 

X  -  y  -  z  =  I 

<  2x  +  3y  +  z  =  2 

3x  +  2y  =  0 

'2x-3y-  z  =  0 

■  3x  +  2y  +  2z  =  2 

X  +  5y  +  3z  —  2 
X  +  y  —  z  =  6 

■  3x  -  2y  +  z  =  -5 

X  +  3y  -  2z  =  14 
'  X  +  4y  -  3z  =  -8 

<  3x  -  y  +  3z  =  12 

X  +  y  +  6z  =  1 


[Sugerencia\  Sean  u  =  1/x  y  v  =  1/y,  resuelva  el  sistema  en  terminos  u  y  v.  Despues,  utilice  el  hecho  cle  que  x  =  1/m  y  y  =  1/v.] 


4" 


55. 

56. 

57. 


En  los  problemas  del  49  al  54  resuelva  cada  sistema  de  ecuaciones.  Aproxime  la  solucion  redondeada  a  dos 
cifras  decimales. 

y  =  -V3x  +  100 
y  =  0.2x  +  V\9 

r\/3x  +  V2y  =  V03 
|l00x-  95y  =20 

La  suma  de  dos  numeros  es  81.  La  diferencia  del  doble  del  primero  y  el  triple  del  segundo  es  62.  Determine  los  dos 
numeros. 

La  diferencia  de  dos  numeros  es  40.  Seis  veces  el  menor  menos  el  mayor  es  igual  a  5.  Determine  los  dos  numeros. 
El  pen'metro  de  un  piso  rectangular  es  de  90  pies.  Determine  las  dimensiones  del  piso  si  la  longitud  es  el  doble  de 
la  anchura. 


y  =  V2x  -  20V7 
y  =  -O.lx  +  20 

J  a/Sx  —  \/6v  +  60  =  0 
[  0.2x  +  0.3y  +  V5  =  0 


V2x  +  VSy  +  V6  =  0 
\/3x  -  V2y  +  60  =  0 
|\/6x  -  V'5y  +  VTTT  =  0 

y  =  -O.Zv  +  0. 1 


I 


58.  La  cantidad  de  cerca  necesaria  para  encerrar  un  campo  rectangular  es  de  3000  metros.  ^Cudles  son  las  dimensiones 
del  campo  si  se  sabe  que  la  diferencia  entre  la  longitud  y  la  anchura  es  de  50  metros? 

59.  ’  .<  ...  ,  ;  dti.  Cuatro  hamburguesas  grandes  con  queso  y  dos  malteadas  de  chocolate  cuestan  en  total 

$7.90.  Dos  malteadas  cuestan  15  centavos  mds  que  una  hamburguesa  con  queso.  ^CuSnto  cuesta  una  hamburguesa 
con  queso?  ^Una  malteada? 

60.  "  -  Un  cine  cobra  $9.00  por  adulto  y  $7.00  por  cada  persona  de  la  tercera  edad.  En  un  di'a  con 

asistencia  de  325  personas  el  total  recaudado  fue  de  $2495.00.  ^Cudntas  personas  pagaron  boletos  de  adulto?  ^Cuan- 
tas  de  la  tercera  edad? 

61.  '.f,  . .  .  .'  '  Una  tienda  vende  nueces  a  $5.00  la  libra  y  cacahuates  a  $1.50  la  libra.  El  gerente  decide  hacer 

una  mezcia  de  30  libras  de  cacahuate  con  algo  de  nuez  y  venderla  a  $3.00  la  libra.  ^Cuantas  libras  de  nuez  debe 
mezclar  con  el  cacahuate  de  modo  que  se  produzca  el  mismo  ingreso  que  se  obtendn'a  al  vender  las  nueces  por 
separado? 

62.  '  ■  .  '  ...  Una  pareja  recidn  jubilada  necesita  $12,000.00  como  complemento  de  su  pensidn.  Dispo- 

nen  de  $150,000.00  para  invertir  y  lograr  ese  ingreso  por  lo  que  han  decidido  utilizardos  tipos  do  inversion:  bonos 
AA  con  un  rendimiento  del  10%  anual  y  certificados  bancarios  con  rendimiento  del  5%  anual. 

(a)  ^Cudnto  dinero  deben  invertir  en  cada  deposito  para  obtener  e.xactamente  812.000.00? 

(b)  Si  despues  de  2  anos  la  pareja  necesitar4  un  ingreso  anual  de  $14,000.00,  (,cdmo  deben  redistribuir  su  inversidn 
para  obtenerlo? 
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63.  (  iil(  iih^  tie  Ici  vchu  ‘lUul  dvl  vicni'  Con  vienio  a  favor,  una  avioncia  Piper  puede  volar  600  millas  eii  3  hnrjv 

Con  cl  viento  en  contra  puede  volar  la  misma  distancia  en  4  horas.  Determine  por  separado  las  velocidadcs  prome- 
dio  del  vienio  de  la  Piper. 


3  horas  4  horas 


I"* -  600  millas  - ^l 

64.  f  lilniio  ilt  hi  vvIih  icUuI  ih'l  vienti'  La  velocidad  promedio  (sin  viento)  de  un  avidn  con  un  solo  motor  cs  de  l.'^U 
millas  por  hora.  Si  el  avion  recorrid  una  misma  distancia  en  2  horas  con  el  viento  a  favor  y  en  3  horas  con  ci  Memo 
en  contra,  ^cutil  era  la  velocidad  del  viento? 

65.  .)  V)  ilr  ,1)1  rcstiHiniiUr.  La  gerente  de  un  restaurante  desea  adquirir  200  juegos  de  platos.  Un  diseiV) 
cuesla  $2.6.00  por  juego  y  otro  cuesta  $45.00  por  juego.  Si  ella  solo  desca  gastar  $7400.00,  ^.cuantos  juegos  de  eadi 
diseno  debc  ordenar? 

66.  (  ,lr  cDDiidii  rapidu.  Un  grupo  de  personas  compro  10  bocadillos  y  5  refrescos  por  .$12,50.  Un  scgundii  gnipo 
compid  7  bocadillos  y  4  refrescos  por  $9.00.  gCual  es  el  costo  de  un  bocadillo?  gDe  un  refresco? 


Pagamos  $12.50. 
iCuanto  cuesta  un  bocadillo? 
iCuanto  cuesta  un  refresco? 


Pagamos  $9.00. 
iCuanto  cuesta  un  bocadillo? 
iCuanto  cuesta  un  refresco? 


67. 


68. 

69. 

70. 

71. 


^'tilniln  (If  mill  dfvolufidu.  La  tienda  donde  compramos  no  tnarca  los  precios  de  los  arti'culos.  Mi  csptisa  t’ui;  a 
la  tienda,  eomprd  tres  paquetes  de  tocino,  de  una  libra  cada  uno,  y  dos  cartones  de  huevo;  pagd  un  total  de  .S7.45. 
Sin  saber  que  ella  hubfa  Ido  a  la  tienda  yo  tambien  fui.  eomprd  un  paquete  do  tocino  y  tres  cartones  de  hiicM'.  pa- 
gando  un  total  de  S6.45.  Ahora  queremos  devolver  dos  paquetes  de  tocino  y  dos  cartones  de  huevo.  gCuantodiiiem 
nos  regrestirun? 

Ih  lfniiiiuu'liii!  dc  III  i  ni'iifiitf  dc  mi  rin.  Un  nadador  necesita  3  horas  para  nadar  15  millas  n'o  abajo  y  5  lieras 
para  el  viaje  de  regreso.  Determine  la  velocidad  promedio  del  nadador  en  aguas  tranquilas.  gQue  tan  nipida  I'v  la 
corriente  del  n'o?  (Suponga  que  la  velocidad  del  nadador  es  la  misma  en  cada  direccion.) 

La  sunia  de  tres  numeros  es  48.  La  suma  dc  los  dos  numerus  mayores  es  el  triple  del  menor.  La  sumti  dc  los  dm 
nilrncros  mcnores  es  6  unidades  mas  que  el  niimero  mayor.  Determine  los  nilmeros. 


l.hia  coleccion  de  monedas  consta  de  37  piezas  (de  I.  10  y  25  centavos).  Si  la  colcc- 
cidn  tiene  un  valor  total  de  $3.25  y  hay  5  veces  mtis  monedas  de  10  centavos  que  de 
1  centavo,  /.cuantas  monedas  de  cada  tipo  hay  en  la  coleccion'’ 

Llfflriiidiid:  lf\fs  dc  Hire lilu iff.  Lina  aplicacion  de  las  Ifycs  de  Kirchhoff  a\  cir- 
cuito  de  la  figura  anexa  produce  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones; 

r  A  =  /]  +  h 

5  -  3/,  -5/2  =  0 
MO  -  5/2  -  7/-,  =  0 
Determine  las  corricnles  I],  li,  y  h. 


5  V 


Fiieiiic:  Basado  cn  Raymond  Serway,  Pliwirv,  tercera  cdicion.  Filadellla:  Saunders.  1990,  problema  .31,  p.  790. 
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72. 


73. 


74. 


76. 


Eh'i  trk  idud:  /<•'..  a  /.' ■  Kirclilu  Una  apiicacidn  de  las  leyes  de  Kirchhoff  al 
circuito  de  la  figiira  anexa  produce  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones: 

r  i3=  Ji  +  h 

8  =  4/3  +  6/2 
*-8/1  =  4  +  6/2 

Determine  las  corrientes  /i,  I2,  y 

Un  tealro  de  Broadway  tiene  500  asienios.  divididos  en  asientos  de  orquesia,  luneta 
y  de  galena.  Los  asientos  de  orquesta  ,se  venden  a  .$50.00,  los  de  luneta  a  .$35.00 
y  los  de  galeria  a  $25.00.  Si  se  venden  todos  los  asientos  el  ingreso  total  es  de 
$17,100.00.  Si  se  venden  todos  los  asienios  de  luneta  y  de  galen'a,  pero  solo  la  mi- 
tad  de  los  de  orquesta,  el  ingreso  es  de  $14,600.00.  ^Cuantos  asientos  existen  de  cada  tipo? 


8f2 


V/e.w.‘  inihiipt  en  un  lahoratorio.  Un  laboratorio  de  qui'mica  puede  ser  utilizado  por  38  estudiantes  al  mismo 
tiempo.  El  laboratorio  tiene  16  mesas  de  trabajo,  algunas  configuradas  para  2  estudiantes  y  otras  para  3.  ^Cuantas 
mesas  de  trabajo  existen  de  cada  tipo? 


Plantee  tres  sistemas  de  dos  ecuaciones  lineales  con  dos  variables  tales  qiie: 

(a)  No  tengan  solucidn.  (b)  Tengan  exactamentc  una  solucion.  (c)  Tengan  una  infinidad  de  soluciones. 


Deselas  a  un  amigo  para  que  las  resuelva  y  critique. 

Escriba  unas  li'neas  explicando  su  estrategia  para  resolver  un  sistema  de  dos  ecuaciones  lineales  con  dos  variables. 


77.  ^Prei'iere  el  metodo  de  sustitucidn  0  el  de  eliminacidn  para  resolver  un  sistema  de  dos  ecuaciones  lineales  con  dos 
variables?  en  el  caso  de  tres  ecuaciones  lineales  con  tres  variables?  Justifique  sus  respucstas. 

78.  Ajusic  de  runw  Determine  numeros  reales  bye  tales  que  la  parabola  v  =  x-  +  bx  +  c  pase  por  los  puntos  (1,3) 
y  (3,  5). 

79.  Ajusle  de  ctin-d'-  Determine  numeros  reales  bye  tales  que  la  parabola  y  =  x-  +  bx  +  e  pasc  por  los  puntos  (1,2) 
y(-l.3). 

80.  Ajuste  de  i  unii\.  Determine  numeros  reales  bye  tales  que  la  parabola  y  =  .v-  +  bx  +  e  pase  por  los  puntos  (.vi,  yi) 

y  (+2-  .'b)' 

8J.  \ius!<  de  rurvas  Determine  numeros  reales  a,  bye  tales  que  la  parabola  y  =  aU  '  hx  +  c  pase  por  los  puntos 
(-1.4),  (2,  3)  y  (0,  I). 

82.  Ajuste  de  eunus.  Determine  numeros  reales  a,  b  y  c  talcs  que  la  parabola  y  =  ax'"-  +  hx  +  c  pase  por  los  punto.s 


(-1,  -2).  (1.  -4)y  (2,  4). 

Resuelva: 

1 V  =  mix  +  bf  OA  , 

i '  84.  Resuelva: 

ly  =  iiux 

+  hi 

Ly  =  iriix  +  b2 

Ly  =  niox 

+  b2 

Resuelva: 

donde  mi  +  m2. 

|y  =  mix  +  b] 

[  y  =  m2X  +  bo 

donde  mi  =  itio  —  my  b\  =  bo  =  h. 

donde  mi 

=  m2  =  in  y  bf  +  bo 

I  iicnle:  Op  cil,  problema  27,  p.  790. 


1  « 


sistemas  de 
ecuaciones 
lineales:  matrices 


El  punto  de  vista  sistem^tico  del  metodo  de  eliminacion  para  resolver  un  sistema 
de  ecuaciones  lineales  proporciona  otro  metodo  de  solucion  que  utiliza  una  notacion 
simplificada. 

Consideremos  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones  lineales: 

j  X  +  4y  =  1 4 

[3.y  -  2y  =  0 
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Matriz 


K  .1  K  Mil,  I 


Snlui  ion 


Si  optamos  por  no  escribir  los  sfmbolos  utilizados  para  las  variables,  podemos  repn;-^ 
sentar  este  sistema  como 


1  4 

14" 

,3  -2 

0_ 

donde  se  entiende  que  la  primera  columna  representa  los  coeficientes  de  la  variahl* 
X,  la  segunda  columna  los  coeficientes  de  y  y  la  tercera  columna  las  constantes  uhi- 
cadas  al  lado  derecho  de  los  signos  de  igualdad.  La  Imea  vertical  sirve  para  recor- 
damos  los  signos  de  igualdad.  Los  grandes  corchetes  cuadrados  son  los  simholo'i 
que  se  utilizan  tradicionalmente  en  dlgebra  para  denotar  una  matriz. 

Una  matriz  es  un  arreglo  rectangular  de  numeras. 


Renglon  1 
Renglon  2 


Renglon  i 


Columna  1  Columna  2 


Renglon  m 


«ii 

021 


0/1 


1 


Cl’)'} 


Columna  / 


Cada  ntimero  a,y  de  la  matriz  tiene  dos  indices:  indice  de  renglon,  i,  e  I'ndicc 
de  columna,  /  La  matriz  en  (1)  tiene  m  renglones  y  n  columnas.  Los  niimeros  u! 
son  las  entradas  de  la  matriz. 

Ahora  utilizaremos  la  notacidn  matricial  para  representar  un  sistema  de  eciiu- 
ciones  lineales.  Las  matrices  utilizadas  para  representar  sistemas  de  ecuaciones  linea- 
les  se  denominan  matrices  aumentadas. 


n  •',/  nr..:i'i',-  LlUltU’iiimUl  d-  ita  Jt  js  .i,:  - 

Escribir  la  matriz  aumentada  de  cada  sistema  de  ecuaciones. 


{3x  —  4y  =  —6 
ba;  -  3y  =  -5 


(b) 


2x-  y  +  z  =  0 
X  +  z  -  1  =  0 


A'  +  2  y  “  8  =  0 


(a)  La  matriz  aumentada  es 

■3  -4  -6" 

_2  -3  -5_ 

(b)  Hay  que  tener  cuidado  y  escribir  el  sistema  con  los  coeficientes  de  todas  kh 
variables  presentes  (si  falta  alguna  variable  su  coeficiente  es  0),  y  ubicar  todas 
las  constantes  al  lado  derecho  de  los  signos  de  igualdad.  Asi,  debcmos  ivnr- 
denar  el  sistema  dado  como  sigue: 
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'2x  -  y  +  z  =  0 
■  x  +  z  -  I  =  0 
x  +  2y-  S  =  0 

2x  —  3’  +  z  =  0 

<  X  +  0  ■  y  +  z  =  I 

X  +  2y  +  Q-  z  =  B, 

La  matriz  aumentada  es 


"2-1  1 

0" 

1  0  1 

1 

12  0 

8_ 

Si  no  incluimos  las  constantes  a  la  derecha  del  signo  de  igualdad,  es  decir,  a 
la  derecha  de  la  barra  vertical  en  la  matriz  aumentada,  en  un  sistema  de  ecuaciones, 
la  matriz  resultante  sera  una  matriz  de  coeficientes  del  sistema.  Para  los  sistemas 
del  ejemplo  1,  las  matrices  de  coeficientes  son 

"2-1  r 
1  0  1 
1  2  0 

Ahora  resuelva  el  problema  3. 


-It; 


Escribir  el  sistema  de  ecuaciones  lineales  correspondiente  a  cada  matriz  aumentada. 


■3 

-1 

-1 

7" 

■  5  2 

13" 

(b) 

2 

0 

2 

8 

-3  1 

-10_ 

0 

1 

1 

0 

(a)  La  matriz  tiene  dos  renglones,  de  modo  que  representa  un  sistema  de  dos  ecua¬ 
ciones.  Las  dos  columnas  a  la  izquierda  de  la  ban'a  vertical  indican  que  el  sistema 
tiene  dos  variables.  Si  utilizamos  x,  3'  para  denotar  esas  variables,  el  sistema  de 
ecuaciones  es 


r  5x  -I-  23'  =  13 

l-3x  -b  y  =  -10 

(b)  Esta  matriz  representa  un  sistema  de  tres  ecuaciones  con  ties  variables.  Si  x,  y, 
z  son  las  tres  variables,  este  sistema  es 

3x  -  3'  -  z  =  1 
■  2x  -t-  2z  =  8 
V  -b  z  =  0 


Operaciones  sobre  renglones  de  una  matriz 

■  'll 

Resolver  el  sistema  de  ecuaciones 

r  4x  -  3  y  =  11 
[3x-b23'=  4 
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Soliicinii  Utilizaremos  una  variante  del  metodo  de  eliminacion  para  resolver  el  sistema.  En 
primer  lugar,  multiplicamos  cada  lado  de  la  ecuacion  (2)  por  —  1  y  la  sumamus  con 
la  ecuacidn  (1).  Reemplazamos  la  ecuacion  (1)  con  el  resultado: 

r  X  -  5  y  =  7  , 1 1 
[sx  +  2y  =  4 

Multiplicamos  cada  lado  de  la  ecuacidn  (1)  por  —3  y  la  surnames  a  la  ecuacion  i2\. 
Reemplazamos  la  ecuacidn  (2)  con  el  resultado: 

r  X  -  5y  =  7  It) 

[O  •  X  +  17,y  =  -17  -■ 

Multiplicamos  cada  lado  de  la  ecuacidn  (2)  por  ly. 

p  -  5y  =  7  .11 

1  >'=-1  ... 

Ahora  sustituimos  en  forma  regresiva  y  =  —  1  en  la  ecuacion  (1)  para  obtener 

X  -  5y  =  7 
x-5(-l)  =  7 

X  =  2 

La  solucion  del  sistema  es  x  =  2,  y  =  —  1.  I 


El  patron  de  resolucion  anterior  proporciona  una  manera  metodica  para  re¬ 
solver  cualquier  sistema  de  ecuaciones.  La  idea  es  partir  de  la  matriz  aumentada  del 
sistema. 


~4 

-3 

11' 

3 

2 

4 

y  llegar  a  la  matriz. 


"1  -5 

7‘ 

_0  1 

-1_ 

r4x-3y=ll  ,1. 
[3x  +  2y=  4 


rx  -  5y  =  7  , 1  ■ 

1  >■  =  -1  (2) 


Revisemos  de  nuevo  el  procedimiento  partiendo  de  la  matriz  aumentada  iiri- 
ginal  y  manteniendo  en  mente  la  matriz  aumentada  final: 


~4 

-3 

ir 

3 

2 

4 

4x  -  3y  =11  , 1 , 
3x  +  2y  =  4  ,2) 


Como  antes,  comenzamos  multiplicando  cada  lado  de  la  ecuacion  (2)  por  -1  \ 
sumando  el  resultado  a  la  ecuacion  (1).  Esto  es  equivalente  a  multiplicar  cada  cn- 
trada  del  segundo  renglon  de  la  matriz  por  -  1,  sumando  el  resultado  a  las  enlraJa' 
correspondientes  del  primer  renglon  y  recmplazando  todo  este  renglon  con  esas  en- 
tradas,  El  resultado  de  este  paso  es  que  el  numero  I  aparece  en  el  primer  rcngldin 
en  la  primera  columna: 


X-  5y  =  1  , 1 1 
3x  +  2y  =  4 
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Multiplicamos  cada  entrada  del  primer  renglon  por  —3,  sumamos  el  resultado  a  las 
entradas  del  segundo  renglon  y  reemplazamos  el  segundo  renglon  por  estas  entradas. 
El  resultado  de  este  paso  es  que  el  numero  0  aparece  en  el  segundo  renglon,  primera 
columna: 


"1  -5 

7" 

0  17 

-17 

r  ,v-  5y=  7 

[  0  •  .r  +  17y  =  -17 


Multiplicamos  cada  entrada  del  segundo  renglon  por  — .  El  resultado  de  cstc  paso 
es  que  el  numero  1  aparece  en  el  renglon  2,  columna  2: 


p  -  5y  =  7 

[  y=-i 


Ahora  que  sabemos  que  y  =  —  1,  podemos  realizar  la  sustitucidn  regresiva 
para  obtener  x  =  2. 

Las  operaciones  realizadas  en  la  matriz  aumentada  son  operaciones  de 
renglon.  De  estas  existen  tres  basicas: 


Operaciones  de  renglon  Intcrcambio  de  dos  renglones  cualcsquicra. 

2.  Reemplazo  de  un  rengidn  por  un  multiplo  distinto  de  cero  de  ese  renglon. 

3.  Reemplazo  de  un  rengibn  por  la  .suma  de  ese  rengibn  y  un  multiplo  constanle  de  algun 
otro  renalbn. 


Estas  tres  operaciones  de  renglon  corresponden  a  las  tres  reglas  ya  dadas  an- 
teriormente  para  obtener  un  sistema  equivalente  de  ecuaciones.  Asi,  al  realizar  una 
operacion  de  renglon  en  una  matriz,  la  matriz  resultante  representa  un  sistema  de 
ecuaciones  equivalente  al  sistema  representado  por  la  matriz  original. 

Por  ejempio,  consideremos  la  matriz  aumentada 


Supongamos  que  queremos  aplicar  una  operacion  de  renglon  a  esta  matriz  para  tener 
una  matriz  cuya  entrada  en  el  renglon  2,  columna  1  sea  un  cero.  La  operacibn  de 
renglon  por  utilizar  es 

Multiplicar  cada  entrada  del  renglon  1  por  —4  y  sumar  el  resultado 

a  las  entradas  correspondientes  del  renglon  2.  (2) 

Si  utilizamos  Rj  para  representar  las  nuevas  entradas  del  renglon  2  y  /'i  y  rj  para  las 
entradas  originales  de  los  renglones  1  y  2,  respectivamente,  entonces  podremos  re¬ 
presentar  la  operacion  de  renglon  en  el  enunciado  (2)  como 

Rl  —  4/'!  -I-  f'2 

Asi 


1  2 

3' 

1 

2 

3 

1  2 

3" 

4  -1 

2 

-4(1)  -h  4 

-4(2)  +  (-1) 

-4(3)  +  2j 

0  -Q 

-10 

H-  4ri  r; 

Como  quen'amos,  ahora  tenemos  la  entrada  0  en  el  renglon  2,  columna  1. 
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f  ,I  :  M  l’  !  O  4 


Apicar  las  operaciones  de  renglon  R2  =  -3ri  +  r2  a  la  matriz  aumentada 


I  I  I  M  r  I  0 


vi  La  operacion  de  rengldn  R2  =  “3ri  +  r2  indica  que  debemos  reemplazar  las  en- 
tradas  del  renglon  2  por  las  entradas  obtenidas  despuds  de  multiplicar  cada  cnlratla 
del  renglon  1  por  —  3  y  sumar  el  resultado  con  las  entradas  correspondiciitcs' (bs 
renglon  2.  Asi, 


■  1  -2 

2' 

1 

-2 

2  ■ 

■  1 

3  -5 

9 

-3(1)  +  3 

(-3)(-2)  +  (-5) 

-3(2)  +  9 

0 

Utilizar  la  matriz 


.It  .ft  _;l<  '■-!  .  ri'/i 


y  determinar  una  operacibn  de  renglbn  que  produzca  una  matriz  con  un  0  c'li  d 
renglbn  1,  columna  2. 


Queremos  un  0  en  el  renglon  1,  columna  2.  Podemos  obtener  este  resultado  al  niiil- 
tiplicar  el  renglon  2  por  2  y  sumar  el  resultado  al  renglbn  1.  Es  decir,  aplicamos  la 
operacion  de  renglbn  Ri  =  2r2  +  rp 


1  -2 

2" 

'2(0)  +  1 

2(1)  +  (-2) 

2(3)  +  2  ■ 

'10  18 

0  1 

3j 

0 

1 

3 

0  1  1  3 

■ 


Debemos  hacer  un  comentario  en  cuanto  a  la  notacion  que  hemos  prcscntadn. 
Una  operacibn  de  renglbn  como  R\  =  2r2  +  r\  cambia  las  entradas  del  renglon  I. 
Observe  tambien  que  para  modificar  las  entradas  de  un  renglbn  dado,  multiplicamo' 
las  entradas  de  algun  otro  renglbn  por  un  numero  adecuado  y  sumamos  los  resul- 
tados  a  las  entradas  originales  del  renglbn  por  modificar. 


1:  I  I  V  1.  )  . 


St  i|  Ik  u  'k 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  11  y  15. 

Veamos  a  continuacibn  la  forma  de  utilizar  las  operaciones  de  renglbn  p;mi 
resolver  un  sistema  de  ecuaciones  lineales. 


Resolver: 


f4.Y  +  3y  =  11 
{  x-3y=  -1 


Primero  escribimos  la  matriz  aumentada  que  representa  a  este  sistema: 


-4  3 

11- 

1  -3 

-1_ 

El  primer  paso  es  obtener  un  1  en  el  renglbn  I,  columna  1.  La  manera  mas  sencillu 
de  lograr  esto  es  intercambiando  los  renglones  1  y  2: 


-  I  -3 

-r 

.4  3 

11 

Seccion  10.2  Sistemas  de  ecuaciones  lineales:  matrices 


ri3i 


Ahora,  queremos  un  0  debajo  de  la  entrada  1  en  la  columna  1.  Utilizamos  la  ope- 
racion  de  renglon  R2  =  “4ri  +  ^2: 


■  !  -3 

-r 

" 

-3 

-L 

.4  3 

11^ 

15 

15 

Ahora  queremos  obtener  1  como  entrada  en  el  renglon  2,  columna  2.  Utilizamos 
Ri  =  Jir2. 


-3 

15 


-1 

1 


El  segundo  renglon  de  la  matriz  de  la  derecha  representa  la  ecuacion  y  =  \. 
Asi,  con  el  valor  y  =  1,  sustituimos  en  forma  regresiva  en  la  ecuacidn  jc  -  3y  =  —  1 
(del  primer  renglon)  para  obtener 

x-3(l)=  -1 
X  =  2 


La  solucion  del  sistema  es  jc  =  2,  y  =  1.  A 

■  Ahora  resuelva  el  problema  31. 

Podemos  resumir  los  pasos  que  utilizamos  para  resolver  el  sistema  de  ecua¬ 
ciones  lineales  del  ejemplo  6  como  sigue: 


Metodo  de  matrices  para 
resolver  un  sistema  de 
ecuaciones  lineales 


f'M)  I 

r’vst) 

l-VSO  -I 


1'^  >(  > 


Escribir  la  matriz  aumentada  que  representa  al  sistema, 

Realizar  operaciones  de  renglon  que  coloquen  la  entrada  I  en  el  rengidn  I, 
columna  I, 

Realizar  operaciones  de  rengldn  que  dejen  un  1  en  el  rengldn  I ,  columna  I ,  sin 
variar  pero  de  modo  que  aparezcan  ceros  debajo  de  esta  entrada  en  la  columna  I, 
Realizar  operaciones  de  rengidn  que  coloquen  la  entrada  1  en  el  rengldn  2, 
columna  2  y  dejen  las  entradas  en  las  columnas  a  su  izquierda  sin  variacidn.  Si 
no  es  posible  colocar  un  1  en  el  rengldn  2,  columna  2,  entonces  trate  de  colocar 
un  1  en  el  rengldn  2,  columna  3.  Una  vez  que  un  1  quede  en  un  lugar,  realizar 
operaciones  de  rengldn  para  colocar  ceros  debajo  de  61. 

Repetir  el  paso  4  colocando  un  1  en  el  siguiente  rengldn  pero  en  una  columna 
hacia  la  derecha.  Continuar  hasta  llegar  al  ultimo  rengidn  inferior  0  la  barra 
vertical. 

Si  se  obtienen  renglones  que  s6lo  contengan  ceros  del  lado  izquierdo  de  la  barra 
vertical,  coloque  esos  renglones  en  la  parte  inferior  de  la  matriz. 


Al  concluir  los  pasos  del  1  al  6  la  matriz  tendrd  forma  escalonada.  Un  poco 

de  reflexidn  le  convencera  que  una  matriz  tiene  forma  escalonada  cuando: 

1.  La  entrada  del  rengldn  1,  columna  1,  es  un  1,  y  aparecen  ceros  debajo  de  esta. 

2.  La  primera  entrada  distinta  de  cero  en  cada  rengidn  despuds  del  primero  es  un  1,  con  ceros 
debajo  de  este,  y  aparece  a  la  derecha  de  la  primera  entrada  distinta  de  cero  en  cualquier 
renglon  superior. 

3.  Todos  los  renglones  que  solo  contienen  ceros  a  la  izquierda  de  la  barra  vertical  aparecen 
en  la  parte  inferior. 

Dos  de  las  ventajas  de  resolver  un  sistema  de  ecuaciones  escribiendo  la  matriz 

aumentada  en  forma  escalonada  son  las  siguientes: 

1.  El  proceso  es  algoritmico;  es  decir,  consta  de  pasos  repetitivos,  de  modo  que  puede  pro- 
gramarse  en  una  computadora. 

2.  El  proceso  funciona  con  cualquier  sistema  de  ecuaciones  lineales,  sin  importar  el  numero 
de  ecuaciones  o  de  variables. 
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;;  .1  i;  m  p 


()  7 


''oliiriiin 


El  siguiente  ejemplo  muestra  como  escribir  una  matriz  en  forma  escakinadi 

ih  :!i:  ':'h‘l)hl  il(  nKilKlitlf  lllilllri  r\ 

(  X  -  y  +  z  =  8 

Resolver:  |  Zr  +  3>'  —  z  =  —2  ■' 

[Sx  -  2.y  -9z=  9 

l*\S()  I  La  matriz  aumentada  del  sistema  es 


'  1  -1  1 

8" 

2  3-1 

-2 

3  -2  -9 

9 

PASO  2.  Como  la  cntrada  I  ya  esta  presente  en  el  renglon  1,  columna  1,  podcmos  it  Ji- 
rectamentc  ;il  paso  3. 

P>N«i  3:  Realizamos  las  opcraciones  de  renglon  Rt  =  -2ri  +  ly  y  R\  =  “3/-|  +  r-,. 

una  de  estas  operaciones  deja  la  entrada  1  en  el  renglon  1,  columna  1  sin  \aiKu, 
y  hacen  que  aparezcan  ceros  debajo  de  ella: 


'  1  -1  I 

8" 

'  1  -1  1 

8" 

2  3-1 

-2 

'  5  -3 

-18 

3-2-9 

9_ 

1)  1  -12 

-I5_ 

PASO  4:  La  manera  mas  scncilla  de  obtener  la  entrada  I  en  cl  renglon  2,  columna  2,  s« 
alterar  la  columna  I  es  intercambiando  los  rcnglones  2  y  3  (otra  forma  scn'arnul- 
tiplicar  el  renglon  2  por  pero  esto  nos  han'a  trabajar  con  I'raccionesi: 


'  1  -1  1 

8" 

1)  1  -12 

-15 

_  0  5-3 

-18_ 

Para  obtener  ceros  debajo  del  1  en  el  rengidn  2,  columna  2,  realizamos  la  opcracidit 
de  renglon  =  —5x2  +  ry. 


'  i  -1  1 

8' 

'  I  -1  1 

8" 

1  -12 

-15 

0  1  -12 

-15 

_  0  5-3 

-18_ 

i 

57 

57  _ 

H 


P\S<)  5:  Para  continuar,  colocamos  un  I  en  el  renglon  3,  columna  3,  utilizando  Rx  = 


"  1  -1  1 

1 

8“ 

"  1  -1  1 

8" 

o  1  -12 

1  -15 

1 

(1  1  -12 

-15 

0  0  57 

1  57_ 

II  0  1 

1 

ft 


Como  hemos  llegado  al  ultimo  renglon,  la  matriz  tiene  forma  escalonada  y  podcm.w 
detenernos. 
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El  sistema  de  ecuaciones  representado  por  la  matriz  en  forma  escalonada  es 

X  —  y  +  z=  8 
V  -  I2z  =  -15 
z  =  1 

Con  z  =  1,  sustituimos  en  forma  regresiva  para  obtener 

i  X  —  y  +  ]  =  8  I  VI  I  il.-  l.t  :>;.i]n,’ 

—  12(1)=  “15  I  vl  r  ’  iK- 1 1  iii.nri,' 

Asi,  obtenemos  v  =  —  3,  y  con  la  sustitucion  en  forma  regresiva  en  x  —  y  =  7, 
tenemos  x  =  4.  La  solucion  del  sistema  es  .r  =  4,  y  =  —  3,  z  =  1 .  ■ 

A  veces  conviene  escribir  una  matriz  en  forma  escalonada  reducida.  En  esta 
forma  utilizamos  operaciones  de  renglon  para  obtener  entradas  que  son  0  sobre  (al 
igual  que  debajo)  del  primer  1  de  un  renglon.  Por  ejemplo,  la  forma  escalonada 
obtenida  en  la  solucion  del  ejemplo  7  es 


^1-1  1 

8" 

0  1-12 

-15 

0  0  1 

1 

Para  escribir  esta  matriz  en  forma  escalonada  reducida  procedemos  como  sigue: 


■  [  -1  1 

8" 

■  1  0  -11 

-7" 

‘  i  o 

4" 

(•  1  -12 

-15 

■  1  -12 

-15 

1)  1  I) 

-3 

i 

i 

• 

::  0  1 

1 

o  0  1 

L 

1 

«,  ■  /.  A-,  111  I 

A'  1  ■  / 

Ahora  la  matriz  estS  en  forma  escalonada  reducida.  La  ventaja  de  escribir  la  matriz 
en  esta  forma  es  que  la  solucion  del  sistema,  x  =  4,  y  =  —  3,  z  =  1,  es  evidente,  sin 
tener  que  realizar  la  sustitucion  regresiva.  En  la  seccion  12.1,  donde  analizaremos 
la  inversa  de  una  matriz,  veremos  otra  ventaja. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  49. 

El  metodo  matricial  para  resolver  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  tambien 
identifica  a  los  sistemas  que  tienen  una  infinidad  de  soluciones  y  a  los  que  son  in- 
consistentes.  Veamos  como  lo  hace. 

K  J  K  M  P  P  O  8  SiiliK  ion  nidlrii  iiil  dc  nil  xixn'iiui  dv  t  i  tui<  ioiir\ 

f  6x  —  y  —  z  =  4  1 1 1 

Resolver:  —  12x  +  2y  +  2z  =  —  8  Z: 

I  5x  +  y  -  z  =  3  ^ 

■Soiticioii  Comenzamos  con  la  matriz  aumentada  del  sistema: 


■  6  -1  -1 

4" 

1 

to 

o 

1' 

■1-20 

1  ■ 

-12  2  2 

-8 

-12  2  2 

-8 

(1  -22  2 

4 

5  1-1 

3j 

5  1  -1 

3. 

■ 

0  11  -1 

-2 

!:.  I.-  ■  A 

A 


Capitulo  10  Sistemas  de  ecuaciones  y  desigualdades 


Para  obtener  un  1  en  el  renglon  2,  columna  2  sin  alterar  la  columna  1,  hacemol 
/?2  =  o  Rj  =  Yj-r3.  (/,Puede  advertir  por  que?)  Utilizamos  la  primerj 

opcidn: 


o 

1 

r 

“  -2  0 

r 

o 

1 

I 

-22  2 

4 

1 

11 

2 

1  1 

1 

11 

~iT 

11  -1 

-2_ 

11  -1 

-2_ 

0.. 

Esta  matriz  tiene  forma  escalonada.  Como  el  rengldn  inferior  s61o  tienc  ccrov. 
el  sistema  consta  en  realidad  de  dos  ecuaciones: 

(x-2y  =  I 

(y  -  TTZ  =  -fi 

Realizamos  la  sustitucidn  regresiva  de  la  solucion  para  y  desde  la  segunda  ecuacidn. 
y  =  -jjz  —  a  la  primera  ecuacidn  para  obtener 

X  =  2y+\=  2(^z  -  A)  +  1  =  i 

Asi,  el  sistema  original  es  equivalente  al  sistema 


donde  z  puede  ser  cualquier  numero  real. 

Analicemos  un  poco  la  situacidn.  El  sistema  original  de  tres  ecuaciones  es 
equivalente  a  uno  con  dos  ecuaciones.  Esto  significa  que  cualesquiera  valoresde.v, 
y,  z  que  satisfagan 

“  TTZ  +  y  y  —  ~  fi 

eran  soluciones.  Por  ejemplo,  z  =  0,  x  =  jy,  y  =  —  jy;  z  =  1,  a:  =  yy,  y  =  “y;  y 
z  =  —  l,A:  =  -j^,  y  =  — son  algunas  de  las  soluciones  del  sistema  original.  De  he- 
cho,  existe  una  infinidad  de  valores  de  x,  y,  z  para  los  que  se  satisfacen  las  dos  ecua¬ 
ciones.  Es  decir,  el  sistema  original  tiene  una  infinidad  de  soluciones.  Escribiremos 
la  solucion  del  sistema  original  como 

f.r  =  yyZ  +  IT 
ly  =  TTZ  “  n 

donde  z  puede  ser  cualquier  numero  real.  ■ 

Tambidn  podemos  determinar  la  solucidn  si  escribimos  la  matriz  aumeniada 
en  forma  escalonada  reducida.  Partiendo  de  la  forma  escalonada,  tenemos 


“1 

-2 

0 

1 

“1 

0 

2 

11 

7 

1 1 

0 

1 

1 

11 

2 

1 1 

0 

1 

1 

11 

2 

11 

_0 

0 

0 

0_ 

_0 

0 

0 

0_ 

K 


La  matriz  de  la  derecha  tiene  forma  escalonada  reducida.  El  sistema  de  ecuaciones 
correspondiente  es 


i; 
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h 

C 


0  bien,  en  forma  equivalente, 

U  =  h  +  (I. 

U  =  172  -  n  ,2, 

donde  z  puede  ser  cualquier  numero  real. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  53. 


J  E  \r  P  L  ()  9  Soliicidn  nialricidl  de  iin  si. <<1^11(1  de  e,  i((u  iiiiies 

f  X  +  })  +  z  =  6 

Resolver:  j  2jt:  —  y  —  z  =  3 

[  X  +  2y  +  2z  =  0 

Solucion  La  matriz  aumentada  es 


■  1  11 

6~ 

■  1  1  1 

6 

'I  1  1 

6" 

111 

6' 

2  -1  -1 

3 

0  -3  -3 

-9 

(1  1  1 

-6 

0  .  1 

-6 

-12  2 

0 

0  1  1 

-6- 

1 

1 

-9J 

-0  0  0 

-27- 

/\'  -V»;  r-.  InkTv MMlhijfiu--  Ic  A*.  }r  '■  r 

A’.  1  ^  2  y  ^ 


Esta  matriz  tiene  forma  escalonada.  El  renglon  inferior  es  equivalente  a  la  ecuacidn 

Ox  +  Oy  +  Oz  =  -27 

que  no  tiene  solucion.  For  lo  tanto,  el  sistema  original  es  inconsistente.  ■ 

■  Ahora  resuelva  los  problemas  23  y  29. 

El  metodo  de  matrices  es  de  particular  eficacia  en  sistemas  de  ecuaciones 
donde  el  numero  de  ecuaciones  y  de  variables  es  distinto.  Aqui'  tambidn,  tales  sis¬ 
temas  de  ecuaciones  pueden  ser  inconsistentes  o  consistentes.  Si  un  sistema  es  con- 
sistente,  tendra  exactamente  una  solucion  o  una  infinidad  de  soluciones. 

Veamos  ahora  un  sistema  de  cuatro  ecuaciones  con  tres  variables. 


J  E  M  P  L  O  1  (» 


Soliieii'm  incilrieiid  de  tin  si.\tenui  de  eeuueiimex 

X  —  2y  +  z=  0  1 1 

2x  -I-  2y  —  3z  =  —3 
y  -  z  =  -  1 
-X  4y  +  2z=  \3  ; 

Solucion  La  matriz  aumentada  es 


Resolver: 


1 

-2 

1 

0' 

'l  -2 

1 

o' 

j 

-2 

1 

o' 

2 

2 

-3 

-3 

(1  6 

-5 

-3 

0 

1 

-1 

-1 

0 

1 

-1 

-1 

('  1 

-1 

-1 

0 

6 

-5 

-3 

-1 

4 

2 

13 

0  2 

3 

J3j 

It 

2 

3 

13 

H  ‘  3nU  I- ri’lt 

A’-  /  r 
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-2  1 

_  1 

o' 
_  1 

-2  1 

_  1 

o' 

_  1 

1 

1 

3 

1 

i 

3 

5 

15. 

0 

Podn'amos  detenemos  en  este  punto,  pues  la  matriz  tiene  forma  escalonada,  y  siMi- 
tuir  en  forma  regresiva  z  =  3  para  determinarx  y  y.  O  bien  podemos  continiiar  prin 
obtener  la  forma  escalonada  reducida; 


-1 

-2' 

1’ 

-1 

-1 

2 

3 

3 

oj 

0. 

La  matriz  tiene  ahora  la  forma  escalonada  reducida,  y  podemos  ver  que  la  solticion 
es  X  =  1,  _y  =  2,  z  =  3. 


Un  laboratorio  quimico  tiene  tres  recipientes  de  acido  nitrico,  HNO3.  Un  recipiemc 
contiene  una  solucidn  concentrada  de  HNO3  al  10%,  el  segundo  tiene  HNO3  al  20‘' 
y  el  tercero  HNO3  al  40%.  ^Cuantos  litros  de  cada  recipiente  hay  que  mezclarparj 
obtener  100  litros  de  una  solucion  cuya  concentracidn  sea  de  25%  de  HNO3'.’ 

Sean  x,  y,  z  el  numcro  de  litros  de  las  concentraciones  de  10,  20  y  40%  de  H.N'O,. 
respectivamente.  Queremos  100  litros  en  total,  y  que  la  concentracidn  de  HNOide 
cada  solucion  sume  25%  de  100  litros.  Asf,  tenemos  que 


r  X  +  y  +  z  =  100 
[o.lOx  +  0.20y  +  0.40z  =  0.25(100) 

Ahora,  la  matriz  aumentada  es 


"Ill 

100' 

‘11  1  I 

100‘ 

_0.10  0.20  0.40 

25  _ 

_o  0.10  0.30  : 

15_ 

'1  1 

1 

100' 

1 

0  -2 

-.SO 

-0  1 

3 

150- 

-  0 

1  3  - 

LSO. 

La  matriz  tiene  ahora  la  forma  escalonada  reducida.  La  matriz  final  representj 
al  sistema 


X  -  2z  =  -50 
y  +  3z  =  150 
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que  tiene  una  infinidad  de  soluciones  dadas  por 

(x  =  2z  —  50 

ly  =  -3z  +  150 

donde  z  es  cualquier  numero  real.  Sin  embargo,  las  consideraciones  practicas  de  este 
problema  nos  obligan  a  reslringir  las  soluciones  a  x  >  0,  y  s  0,  z  ^  0.  Ademas, 
necesitamos  que  25  £  z  —  50,  pues  en  caso  contrario  a:  <  0  o  >'  <  0.  La  tabla  I 
muestra  algunas  soluciones  posibles.  La  determinacion  final  acerca  de  la  solucion 
elegida  por  el  laboratorio  dependera  de  la  disponibilidad,  las  diferencias  de  costos 
y  otxas  consideraciones. 


TABLA  1 


LITROS  DE 
SOLECION  AL  1(1% 

LITROS  DE 
SOLi;CI()N  AL  20%. 

LITROS  DE 
SOLL'CU'tN  AL  40% 

LITROS  DE 
SOLUCI(')N  AL  25% 

0 

75 

25 

1(X) 

10 

60 

30 

100 

12 

57 

31 

100 

16 

51 

33 

100 

26 

36 

38 

100 

38 

18 

44 

100 

46 

6 

48 

100 

50 

0 

50 

100 

Ejercicio  10.2 


En  los  problemas  del  1 
j  I  .r  -  5y  =  5 
l4j  +  3y-6 

4.  1 

[3x  -  y  -  4  =  0 


al  10  escriba  la  matriz  aumentada  del  sistema  de  ecuaciones  dado. 


7,x  +  4y  =  7 
4x  -  2y  =  5 


(2x  +  3y  --  6  =  0 
[Ax  -  6y  +  2  =  0 


0.0  L  -  0.03,V  =  0.06 
0.1 3x  +  O.IOy  =  0.20 


6. 


4-^  +  5.V  3 


7. 


X  —  y  +  z  =  10 
3.r  +  2y  =  5 

.r  +  y  +  2z  =  2 


8. 


5x  ~  y  -  z  =  0 
X  +  y  =  5 
2.r  ~  3z  =  2 


x  +  y  -  z  =  2 
3x  -  2y  =  2 


2x  +  3y  -  4z  =  0 
X  -  5z  +  2  =  0 


En  los  problemas  del  11  al  20  realice  las  operaciones  indicadas,  en  orden  (a),  (b)  y  (c),  sobre  la  malriz 
aumentada  que  se  especifica. 


r  ( 

-3 

-5 

-2‘ 

(a)  /?2  ~  ~2r]  +  e2 

1 

-3 

-3 

-3' 

11. 

2 

-5 

-4 

5 

II 

+ 

12. 

2 

-5 

2 

-4 

_-3 

5 

4 

6 

.J 

(c)  Ry  =  4r2  +  ry 

.-3 

2 

4 

6_ 

1 

-3 

4 

3" 

(a)  Rz  =  -2r,  +  ly 

1 

-3 

3 

-5" 

13. 

2 

-5 

6 

6 

(b)  Ry  =  3ri  +  ry 

14. 

2 

-5 

-3 

-3 

-3 

3 

4 

6. 

(c)  Ry  ~  b/y  7-  ty 

.-3 

-2 

4 

6_ 

(a)  /?2  =  -2ri  +  rz 

(b)  =  3ri  +  o 

(c)  =  ll'z  +  ('3 

(a)  Rz  =  -2ri  +  r. 

(b)  R\  =  3r|  +  rz 

(c)  /?3  =  IJxt  -f  ly 
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1 

-3 

2 

-6" 

(a) 

Rn  =  ~2r\  +  r2 

1  -3 

-4 

-6' 

IS. 

2 

-5 

3 

-4 

(b) 

Rt.  =  3r|  +  /'i 

16. 

2  -5 

6 

-6 

.-3 

-6 

4 

6_ 

(c) 

R2  —  15/-2  +  0 

.-3  1 

4 

6. 

'1-3  1 

-2' 

(a)  R2  =  ~2r\  +  r2 

■  1  -3-1 

2' 

17. 

2-5  6 

-2 

(b)  /?3  =  3r,  +  rj  18. 

2-5  2 

6 

.-3  1  4 

6. 

(c)  /?3  =  8r2  +  ^3 

.-3  -6  4 

6. 

1  -3 

-2 

3“ 

(a) 

/?2 

=  — 2ri  +  /•7 

1 

-3 

5 

-3' 

19. 

2  -5 

2 

-1 

(b) 

/?3 

=  3ri  +  o 

20. 

2 

-5 

1 

-4 

.-3  -2 

4 

6_ 

(c) 

=  1  1  ^2  +  /•3 

_-3 

3 

4 

6. 

(a) 

Ri 

=  -2n 

+  r- 

(b) 

=  3/-|  + 

(c) 

/?3 

=  8r;  + 

(a) 

R2 

=  -2n 

f: 

(b) 

El 

II 

4- 

(c) 

El 

=  15)-:  +  11 

(a) 

El 

=  -2n 

(b) 

El 

=  3n  4- 

(c) 

El 

=  6)2  + 

En  los  problemas  del  21  al  30  se  proporciona  la  forma  escalonada  reducida  de  un  sistema  de  ecuudonn 
lineales.  Escriba  el  sistema  de  ecuaciones  correspondiente  a  la  matriz  dada.  Utilice  x,  y,  o  bien  x,  v, 
incluso  Xt,  X2,  xj,  X4  como  variables.  Determine  si  el  sistema  es  consistente  o  inconsistente.  Si  es  consmcnk 
proporcione  la  solucidn. 


'  1 

0 

0 

l" 

1 

0 

5' 

1 

0 

-4“ 

21. 

_0 

1 

-1 

22. 

_0 

1 

0, 

23. 

0 

1 

0 

2 

_0 

0 

0 

3. 

i 

0 

0 

0" 

■  1 

0 

2 

-l" 

■  1 

0 

4 

4" 

24. 

0 

1 

0 

0 

25. 

0 

1 

-4 

-2 

26. 

0 

1 

3 

2 

.0 

0 

0 

2_ 

.0 

0 

0 

0, 

_0 

0 

0 

oj 

■] 

0 

0 

0 

r 

"l 

0 

0 

0 

1 " 

'  1 

0 

0 

4 

27. 

0 

1 

0 

1 

2 

28. 

0 

1 

0 

2 

2 

29. 

0 

1 

1 

3 

1 

.0 

0 

1 

2 

3_ 

.0 

0 

1 

3 

0. 

.0 

0 

0 

0 

l!_ 

'  1 

0 

0 

0 

r 

30. 

0 

I 

0 

0 

2 

,0 

0 

1 

1 

)  1 

3_ 

En  los  problemas  del  31  al  72  resuelva  cada  sistema  de  ecuaciones  mediante  matrices  (operacioncs  de 
renglon).  Si  el  sistema  no  tiene  soluciones  senale  que  es  inconsistente. 


31. 

[  X  +  ;>  =  8 

\x-y  =  A 

32.  . 

I'x  +  2y  =  5 
[x  +  y  =  3 

33. 

X  -  5y  =  -  1 3 

3x  +  2y=  12 

34.  . 

^  X  +  3y  =■  5 

[2.V  —  3_y  =  —  8 

35.  ■ 

[  3x  -  6y  =  24 
[5x  +  4y  =  12 

36. 

r  2x  +  4  y  =  16 
[3x  -  5y  =  -9 

37.  • 

[2x+  y  =  1 
[4x  +  2y  =  6 

38.  1 

f  X-  y  =  5 
[-3x  +  3y  =  2 

39. 

f2x-4y=  -2 
[3x  +  2y=  3 

40.  1 

[  3x  +  3>'  =  3 
[  4x  +  2y  = 

41.  1 

[  X  +  2y  =  4 
[Xr  +  4y  =  8 

42.  j 

px-  y=  7 
[9x  -  3y  =  21 

43.  1 

1”  2x  +  3_y  =  6 

44.  1 

^  +  y  =  —2 

X  -  2y  =  8 

45.  1 

[  3x  -  5y  =  3 
[  1 5x  +  5y  =  2 1 

46.  1 

1  -  y  =  -1 

[  +  2-'^''  ~  2 

47.  1 

X  —  y  =  6 

2x  -  3z  =  16 

.  2y  +  z  =  4 

48.  1 

f  2x  +  y=  — 
—  2y  +  4z  =  1 

,  3x  -  2z  =  -  1 
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A  -  2y  4-  3z  = 

7 

r  2A-h  y- 

32  = 

0 

2a  4-  y  4-  z  = 

4 

50.  1  —2a  4-  2y  4- 

2  = 

-7 

51. 

,  -3a  -h  2y  -  2z  = 

-10 

i 

1 

32  = 

7 

2x  —  2y  —  2z  =  2 
2a-  +  3  y  +  z  =  2 
3a  +  2y  =  0 


f  2a  —  3y  -  z  =  0 

f  -A  4-  y  4-  Z  =  -  1 

[ 

52.  1 

-A  -h  2y  -h  z  =  5 

53.  1 

-A  -h  2y  -  3z  =  -4 

54. 

i  3a  -  4y  -  z  =  1 

[  3a  -  2y  -  7z  =  0 

[ 

2a  -  3y  -  z  =  0 
3a  +  2y  +  2z  =  2 
A  +  5y  +  3z  —  2 


2a  —  2y  4-  3z  =  6 

f  3a  -  2y  4-  2z  =  6 

4a  -  3y  -h  2z  =  0 

56.  • 

7a  -  3,y  -h  2z  =  - 1 

57.  ■ 

.  —2a  4-  3y  —  7z  =  1 

,2A-3y-h4z=  0 

A  +  y  -  z  =  6 

3a  -  2y  +  z  =  -5 
A  +  3y  -  2z  =  1 4 


A  -  y  +  z  =  -4 
58.  •  2t  -  3y  +  4z  =  -  1 5 

,5a  +  y-2z=  I2 


A  +  2y  -  z  =  -3 
2,v  —  4y  +  z  =  —7 
-2a  -I-  2y  -  3z  =  4 


II 

1 

>> 

+ 

r  A  +  y  =  1 

2a  -  y  4-  z  =  1 

62.  ■ 

2a  -  y  4-  z  =  1 

63.  < 

i  4x  +  2y  =  \ 

„  A  4-  2y  4-  z  =  f 

■  A  4y  -  3z  =  -8 
60.  '  3a  —  y  -f-  3z  =  1 2 
.  A  -I-  y  -t-  6z  =  I 


x+y+z+w- 
2j:-y  +  z- 
3a  -I-  2y  -I-  z  —  w  : 
A  -  2y  -  2z  -I-  2iv  : 


A  -I-  y  4-  z  -I-  vv  = 
-x  +  2y  +  z  = 
2x  +  3y  +  z  —  w  = 
-2x  +  y  —  2z  +  2w  = 


'  x  +  2y  +  z  =  1 
65.  ■  2a  —  y  +  2z  =  2 
,3a -I-  V -I- 3z  =  3 


A  +  2y  —  z  =  3 
66.  •  2x  —  y  +  2z  =  6 

,  A  -  3y  4-  3z  =  4 


A  -  y  4-  z  =  5 
3a  2y  -  2z  =  0 


2a  4-  y  -  z  =  4 
-A  4-  y  4-  3z  =  1 


Za  4-  3y  -  z  =  3 
A  -  y  -  z  =  0 
-A  4-  y  +  z  =  0 
A  4-  y  4-  3z  =  5 


A  -  3y  4-  z  =  1 
2a  —  y  —  4z  =  0 
A  -  3y  4-  2z  =  1 
A  -  2y  =  5 


4a  4-  y  +  z  “  IV  =  4 
A  “  y  4-  2z  4-  3iv  =  3 


—  4a  4-  y  =  5 

72.  •2x  —  y  +  z~w  =  5 
Z  +  w  =  4 


73.  Aju\U'  lit-  (■«.“  Determine  la  parSbola  y  =  ax-  +  bx  +  c  que  pasa  por  los  puntos  (1,  2),  (-2,  -7),  y  (2,  -3). 

74.  AJiistc  df  cunas.  Determine  la  parabola  y  =  oa^  +  bx  +  c  que  pasa  por  los  puntos  (I,  —  I),  (3,  —  I),  y  (-2,  14), 

75.  -  iustt  i!  '  Ill  '  Determine  la  funcibn/CA)  =  oA^  4- 4- cA  4- i7para  la  cual/(  — 3)  =  —  1 12,/(— I)  =  — 2,/(l)  = 
4,  y/(2)=13. 

76.  ijifir  ■■  Determine  la  funci6n/(A)  =  or’ 4- iiA^  4- cA  4- z/ para  la  cual /(— 2)  =  — IO,/(— I)  =  3,/(l)  =  5,  y 

/(3)  =  15. 

77.  Mr-ch.  cit  i'  uh"  Un  laboratorio  qui'mico  tiene  tres  recipientes  de  ^cido  sulfurico,  H2SO4.  Un  recipiente  contiene 
una  solucibn  concentrada  de  H2SO4  al  15%.  el  segundo  tiene  H2SO4  al  25%  y  el  tercero  H2SO4  al  50%.  ^Cuiintos 
litres  de  cada  solucibn  hay  que  mezclar  para  obtener  100  litres  de  una  solucibn  cuya  concentracibn  sea  del  40%  de 
H2SO4?  Construya  una  tabla  similar  a  la  tabla  1  con  algunas  de  las  combinaciones  posibles. 
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78.  Si  los  tres  pintores  Miguel,  Daniel  y  Catalina  trabajan  juntos,  pueden  pintar  el  exterior  Jo 

una  casa  en  10  boras.  Daniel  y  Catalina  juntos  pueden  pintar  una  casa  similar  en  15  boras.  Un  di'a,  los  tres  trabajaroo 
en  el  mismo  tipo  de  casa  durante  4  boras,  despues  de  lo  cual  Catalina  se  fue.  Miguel  y  Daniel  necesitaron  S  flora 
mas  de  trabajo  para  terminar.  Si  no  bay  p6rdida  ni  ganancia  de  eficiencia,  ^cu^nto  tiempo  tardari'a  cada  persona  en 
terminar  el  trabajo  ella  sola? 


79.  Un  grupo  de  clientes  comprd  8  bamburguesas  de  lujo,  6  drdenes  grandes  de  papas  y  6 
refrescos  grandes  por  $26. 1 0.  Un  segundo  grupo  ordend  1 0  hamburguesa.s  de  lujo,  6  drdenes  grandes  de  papas  y  S  re- 
frescos  grandes  y  pago  $3  1 .60.  ^.Existe  la  informacion  suficiente  para  determinar  el  precio  de  cada  artfeulu?  Encaio 
contrario,  construya  una  tabla  que  muestre  las  diversas  posibilidades.  Suponga  que  las  bamburguesas  ctiesian  ciilit 
$1.75  y  $2.25,  las  papas  entre  $0.75  y  $1.00  y  los  refrescos  entre  $0.60  y  $0.90. 

80.  Utilice  la  informacion  del  problema  79  y  suponga  que  un  tercer  grupo  compro  3  ham- 
burguesas  de  lujo,  2  drdenes  grandes  de  papas  y  4  refrescos  grandes  por  $10.95.  ^Abora  existe  la  informackin  sufi¬ 
ciente  para  determinar  el  precio  de  cada  articulo? 

81.  Tres  parejas  retiradas  necesitan  cada  una  un  ingreso  anual  adicional  de  $2000.1K).  Como 
consultor  financiero,  usted  les  recomienda  que  invierlan  algo  de  dinero  en  bonos  del  gobiemo,  que  protiueen  7%, 
algo  mks  en  bonos  empresariales  al  9%  y  otra  parte  en  un  tercer  tipo  de  bonos  al  11%.  Prepare  una  tabla  paracatb 
pareja  con  las  diversas  formas  de  lograr  su  objetivo: 

(a)  Si  la  primera  pareja  tiene  $20,000  para  invertir. 

(b)  Si  la  segunda  pareja  tiene  $25,000  para  invertir. 

(c)  Si  la  tercera  pareja  tiene  $30,000  para  invertir. 

(d)  tQud  consejo  le  darfa  a  cada  pareja  con  respecto  de  la  caniidad  a  invertir  y  las  opciones  disponibles?  (Irtsi.ri 
tereses  m^s  altos  conllevan  por  lo  general  mayor  riesgo.] 

82.  Una  pareja  retirada  tiene  $25,000.00  para  invertir.  Como  consultor  financiero,  Listed  lere 
comienda  que  inviertan  algo  de  dinero  en  los  bonos  del  gobierno,  que  producen  7%,  algo  mas  en  bonos  enipresi- 
rialcs  al  9%  y  otra  parte  en  un  tercer  tipo  de  bonos  al  1 1%.  Prepare  una  tabla  con  las 
diversas  formas  en  que  esta  pareja  puede  lograr  los  siguientes  objetivos: 

(a)  Un  ingreso  anual  de  $1500. 

(b)  Un  ingreso  anual  de  $2000. 

(c)  Un  ingreso  anual  de  $2500. 

(di  iQue  consejo  le  dan'a  a  la  pareja  respecto  del  ingreso  que  dcscan  y  las  opciones 
disponibles?  [Los  intereses  mas  altos  conllevan  por  lo  general  mayor  riesgo.] 

83.  .  Una  aplicacibn  de  las  L-ve.r  de  Kirchhojf  a\  cir-  ^ 
cuito  de  la  figura  anexa  produce  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones: 

li  +  h  =  h  h 

16  -  8  -  9/3  -  3/|  =  0 
16  -  4  -  9/i  -9/2  =  0 
8  -  4  -  9/7  +  3/|  =  0 

Determine  las  corrientes  /[,  I2  y  h* 

"Fiienre:  Basado  en  Raymond  Serway,  Physics,  tercera  edicidn.  Filadelfia:  Saunders,  1990,  problema  31,  p.  790. 


r 


Seccion  10.3  Sistemas  de  ecuaciones  lineales:  determinantes 


84. 


85. 


88. 


Una  aplicacidn  de  las  leyes  de  Kirchhoff  al 
circuiio  de  la  figura  anexa  produce  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones: 

-4  +  8  -  2/,  =  0 

8  =  5/4  +  /, 

4  =  3/3  +  h 
h  +  U-  h 

Determine  las  corrientes  I\.  h.  h-  y  U- 

Una  aplicacidn  de  las  leyes  de  Kirchhoff  al  cir- 
cuito  de  la  figura  anexa  produce  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones: 

/ 1  =  /a  +  /2 

24  -  6/|  -  3/3  =  0 
12  +  24  -  6/1  -6/2  =  0 

Determine  las  corrientes  1\,  h,  y 

Escriba  unas  h'neas  que  expliquen  su  estrategia  para  resolver  un  sistema  de  ecua¬ 
ciones  lineales  mediante  matrices, 

Al  resolver  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  con  matrices,  ^prefiere  colocar  la  ma- 
triz  aumentada  en  forma  escalonada  o  en  forma  escalonada  reducida?  Justifique  su 
eleccidn. 

Plantee  tres  sistemas  de  tres  ecuaciones  lineales  con  tres  variables  tales  que: 


2n 


2a 


(a)  El  primero  no  tenga  solucidn.  (b)  El  segundo  tenga  exactamente  una  solucidn, 
(c)  El  tercero  tenga  una  infinidad  de  soluciones. 


Deselos  a  un  amigo  para  que  los  resuelva  y  critique. 

89.  Considere  el  sistema  de  ecuaciones 


I  OiX  +  biy  =  Cl 
[a2X  +  /jsv  =  eg 


S\  D  ~  aibo  ~  ci2b]  +  0,  utilice  matrices  para  mostrar  que  la  solucidn  es 


,r  =  '^(cibz  -  cybi),  y  =  ^(«iC2  -  aiCi) 

90.  Para  el  sistema  del  problema  89,  suponga  que  D  =  aibo  -  a^hi  =  0.  Utilice  matrices  para  mosti'ar  que  el  sistema  es  in- 
consistente  si  aiC2  +  a2Ci  o  bien  si  b\C2  +  /72C‘i  y  que  tiene  una  infinidad  de  soluciones  si  oio  =  "ce'i  y  />|C2  =  hyCi. 

91.  La  grafica  de  una  ecuacidn  lineal  con  tres  variables  es  un  piano.  Proporcione  un  argumento  geometrico  de  lo  que 
puede  ocurrir  al  resolver  un  sistema  de  dos  ecuaciones  lineales  con  tres  variables.  [Sugerencia:  Dos  pianos  en  un 
espacio  tridimensional  son  coincidentes  (los  mismos),  paralelos,  o  se  cortan  en  una  recta. J 

92.  Consulte  el  problema  91.  Proporcione  un  argumento  geometrico  de  lo  que  puede  ocurrir  al  resolver  un  sistema  de 
tres  ecuaciones  lineales  con  tres  variables. 

93.  Consulte  el  problema  91.  Proporcione  un  argumento  geomdtrico  de  lo  que  puede  ocurrir  al  resolver  un  sistema  de 
cuatro  ecuaciones  lineales  con  tres  variables. 


'Fueme:  ibidem,  problema  34,  p.  791. 
^Fuenle:  Ibidem,  problema  38,  p.  791. 


Sistemas  de 
ecuaciones 
lineales: 
determinantes 


En  la  seccion  anterior  clescribimos  un  metodo  que  utiliza  matrices  para  resolver 
cualquier  sistema  de  ecuaciones  lineales.  En  esta  seccidn  veremos  otro  metodo  para 
resolver  sistemas  de  ecuaciones  lineales;  sin  embargo,  solo  se  puede  utilizar  cuando 
el  numero  de  ecuaciones  es  igual  al  numero  de  variables.  Aunque  el  metodo  servira 
en  cualquier  sistema  (siempre  que  el  numero  de  ecuaciones  sea  igual  al  numero  de 
variables),  se  utiliza  con  mas  frecuencia  para  sistemas  de  dos  ecuaciones  con  dos  va¬ 
riables  o  de  tres  ecuaciones  con  tres  variables.  Este  metodo  es  la  regia  de  Cramer 
y  se  basa  en  el  concepto  de  deierminanie. 
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F.  .1  F  M  P  I.  ()  I 


Determinantes  de  2  por  2 

Si  Q,  b,  c  y  d  son  cuatro  numeros  reales,  el  simbolo 

la  b\ 


D  = 


c  d 


se  llama  determinante  de  2  por  2.  Su  valor  es  el  numero  ad  -  be 
es  decir. 


Una  forma  que  puede  ayudamos  a  recordar  el  valor  de  un  determinante  de  2 
por  2  es  la  siguiente: 

be 


a  b 
c^d 


Ml-. 


=  ad  —  be 


ad 


hd  id  mu  inn  di  un  di’lerndminlc  da  2  por  2 

|3  -2| 

6 


=  (3)(l)-(6)(-2)  =  3-(-12)=  15 


■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 

Veamos  enseguida  el  papel  que  juega  un  determinante  de  2  por  2  en  la  solu- 
ci6n  de  un  sistema  de  dos  ecuaciones  con  dos  variables.  Consideremos  el  sisieitu 


(-1 


ax  by  =  s 
cx  +  dy  =  t 

Utilizaremos  el  mdtodo  de  eliminacidn  para  resolver  este  sistema. 

S\  d  =f=  b  y  b  0,  este  sistema  es  equivalente  al  sistema 

iadx  +  bdy  =  sd  . , ,  -.uiUipi,,  ,-„t ,/ 

[  bex  +  bdy  =  tb  I'.'i  >> 

Al  restar  la  segunda  ecuacion  de  la  primera  obtenemos 

f (ad  —  bc)x  +  0  ■  y  =  sd  —  tb  ( i ) 

L  bex  +  bdy  =  tb 

Ahora,  podemos  reescribir  la  primera  ecuacion  usando  la  notacion  de  deterniinantcv: 


a  b 
c  d 


s  b 
t  d 


Si  Z)  = 


a  b 
c  d 


=  ad  —  be  0,  podemos  despejar  x  para  obtener 
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s  b 
t  d 


s  b 
t  d 


a  b 
c  d 


D 


(3) 


Ahora,  regresemos  al  problema  original  (2).  Si  a  A  0  y  c  A  0,  el  sistema  es 
equivalente  a 

\acx  +  bey  =  CS  1 1 )  MiiIiiiiIk-.iimo-.  [mr  I  . 

[acx  +  ady  =  at  (2)  Muliiplu-.mms  in.r  </ 

Al  restar  la  primera  ecuacirin  de  la  segunda,  obtenemos 

acx  +  bey  =  cs  ill 

.0  •  jr  +  {ad  —  bc)y  =  at  —  cs 

Asi  podemos  reescribir  la  segunda  ecuacidn  usando  la  notacidn  de  determinantes: 


a  b 

a  s 

c  d 

y  = 

c  t 

Si  D  = 


=  ad  —  be  0,  podemos  despejar  y  para  obtener 


a  s 
c  t 


a  b 
c  d 


a  s 
c  t 


(4) 


Las  ecuaciones  (3)  y  (4)  conducen  al  siguiente  resultado,  la  regia  de  Cramer: 


Tcoreniu 
regia  de  Cramer  para  doN 
ecuaciones  cun  dos  \ariables 


La  solucion  del  sistema  de  ecuaciones 


ax  +  by  =  s  :  i 
ex  +  dy  =  t 


esti  dada  por 


I 

I 

I  X  = 

5  b 

t  d 

^  y  = 

a  s 

c  t 

(6)  I 

I 

I 

a  b 

c  d 

a  b 

c  d 

siempre  que 

D  = 

a  b 

c  d 

=  ad  —  be  0  ■ 

En  la  deduccion  anterior  de  la  regia  de  Cramer,  supusimos  que  ninguno  de 
los  numeros  a,  b,  c  y  d  eran  iguales  a  cero.  En  el  problema  58  al  final  de  esta 


Utilice  la  regia  de  Cramer,  si  es  aplicable,  para  resolver  el  sistema 

px-2y=  4 
[bjc  +  y  =  13 

El  determinante  D  de  los  coeficientes  de  las  variables  es 

D  =  l~\  =  (3)(1)  -  (6)(-2)  =  15 
Como  D  0,  podemos  utilizar  la  regia  de  Cramer  (7): 


4  -2 

3  4 

13  1 

-  30  _ 

_  _ 

6  13 

- 

D 

15 

“  15 

D 

15 

15 

La  solucion  es  x  =  2,  y  =  1. 

Si,  al  intentar  utilizar  la  regia  de  Cramer,  el  determinante  de  D  de  los  cnefi- 
cientes  de  las  variables  es  igual  a  0  (de  modo  que  no  se  pueda  aplicar  la  rcgla  d,' 
Cramer),  entonces  el  sistema  es  inconsistente  o  tiene  una  infinidad  de  snlucionov 
(Consulte  el  problema  90  del  ejercicio  10.2.) 


Ahora  resuelva  el  problema  11. 
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R  ISION  POSIBLE 

Capilulo  10 


Su  equipo  es  dueno  de  una  compafii'a  que  vende  material  para  cercar  terrenos.  Una  propietaria  quiere 
comprar  cerca  para  formar  dos  corrales  cuadrados  de  igual  tamafio.  Ella  quisiera  tener  cercado  un 
total  de  4500  pies  cuadrados  y  piensa  que  si  los  dos  corrales  estan  juntos,  la  cerca  entre  ellos  podn'a 
funcionar  como  un  lado  para  cada  corral,  lo  que  le  permitin'a  utilizar  menos  cerca.  Ella  espera  que 
ustedes  puedan  ayudarle  a  determinar  la  longitud  de  los  lados.  Su  presupuesto  le  permite  comprar 
hasta  300  pies  de  cerca. 


For  supuesto,  ustedes  quieren  ayudarle  a  lograr  el  uso  mas  eficiente  posible  de  la  cerca;  aunque 

esto  signifique  por  ahora  que  ella  comprara  menos  cerca,  tendra  sus  ventajas  a  largo  plazo  pues  ser^ 

una  clienta  fiel. 

1.  Realicen  un  bosquejo  de  los  corrales.  Senalen  las  longitudes  de  los  lados  con  variables. 

2.  Formulen  ecuaciones  que  relacionen  las  longitudes  de  los  lados  de  los  dos  corrales  con  el  area  y  el  perlmetro 
que  la  propietaria  tiene  en  mente. 

3.  Resuelvan  el  sistema  de  ecuaciones  y  muestren  a  la  clienta  las  longitudes  que  se  obtendrdn  con  las  medidas 
de  los  corrales  proporcionadas  por  ella.  ^Seran  suficientes  300  pies  de  cerca? 

4.  Si  el  presupuesto  de  ella  realmente  estd  restringido  a  300  pies  de  cerca  y  debe  tener  dos  corrales  de  igual 
tamafio  con  la  forma  que  describid,  ^cual  sera  el  tamafio  de  cada  corral  en  pies  cuadrados? 

5.  Considere  otras  formas  posibles  para  que  la  propietaria  rodee  al  menos  4500  pies  y 

cuadrados  con  300  pies  de  cerca.  No  se  limite  a  la  configuracidn  mencionada  por  ella. 

Por  ejempio,  ^4^6  ocurrirfa  si  los  corrales  no  tuvieran  el  mismo  tamafio?  ^Cuales  y 

serfan  sus  dimensiones? 

6.  f,Qud  ocurrirfa  si  no  es  obligatorio  mantener  el  ganado  separado  por  edad,  sexo  o 
raza?  Si  forma  un  corral  grande  con  sus  300  pies  de  cerca  podn'a  incluir  mas  pies 
cuadrados.  Muestre  a  su  clienta  otras  posibilidades  si,  por  ejempio,  utiliza  un  corral  ^ 
triangular,  rectangular,  cuadrado  o,  incluso,  circular.  Junto  a  cada  forma  de  corral 
coloque  el  niimero  de  pies  cuadrados  que  encerran'a.  ,•  Existe  una  mejor  forma  en  ter- 
minos  de  incluir  mas  pies  cuadrados  por  menos  cerca?  ^Cudl  serfa  esta? 

X 
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Para  utilizar  la  regia  de  Cramer  en  la  solucidn  de  un  sistema  de  tres  ecuaciones  cnii 
tres  variables,  necesitamos  definir  un  determinante  de  3  por  3. 

Un  determinante  de  3  por  3  se  simboliza  como 


a\\ 

<312 

ai3 

021 

022 

<323 

031 

<332 

O33 

donde  an,  a\2,  ■  ■  ■  son  numeros  reales. 

Como  en  el  caso  de  las  matrices,  utilizamos  un  doble  submdice  para  idcnii- 
ficar  una  entrada,  indicando  sus  numeros  de  renglon  y  de  columna.  Por  ejemplo,  j 
entrada  esta  en  el  rengldn  2,  columna  3. 

Podemos  definir  el  valor  de  un  determinante  de  3  por  3  mediante  deleriin- 
nantes  de  2  por  2  y  la  siguiente  fdrmula: 


Oil 

0|2 

013 

^22 

023 

021 

^23  , 

<321 

^22 

O21 

022 

023 

=  a 

1 1 

— 

012 

+  Cl\ 

3 

^32 

^33 

^31 

<333 

<331 

^32 

O31 

<332 

<333 

1 

I  KMcrininantc 

11.  a., 

Din.i.iu 

1; 

i  jmm  ' 

2 

»i»r  2  (ji 

l|U  .. 

'  !  " 

-•f  •  ijuc 

dt 

^pU- .  dc 

cliniin.ir 

uC> 

pii^  tif  . 

cl 

renglon  ; 

-  la 

.•1  rciv 

L'lim  1 

:l  ; 

cRgli  U  ■ 

•  «.|uc 

otitiLMicn 


-mIlj  t  -  ■  . 
n.  !i 


'•!un>.  qr 
-iiiicticn  _ 


Tome  nota  del  signo  menos  que  aparece  en  el  segundo  termino,  jes  facil  ol- 
vidarlo!  La  fdrmula  (9)  se  recordard  mejor  al  observar  que  cada  entrada  del  renglon 
1  se  multiplica  por  el  determinante  de  2  por  2  restante  despues  de  eliminar  d 
rengidn  y  la  columna  que  contienen  a  la  entrada,  como  sigue: 


-flix 

3313 

<322 

023 

02 1 

<322 

023 

On 

O32 

O33 

<331 

<332 

<333 

t 

r.’inK  .’n" 


i  ihc-..  Ni  ■  Jlf;ulr  -  Ltiiiira  ill 

licit  rmin.js  :-  • 


^02 

Oil 

^\l  021 

O22 

0^2 

023 

O12 

’  •  u'l  ni  ,< 

031 

O33 

032 

O33 

-Or\\  Ctrl' 
dl  I  (^22  ^23 

^31  ^32  ^33 


^^22 
^31  ^32 


Ahora  insertamos  el  signo  menos  antes  de  la  expresion  intermedia  y  sumainos: 


On 

012 

013 

•  li 

022 

023 

O21 

O23 

^21  ^22 

021 

022 

023 

=  0, 

— 

O12 

+  Oi3 

I032 

O33 

O3I 

O33 

^31 

O31 

O32 

O33 

La  fdrmula  (9)  exhibe  una  forma  de  encontrar  el  valor  de  un  determinante  de 
3  por  3,  desarrollando  sohre  el  renglon  I.  De  hecho,  podemos  hacer  este  desarrollo 
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Sniucion 


sobre  de  cualquier  rengldn  o  columna.  Los  terminos  que  se  suman  o  restart  constan 
de  la  entrada  del  rengldn  (o  columna)  por  el  valor  del  determinante  de  2  por  2 
restante  despues  de  eliminar  el  rengldn  y  la  columna  de  la  entrada.  Calculamos  el 
valor  del  determinante  sumando  o  restando  los  tdrminos  de  acuerdo  con  el  siguiente 
esquema; 

+  -  + 

-  +  - 

+  -  + 


Por  ejemplo,  si  optamos  por  desarrollar  sobre  la  columna  2,  obtenemos 


flit 

fl|2 

fll3 

fl21 

fl23 

+ 

flu 

fl|3 

flu 

fll3 

fl2l 

fl22 

fl23 

—  a\2 

fl22 

1 

fl31 

fl33 

fl3l 

fl33 

1 

fl21 

fl23 

fl31 

032 

fl33 

1  ■ 

1  k-sarrulliitiU'. 

modi.init 

111  u'oluiinui 

’  1 

Si  preferimos  desarrollar  sobre  el  rengldn  3,  obtenemos 


flu  fli2  fl|3 


fll2 

fl|3 

flu 

fl]3 

fl2l 

fl22 

fl23 

-  ^3i| 
1 

fl22 

fl23 

fl32 

fl21 

^23 

fl3| 

fl32 

fl33 

1  V- jmi 

lUi:..-, 

incdiiiiUi.'  cl  rcnjili'ni 

\  t  - 

+  fl33 


0|i 

fl2l 


fll2 

fl22 


Es  posible  mostrar  que  el  valor  de  un  determinante  no  depende  de  la  eleccidn 
del  rengldn  o  columna  utilizados  en  el  desarrollo. 


EvahuicioH  ilt  un  ih’ifniiinunh  de  <  por  . 
Calcular  el  valor  del  determinante  de  3  por  3: 


3 

4 
8 


4  -1 

6  2 
-2  3 


Vamos  a  desarrollar  sobre  el  rengldn  1. 

Reciicrdc  -.‘I  si[;ii  ■  iiii  iii  - 

4 
8 

=  3(18  +  4)  -  4(12  -  16)  +  (-l)(-8  -  48) 

=  3(22)-4(-4)  +  (-l)(-56) 

=  66  +  16  +  56  =  138  ■ 


=  1 


6  2 
-2  3 


4  2 
8  3 


+  (  I  I 


4  6 

8  -2 


Tambien  podriamos  calcular  el  valor  del  determinante  de  3  por  3  del  ejemplo 
3  desarrollando  sobre  la  columna  3  (los  signos  son  +,  — ,  +): 


4  6 

3  4 

3  4 

— 

-1- 

CN 

1 

00 

8  -2 

4  6 

=  -l(-8  -  48)  -  2(-6  -  32)  +  3(18 
=  56  +  76  +  6  =  138 


16) 


■  Ahora  resuelva  el  problema  7. 
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Sistemas  de  tres  ecuaciones 
con  tres  variables 


Consideremos  el  siguiente  sistema  de  tres  ecuaciones  con  tres  variables: 

a\\x  +  flizv  +  <3i3Z  = 

■  a2\X  +  (322y  +  r*23Z  =  (lOl 

a2\X  +  fl3xV  +  <333Z  = 

Se  puede  mostrar  que  si  el  determinante  D  de  los  coeficientes  de  las  variables  iii' 
es  0,  es  decir,  si 


a\\ 

Q 1 2 

<313 

D  = 

fl2l 

022 

<323 

rrsi 

O32 

entonces  la  unica  solucion  del  sistema  (lO)  esta  dada  por 


^  D'  ^  D'  "  D 

donde 


a\2  013 

Oil  Ol3 

On  u\i 

D,= 

022  O23 

Dv  = 

021  O23 

D,  = 

Cl2\  illl 

O32  O33 

O3 1  033 

Es  evidente  la  analogia  de  este  patron  con  el  observado  antes  para  iin  sistema 
de  dos  ecuaciones  con  dos  variables. 


Utiiizar  la  regia  de  Cramer,  si  es  aplicable,  para  resolver  el  siguiente  sistema: 

2a-  +  >’  -  z  =  3 

•  -A  +  2y  +  Az  =  -3 
,  A-2y-3r=  4 

El  valor  del  determinante  D  de  los  coeficientes  de  las  variables  es 


=  2(2)  -  l(-l)  +  (-1)(0) 
=  4+1=5 


Como  D  0,  calcularemos  los  valores  de  D^,  D,  y  D,: 


D, 


-3  2 

4  -2 


4 

-3 


2 

-2 


=  3(2)  -  l(-7)  +  (-l)(-2)  =  15 
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D, 


1  4 


O,  = 


Como  resultado, 


4 

-3 


-3  4 

4  -3 


4 

-3 


+  (  ) 


-3 

4 


=  2(-7)-3(-l)  +  (-l)(-l) 
=  -14  +  3+  l  =  -10 


2  -3 
-2  4 


2  -3 

-1  -3 

-1  2 

— 

-1- 

-2  4 

1  4 

1  -2 

D  5 


=  2(2)  -  1(-])  +  3(0)  =  5 
Ov  -10 


3^ 


D 


-  1- 

5  “  ’  '  ~  D  ~  5  ^ 


La  solucidn  es  x  =  3,  y  =  —2,z=  1. 


Si  el  determinante  de  los  coeficientes  de  las  variables  de  un  sistema  de  tres 
ecuaciones  lineales  con  tres  variables  es  0,  entonces  no  se  puede  aplicar  la  regia  de 
Cramer.  En  este  caso,  el  sistema  es  inconsistente  o  tiene  una  infinidad  de  soluciones. 

Ahora  resuelva  el  problema  29. 


Mas  acerca  de  los  determinantes 

Los  determinantes  tienen  varias  propiedades  que  con  frecuencia  son  utiles  para 
obtener  su  valor.  Enseguida  mencionaremos  algunas  de  ellas. 


El  valor  de  un  determinante  cambia  de  signo  si  intercambiamos  dos  cualesquiera 
renglones  (o  columnas).  (11) 


a  b 
c  d 


ad  —  be  y 


c 


a 


d 

b 


=  be  —  ad  =  —{ad 


be) 


3  4 
1  2 


=  6-4  =  2 


1 

3 


-  6  = 


-2 


Si  todas  las  entradas  de  cualquier  renglon  (o  columna)  son  iguales  a  cero,  el  valor 
del  determinante  es  0.  (12) 


Solo  hay  que  desarrollar  sobre  el  renglon  (o  la  columna)  que  contenga  los  ceros. 

Si  dos  renglones  cualesquiera  (o  dos  columnas)  de  un  determinante  tienen  entradas 
correspondientes  iguales,  el  valor  del  determinante  es  0.  (13) 

En  el  problema  61  al  final  de  esta  seccion,  se  le  pedira  que  demuestre  este  re¬ 
sultado  para  un  determinante  de  3  por  3  donde  las  entradas  de  la  columna  1  son 
iguales  a  las  entradas  en  la  columna  3. 
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EjcmplificiiinUi  nil  tvorema  {13) 

1  2  3 

1  2  3 

4  5  6 

=  l(-3)-2(-6)  +  3(-3) 
=  -3  +  12  -  9  =  0 


=  1 


2  3 
5  6 


-  2 


1  3 
4  6 


+  3 


1  2 
4  5 


I 


Teoreiiia 


Si  cualquier  rengldn  (o  columna)  de  un  determinante  se  multiplica  por  un  niimero  di>- 
tinto  de  cero  k,  el  valor  del  determinante  tambien  se  multiplicard  por  el  factor  t  (I4i 


En  el  problema  60  al  final  de  esta  seccidn,  se  le  pedira  que  demuestre  este  re 
sultado  para  un  determinante  de  3  por  3,  utilizando  el  rengldn  2. 


E  .1  E  M  P  L  O  7 


Ejeniplifu  undo  un  fi’nrcnui(  14) 


1 

4 

k 

4 


2 

6 

2k 

6 


=  6  -  8  =  -2 


=  6k-  8k=  -2k  =  k(-2) 


2 

6 


Tooreina  Si  las  entradas  de  cualquier  renglon  (o  columna)  de  un  determinante  se  mulliplicaiipi': 

un  niimero  distinto  de  cero  A:  y  el  resultado  se  suma  a  las  entradas  correspondientesdc 
otro  rengl6n  (o  columna),  el  valor  del  determinante  permanece  sin  cambio.  (15i 


E  J  E  M  P  L  O  8 


En  el  problema  62  al  final  de  esta  seccidn,  se  le  pedira  que  demuestre  este  k- 
sultado  para  un  determinante  de  3  por  3,  utilizando  los  renglones  1  y  2. 


Ejcinplifu'ciinlo  un  tcon'iiup  15) 


3 

4 

1 

-7 

0 

5 

2 

5 

2 

Mulliplicanu’?'  u-  iiltui 


(>tif  '  \  U>  sum;iim>N  at  ' 


Ejercicio  10.3 

En  los  problemas  del  1  al  10  calcule  el  valor  de  cada  determinante. 

1. 


6. 


3  1 

2. 

6  1 

3. 

6  4 

4. 

8 

-3 

5. 

-3  “ll 

4  2 

5  2 

-1  3 

4 

2 

4  21 

-4  2 
-5  3 


7. 


2 

5 

-2 


8. 


-2 

-5 

3 


9. 


4  -1 
6  -1 
1  -3 


10. 

3 

1 

-9  4[ 

4  0| 

CO 

-3  >1 

En  los  problemas  del  II  al  38  resuelva  cada  sistema  de  ecuaciones  mediante  la  regia  de  Cramer,  si  i 
aplicable.  En  caso  contrario,  indiquelo. 


11. 


p  +  >'  =  8 

[x  -  y  =  4 


12. 


X  +  2y  =  5 
X  +  r  =  3 


13. 


5x  -  >-=13 
2r  +  3>-  =  12 


14. 


X  +  3y  =  5 

2x  —  3y  =  -8 
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15. 

r  3x  =  24 

[x  +  2y=  0 

16.  1 

|■4x  +  5y 
[  -2y 

=  -3 

=  -4 

17.  ] 

px  -  6y  = 
[5x  +  4y  = 

24 

12 

r  2x  +  4y  =  1 6 

18. 

l3x  -  5y  =  -9 

19. 

■3x  -2y  = 

6x  -  4y  = 

4 

0 

20.  1 

C  -X  +  2y  =  5 
[  4x  —  8y  =  6 

21.  1 

px  -  4y  = 
[  3x  +  2y  = 

-2 

3 

r  3x  +  3y  =  3 

l4x  +  2y  =  f 

23.  . 

\  7x-  3y 
[lOx  +  \0y 

=  -1 

=  5 

24.  . 

px-  2y  =  0 
[5x  +  lOy  =  4 

25.  1 

^2x  +  3y  = 

[  X  -  y  = 

6 

1 

2 

r  p  +  y  =  -2 
{  x-2y=  8 

27.  . 

["  3x  -  5^  = 
[  15x  +  5y  = 

=  3 

=  21 

28.  . 

[2x-  y- 

[  x  +  y  -- 

=  -1 

3 

2 

29.  • 

[  x+  y-  z=  6 
3x  -  2y  +  z  =  -5 

,  X  +  3y  -  2z  =  14 

1 

+ 

z  = 

-4 

II 

1 

CN 

+ 

-3 

X  +  4y  -  3z  =  -8 

30.  1 

2jc  —  3_y  +  4z  =  - 

15 

31.  1 

1  2x  —  4y  +  z=- 

-7 

32.  • 

3x  -  y  +  3z  =  12 

[Sx  +  y  - 

2z  = 

12 

[—2x  +  2y  —  3z  = 

4 

.  X  +  y  +  6z  =  1 

f  X  -  2y  +  3z  =  1 

1 

y  +  2z  = 

5 

X  +  2y  -  z  =  0 

33.  1 

3x  +  y  — 

2z  =  0 

34.  - 

3x  +  2y  = 

4 

35. 

2x  —  4y  +  z  =  0 

.2x  -  4y  +  6z  =  2 

i-2x  +  2y  -  4z  =  ■ 

-10 

.  —2x  +  2y  —  3z  =  0 

1 

X  +  4y  ~ 

U) 

II 

o 

[  X  -  2y  +  3z  =  0 

r  X  -  y  +  2z  =  0 

36.  1 

3x  —  y  +  3z  =  0 

37.  • 

\3x  +  y  ■ 

-  2z  -  0 

38.  ' 

3x  +  2y  =  0 

.  X  +  y  +  6z  =  0 

[  2jc  —  4y  +  6z  =  0 

L-2x  +  2y  -  4z  =  0 

’  1+ 

i  =  8 

'  ±_  3 

=  0 

39.  Resuelva:  J 

X 

y 

40.  Resuelva: 

X  y 

_ 

X 

5=0 

X  2y 

=  2 

[Sugerencia: 

Sean  u  =  Hx  y  v  ■ 

=  l/y  y  resuelva  las  ecuaciones  en  t6rminos  de  «  y 

V.] 

En  los  problemas  del  41-46,  despeje  x. 


41. 


X  X 

4  3 


=  5 


42. 


X  J 

3  X 


=  -2 


43. 


X  1 

4  3 

-1  2 


=  2 


3  2 

4 

X  2 

3 

X  1  2 

44. 

1  X 

5 

=  0 

45. 

1  X 

0 

=  7 

46. 

1  X  3 

0  1 

-2 

6  1 

-2 

0  1  2 

=  -4x 


En  los  problemas  del  47  al  54,  utilice  las  propiedades  de  los  determinantes  para  calcular  el  valor  de  cada 
determinante,  si  se  sabe  que 


X  y 

U  V 

I  2 


2 


=  4 


3 


1  2  3 

U  V  w 

48. 

X  y 

U  V 

z 

w 

49. 

X 

-3 

1 

1 

X  y  Z 

2  4 

6 

u 

V  w 

47. 
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1  2 

3 

1 

2 

3 

X  3' 

:  ~  -v 

50. 

X  —  u  y  —  V 

Z  —  vv 

51. 

.V  -  3 

y  -  6  z 

-  9 

52. 

U  V 

-  If 

U  V 

w 

2u 

2v 

2w 

I  2 

n 

1  2 

3 

A'  +  3 

y  -h  6 

z  +  9 

53. 

Zv  2y 

2z 

54. 

3u  -  1 

3v  -  2 

3w 

-  3 

1 

u  —  1  —  2 

w  —  3 

1 

2 

3 

55.  Gi  ■-■■■■■  'irui  11  dc  mui  r-  ■.  Podemo.s  expresar  una  ecuacidn  de  la  recta  que  contiene  a  los  puntus  (.ti. '  j 

y  (x2<  yi)  como  ei  determinante 


X 

y 

X\ 

y\ 

■^2 

>'2 

=  0 


Demucstre  este  re.suliado  desarrollando  el  determinante  y  comparando  el  resultado  con  la  forma  de  la  eciiaciori  if. 
una  recta  que  pasa  por  dos  puntos. 

56.  Kifoniftria:  fniiil<‘-z  colinfidt's  Utilice  el  re,sultado  del  problema  55  y  muestre  que  tres  puntos  distintus  (V).  vi), 
Uiz  yi),  y  Us.  ys)  son  colineales  (estan  en  una  misma  recta)  si,  y  s61o  si, 


X| 

yi 

X2 

yi 

X3 

yy 

=  0 


57.  Muestre  que 


,r  1 
y-  y  1 
Z"  z  I 


(y  -  z)U  -  y)U  -  z). 


58.  Complete  la  demostracidn  de  la  regia  de  Cramer  para  do.s  ecuaciones  con  dos  variables.  [Sugerencia:  En  el  si.Menu 
(5),  de  la  pasina  643,  si  a  =  0,  entonces  b  i=  Q  y  c  i=  Q,  pues  D  =  —be  0.  Ahora,  muestre  que  las  ccuaciuncs  ifi 
proporcionan  una  solucidn  del  sistema  cuando  a  =  0.  Todavi'a  restan  tres  casos:  b  =  0,  c  =  0,  y  d  =  0.] 

59.  Intercambie  las  columnas  1  y  3  de  un  determinante  de  3  por  3.  Muestre  que  el  valor  del  nuevo  determinante  es  -1 
por  el  valor  del  determinante  original. 

60.  Multiplique  cada  entrada  del  rengidn  2  de  un  determinante  de  3  por  3  por  el  nurnero  k,  k  ¥=  0.  Muestre  que  el 
del  nuevo  determinante  es  k  veces  el  valor  del  determinante  original. 

61.  Demuestre  que  un  determinante  de  3  por  3  en  donde  las  entradas  de  la  columna  I  son  iguales  a  las  de  la  coliiinn;i  '■ 
tiene  como  valor  al  cero. 

62.  Demuestre  que,  si  el  renglon  2  de  un  determinante  de  3  por  3  se  multiplica  por  k,  k  0,  y  t\  resultado  se  sunviilf 
entradas  del  renglon  1,  entonces  no  cambia  el  valor  del  determinante. 


Sistemas  de 
ecuaciones  no 
lineales 


No  existe  una  metodologfa  general  para  resolver  un  sistema  de  ecuaciones  no  lina- 
les.  En  ciertos  casos  es  mejor  la  sustitucidn;  en  otros,  la  eliminacidn;  en  otros  mas. 
ninguno  de  estos  metodos  funciona.  La  experiencia  y  cierto  grado  de  imaginacion 
seran  sus  mejores  aliados. 

Antes  de  comenzar  debemos  hacer  unos  comentarios: 

1 .  Si  el  sistema  contiene  dos  variables  y  se  pueden  hacer  las  grdficas  de  sus  ecuaciones  eon 
facilidad,  entonces  hagalas.  Al  hacer  la  grdfica  de  cada  ecuacion  podemos  darnos  unaiiL 
del  nurnero  de  soluciones  que  tiene  el  sistema  y  su  posicidn  aproximada. 

2.  Pueden  surgir  soluciones  extrafias  al  resolver  sistemas  no  lineales,  asf  que  es  imperathe 
verificar  todas  las  soluciones  aparentes. 
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!•.  i  K  \l  P  L  ()  1  Ri’solucion  (h  lilt  sisii’iiui  Jr  criuiciuiii  s  no  linvalcs  nu’Jhiiiic  \tiMiiti(  iiiii 

Resolver  el  siguienle  sistema  de  ecuaciones: 

(  3x  -  y  =  -2  , 1 ,  1  nj  .i.i.i 

1 ~  y  —  0  ,2)  i  11,1 


.S(iluci(m 


FIGURA  5 


Observemos  primero  que  el  sisicrr.a  contiene  dos  variables  y  que  sabemos  como 
hacer  la  grafica  de  cada  ecuacion.  En  la  I'igura  5  vemos  que,  aparentemente,  el  sis¬ 
tema  tiene  dos  soluciones. 

Utilizaremos  el  metodo  de  sustitucion  para  resolver  el  sistema.  Podemos  des- 
pejar  a  y  con  facilidad  en  la  ecuacidn  (1): 

3x  -  y  =  -2 
y  =  3x  +  2 

Sustituimos  esta  expresion  por  y  en  la  ecuacidn  (2).  El  resultado  es  una  ecuacion 
que  solo  contiene  a  la  variable  x,  la  cual  podemos  entonces  despejar: 

2x2  -  y  =  0 
2x2  -  (3x  2)  =  0 

2x2  -  3x  -  2  =  0 
(2x  -I-  1  )(x  —  2)  =  0 
2x  -I-  I  =  0  o  X  —  2  =  0 


Con  estos  valores  de  x  en  y  =  3x  -I-  2,  tenemos 


,y  =  3^-yj  +  2  =  |  o  y  =  3(2)  +  2  =  8 

Las  soluciones  aparentes  son  x  =  — y,  y  =  j  y  x  =  2,  y  =  8. 
Vcrilh  tifion:  Para  x  =  —  y  =  j: 

I  3f-l) 

hi-!)’ 

Para  x  =  2,  y  =  8: 

3(2)  -  8  =  6  -  8  =  -2  ii, 

2(2)2  -  8  =  2(4)  -8=0 


Las  dos  soluciones  aparentes  son  soluciones  reales.  Ahora  sabemos  que  las  graficas 
de  la  figura  5  se  cortan  en  [-h  y)  y  en  (2,  8). 


\t'rifii  ti(  ii'»i:  Haga  la  grafica  de  3x  —  y  =  —  2  y  2x2  _  ^  _  q  y  compare  el  resul¬ 
tado  con  la  figura  5.  Utilice  ZOOM  y  TRACE  para  delerminar  los  puntos  de 
interseccion.  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 

Nuestro  siguiente  ejempio  ilustra  la  forma  en  que  el  metodo  de  eliminacion 
funciona  con  los  sistemas  no  lineales. 
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FIGURA  7 


J  K  P  I  « 


'it  I‘I  -  .  ;  :  ...  \  III)  linr/’li  ,  nwclilliiii  i.'h 


Resolver: 


x  +  y^  —  3y +  2  =  0  li 

.,+  i+iiiiz  =  o  . 


primero  multiplicamos  la  ecuacion  (2)  porx  para  eliminar  la  fracci6n.  El  resultado 
es  un  sistema  equivalente,  pues  x  no  puede  anularse  [observe  la  ecuacidn  (2)  para 
ver  por  que]: 

+  X  +  -  33,  +  2  =  0 

[  x'^  +  X  +  y'^  -  y  =  0  : 

Ahora  reste  la  ecuacidn  (2)  de  la  ecuacion  (1)  para  eliminar  x.  El  resultado  es 

-2y  +  2  =  0 
y  =  1 

Para  determinar  x,  sustituimos  en  forma  regresiva  y  =  1  en  la  ecuacidn  (1): 

x2  +  x+  l-  3  +  2  =  0 
x^  +  X  =  0 
x(x  +  1 )  =  0 
x  =  0  0  x=-l 

Como  X  no  puede  anularse,  el  valor  x  =  0  es  extrano  y  lo  descartamos.  Asf,  la  solu- 
ci6n  es  X  =  —  1,  y  =  1. 

..  ii  -  ■  li  ’  Ahora  verificamos  x  =  —  1,  y  =  1: 

[(-1)2  +  (-1)  +  12  -  3(1)  +  2=  l-  l  +  I-  3  +  2  =  0 

I  -1  +  1  +  ^  =0  +  ^=0 

Asi,  la  unica  solucion  del  sistema  es  x  =  —  1,  y  =  1.  Las  graficas  de  estas 
ecuaciones  se  cortan  en  (—1,  1).  ■ 


J  I  M.  O  5 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  17  y  41. 


Resolver: 


Hi"  Hill'  ;ii>  Hi-  ih'ii 

I  .  ;,i|.  .  . 

I  ■  ..  ;r.,  . 
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FIGURA  8 


.Sukicibn 


i  M  M  P  I  () 


Podemos  ulilizar  .sustitucion  o  eliminacion  en  este  caso.  Utilizamos  su.stitucio 
reempla/amos  x-  por  y  en  la  ecuacion  (1).  El  resultado  es 

V  -  V-  =  4 
y-  ^>'“1-4  =  0 

Esla  es  una  ecuacion  cuadratica  cuyo  diseriminante  es  1  —  4  •  4  =  -  <0. 

la  ecuacidn  no  ticne  soluciones  reales,  por  lo  que  el  sistema  es  inconsistcnlc.  Li 
graficas  de  estas  dos  ecuaciones  no  se  cortan.  Vease  la  figura  8. 

Vciilh  iiriiiii.  Haga  la  grafica  x-  —  y-  =  4  y  y  =  x-  y  compare  con  In  lig 
.  8.  Seleccione  una  pantalla  que  no  deje  lugar  a  dudas  acerca  dc  que 

graficas  nunca  se  cortan. 

Los  sigLiientes  ejemplos  ilustran  dos  de  las  formas  mas  imaginativas  de 
solver  sistemas  de  ecuaciones  no  lineales. 

Ri  \i)lni  l(hi  ili  nil  sistnna  dc  rciuu  ii'iics  iii>  Uncalcs 

'4a'2  -  9A'y  -  28y2  =  0  :h 
1  6a'^  —  4,ry  =  16 
Observemos  que  la  ecuacion  ( I)  es  factorizable: 

4a-  -  9Ay  -  28>’2  =  0 
(4v  7y)(A  -  4y)  =  0 

Esto  produce  las  siguientes  dos  ecuaciones 

4a  +  7y  =0  o  A  -  4y  =  0 
A  =  -,^V  A  =  4>' 

Sustituimos  cada  uno  de  estos  valores  para  a  en  la  ecuacion  (2): 


Resolver: 


I6a2  -  4,ry  =  16 
16(-{v)-  -  4(-^y)y  =  16 

49_y2  +  7^,2  =  ,5 

56\4  =  16 
7y2  =  2 


16a-  —  4a}'  =  16 
16(4y)-  —  4(4y)y  =  16 
i6(16>4)  —  I6>’‘  =  16 
15>’-  =  1 

m2  —  ± 


2  —  2 
r  -7 


Asi,  tenemos 


-r=--y 


Vm 

■h  - 

■  7 

Vm 


\  15 


y  =  2:- 


4y  =  ± 


15 

4v75 


15 


Verifique  usted  que  las  cuatro  soluciones  a  =  --Vl4/4,  y  =  VT4/7;  .i^\'  14/4 
y  =  -\'T4/7;  a  =  4-\/y5/15.  y  =  VTs/lS;  y  a  =  -4Vl5/15,  y  =  -V'l3/1,^  sai 
soluciones  reales  del  sistema.  S 


3xy  -  2y2  =  -2 

9jc2  +  4y2  =  10 


Resolver: 
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Solucion  Multiplicamos  la  ecuacion  (1)  por  2  y  sumamos  el  resultado  a  la  ecuacion  (2)  para 
elimlnar  los  terminos  en  y-: 

[  6xy  ~  4y^  =  —  4  ■ '  ■ 

9a-2  +  4y2  =  10 


9a-  -I-  6y}'  =  6 
3x“  -I-  2xy  =  2 


Pi\  idim.' 


U  L'nlj;. 


Como  X  0  (^puede  advertir  por  que?),  podemos  despejar  y  en  esta  ecuacidn  para 
obtener 

2  -  3a- 


y  = 


A  *  0 


(1) 


Ahora  sustituimos  y  en  la  ecuacidn  (2)  del  sistema: 

9a2  +  4y2  =  10 

9,2  +  =  10 

A^ 

9a4  +  4  -  12a2  +  9a^  =  I0a2 
18a^  -  22a2  +  4  =  0 
9a4  -  1  1a2  +  2  =  0 
Podemos  factorizar  esta  ecuacion  cuadratica  (en  a^): 

(9a2  -  2)(a2  -  1 )  =  0 
9a2  -  2  =  0  o  a2  -  1  =  0 

a2  =  1 


a2  =  2 
Q 


V2 


Para  determinary,  utilizamos  la  ecuacion  (1): 


Si  A  = 


Vi 


_  2  -  3a^  _  ^  ~  3  _  4_ 
“  Zr  ^  2(V2/3)  “  2V2 


=  V2 


Si  A  = 


Vi 


3  ■ 

Si  A  =  1:  V 


3’  = 


Si  A  =  —  1 : 


V  = 


2  -  3a2 
2a 

2  -  3a2 
2a 

2  -  3a2 


2  - 


-2(V2/3)  -2V2 

2-3  ^  _  j_ 

2  2 
2-3  j_ 

2 


=  -A/2 


2a  -2 

El  sistema  tiene  cuatro  soluciones,  las  cuales  debe  usted  verificar. 


Ahora  resuelva  el  problema  37. 


En  una  carrera  de  maraton  de  50  millas,  el  ganador  cruza  la  meta  con  una  milla  de 
ventaja  sobre  el  corredor  de  segundo  lugar  y  con  4  millas  de  ventaja  sobre  el  tercero. 
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Si  cada  corredor  mantiene  una  velocidad  constante  en  toda  la  carrera,  (^.por  cuiinti^ 
millas  gana  el  corredor  de  segundo  lugar  al  de  tercero? 


-  3  millas - - 1  milla  - >- 

'Oiit.jK  ■■  Sean  vi,  V2,  V3  las  velocidades  de  los  corredores  que  quedaron  en  primero,  segumlo 
y  tercer  lugares,  respectivamente.  Sean  y  I2  los  tiempos  (en  horas)  necesarios  pans 
que  el  primero  y  el  segundo  corredor  terminaran  la  carrera.  Entonces  tencmos  el 
sistema  de  ecuaciones 

50  =  V\t]  :.ii'  ....  di:  I.  .11  .  ii  I  .  .  . 

49  =  V2/i  I-;  iiirIii n-iorrc  i''  null. 

46  =  V^t]  I.  ii  V  r  ..i-  dn.  n-  "'  .  '■  III!  :  en  Ii.ii. 

50  =  V2r2  i;i  iniiiJr.  i.i-,.,--- -a  ..-ii.  l-,  ■  ir., 

Buscamos  la  distancia  del  corredor  de  tercer  lugar  a  la  meta  en  el  instante  h-  Es  decir. 


to 

50  —  V3r2  =  50  —  V3[  t]  ■  — 
t\ 


=  50  -  (V3ri)  ■  -7 
n 


=  50-46 


50/V2 

50/vi 


=  50  -  46  •  ^ 

V2 

=  50  -  46.^ 
49 

~  3.06  millas 


(..’AR.vr'ncKISTJi'.x  ni.s'i'i  )Kii’  \  ■  Recuerde  que,  al  inicio  de  esta  seccidn,  senalamos  la  importancia  de  empleiirla 

imaginacidn  y  la  experiencia  para  resolver  ecuaciones  no  lineales  simultaneas.  De 
hecho,  estos  tipos  de  problemas  han  conducido  a  algunas  de  las  partes  mas  proruri- 
das  y  diftciles  de  las  matematicas  modernas.  Revise  de  nuevo  las  grificas  de  los 
ejemplos  1  y  2  de  esta  seccidn  (figuras  5  y  6).  Vemos  que  el  ejemplo  1  tiene  dos 
soluciones  y  que  el  ejemplo  2  tiene  cuatro.  Podriamos  conjeturar  que  el  niimcro  dc 
soluciones  es  igual  al  producto  de  los  grados  de  las  ecuaciones  en  cuestioii.  Esta 
conjetura  fue  planteada  por  Etienne  Bezout  (1739-1783),  pero  afinar  los  detalle.sst 
llevd  cerca  de  150  anos.  Se  puede  ver  que,  para  lograr  el  numero  correcto  Jo 
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intersecciones,  hay  que  contar  no  s61o  las  intersecciones  numericas  complejas,  sino 
tambi^n  aquellas  que,  en  cierto  sentido,  estdn  en  el  infinite.  For  ejemplo,  una 
pardbola  y  una  recta  sobre  el  eje  de  esa  pardbola  se  cortan  en  el  vertice  y  en  el  in¬ 
finite.  El  tema  es  parte  del  estudio  de  la  geometnfa  algebraica.  ■ 


PrORLE.M.V  inSTfjRICO 


Un  papiro  que  data  de  1950  a.C.,  contiene  el  siguiente  problema:  Un  drea  dada  de  100 
unidades  debe  representarse  como  la  suma  de  dos  cuadrados  cuyos  lados  estdn  en  pro- 
porcion  de  1 Determine  las  longitudes  de  los  lados  resolviendo  el  sistema  de  ecuaciones 

r  =  100 


x=  ly 


Ejercicio  10.4 


En  los  problemas  del  1  al  12,  haga  la  grdfica  de  coda  ecuacion  del  sistema  y  despues  resuelva  este. 


xt  +  yt  =  4 
x'^  +  2x  +  y2  =  0 
dd  +  y~=  10 

y  =  X  +  2 
xy  =  4 

-I-  _y2  =  8 

xy  =  I 
y  =  2jc  -t-  1 


.Y^  -f  y2  =  8 

x^  +  y^  +  4y  =  0 

Jf2  ^.2  =  4 

y2-  x  =  4 
X'  =  y 
xy  —  1 
y  =  x^  -  4 
y  =  6x-  13 


En  los  problemas  del  13  al  44  resuelva  coda  sistema.  Use  el  metodo  que  desee. 


Iy^  +  y2  =  18 
xy  =  4 

j,2  _  ^y2  =  ]5 

2y~x=  2 
4y3  —  3xy  -I-  9y^  =  1 5 
2y  -I-  3y  =  5 
-  4y2  +  7  =  0 

3x2  =  31 

x2  -  3y2  -t  I  =  0 
2x2  -  7y2  +  5  =  0 
2x2  +  y2  =  2 
x2  -  2y2  +  8=0 


+2  -  y2  =  21 

X  +  y  =  7 

X  -t  y  -t  1  =  0 

x2  +  y2  +  6y  -  X  =  — 5 
2y2  -  3xy  -t  6y  -t  2x  -t  4  =  0 
2x  -  3y  -t  4  =  0 
3x2  -  2y2  +  5  =  0 
2x2  -  ^2  +  2  =  0 
x2  +  2xy  =  10 
3x-2  -  xy  =  2 
y2  -  x2  +  4  =  0 

2x2  +  3y2  =  g 


y  =  3x  -  5 
x2  +  y2  =  5 

x2  +  y2  =  16 
x2  -  2y  =  8 
x2  +  y2  =  4 

y  =  x2  -  9 

+2  +  y2  =  10 

xy  =  3 

y  =  2x  +  1 
2x2  +  y2  =  1 

2x2  -  xy  -t  y2  =  8 
xy  =  4 


lx-  -  3y2  +  5  =  0 
3x2  +  5y2=12 
5xy  -t  13y2  +  36  =  0 
xy  +  7y2  =  6 
x2  +  2y2  =  16 

4x2  -  y2  =  24 


4x2  +  3y2  =  4 

2x2  _  gy2  =  _3 


4  +  4=  6 

x'*  y^ 

2  2 

4  -  4  =  19 


4-4+3  =  o 

—  +  -!-  =  7 

7  "b  ' 


_y4  y4 

4  +  4  =  4 


2  3 

4-4^’=° 
4-4  +  2  =  o 

x2  y- 


x2  -  3xy  -t  2y2  =  0 

x2  +  XV  =  6 
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-  rv  -  ■ 


XV  -I-  X  -H  6  =  0 


x'*  -  =  26 

X  -  V  =  2 

“.r’  -  2x=  +  y"  -H  3y  -  4  =  0 
X  -  2  +  =  0 


xy  —  x‘  +  -3  =  0 
3,ry  -  4y2  =  2 

x'  +  =  26 

X  +  y  =  2 

log.v>’  =  3 
>o&v(4>')  =  5 


5x-  +  4xy  +  3\-  =  Ml 
X-  +  .yy  +  y-  ^  'i 

■y-  +  y  +  .v=  -  x-:  =  0 

V  +  I  -r  ^  =0 

V 

log^.(2v)  -  3 
log44y)  =  2 


45.  La  diferencia  de  dos  numeros  es  2  y  )a  suma  de  sus  cuadrado.s  es  10.  Delermine  los  numeros. 

46.  La  suma  de  dos  numeros  es  7  y  la  diferencia  de  sus  cuadrados  es  21.  Determine  los  numeros. 

47.  El  producto  de  dos  numeros  es  4  y  la  suma  de  sus  cuadrados  es  8.  Determine  los  numeros. 

48.  El  producto  de  dos  numeros  es  10  y  la  diferencia  de  sus  cuadrados  es  21.  Determine  los  numeros. 

49.  La  diferencia  de  dos  numeros  es  igual  a  su  producto,  y  la  suma  de  sus  reciprocos  es  5.  Determine  los  numeriK 

50.  La  suma  de  dos  numeros  es  igual  a  su  producto,  y  la  diferencia  de  sus  reciprocos  es  3.  Determine  los  niirncrov. 

51.  La  razon  entre  a  y  b  es  La  suma  de  a  y  es  10.  ^CuSI  es  la  raz6n  entre  a  +  b  y  b  —  a? 

52.  La  razon  entre  a  y  b  es  y.  La  suma  de  a  y  b  es  14.  .^Cu^l  es  la  raz6n  entre  —  b  y  a  +  b? 

En  los  problemas  del  53  al  60  haga  la  grdfica  de  cada  ecuacion  del  sistema.  Asegurese  de  sehalar  los 
puntos  de  inrerseccidn. 


fy  =  X-  -H  1 

fy  =  x2  -y  1 

r  y  =  V36  -  x2 

r  V  =  \  4  -  .r 

53. 

54.  ■ 

55.  ■ 

56.  ■ 

[y  =  X  -4  1 

[  y  =  4x  -y  1 

[y  =  8  -  X 

[y  =  2x  +  4 

II 

> 

II 

r  X  =  2y 

ry  =  X  -  1 

57.  ■ 

58.  ■ 

59.  : 

60.  , 

[y  =  2  -  X 

[y  =  6  -  X 

1 

II 

[y  =  X-  -  6  v  s 

En  los  problemas  del  61  al  66  haga  la  grdfica  de  cada  ecuacion  y  determine  los  puntos  de  interseccidn.  li 
existen. 

61.  La  recta  x  -H  2y  =  0  y  el  ci'rculo  (x  -  l)‘  +  (y  —  1)-  =  5 

62.  La  recta  x  +  2y  +  6  =  0  y  el  cfrculo  (x  +  1)^  -(-  (y'  +  1)-  =  5 

63.  El  ci'rculo  (x  —  I )-  -I-  (y  -I-  2)^  =  4  y  la  parabola  y-  -I-  4y  —  x  -I-  1  =  0 

64.  El  ci'rculo  (x  -I-  2)-  4-  (y  -  I )-  =  4  y  la  parabola  y-  —  2y  -  x  -  5  =  0 

1  yy  ,  4  ,  y  ,  1  y  :  O  y 


65.  La  grtifica  de  y 


y  el  ci'rculo  x-  -  6x  +  y7  +  |  =  o 


66.  La  grafica  .v  =  ^  _l_  2  V  cfrculo  x-  -I-  4x  -f  y-  -  4  =  0 

En  los  problemas  del  67  al  74  resuelva  cada  uno  de  los  sistemas  de  ecuaciones.  Exprese  las  soluciones 
redondeadas  a  dos  cifras  decimates. 


y  =  X-'-- 

(.8. 

ry  =  x-^'2 

69. 

^x2  +  y^  =  2 
[.r*y  =  4 

7(1. 

1 

11 

[ 

x'’  +  y'*  =  1 2 

rx-*  +  y^  =  6 

7.4 

II 

74. 

xv-  =  2 

[xy  =  1 

[  V  =  In  X 

I'x'*  +  y”*  =  1 2  rx”*  +  y^  =  6  ^  ^  f  xy  =  2  'x-  +  r  =  4 

[xy-  =  2  [xy  =1  [y  =  In  x  y  =  In  .i 

El  pen'metro  de  un  rectangulo  es  de  16  pulgadas  y  su  area  de  15  pulgadas  cuadradas.  ^Cualcs  sun  'la 

dimensiones? 

Hay  que  encerrar  un  area  de  52  pies  cuadrados  mediante  dos  cuadrados  cuyos  lados  estan  en  la  latiid 
2:3.  Determine  los  lados  de  los  cuadrados. 

Los  pen'metros  de  dos  ci'rculos  suman  127t  centfmetros  y  las  areas  suman  2(yn  centi'metros  cuadnidiH 
Determine  los  radios  de  los  cfrculos. 
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78.  '•’lii’in'ti.  La  altura  de  un  triungulo  isosceles  trazada  hasta  su  base  es  de  3  centi'metros,  y  su  pen'metro  es  de  18 
cenii'metros.  Determine  la  longitud  de  su  base. 

79.  /  ‘I  -  It'  '■  ■  Kn  una  cariera  de  21  metros  entre  una  tortuga  y  una  liebre.  la  tortuga  sale  9  minutos  antes 
que  la  liebre.  La  liebre,  que  corre  a  una  velocidad  promedio  de  0.5  metros  por  bora  mds  rapido  que  la  tortuga.  cruza 
la  meta  3  minutos  antes  que  la  tortuga.  ^Cuales  son  las  velocidades  promedio  de  la  tortuga  y  la  liebre? 


80.  ■  En  una  carrera  de  una  milla,  el  ganador  cruza  la  meta  10  pies  antes  del  corredor  de  segundo  lugar  y  20 

pies  antes  que  el  tercero.  Si  cada  corredor  mantiene  una  velocidad  consitinte  en  toda  la  carrera,  ^.por  cudntos  pies 
gana  el  corredor  de  segundo  lugar  al  de  tcrcero? 

81.  '  iinMnit  ’  itiii  lit  unii  l  Ujti  Un  pedazo  rectangular  de  cartulina,  cuya  Area  es  de  216  centimetres  cuadrados,  debe 
formar  una  caju  abierta  al  cortarle  un  cuadrado  de  2  centimetros  en  cada  esquina  y  doblar  dcspucs  los  lados  hacia 
arriba.  Vease  la  figura.  Si  la  caja  debe  tener  un  volumen  de  224  centimetros  cubicos,  ^con  qud  tamano  de  cartulina 
hay  que  comenzar? 


82.  (  iiriMni'  i  it ‘ti  ilr  un  liiht/  cilnulrii  •  ■  Un  pedazo  rectangular  de  cartulina,  cuya  area  es  de  216  centimetros  cuadra- 
dos,  debe  formar  un  tubo  cilindrico  al  unir  dos  de  sus  lados.  {Vease  la  figura.)  Si  el  tubo  debe  tener  un  volumen  de 
224  centimetros  cubicos,  ^con  que  tamano  de  cartulina  hay  que  comenzar? 


83.  Un  agricultor  dispone  de  300  pies  de  cerca  para  encerrar  4500 

pics  cuadrados  en  forma  de  dos  cuadrados  adyacentes,  con  lados  de  lon¬ 
gitudes  ,v  y  y.  Vease  la  figura.  Determine  x  y  y. 


X 
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84.  Un  alambre  con  longitud  de  60  pies  se  corta  en  dos  partes.  ^Es  posible  doblar  una  parte  para  roniwnm 
cuadrado  y  doblar  la  otra  para  formar  un  circulo,  de  modo  que  el  area  total  encerrada  por  las  dos  partes  sea  de  IOC 
pies  cuadrados?  En  caso  de  que  asi'  sea,  determine  la  longitud  de  un  lado  del  cuadrado  y  el  radio  del  circulo. 

85.  Determine  formulas  para  la  longitud  /  y  la  anchura  iv  de  un  rectdngulo  en  tdrminos  de  su  area  .1  \ 
perimetro  P. 

86.  Determine  fdrmulas  para  la  base  b  y  uno  de  los  lados  iguales  I  de  un  triangulo  isdsceles  en  terminus  ile 
su  altura  h  y  perimetro  P. 

87.  -  'c /(  .  iiii  i  .  ivudh  El  metodo  de  Descartes  para  la  determinacidn  de  tangentes  sc  rela- 

ciona  con  la  idea  de  que,  para  muchas  graficas,  la  recta  tangente  en  un  punto  dado  es  la  unica  recta  que  solo  curtj 
a  la  grdfica  en  ese  punto.  Aplicaremos  este  metodo  para  determinar  una  ecuacidn  de  la  tangente  a  la  parabola  y  =  .r 
en  el  punto  (2,  4);  vcase  la  figura.  En  primer  lugar,  sabemos  que  la  ecuacion  de  la  tangente  debe  ser  de  la  forma  v  - 
mx  +  h.  Dtilizamos  el  hecho  de  que  el  punto  (2,4)  esta  sobre  la  recta,  para  despejar  b  en  terminos  de  m  y  oblenerh 
ecuacion  y  =  inx  -I-  (4  —  2m).  Ahora.  queremos  que  (2,  4)  sea  la  unica  solucidn  del  sistema 


j,.,= 

[y  =  mx  +  4  —  2m 


A  partir  de  este  sistema,  obtenemos  que  =  mx  -I-  4  —  2m  o  x^  —  mx  -H  (2m  —  4)  =  0.  Utilizamos  la  fbrmuLi 
cuadratica  para  calcular 


X  = 


m  ± 


Vm-  —  4(2m  —  4) 
2 


Para  obtener  una  unica  solucidn  de  x,  las  dos  raices  deben  ser  iguales;  en 
otras  palabras,  la  expresibn  —  4(2m  —  4)  debe  anularse.  Concluya  el 
trabajo  pertinente  para  obtener  m  y  escriba  una  ecuacidn  de  la  tangente. 


En  los  problemas  del  88  al  94,  utilice  el  metodo  de  Descartes  del  problema  87  para  determinar  la  ecuacu'm 
de  la  tangente  a  la  grdfica  en  el  punto  dado. 

88.  x-+y-=\0\  end,  3)  89.  y  =  x* -b  2;  en  (I,  3)  90.  .v- -(- y  =  5;  enl-lli 

91.  2x2  +  3y2  =  14;  en  (1,  2)  92.  3x2  +  ^2  =  y,  g,,  2)  93.  x2  -  y2  =  3;  en  (2.  Ii 

94.  2y2-.v2=14;  en  (2,  3) 

95.  Si  /'I  y  ri  son  dos  soluciones  de  una  ecuacidn  cuadratica  ax2  +  bx  -t-  c  =  0,  entonces  se  puede  mostrar  que 

b  c 

0+^2=--  y  r,r2=  - 


97. 


Resuelva  este  sistema  de  ecuaciones  en  terminos  der  ri  y  r2. 

Lin  circulo  y  una  recta  se  cortan  cuando  mucho  dos  veces.  Un  circulo  y  una  pardbola  se  cortan  un  maximo  de  ctia- 
tro  veces.  Deduzca  que  un  circulo  y  la  grdfica  de  un  polinomio  de  grado  3  se  cortan  cuando  mucho  seis  veces.  ^.Oee 
podn'a  conjeturur  acerca  de  un  polinomio  de  grado  4?  ,^De  un  polinomio  de  grado  n?  ),Puede  explicar  sus  eoiiclti- 
siones  mediante  un  argumento  algebraico? 

Suponga  que  es  el  gerente  de  un  taller  de  hojas  de  metal.  Un  cliente  le  pide  que  fabrique  10,000  cajas  abierias  pur 
la  parte  superior.  Las  cajas  deben  tener  una  base  cuadrada  y  una  capacidad  de  9  pies  cubicos.  Usted  las  consirase 
cortando  un  cuadrado  en  cada  esquina  de  una  hoja  cuadrada  de  metal,  y  doblando  los  lados  hacia  arriba. 

(a)  ^Cuales  son  las  dimensiones  del  cuadrado  que  se  debe  utilizar  para  cada  caja  si  el  irea  total  de  la  hoja  meialic: 
es  de  100  pies  cuadrados? 

(b)  |[,Podria  fabricai"  las  cajas  con  una  pieza  mSs  pequena  de  hoja  metSlica?  Forme  una  lista  con  las  dimensiones  Je 
una  caja  para  diversos  tamanos  de  hoja  metalica. 
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Sistemas  de 
desigualdades 


En  el  capitulo  1  analizamos  las  desigualdades  en  una  variable.  En  esta  seccidn 
analizaremos  las  desigualdades  en  dos  variables.  El  ejemplo  1  muestra  algunos  casos. 


r  1.  (I  I  f  ^  - 

(a)  3.V  +  y  —  6  <  0  (b)  +  y^  <  4  (c)  x  K 

Una  desigualdad  en  dos  variables  x,  y  es  satisfecha  por  un  par  ordenado  {a,b)  si,  al 
reemplazar  .v  por  a  y  y  por  h,  se  obtiene  un  enunciado  verdadero.  La  grafica  de  una 
desigualdad  en  dos  variables  xy  y  consta  de  todos  los  puntos  {x,y)  cuyas  coorde- 
nadas  satisfacen  la  desigualdad. 

Veamos  un  ejemplo. 


Hacer  la  grafica  de  la  desigualdad  lineal:  3x  +  y  —  6  ^  0 

Comenzamos  con  el  problema  asociado  de  hacer  la  grafica  de  la  igualdad  lineal 

3x  +  y  —  6  =  0 

foimada  al  reemplazar  (por  el  momento)  el  simbolo  <  por  un  signo  =.  La  grdfica  de 
la  ecuacidn  lineal  es  una  recta.  Vease  la  figura  9(a).  Esta  recta  es  parte  de  la  desigual¬ 
dad  que  buscamos  pues  la  desigualdad  no  es  estricta.  (^Puede  advertir  por  qud?  Porque 
estamos  buscando  puntos  para  los  cuales  3x  -I-  y  —  6  es  menor  o  igual  que  0.) 


FIGURA  9 


y- 

10 

- 

' 

P 

5 

•  (5,  5) 

(-L2). 

1  1  1  1  1  1 

1 

i  1  1  1  1  ^ 

-6  0 

.  6  X 

1 

NO 

1 

ro 

• 

1 

ro 

- 

(4,-1) 

yj 

10 

- 

5 

h 

.(5,5) 

(-1,2). 

1  1  1  1  1  1 

1 

1  1  1  1  1 

-6  0 

.  6  A 

(-2,-2)»  -2 

- 

(4.-1) 

(a)  3x  +  y-6  =  0 


(b)  Grafica  de 
3/  +  y-6  0 


Ahora  verificaremos  algunos  puntos  elegidos  al  azar  para  ver  si  pertenecen  a 
la  grdfica  de  la  desigualdad. 


(4,  -  I) 
(5,  5) 
(-L  2) 
(-2,  -2) 


Sv  -I-  y  —  6 

3(4)  +  (-l)-6  =  5:>0 
3(5)  -t5-6=J4>0 
3(-i)  -f-  2  -  6  =  -7  <  0 
3(-2)  -t  (-2)  -  6  =  -14<0 


CONCLUSION 

No  pertenece  a  la  grafica 
No  pertenece  a  la  grdfica 
Peiienece  a  la  grafica 
Pertenece  a  la  grafica 
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Observe  de  nuevo  la  figura  9(a).  Advicrla  que  los  dos  puntos  que  pertenecen  a  la 
grafica  cstan  (ambos)  del  mismo  lado  dc  la  recta,  y  los  dos  puntos  que  no  perteneren 
a  la  grafica  estan  del  lado  opuesto.  Como  puede  verse,  este  sera  siempre  el  cav' 
Asi,  la  grafica  buscada  consta  de  todos  los  puntos  que  estan  del  mismo  lado  dc 
la  recta  que  (—  1,  2)  y  (  —  2,  -2).  La  grafica  buscada  es  la  region  sombreada  de  la 
figura  9(b).  I 

Podemos  obtener  la  grafica  de  cualquier  desigualdad  en  dos  variables  de  iiianc- 
ra  similar.  En  primer  lugar,  hacemos  la  grdfica  de  la  ecuacion  correspondieiite  a  la 
desigualdad,  utilizando  Imeas  punteadas  si  la  desigualdad  es  estricta  y  con  line.n 
continuas  si  no  es  estricta.  Esta  grafica.  en  la  mayor  parte  de  los  casos,  separani  d 
piano  xy  en  dos  o  mas  regiones.  En  cada  region,  todos  los  puntos  satisfacen  la  dc- 
sigualdad  o  ningun  punto  la  satisface.  Asf,  solo  hay  que  verificar  un  punto  de  pnieba 
para  ver  si  los  puntos  de  esa  region  son  parte  de  la  grafica  o  no.  Los  pasos  a  seguir 
aparecen  a  continuacidn. 


Pasos  para  hacer  la  grafica 
de  una  desigualdad 


P.-VSO  I;  Reemplazar  el  si'mbolo  de  desigualdad  por  un  signo  de  igualdad  y  hacer  la  gri 
fica  de  la  ecuacion  rcsultante.  Si  la  desigualdad  es  estricta,  utilizar  una  Inicapiir 
teada;  si  no  lo  es,  utilizar  una  Ii'nea  continua.  Esta  grafica  separa  al  piano  .vi  cii 
dos  0  mas  regiones. 

P.\S(>  2:  En  cada  una  de  las  regiones,  elija  un  punto  de  prueba  P. 

(a)  Si  las  coordenadas  de  P  satisfacen  la  desigualdad,  entonces  tambien  la  sati' 
facen  todos  los  puntos  de  esa  region.  Indicar  esto  sombreando  la  region. 

(b)  Si  las  coordenadas  de  P  no  satisfacen  la  desigualdad,  entonces  ninguno  de  ll^ 
puntos  de  esa  region  la  satisface. 


E  .1  E  M  P  E  ()  3 

FIGURA  10 


Grapincidn  dc  una  dcsij’ualdad 

Hacer  la  grafica  de:  x-  +  y‘  ^  4 


Primero  hacemos  la  grafica  de  la  ecuacidn  x^  +  y^  =  4,  un  circulo  de  radio  2.  con 
centre  en  el  origen.  Utilizaremos  una  linea  continua  pues  la  desigualdad  no  es  es¬ 
tricta.  Seleccionamos  dos  puntos  de  prueba,  uno  dentro  del  circulo  y  otro  fucra: 

Dentro  (0,  0):  +  y-  =  0^  -I-  0^  =  0  <  4  IVncneee  u  la  ecun. 

Euera  (4,  0):  X^  -1-  =  4^  +  0^  =  16  >  4  No  pcncneec  a  la  iiiji... 

Todos  los  puntos  dentro  y  sobre  el  circulo  satisfacen  la  desigualdad,  Vea.ic  b 
figura  10.  I 

■  Ahora  resuelva  el  problema  7. 


Las  desigualdades  lineales  presentan  alguna  de  las  formas  siguientes: 

Ax  -h  By  <  C,  Ax  +  By  >  C,  Ax  +  By  ^  C,  Ax  +  By  >  C 

La  grafica  de  la  ecuacion  correspondiente  a  una  desigualdad  lineal  es  una  recta  que 
separa  el  piano  xy  en  dos  regiones,  llamadas  semipianos.  Vease  la  figura  11. 

Como  se  muestra  en  la  figura,  si  Ax  +  By  =  C  es  la  ecuacion  de  la  rccla  fron- 
tera,  entonces  esta  divide  al  piano  en  dos  semipianos;  en  uno  de  ellos.  Ax  +  By  ■  C 
y  en  el  otro  Ax  +  By  >  C.  Debido  a  esto,  solo  es  necesario  un  punto  de  prueba  para 
las  desigualdades  lineales. 


1 


E  J  E  M  P 

I 
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FIGURA  11 


1 

L  O  4  Grdjh  arinn  d(  clc'si,i’iial(ladcs  linealt  . 

Hacer  la  grafica  de:  (a)  y  <  2  (b)  y  s  2x 

Solucidn  (a)  La  grafica  de  la  ecuacion  y  =  2  es  una  recta  horizontal  y  no  forma  paite  de  la 
grSfica  de  la  dcsigualdad.  Como  (0,0)  satisface  la  desigualdad,  la  grafica  consta  del 
semipiano  por  debajo  de  la  recta  y  =  2.  Vease  la  figura  12. 


FIGURA  12  FIGURA  13 


5 

3 

CNJ 

II 

^ _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 

y. 

4 

2 

1  1  1  1  1 

/ 

-/  (3,  0) 

/  1  1  A  1  1  > 

1 

1  1  1  1  1  , 

[ 

1  ‘  >  r 

-5  -3  -1 

-1 

-3 

-5 

(0.0)  3  5  X 

-4  -2  ^ 

/ 

'  2  4  X 

(b)  La  grdfica  de  la  ecuacion  y  =  2.v  es  una  recta  y  forma  parte  de  la  grafica  de 
la  desigualdad.  Utilizamos  (3,0)  como  punto  de  prueba  y  vemos  que  no  satisface  la 
desigualdad  fO  <  2  -  3J.  Asf,  los  puntos  del  semipiano  en  el  lado  opuesto  de 
y  =  2x  satisfacen  ia  desigualdad.  Vease  la  figura  13.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 


Sistemas  de  desigualdades  con  dos  variables 

La  grafica  de  un  sistema  de  desigualdades  con  dos  variables  .v,  y  es  el  conjunto 
de  todos  los  puntos  {x,y)  que  satisfacen  en  forma  simultanea  cada  una  de  las  desi¬ 
gualdades  del  sistema.  Asi,  podemos  obtener  la  grdfica  de  un  sistema  de  desigual¬ 
dades  haciendo  la  grafica  de  cada  desigualdad  en  forma  individual  y  deteiminando 
entonces  si  se  cortan. 
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\\ 


ri- 


J. 


Hacer  la  grdfica  del  sistema: 


X  +  y>2 
2x  -  y  ^4 


FIGURA  14 


En  primer  lugar,  hacemos  la  grdfica  de  la  desigualdad  x  +  y>  2  como  la  region  som- 
breada  de  la  figura  14(a).  A  continuacidn  hacemos  la  grdfica  de  la  desigualdad 
2x  —  y  ^  4  como  la  regidn  sombreada  de  la  figura  14(b).  Ahora  superponenios  las 
dos  grdficas  como  en  la  figura  14(c).  Los  puntos  que  estan  en  ambas  regiones  som- . 
breadas  [la  region  mas  oscura  de  la  figura  14(c)]  son  las  soluciones  que  eslabama 
buscando,  ya  que  satisfacen  en  forma  simultanea  cada  desigualdad  lineal  del  sisteiiu 


(  1  (. 


V.  ■ui-- 


Hacer  la  grafica  del  sistema: 


'x  +  y  ^2 
X  -b  j  >  0 


Vease  la  figura  15.  La  region  mds  oscura,  la  superposicidn,  entre  las  dos  reclas  Iron- 
terizas  es  la  grafica  del  sistema. 

FIGURA  15  x+y=2 


St 


Ahora  resuelva  el  problema  25. 


Grafica  de 
fx  +  y<2 
1 x  +  y >  0 
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■I'J'trllii'Utf  iiii 


Hacer  la  grafica  del  sistema: 


2x-  y  >2 
2x-  y>0 


Vease  la  figura  16.  La  regi6n  mds  oscura,  la  superposicidn,  entre  las  dos  rectas  fron- 
terizas  es  la  grafica  del  sistema.  Observe  que  la  grdfica  del  sistema  es  identica  a  la 
grafica  de  la  desigualdad  2x  —  y  ^2. 


FIGURA  16 


GrMcade 

rM2/-yfcO 

l2jr-yi2 


K  M  1’  i  () 


FIGURA  17 


2x-y=2 


Hacer  la  grSfica  del  sistema: 


x+  2y^  2 
X  +  2y  >  6 


Vease  la  figura  17.  Como  no  existe  una  regidn  de  superposicidn,  no  existen  puntos 
del  piano  xy  que  satisfagan  en  forma  simultdnea  cada  desigualdad.  For  lo  tanto,  el 
sistema  no  tiene  solucion. 


8 

till 

1 

i  rsu  1  1  III. 

-4  0 

-4 

L  8 

x+  2y=  2 


Hacer  la  grafica  del  sistema: 


y  >  -  4 

X  +  y  <  2 
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La  figura  18  muestra  que  la  grafica  del  sistema  consta  de  la  region  encerratku' • 
la.s  graficas  de  la  parabola  y  =  x-  —  A  y  {a  recta  x  -t-  y  =  2.  Determinamo.s  Ins  pan¬ 
tos  de  interseccion  de  las  dos  ecuaciones  resolviendo  el  sistema  de  ecuaciones 

f  .v  =  x2-4 
[x  +  y  =  2 

Utilizamos  sustitucion  para  encontrar 

X  -k  (a-2  -4)  =  2 
x^  +  X  —  6  =  0 
(X  +  3)(x  -  2)  =  0 
A  =  -3,  A-  =  2 

Los  dos  puntos  de  interseccidn  son  (  —  3,  5)  y  (2,  0). 


Ahora  resuelva  el  problema  19. 


Hacer  la  grafica  del  sistema: 


X  +  y  >3 
2x  -k  y  >  4 
.v>0 


>■ 


>  0 


Las  dos  desigualdades  a  0  y  >'  2:  0  exigen  que  la  grafica  est6  en  el  printer  ca.i- 
drante.  Asi,  nos  concentraremos  en  las  otras  dos  desigualdades.  La  region  mils  e  , 
cura,  la  superposicion,  de  la  figura  19  muestra  la  grafica  del  sistema. 


FIGURA  19 
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Una  pareja  retirada  puede  invertir  hasta  $25,000.00.  Como  asesor  financiero,  usted 
recomienda  que  deben  colocaral  menos  $15,000.00  en  bonos  del  gobierno,  que  rinden 
el  6%,  y  cuando  mucho  $5000.00  en  bonos  empresariales  que  rinden  un  9  por  ciento. 

(a)  Utilice  .v  para  denotar  la  cantidad  de  dinero  invertido  cn  bonos  del  gobierno  y 
y  para  la  cantidad  invertida  en  bonos  empresariales;  escriba  un  sistema  de  de¬ 
sigualdades  lineales  que  describa  las  cantidades  posibles  de  cada  inversion. 

(b)  Haga  la  grafica  del  sistema. 

s-  - ■  :ii  :  (a)  El  sistema  de  desigualdades  lineales  es 

X  >  0 

y  >  0 
X  +  y  <  25,000 
,r  >  15,000 
y  <  5000 

(b)  Vease  la  region  sombreada  en  la  figura  20.  Observe  que  las  desigualdades  .v  >  0 
y  y  >  0  de  nuevo  exigen  que  la  grafica  del  sistema  este  en  el  primer  cuadrante. 

FIGURA  20  yi 

30  - 


(en  miles) 


La  grafica  del  sistema  de  desigualdades  en  la  figura  20  esta  acotada,  ya  que 
puede  estar  contenida  dentro  de  un  circulo  con  un  radio  lo  suficientemente  grande. 
Una  grafica  quo  no  puede  estar  contenida  en  ci'rculo  alguno  es  no  acotada.  Por 
ejempio,  la  grafica  del  sistema  dc  desigualdades  lineales  en  la  figura  19  es  no  aco¬ 
tada,  ya  que  se  extiendc  de  manera  indefinida  cn  una  direccion  particular. 

Observe,  en  las  figuras  19  y  20,  que  los  puntos  de  la  grafica  pertenecientes  a 
la  inlerseccion  de  las  fronteras  ban  sido  resaltados.  Tales  puntos  son  los  vertices  o 
esquinas  de  la  grafica.  Asf,  cl  sistema  cuya  grafica  aparece  en  la  figura  19  tiene 
tres  vertices:  (0,4),  (1,2)  y  (3,0).  El  sistema  de  la  figura  20  tiene  cuatro  vertices: 
(15.0),  (25.0),  (20,5)  y  (15,5). 

Utilizaremos  estas  ideas  en  la  siguiente  seccion  para  desarrollar  un  metodo 
que  permita  solucionar  problemas  de  programacion  lineal,  una  aplicacion  muy  im- 
portante  de  las  desigualdades  lineales. 


Ahora  resuelva  el  problema  33. 
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Ejercicio  10.5 

En  los  problemas  del  1  al  12  haga  la  grdfica  de  cada  desigualdad. 


1. 

c  a  0 

IV 

o 

3.  xa  4 

4. 

y-2 

5.  2x  +  y  a  6 

6.  3x  4-  2y  s  6 

7.  x^  -y  y2  >  1 

8. 

X-  +  y-  4 

9.  y  <  x"-  -  1 

10.  y  >  -1-  2 

11.  xy  a  4 

12. 

xy  £  I 

En  los  problemas  del  13  al  30  haga  la  grdfica  de  cada  sistema  de  desigualdades. 

13.  1 

[  x-h  y<2 
[2x  +  y  a  4 

r3x-  ya6 

1  X  -r  2y  <  2 

r  2x  —  y  £  4 

15. 

[3x  -1-  2y  a  -6 

16. 

4x  -  5  yS0 

2x-  ys; 

17.  1 

1"  2x-  -  3y  <  0 
[3x  -r  2y  <  6 

18.  f- 

I  +  2y  >  2 

f  X-  -1-  y2  <  9 

19. 

[  X  -1-  y  a  3 

20.  1 

pv-  \  -><i 
[  X  +  y  £ .' 

21. 

[yax2  -4 
[  y Sx -  2 

Ty^  <  X 

22. 

[  y  ax 

fxy  a  4 
[y  a  x^  -r  1 

24. 

r )'  +  .V-  £  1 
lv>x--l 

25.  1 

I”  X  -  2y  <  6 
.  2x  —  4y  a  0 

fx  -h  4y  £  8 

26. 

[x  -h  4y  a  4 

27.  + 

[  2x  +  y  a  2 

28. 

r  X  -  4y  ■  4 

1  X  “  4y  -•  II 

29.  1 

2x  -1-  3y  a  6 
,2x  -H  3y  <  0 

I'2x-rya0 

30. 

[2x  -H  y  a  2 

En  los  problemas  del  31  al  40  haga  la  grdfica  de  cada  sistema  de  desigualdades  lineales.  Indique  si 
grdfica  estd  acotada  o  no,  y  sehale  los  vertices. 


31. 


36. 


X  a  0 

X  a  0 

y  a  0 

y  a  0 

32. 

33. 

2x4-  y  £  6 

X  4-  y  a  4 

X  -r  2y  £  6 

2x  4-  3y  a  6 

xa  0 

o 

Ai 

IV 

o 

IV 

o 

x-rya  2  37.  ' 

X  4-  y  a  2  38.  ' 

X  4-  y  £  10 

X  4-  y  £  8 

2x  4-  y  £  3 

^  2x  -r  y  £  10 

34. 


X  >  0 

x  +  y>2 
2x  +  y>4 


X  >  0 
>>  >  0 

x+  y^  2  39. 

X  -H  >>  <  8 


X  >  0 

v  a  0 
3x  -H  ;)'  <  6 

2x  +  y<2 

X  >  0 
>->  0 
X  -I-  2>'  a  1 
x  +  2y<\0 


35. 


40. 


A'  + 

2x  + 
^  3.V  + 

.V 

y 

X  +  2\' 
X  +  2y 
x-H  y 

X  + 


la 

X--  U 
v>  II 

-  - 

.3v  <  i: 
V  <  i: 

a  0 
2  II 
2  I 


s:  S 


En  los  problemas  del  41  al  44  escriba  un  sistema  de  desigualdades  lineales  que  tenga  la  grdfica  dada. 
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45.  Una  pareja  retirada  puede  invertir  hasta  $50,000.00,  Como  asesor  financiero,  usted  re- 
comienda  que  dcben  colocar  al  meiios  $35,000.00  en  bonos  gubernamentales  que  rinden  un  7%  y,  cuando  mucho, 
$10,000.00  en  bonos  empresariales  que  rinden  el  10  por  ciento. 

(a)  Uiilice  .v  para  denotai"  la  cantidad  dc  dinero  invertido  en  bonos  del  gobierno  y  y  para  la  cantidad  invenida  en  bonos 
empresariales;  escriba  un  sistema  de  desigualdades  lineales  que  describa  las  cantidades  posibles  de  cada  inversidn. 

(b)  Haga  la  gral'ica  del  sistema  y  senale  los  vertices. 

46.  Un  fabricante  de  camiones  de  juguete  manufactura  de  dos  tipos:  un  modelo  estdndar  y 
otro  de  lujo.  Cada  modelo  estandai"  requiere  2  boras  para  pintura  y  3  boras  para  trabajo  de  detalle;  cada  modelo  de 
lujo  requiere  3  boras  para  pintura  y  4  boras  para  ti'abajo  de  detalle.  La  compania  contrata  dos  pintores  y  tres  traba- 
jadores  de  detalle,  y  cada  uno  trabaja  40  boras  a  la  semana. 

(a)  Utilice  r  para  denotar  la  cantidad  de  camiones  de  modelo  estandar  y  y  para  la  cantidad  de  modelos  de  lujo;  es¬ 
criba  un  sistema  de  desigualdades  lineales  que  describa  las  cantidades  posibles  de  cada  modelo  que  pueden  fabri- 
carse  en  unu  semana. 

(b)  Haga  la  grafica  del  sistema  y  senale  los  vdrtices. 


47.  Una  tienda  especializada  en  cafe  dispone  de  75  libras  de  cafe  tipo  A  y  120  libras  de  cafe  tipo  S, 

las  cualcs  se  mezclaran  en  paquetes  de  1  libra  de  la  manera  siguientc:  Una  mczcia  economica,  con  4  on/.as  de  cafe 
tipo  4  y  1 2  onzas  de  cafe  tipo  B,  y  una  mezcia  superior,  con  8  onzas  de  cafe  tipo  A  y  8  onzas  de  cafe  tipo  B. 

(a)  Utilice  r  para  denotar  la  cantidad  de  paquetes  de  la  mezcia  economica  y  y  paia  la  cantidad  de  paquetes  de  la 
mezcia  superior;  escriba  un  sistema  de  desigualdades  lineales  que  describa  la  cantidad  posible  de  paquetes  de 
cada  tipo  de  mezcia. 

(b)  Haga  la  grdfica  del  sistema  y  senale  los  vertices. 
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48.  Me  i  ll'  ■'  niU  '  r  Una  tienda  especializada  tiene  90  libras  de  nueces  y  120  libras  de  cacahuate.s.  las  ciialov  ^ 
mezclaran  en  paquetes  de  1 2  onzas  como  sigue:  un  paquete  de  bajo  precio  con  8  onzas  de  cacahuates  y  4  de  iiucc 
y  un  paquete  de  calidad,  con  6  onzas  de  cacahuates  y  6  de  nueccs. 

(a)  Utilice  .v  para  denoiar  la  cantidad  de  paquetes  de  bajo  precio  y  y  para  la  cantidad  de  paquetes  de  calidad.  EscriK 
un  sistema  de  desigualdades  lineales  que  describa  la  cantidad  posible  de  cada  tipo  de  paquete. 

(b)  Haga  la  gratica  del  si.stema  y  sefiale  los  vertices. 

49.  Un  camidn  pequeho  puede  transpoitar  no  mas  de  1 600  libras  o  150  pies  cubicos.  Una  iinprc- 
sora  pesa  20  libras  y  ocupa  3  pies  cubicos  de  espacio.  Un  homo  de  microondas  pesa  30  libras  y  ocupa  2  pies  ciil'i'.' 

(a)  Utilice  .v  para  representur  la  cantidad  de  hornos  de  microondas  y  y  para  la  cantidad  de  impresoras;  escriba  un  4'- 
tema  de  desigutildades  lineales  que  describa  la  cantidad  de  hornos  e  impresoras  que  puede  transportar  el  eami.'" 

(b)  Haga  la  grafica  del  sistema  y  sefiale  los  vertices. 


Programacion 

lineal 


K  K  ^  P  I  ()  i 


Desde  el  punto  de  vista  historico,  la  programacion  lineal  surgio  como  una  tcciiiu 
para  resolver  problemas  relacionados  con  la  distribucion  de  arti'culos  y  malcritik- 
para  la  Fuerza  Aerea  de  Estados  Unidos  durante  la  Segunda  Guerra  Miindial.  Ilo;. 
en  dfa,  las  tecnicas  de  programacion  lineal  se  utilizan  para  resolver  una  ampliagam. 
de  problemas,  como  la  optimizacidn  de  la  distribucion  de  los  vuelos  cn  las  line.r 
aereas  y  el  cstablecimiento  de  redes  telefonicas.  Aunque  la  mayor  parte  de  los  priih 
lemas  practicos  de  programacion  lineal  utilizan  sistemas  de  varios  cientos  de  dc- 
sigualdades  lineales  con  varios  cientos  de  variables,  nos  limitaremos  al  untilisis  d, 
problemas  con  solo  dos  variables,  ya  que  podemos  resolver  tales  problemas  con  icv- 
nicas  de  graficacion,* 

Comenzaremos  con  el  ejempio  11  de  la  seccion  anterior. 

/'/i  i/i  '  ,.  ■ 

Una  pareja  retirada  puede  invertir  hasta  $25,000.00.  Como  ascsor  financiero. 
recomienda  que  deben  colocar  al  menos  $  15,000.00  en  bonus  del  gobierno  que  rindi.- 
el  6%  y  un  maximo  de  $5000.00  cn  bonus  empresariales  que  rinden  el  9/1.  |■,CuJnUl 
dinero  deben  colocar  en  cada  inversion  de  modo  que  se  maximice  cl  ingreso.’ 

Este  es  un  ejempio  tt'pico  de  un  problema  dc  progrciiiuicidn  lineal.  El  pmhic- 
ma  requiere  la  maximizacion  de  cierta  expresidn  lineal,  cl  ingreso.  Si  /  rcprcxenu 
el  ingreso,  .v  la  cantidad  invertida  en  bonos  del  gobierno  y  y  la  cantidad  inwnid.' 
en  bonos  empresariales,  entonces 

I  =  0.06,v  4-  0.09,v 

Esta  expresidn  lineal  es  la  funcion  objetivo.  Ademas,  el  problema  exige  que  el  in 
greso  maximo  se  alcance  bajo  ciertas  condicioncs  o  restricciones,  cada  una  deb 
cuales  es  una  desigualdad  lineal  que  involucra  a  las  variables.  (Vease  el  cjcniplu  I 
de  la  seccion  10.5.)  El  problema  de  programacion  lineal  del  ejempio  1  se  piie.. 
enunciar  de  nuevo  como 

Maximizar  I  =  O.Obx  4-  0.09y 

sujeta  a  las  condiciones 


*EI  metodo  simplex  es  una  forma  de  resolver  problemas  de  programacion  lineal  con  muchav  rioit 
dades  y  variables.  Fue  desarrollado  por  George  Dantzig  cn  1946  y  es  panicularnieiilc  adccuaun 
usarlo  en  computadoras.  En  1984  Narendra  Karmarkar.  de  los  laboratories  Bell,  dcscnbriii  umi  tr 
para  resolver  problemas  de  programacion  lineal  de  gran  tamafio  que  mejora  el  metodo  siniplo';. 
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jc  s  0,  y  >  0 
.x  +  y<  25,000 
]  5,000 
y  s  5000 

En  general,  todo  problema  de  programacidn  lineal  tiene  dos  componentes: 


1.  Una  funcidn  objetivo,  lineal,  que  debe  maximizarse  o  minimizarse, 

2.  Una  coleccidn  de  desigualdades  lineales  que  deben  saiisfacerse  en  forma  simuliSnea. 


Problema  de  programacion  Un  problema  de  programacion  lineal  en  dos  variables  x,  /  con- 

lineal  siste  en  maximizar  (o  minimizar)  una  funcion  objetivo  lineal 

z  =  A.x  +  By.  A  y  B  son  nunieros  reales,  que  no  se  anulan  en 
fonna  siniultanea 

sujeta  a  ciertas  condiciones,  o  restricciones,  que  pueden  expre- 
sarse  como  desigualdades  lineales  en  x  y 


Para  maximizar  (o  minimizar)  la  cantidad  z  =  Ax  +  By,  debemos  identificar 
los  puntos  (x,y)  que  hacen  a  la  expresion  para  z  lo  mas  grande  (o  lo  mas  pequefia) 
posible.  Pero  no  todos  los  puntos  (x,y)  son  elegibles;  solo  se  pueden  utilizar  aque- 
llos  que  ademds  satisfacen  cada  desigualdad  lineal  (restriccion).  Cada  punto  (x.y) 
que  satisface  el  sistema  de  desigualdades  lineales  (las  restricciones)  es  un  punto 
factible.  Asi,  en  un  problema  de  programacion  lineal,  buscamos  el  punto  (o  pun¬ 
tos)  factible  que  maximiza  (o  minimiza)  la  funcion  objetivo. 

Observemos  de  nuevo  el  problema  de  programacion  lineal  del  ejemplo  I. 

KJ  K  «'  P  ..  ()  2  Ainili.si- (if  tin  z  Jr  ’nivnitaiu  nin  liiitiil 

Consideremos  el  problema  de  programacion  lineal: 

Maximizar  /  =  0.06jc  -I-  0.09)’ 
sujeta  a  las  condiciones 

x>0,  y  s  0 
X  +  y  25,000 
.r  >  15,000 
y  <  5000 

Haga  la  grafica  de  las  restricciones.  Despues  haga  la  grafica  de  la  funcion  objetivo 
para  /  =  0,  0.9,  1.35,  1.65,y  1.8. 

■Solticiiin  La  figura  21  muestra  la  grafica  de  las  restricciones.  Sobre  esta  grafica  superponemos 
la  de  la  funcion  objetivo  para  los  valores  dados  de  I. 

Para  /  =  0,  la  funcion  objetivo  es  la  recta  0  =  0.06x  +  0.09y. 

Para  /  =  0.9,  la  funcidn  objetivo  es  la  recta  0.9  =  0.06x  +  0.09y. 

Para  /  =  1.35,  la  funcidn  objetivo  es  la  recta  1.35  =  0.06x  +  0.09y. 

Para  /  =  1.65,  la  funcidn  objetivo  es  la  recta  1.65  =  0.06.v  -I-  0.09y. 

Para  /  =  1.8,  la  funcidn  objetivo  es  la  recta  1.8  =  0.06x  +  0.09y. 
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FIGURA  21  yi 
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Una  solucion  de  un  problema  de  programacidn  lineal  consta  del  punto  (o  pun- 
tos)  factible  que  maximiza  (o  minimiza)  la  funcidn  objetivo,  ademds  del  valor  corrcs- 
pondiente  de  la  funcion  objetivo.  Una  condicidn  para  que  un  problema  de  progra- 
macion  lineal  en  dos  variables  tenga  una  solucidn  es  que  la  grafica  de  los  piinlo^ 
factibles  este  acotada.  (Consulte  la  pagina  669.) 

Si  ninguno  de  los  puntos  factibles  maximiza  (o  minimiza)  la  funcion  objetiui. 
o  si  no  existen  puntos  factibles,  entonces  el  problema  de  programacidn  lineal  lui 
tiene  solucidn. 

Considere  el  problema  de  programacidn  lineal  enunciado  en  el  ejeinplo  2  y 
observe  de  nuevo  la  figura  21.  Los  puntos  factibles  son  los  que  estan  en  la  region 
sombreada.  Por  ejemplo,  (20,3)  es  un  punto  factible,  al  igual  que  (15,5),  (2()..>i, 
(18,4),  etc.  Para  determinar  la  solucidn  del  problema,  debemos  encontrar  un  punto 
factible  (x,y)  que  haga  I  =  0.06x  -I-  0.09}'  tan  grande  como  sea  posible.  Ob.serveque 
cuando  I  aumenta  su  valor  de  /  =  0  a  7=0.9  a  /  =  1.35  a  /  =  1 .65  a  7  =  1.8,  obtene- 
mos  una  coleccidn  de  rectas  paralelas.  Ademds,  observe  que  el  maximo  valor  de  / 
que  se  puede  obtener  con  los  puntos  factibles  presentes  es  7  =  1 .65,  que  corresponde 
a  la  recta  1 .65  =  0.06jc  -t-  0.09}'.  Cualquier  valor  mayor  de  7  produce  una  recta  que 
no  pasa  por  ningun  punto  factible.  Por  ultimo,  observe  que  el  punto  factible  que  pro¬ 
duce  7  =  1.65  es  el  punto  (20,5),  un  vertice.  Estas  observaciones  son  la  ba.se  del 
siguiente  resultado,  que  enunciamos  sin  demostracidn. 

Si  un  problema  de  programacidn  lineal  tiene  una  solucidn,  dsta  se  localiza  en  un 
vertice  de  la  grdfica  de  los  puntos  factibles. 

Si  un  problema  de  programacidn  lineal  tiene  varias  soluciones,  al  menos  uiiude 
ellas  estg  en  un  vdrtice  de  la  grafica  de  los  puntos  factibles. 

En  cualquier  caso,  el  valor  correspondiente  de  la  funcidn  objetivo  es  linieo. 

En  este  libro  no  consideraremos  problemas  de  programacidn  lineal  sin  solu¬ 
cidn.  Como  resultado,  podemos  resumir  el  procedimiento  para  resolver  un  problcnui 
de  programacidn  lineal  como  sigue: 

Escribir  una  expresidn  para  la  cantidad  por  maximizar  (o  minimizar).  Estu  ev 
presidn  es  la  funcidn  objetivo. 

Escribir  todas  las  restricciones  como  un  sistema  de  desigualdades  lineales  y  hacci 
la  grafica  del  sistema. 

Enlistar  los  vertices  de  la  grdfica  de  los  puntos  factibles. 

St  '  Enlistar  los  valores  correspondientes  de  una  funcidn  objetivo  en  cada  vertice,  Kl 
mayor  (o  menor)  de  estos  es  la  solucidn. 


Procedimiento  para 
resoiver  un  problema  de 
programacidn  lineal 


1 


Seccidn  10.6  ProgramaciOn  lineal 


r 


:/,  d, 

Minimizar  la  expresi6n 


z  =  2x+'iy 


sujeta  a  las  restricciones 

y  ^  5,  X  <  6,  X  +  y  ^  2,  x  >  0,  y  >  0 


FIGURA  22 

y. 

10 


La  funci6n  objetivo  682  =  2^+  Buscamos  el  valor  minimo  de  z  que  puede 
ocurrir,  si  xy  y  son  soluciones  del  sistema  de  desigualdades  lineales 

x  ^  6 
'  x  +  y> 2 

X  >  0 
.V  2:  0 

La  figura  22  muestra  la  grafica  de  este  sistema  (los  puntos  factibles)  como  la  regidn 
sombreada.  Tambien  hemos  indicado  los  vertices.  La  tabla  2  enumera  los  vertices 
y  los  valores  correspondientes  de  la  funcion  objetivo.  A  partir  de  esa  tabla  podemos 
ver  que  el  valor  mfnimo  de  z  es  4,  y  que  ocurre  en  el  punto  (2,0). 

TABLA  2 


ESQUINA  VALOR  DE  LA  FUNCION  OBJETIVO 

{x,  y)  ;  =  2a-  +  3>' 

(0,  2)  z  =  2(0)  +  3(2)  =  6 

(0,  5)  z  =  2(0)  -f  3(5)  =  15 

(6,  5)  z  =  2(6)  +  3(5)  =  27 

(6,0)  z  =  2(6)  +  3(0)  =  12 

(2,  0)  -  =  2(2)  -F  3(0)  ^  4 


Ahora  resuelva  los  problemas  3  y  9. 


A1  final  de  cada  mes,  despues  de  surtir  los  pedidos  de  sus  clientes  regulares,  a  una 
compafiia  de  cafe  le  sobra  cierta  cantidad  de  cafe  puro  de  Colombia  y  de  cafe  es¬ 
pecial.  La  prdctica  de  la  compafiia  ha  sido  empaquetar  una  mezcla  de  los  dos  cafes 
en  paquetes  de  una  libra  de  la  manera  siguiente;  una  mezcla  de  menor  calidad  con 
4  onzas  de  cafe  de  Colombia  y  12  onzas  de  cafe  especial,  y  otra  mezcla  de  mayor 
calidad  con  8  onzas  de  cafe  de  Colombia  y  8  onzas  de  cafS  especial.  Asf  logra  una 
ganancia  de  $0.30  por  paquete  de  mezcla  de  menor  calidad,  y  una  ganancia  de  $0.40 
por  paquete  de  mezcla  de  mayor  calidad.  Este  mes  sobraron  120  libras  de  cafe  es¬ 
pecial  y  100  de  cafe  de  Colombia.  ^Cudntos  paquetes  de  cada  mezcla  hay  que 
preparar  para  lograr  la  ganancia  maxima?  Suponga  que  se  venden  todos  los  paque¬ 
tes  preparados. 

Comenzamos  asignando  simbolos  a  las  dos  variables: 

.r  =  Cantidad  de  paquetes  de  la  mezcla  de  menor  calidad 
y  =  Cantidad  de  paquetes  de  la  mezcla  de  mayor  calidad 

Si  P  denota  la  ganancia,  entonces 

P  =  $0.30x  -y  $0.40y 
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Esta  expresion  es  la  funcion  objetivo.  Queremos  maximizar  P  sujeta  a  ciertas  ri.^ 
tricciones  sobre  x  y  y.  Como  x  y  y  representan  cantidades  de  paquetes,  los  ilnictK 
valores  para  x  y  y  que  tienen  sentido  son  los  enteros  no  negativos.  Asl,  tcnciiios  hi', 
dos  restricciones 

.V  >  0,  y  >  0  K 

Tambien  sabemos  la  cantidad  de  cafe  disponible.  For  ejempio,  la  cantidad  total  dc 
cafe  de  Colombia  utilizado  en  las  dos  mezclas  no  puede  exceder  las  lOO  libras. a 
1600  onzas.  Como  utiiizamos  4  onzas  en  cada  paquete  de  menor  calidad  y  8  oiu» 
en  cada  paquete  de  mayor  calidad,  esto  produce  la  restriccion 

4x  -H  8y  <  1600 

De  manera  analoga,  la  existencia  de  120  libras,  o  1920  onzas,  de  cafe  especial  con¬ 
duce  a  la  restriccion 

12jr  8y  <  1920 

Podemos  enunciar  el  problema  de  programacion  lineal  como 
Maximizar  P  =  0.3x  +  0.4y 

sujeta  a  las  restricciones 

..v>0,  yS:0,  4x -h  8y  :=  1600,  12x -h  8y  <  1920 

La  figura  23  muestra  la  grafica  de  las  restricciones  (los  puntos  factibles).  Enliui- 
mos  los  vertices  y  evaluamos  la  funcion  objetivo  en  cada  una.  En  la  tabia  3  podemo' 
ver  que  la  ganancia  maxima,  $84.00,  se  logra  con  40  paquetes  de  la  mczcla  de  mcnir 
calidad  y  180  paquetes  de  la  mezcla  de  mayor  calidad. 


TABLA  3  esquina  valor  de  la  ganancia 


(X.  y) 

P  =  O.-Sy  4-  0.4v 

(0,  0) 

P  =  0 

(0,  200) 

P  =  0.3(0)  +  0.4(200)  = 

$80 

(40,  180) 

P  =  0.3(40)  -•  0.4(180) 

$84 

(160,  0) 

P  =  0.3(160)  •  0.4(0) 

$48 

■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 
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Ejercicio  10.6 


En  los  problemas  del  I  al  6  determine  los  valores  nidximo  y  minimo 
de  la  funcion  objetivo  dada. 

La  figura  ilustra  la  grdfica  de  los  pantos  factibles  de  an  problema  de 
programacidn  lineal. 


4.  ;  =  lO.v  +  y  5.  z  =  5.v  +  ly  6.  z  =  lx  +  5y 


En  los  problemas  del  7  al  16  resaelva  cada  problema  de  programacidn  lineal. 


7. 

Maximice 

z  =  2v  +  y  sujeta  a 

A>0, 

y  2  0, 

A  +  y  S  6,  A  +  y  2  1 

8. 

Maximice 

z  =  a  +  3y  sujeta  a 

A  s  0, 

y  2  0, 

A  +  y  2  3,  A  <  5,  y  s  7 

9. 

Minimice 

z  =  2x  +  5y  sujeta  a 

IV 

p 

y  0, 

A  +  y  2  2,  A  :S  5,  y  2  3 

10. 

Minimice 

z  =  3.r  +  4y  sujeta  a 

A  2-'  0, 

.y  2  0, 

2a  +  3y  2  6,  A  +  y  s  8 

11. 

Maximice 

z  =  3a-  +  5y  sujeta  a 

A>0, 

y  2  0, 

A  +  y  2  2,  lx  +  3y  a  12, 

3a  +  2y  £  1 2 

12. 

Maximice 

z  =  5.r  +  3y  sujeta  a 

IV 

p 

y  2  0, 

A  +  y2  2,  A  +  y<8,  2A  +  y=:lO 

13. 

Minimice 

z  =  5a  +  4y  sujela  a 

o 

Al 

y2  0, 

A  +  j-  2  2,  2a  +  3y  £  12, 

3a  +  )■  <  1 2 

14. 

Minimice 

z  =  2a  +  3v  sujeta  a 

A  2  0, 

y  2  0, 

A  +  y  2  3,  A  +  y  £  9,  a 

+  3y  2  6 

15. 

Maximice 

z  =  5a  +  2y  sujeta  a 

A  2  0, 

y  2  0, 

.r  +  y  £  1 0,  2a  +  y  2  1 0, 

A  +  2y  2  1 0 

16. 

Maximice 

Z  =  2a  +  4y  sujela  a 

A  2  0, 

y  2  0. 

2.V  +  V  2  4,  X  +  V  £  9 

17. 

'xr 

/<  .  ananeia 

Un  fabricante  de 

esqui'es  produce  dos  tipos;  descenso  y  campo  traviesa,  Ulilice  la 

tabla  siguiente  para  determinar  la  canlidad  de  esqui'es  de  cada  tipo  que  deben  producirsc  para  oblener  una  ganancia 
maxima.  ^Cual  e.s  la  ganancia  maxima?  (.Cual  sen'a  la  ganancia  maxima  si  el  liempo  disponible  para  la  fabricacion 
aumentara  a  48  boras? 


TIEMPO  jVLAXIiMO 

DESCENSO 

CAMPO  TRAVIESA 

DISPONIBLE 

Tieinpo  dc  fabricacion  por  csqui 

2  hnras 

1  hora 

40  hora.s 

Tiempo  de  acabndo  por  e.squf 

1  bora 

1  bora 

32  boras 

Ganancia  por  esqui 

S70 

S50 

18.  ■\dih-.’i\ina  idii  dc  a,  a  .‘itin.r  Un  agricullor  tiene  70  acres  de  tierra  disponibics  para  plantar  soya  o  trigo.  El 
costo  de  preparacidn  del  sueio,  los  di'as  nccesarios  y  la  ganancia  esperada  por  acre  plantado  para  cada  tipo  dc  cosecha 
aparecen  en  la  tabla  siguiente: 


SOYA 

TRIGO 

Costo  de  prcparacion  por  acre  , 

860 

$30 

Dias  dc  trabajo  necesarios  por  acre  ^ 

3 

4 

Ganancias  por  acre 

$180 

$100 

El  agricultor  no  puede  gastar  mds  de  $1800.00  en  cosios  de  preparacidn  ni  mas  de  120  di'as  de  trabajo  en  total.  ^.Cuan- 
tos  acres  de  cada  cosecha  debe  plantar  para  maximizar  la  ganancia?  ^Cual  es  la  ganancia  maxima?  ^Cual  sen'a  la 
ganancia  maxima  si  el  agricultor  estuviera  dispucsto  a  gastar  hasta  S2400.00  en  la  preparacidn  del  terreno? 
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19.  Una  granja  pequefia  tiene  100  acres  de  tierra  disponibles  para  la  siembra  de  raai/ 

y  .soya.  La  tabla  siguienie  muesiru  el  costo  de  cultivo  por  acre,  el  costo  de  la  mano  de  obra  por  acre,  y  la  gananoa 
esperada  por  acre.  La  columna  de  la  derecha  muestra  la  cantidad  de  dinero  disponible  para  cada  uno  de  estos  gas 
tos.  Determine  el  numero  de  acres  de  cada  cosecha  que  deben  plantarse  para  maximizar  la  ganancia. 


SOYA 

MAIZ 

DINERO  DISPONIBLE 

Costo  de  cultivo  por  acre 

$40 

$60 

$1800 

Costo  de  mano  de  obra  por  acre 

$60 

$60 

$2400 

Ganancia  por  acre 

$200 

$250 

20.  Cierta  dieta  exige  al  menos  60  unidades  de  carbohidratos,  45  de  protei'na  y  30  de  grasi 
por  di'a.  Cada  onza  del  Complemento  A  proporciona  5  unidades  de  carbohidratos,  3  de  protema  y  4  de  grasa.  C'aJa 
onza  del  Complemento  B  proporciona  2  unidades  de  carbohidratos,  2  de  protei'na  y  1  unidad  de  grasa.  Si  el  Com¬ 
plemento  A  cuesta  $1.50  la  onza  y  el  Complemento  B  $1.00  la  onza,  .^cuantas  onzas  de  cada  complemento  hay  que 
consumir  diariamente  para  minimizar  el  costo  de  la  dieta? 

21.  En  una  fdbrica,  la  mdquina  1  produce  clavos  de  8  pulgadas  a  raz6n  de  60  unidades 
por  hora,  y  clavos  de  6  pulgadas  a  raz6n  de  70  unidades  por  hora.  La  mdquina  2  produce  clavos  de  8  pulgadis  ^ 
raz6n  de  40  unidades  por  hora  y  clavos  de  6  pulgadas  a  raz6n  de  20  unidades  por  hora.  El  costo  de  opcraddn  de  U 
mdquina  I  es  de  $50,00  la  hora,  mientras  que  el  costo  de  operacidn  de  la  mdquina  2  es  de  $30.00  la  hora.  El  plan 
de  produccidn  exige  que  se  produzcan  al  menos  240  unidades  de  clavos  de  8  pulgadas  y  140  unidades  de  clasos  de 
6  pulgadas  cada  10  horas.  ^Cudl  combinacidn  de  mdquinas  produce  el  menor  costo  de  operacidn? 

22.  El  propietario  de  una  granja  de  drboles  frutales  contrata  una  cuadrilla  dc  tralxi- 
Jadores  para  podar  al  menos  25  de  sus  50  drboles.  Se  necesita  una  hora  para  podar  cada  arbol  joven,  y  una  hnra  \ 
media  para  cada  drbol  viejo.  La  cuadrilla  se  contrata  para  trabajar  por  lo  menos  30  horas  y  cobra  ,SI5,00  pur  end.; 
irbol  joven  y  $20.00  por  cada  drbol  viejo.  Para  minimizar  sus  costos,  ^de  cudntos  drboles  de  cada  tipo  hay  que  pu 
dar?  ^Cudl  sera  el  costo? 

23.  Una  carnicen'a  combina  came  molida  de  res  y  de  cerdo  en  paquetes  para  pav 
tel  de  came.  La  caime  de  res  es  75%  limpia  (75%  came,  25%  grasa)  y  cuesta  a  la  carniceria  $0,75  la  libra.  La  came 
de  cerdo  es  60%  limpia  y  cuesta  a  la  carnicen'a  $0.45  la  libra,  El  pastel  de  came  debe  ser  al  menos  70%-  liiiipio.  .Si 
la  carnicen'a  quiere  utilizar  al  menos  50  libras  del  cerdo  disponible,  pero  no  mSs  de  200  libras  dc  la  came  de  rev 
disponible,  ^cudnta  came  molida  de  res  debe  mezclarse  con  la  de  cerdo  para  minimizar  el  costo? 


24.  Un  asesoren  inversiones  recibe  las  instrucciones  de  una  cliente  para  invertir  hasta  S20,0(K),00. 

una  parte  en  un  bono  que  produce  el  9%  anual  y  otra  parte  en  bonos  del  gobierno,  que  producen  el  7%  por  anu.  La 
cliente  dcsca  invertir  al  menos  $8000.00  en  los  bonos  gubernamentales  y  no  mds  de  $12,000.00  en  los  otros. 

(a)  (.Que  cantidad  recomendan'a  el  asesor  se  coloque  en  cada  tipo  de  inversion,  de  mode  que  se  maximice  el  ingrcMi, 
si  la  cliente  insiste  en  que  la  cantidad  invertida  en  bonos  del  gobierno  debe  ser  mayor  o  igual  a  la  de  los  otros  IxmiA’ 

(b)  (,Que  cantidad  recomendan'a  el  asesor  se  coloque  en  cada  tipo  de  inversion,  de  modo  que  se  maximice  el  ingreso. 
si  la  cliente  insiste  en  que  la  cantidad  invertida  en  bonos  del  gobierno  debe  ser  menor  que  la  de  los  otros  bonus.’ 
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25.  Una  fabrica  produce  dos  tipos  de  patines  para  hielo:  para 

Carrera  y  para  patinaje  arti'stico.  Los  primeros  requieren  6  boras  de  trabajo  en  el  departamento  de  produccidn  y  una 
bora  en  acabado,  mientras  que  los  segundos  requieren  4  boras  de  trabajo  en  produccion  y  dos  boras  en  acabado.  El 
departamento  de  produccidn  dispone  de  un  maximo  de  120  boras  de  trabajo  al  di'a,  y  el  departamento  de  acabado  no 
dispone  de  mas  de  40  boras  de  trabajo.  Si  la  ganancia  en  cada  par  de  patines  de  carrera  es  de  $10.00  y  en  cada  par 
del  otro  tipo  es  de  $12.00,  ^cuSntos  patines  de  cada  tipo  deben  fabricarse  diariamente  para  maximizar  la  ganancia? 
(Suponga  que  se  venden  todos  los  patines  fabricados.) 

26  Una  pareja  de  jubilados  dispone  de  basta  $50,000.00  para  invertir  en  bonos  de  rendimiento 

fijo.  Su  asesor  financiero  les  recomienda  dos  tipos  de  inversidn:  un  bono  AAA  que  rinde  el  8%  anual,  y  un  certifi- 
cado  de  depdsito  que  rinde  un  4%  al  afio.  Despu6s  de  un  analisis  cuidadoso  de  las  alternativas,  la  pareja  decide  in¬ 
vertir  cuando  mucbo  $20,000.00  en  el  bono  AAA  y  al  menos  $15,000.00  en  el  certiFicado.  Tambi6n  indican  al  asesor 
financiero  que  invierta  en  el  certificado  al  menos  tanto  dinero  como  en  el  bono.  ^C6mo  debe  proceder  el  asesor  para 
maximizar  la  ganancia  en  esta  inversion? 

27.  Un  empresario  encarga  a  su  equipo  de  disefio  que  produzca  al  menos  seis  muestras  de  un 
nuevo  tipo  de  sujetador  que  desea  introducir  al  mercado.  El  costo  de  produccion  de  cada  sujetador  metfilico  es  de 
$9.00  y  el  costo  de  un  sujetador  de  pUstico  es  de  $4.00.  El  quiere  al  menos  dos  ejemplares  de  cada  versidn  del  su¬ 
jetador,  y  debe  disponer  de  todas  las  muestras  dentro  de  24  boras  a  partir  de  este  momento.  Cada  muestra  metalica 
tarda  4  boras  en  produccidn,  y  una  muestra  de  plastico  tarda  2  boras.  Para  minimizar  el  costo  de  las  muestras,  ^cudn- 
tos  sujetadores  de  cada  tipo  debe  ordenar  el  empresario?  ^Cual  serd  el  costo  de  las  muestras? 

28.  Amadeus,  el  perro  de  Tomas,  gusta  de  dos  tipos  de  comida  enlatada  para  perros.  Una  lata  de 
“Gourmet  Dog”  cuesta  40  centavos,  tiene  20  unidades  de  un  complejo  vitammico  y  75  calon'as.  Una  lata  de  “Cbow 
Hound”  cuesta  32  centavos,  tiene  35  unidades  de  vitaminas  y  50  calon'as.  Tomas  quiere  que  Amadeus  tenga  al  menos 
1175  unidades  de  vitamina  y  2375  calon'as  al  mes.  Si  tiene  espacio  para  almacenar  s6lo  60  latas  al  mismo  tiempo, 
^cudntas  latas  de  cada  tipo  debe  comprar  Tomas  cada  mes  para  minimizar  su  costo? 


29. 


Una  aerolmea  tiene  dos  tipos  de  servicio:  primera  clase  y  turismo.  La  experiencia  de 
la  administracion  indica  que  cada  avidn  debe  tener  al  menos  8,  pero  no  mas  de  16,  asientos  de  primera  clase  y  al 
menos  80,  pero  no  mds  de  120,  asientos  de  turismo. 

(a)  Si  la  administracidn  decide  que  la  proporcidn  de  asientos  de  primera  clase  y  turismo  no  debe  ser  mayor  que  1:12, 
^con  cudntos  asientos  de  cada  tipo  debe  configurar  sus  aviones  para  maximizar  la  ganancia? 

(b)  Si  la  administracidn  decide  que  la  proporcidn  de  asientos  de  primera  clase  y  turismo  no  debe  ser  mayor  que  1:8, 
^con  cuantos  asientos  de  cada  tipo  debe  configurar  sus  aviones  para  maximizar  la  ganancia? 

(c)  Si  usted  fuese  el  administrador,  ^qud  han'a? 

[Sugerencia:  Suponga  que  la  aerolmea  cobra  $C  por  cada  asiento  en  clase  turista  y  $F  por  un  asiento  de  primera 
clase;  C>  0,  F  >  0.} 


30.  En  una  granja  especializada  en  polio  se  agregan  cuatro  tipos  de  vitamina  a  la  comida 
usual  de  los  polios.  El  dueno  quiere  que  la  comida  complementada  contenga  al  menos  50  unidades  de  vitamina  I,  90 
de  vitamina  II,  60  de  vitamina  III  y  100  de  vitamina  IV  por  cada  100  onzas  de  comida.  Hay  dos  complementos 
disponibles:  el  complemento  A,  que  contiene  5  unidades  de  vitamina  I,  25  de  vitamina  II,  10  de  vitamina  III  y  35  de 
vitamina  IV  por  onza;  y  el  complemento  5,  que  contiene  25  unidades  de  vitamina  I,  10  de  vitamina  II,  10  de  vita¬ 
mina  HI  y  20  de  vitamina  IV  por  onza.  Si  el  complemento  A  cuesta  $0.06  la  onza  y  el  complemento  B  $0.08  la  onza, 
^qu6  cantidad  de  cada  complemento  debe  comprarse  para  agregarla  a  cada  100  onzas  de  comida  y  mantener  mlnimo 
el  costo  total,  pero  conservando  las  especificaciones  de  contenido  vitamlnico  estipuladas? 

31.  Explique  con  sus  propias  palabras  lo  que  es  un  problema  de  programacidn  lineal  y  c6mo  se  puede  resolver. 
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CONCEPTOS  FuNDAMENTALES 


Sistemas  de  ecuaciones 

Los  sistemas  que  no  tienen  solucidn  son  inconsistentes.  Los  que  tienen  solucidn  son  consistentes. 

Los  sistemas  consistentes  tienen  una  unica  solucidn  o  una  infmidad  de  soluciones. 

Problema  de  programacion  lineal 

Maximizar  (o  minimizar)  una  funcion  objetivo  lineal,  z  =  Ax  +  By,  sujeta  a  ciertas  condiciones,  o  restricciones,  que  pueden 
expresarse  con  desigualdades  lineales  en  t^rminos  de  x  y  y. 
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Punto  factible 

El  punto  (.t,v)  que  satisface  las  restricciones  de  un  problema  de  programacidn  lineal. 

Localizacion  de  la  solucion 

Si  un  problema  de  programacidn  lineal  tiene  una  solucidn,  6sta  se  localiza  en  un  v6rtice  de  la  grafica  de  los  puntos  factiblev. 
Si  un  problema  de  programacidn  lineal  tiene  varias  soluciones,  al  menos  una  de  ellas  se  localiza  en  un  vertice  de  la  grafica  ilr 
puntos  factibles. 

En  CLialquiera  de  estos  casos,  el  valor  correspondiente  de  la  funcidn  objetivo  es  unico. 


Como  hacer  para 


Resolver  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  mediante  el  metodo 
de  sListitucidn 

Resolver  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  mediante  el  metodo 
de  eliminacion 

Resolver  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  mediante  matrices 
Resolver  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  mediante  determinantes 


Resolver  un  sistema  de  ecuaciones  no  lineales 
Hacer  la  grafica  de  un  sistema  de  desigualdades 
Determinar  los  vertices  de  la  grSfica  de  un  sistema  de 
desigualdades  lineales 

Resolver  problemas  de  programacidn  lineal 


Complete  en  los  espacios 


1.  Si  un  sistema  de  ecuaciones  no  tiene  solucidn,  se  dice  que  es _ 

2.  Un  arreglo  de  ntimeros  rectangular  m  por  n  es  una _ 

3.  La  regia  de  Cramer  utiliza _ para  resolver  un  sistema  de  ecuaciones  lineales. 

4.  La  matriz  utilizada  para  representar  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  es  una  matriz _ 

5.  La  grafica  de  una  desigualdad  lineal  es  una _ 


6.  Un  problema  de  programacidn  lineal  pide  ma.ximizar  (o  minimizar)  una  expresidn  lineal,  llamada 


7.  Todo  punto  que  satisface  las  restricciones  de  un  problema  de  programacidn  lineal  es  un _ , 

ClERTO  O  FALSO _ _ 

C  F  1.  Un  sistema  de  dos  ecuaciones  lineales  con  dos  incognitas  siempre  tiene  al  menos  una  solucion. 

C  F  2.  La  matriz  aumentada  de  tin  sistema  de  dos  ecuaciones  con  tres  variables  tiene  dos  renglones  y  cuatro  columnas. 

C  F  3.  Un  determinante  3  por  3  nunca  puede  scr  igual  a  0. 

C  F  4.  Un  sistema  de  ecuaciones  coiisistente  tiene  una  solucion  exacta. 

C  F  5.  La  grtifiea  de  una  desigualdad  lineal  es  un  semipiano. 

C  F  6.  En  algunos  casos,  la  grafica  de  un  sistema  de  desigualdades  lineales  es  acotada. 

C  F  7.  Si  un  problema  de  programacidn  lineal  tiene  una  solucion,  esta  se  localiza  en  un  vertice  de  la  grafica  de  los  punto/ 
factibles. 


Ejercicios  de  repaso 


En  los  problemas  de!  I  a!  20,  resiielva  cada  sistema  de  ecuaciones  mediante  el  metodo  de  sustituck'm  o  cl 
de  eliminacion.  Si  el  sistema  no  tiene  solucion,  indique  que  es  inconsistente. 


(2.x-  V 

=  5 

r2.v  -b  3v  =  2 

II 

1 

r2.v+  v  =  0 

■ 

2- 

3.  ■  , 

4- 

[5..V  +  2v 

=  8 

[Is-  v  =  3 

1  ■«-3y  =  : 

[3.V-41--  - 

1. 
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s. 


9. 


13. 


17. 


X  -  2  .y  -  4  =  0 

1 

+ 

II 

o 

1 

II 

>- 

fx  =  5y  +  2 

6. 

7-  r 

8. 

3x  +  2>’  -  4  =  0 

[2x  +  3y  -  5  =  0 

[x  =  3y  +  4 

1  =  5x  +  2 

A  -  y  +  4  =  0 

1  X  +  |y  =  2 

1 

to 

1 

oo 

II 

o 

f  X  -  3y  -  ~  =  0 

10. 

11. 

12.  ,  2 

i-r  +  iy  +  l-O 

[)'  +  4x  +  2  =  0 

[2x  +  2y  -  10  =  0 

[  'x  +  3y  -  5  =  0 

1 

il 

r3x  -  4y  -  12  =  0 

riv  +  3v  -  13  =  0 

r4x  +  5y  =  21 

14. 

15. 

16. 

2  y  -  3x  =  18 

[  5x  +  2y  +  6  =  0 

[  3x  -  2y  =  0 

[5x  +  6y  =  42 

f  X  +  2y  -  z  =  6 

f  X  +  5y  -  z  = 

1 

to 

11 

GO 

r2x  +  5y  =  10 

■ 

' 

18. 

19.  Zr  -  V  +  3z  =  -13 

20.  2x  +  y  +  z  = 

1 

II 

to 

4x  +  lOy  =  15 

l3x  -  2v  +  3z  -  -16 

1  X  -  >■  +  2z  = 

En  los  problemas  del  21  al  30  resuelva  cada  sisiema  de  ecuaciones  ulilizando  matrices.  Si  el  sistcma  no 
tiene  soluciones,  indique  que  es  inconsislente. 


rsx 
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y  +  z 

5 

r  3.V- 

-  2y 

1 

r  3.V 

+ 

2y 

=  6 

21. 

1 

22.  1 

1 

23.  < 

4x 

=  ly  -  2z  =  - 

-3 

4x 

— 

y  -  3z  = 

^  1 

lOx  +  lOy 

= 

5 

1 

L 

— 

y 

_  1 

2 

24.  1 

L3x 

+  y-7z  = 

1 

l8x 

+ 

.y  -  = 

^  5 

[ 

X  — 

2z 

= 

1 

[ " 

+ 

2y 
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X  -  y  +  z 

=  0 

[4x 

- 

3y  +  5z 

=  0 

25.  1 

1 

1 

2x  + 

3.y 

= 

-3 

26.  1 

2x 

- 

2y 
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27.  1 

1  , 
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28.  1 

L. 

+ 
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=  0 
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3 
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+ 
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- 
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1 
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+ 
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+ 
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3 
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=  -3 

29.  ' 

30.  ' 
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— 
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0 
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=  3 

.3x  - 
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z 

+ 
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-3 
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En  los  problemas  del  31  al  36  encuentre  el  valor  de  cada  detenninante. 


3  4 

31.  i 

14  01 

32.  33. 

14  0 

-1  2  6 

34. 

2  3  10 

0  1  5 

35. 

2  1  -3 

5  0  1 

36. 

-2  1  0 

1  2  3 

1  3 

13 

4  1  3 

-12  3 

2  6  0 

-1  4  2 

En  los  problemas  del  37  al  42  utilice  la  regia  de  Cramer,  si  es  aplicable,  para  resolver  cada  sisiema. 


37. 


r  X  ^  2y  =  4 


3x  +  2y  =  4 


38. 


I  X-  3y=  -5 
[  2x  +  3y  =  5 


39. 


2x  +  3y  -  13  =  0 
3x  -  2j  =  0 


40. 


3x  -  4y  -  12  0 

5.V  +  2v  +  6  =  0 


[  X  —  )’  +  r,  =  8 
42.  2x  +  3y  -  z  =  -2 
i3x-  y-9z=  9 

En  los  problemas  del  43  al  52  resuelva  cada  sistema  de  ecuaciones. 


r  2x  +  \’  +  3  =  0 

r  A-  +  y2  = 

16 

r2xy  +  =  10 

43. 

44. 

45.  ;  ^ 

46. 

1  x2  +  y2  =  5 

[2x-y2  = 

-8 

l3y2-.vy=  2 

47.  p  +  y-M 

48. 

9 

r  3x2  +  4^.^,  +  5y2  =  8 

49.  , 

50. 

1  X-  =  3y 

[  X“  +  y-  = 

9 

[  A-  +  3.vy  +  2y2  =  0 

fx“  —  3x  +  y-  +  5 

’  =  -2 

r.v2  +  X  +  \'2  =  V  +  2 

51.  J  2  _  , 

- - +  V  +  1 

=  0 

52.  ,  _ 

X  +  1  = 

1.x- 


3x“  -  V-  =  1 
-  2\P-  -5  =  0 


I  3x-  +  2xy  -  2)3  =  6 
I  AT  -  2v2  +4  =  0 


Capitulo  10  Sistemas  de  ecuaciones  y  desigualdades 

En  los  problemas  del  53  al  58  haga  la  grdfica  de  cada  sistema  de  desigualdades.  Indique  si  la  grufica  t'l 
acotada  o  no,  y  senale  los  vertices. 


-2x  +  yrS2 
x  +  y>  2 


X  -  2y  s  6 
2x  +  ySi2 


>>  a  0 
X  +  >>  <  4 
.2x  +  3>>  <  6 


y  a  0 
3x  +  y  a  6 
.2x  +  y  a  2 


y  a  0 
2x  +  y  <  8 
.  X  +  2y  a  2 


y  a  0 
3x  +  y  <  9 
.2x  +  3y  a  6 


En  los  problemas  del  59  al  62  haga  la  grdfica  de  cada  sistema  de  desigualdades. 


fx^  +  y-  <  1 6 

59. 

[  X  +  y  a  2 


y2  <  X  -  1 


rx^  +  y2  >  1 


x>-  <  4 


En  los  problemas  del  63  al  68  resuelva  cada  problema  de  programacion  lineal. 

63.  Maximice  z  =  3x  +  4y  sujeto  a  x  a  0.  y  a  0,  3x  +  2y  a  6,  x  +  y  8 

64.  Maximice  z  =  2x  +  4y  sujeto  a  xaO,  yaO,  x  +  y£6,  xa2 

65.  Minimice  z  =  3x  +  5y  sujeto  a  x  a  0,  y  a  0,  x  +  y  a  1,  3x  +  2y  s  12,  x  +  3y  <  12 

66.  Minimice  z  =  3x  +  y  sujeto  a  xaO,  yaO,  x£8,  y  —  6,  2x  +  ya4 

67.  Maximice  z  =  5x  +  4y  sujeto  a  x  a  0,  y  a  0,  x  +  2y  a  2,  3x  +  4y  £  12,  y  a  x 

68.  Maximice  z  =  4x  +  5y  sujeto  a  x  a  0,  y  a  0,  2x  +  3y  a  6,  x  a  y,  2c  +  y  £  12 

69.  Determine  A  de  modo  que  el  sistema  de  ecuaciones  lineales  lenga  una  infinidad  de  soluciones. 

f2x  +  5y  =  5 
[4x  +  lOy  =  A 

70.  Determine  A  de  modo  que  el  sistema  de  ecuaciones  lineales  tenga  una  infinidad  de  soluciones. 

71.  Determine  la  funcidn  cuadratica  y  =  ax-  +  hx  +  c  que  pasa  por  los  puntos  (0,  1),  (1,  0),  y  (-2.  li. 

72.  Determine  la  ecuacidn  general  del  ci'rculo  que  pasa  por  los  ires  puntos  (0,  1),  (1,  0),  y  (-2,  li, 
[Nota:  La  ecuacion  general  de  un  circulo  es  x^  +  y^  +  Dx  +  fy  +  F  =  0.] 

73.  Un  distribuidor  de  caK  mezcla  un  nuevo  caK  que  costard  $3.90  por  libra.  El  caf6  sera  una  mezcb 
de  un  tipo  de  caK  de  $3.00  por  libra  y  de  otro  de  $6.00  por  libra.  ^Cudnta  cantidad  de  cada  caf^  debe  usar  para  ohteiicr 
la  mezcla  deseada?  [Sugerencia:  Suponga  que  el  peso  del  cafe  mezclado  es  de  100  libras.] 


Repaso  del  capitulo  83 


74.  En  una  granja  de  JOOO  acres  se  siembra  mai'z  y  soya.  El  costo  por  acre  para  cultivar  mai'z  es  de  S65.00 

y  para  la  soya  es  de  $45.00.  Si  el  presiipuesto  disponible  es  de  S54.325.00  y  hay  que  utilizar  todo  el  lerreno,  (;,cuan- 
tos  acres  se  deben  asignar  a  cada  cultivo? 

75.  Una  compafifa  fabiica  tres  tipos  de  galletas:  avena  con  pasas,  chispas  de  chocolate  y  saladas. 
empaquetadas  en  cajas  pequenas,  mediana..  y  grandes.  La  caja  pequeha  contiene  una  docena  de  galletas  dc  avena  con 
pasas  y  una  docena  de  chispas  de  chocolate;  la  caja  mediana  contiene  2  docenas  de  galletas  de  avena  con  pasas,  una 
docena  de  chispas  de  chocolate  y  una  docena  de  galletas  saladas;  la  caja  grande  contiene  2  docenas  del  tipo  avena  con 
pasas,  2  docenas  de  chispas  de  chocolate  y  3  docenas  de  saladas.  Si  usted  nccesita  exactamentc  15  docenas  de  galle¬ 
tas  de  avena  con  pasas,  10  de  chispas  de  chocolate  y  11  saladas,  ^.cuSntas  cajas  de  cada  taniano  debe  comprar? 

76.  Una  tienda  especializada  tiene  72  libras  de  nueces  y  120  libras  de  cacahuates,  que  se  van  a  mezclar 
en  paquetes  de  1 2  onzas  de  la  manera  siguiente:  un  paquete  de  mcnor  precio  con  8  onzas  de  cacahuates  y  4  de  nue¬ 
ces,  y  un  paquete  de  calidad  con  6  onzas  de  cacahuates  y  6  de  nueces. 

(a)  Utilice  .v  para  denotar  la  cantidad  de  paquetes  de  menor  precio  y  y  para  la  cantidad  de  paquetes  de  calidad.  Es- 
criba  un  sistema  de  desigualdades  lineales  que  describan  la  cantidad  posible  de  cada  tipo  de  paquete. 

(b)  Haga  la  grafica  del  sistema  y  sehale  los  vertices. 

77.  Un  lote  rectangular  pequeiio  tiene  un  perimetro  de  68  pies.  Si  su  diagonal  mide  26  pies,  (guales  son  sus  diniensiones? 

78.  El  area  de  una  ventana  rectangular  es  de  4  pies  cuadrados.  Si  la  diagonal  mide  2V2  pies,  ^cuales  son  las  dimensiones 
dc  la  ventana? 

79.  ■  Cierto  triangulo  rectingulo  tiene  un  perimetro  de  14  pulgadas.  Si  la  hipotcnusa  mide  6  pulgadas,  ^.cutinto 

miden  los  catetos? 

80.  Cierto  triangulo  isosceles  tiene  un  perimetro  de  18  pulgadas.  Si  la  altura  mide  6  pulgadas.  i.cuanto  mide 
la  base? 

81.  t.Cuantos  metros  de  cerca  se  neccsitan  para  encerrar  5000  pies  cuadrados  mediante  dos  cuadrados  cuyos  lados  estan 
en  la  proporcion  I  ;2? 

82.  Un  laboratorio  qui'mico  tiene  tres  recipientes  de  acido  clorhi'drico,  HCl.  Un  recipiente  tiene  una 
solucibn  concentrada  al  10%  de  HCl.  cl  segundo  tiene  una  concentracion  del  25%  y  el  tercero  40%  de  HCl.  ^'Cuan- 
tos  litros  de  cada  recipiente  hay  que  mezclar  para  obtener  100  litros  de  una  solucibn  concentrada  al  30%  de  HCl? 
Construya  una  tabla  con  algunas  de  las  combinaciones  posibles. 

83.  Catalina,  Miguel,  Daniel  y  Alejandra  acordaron  aireglar  el  jardfn  de  su  casa  por  ,$45.00 
y  dividirlo  entre  ellos.  Al  terminar,  su  padre  dispuso  que  Miguel  debia  recibir  el  doble  que  Catalina,  que  Cataliuu  y 
Alejandra  merecen  la  misma  cantidad  y  Daniel  la  mitad  de  lo  obtenido  por  Catalina.  ,;,Cuanto  dinero  recibib  cada  uno? 

84.  En  un  vuelo  entre  el  aeropucrto  Midway  (Chicago)  y  Fort  Lauderdale,  Elorida, 
un  Boeing  737  mantiene  una  velocidad  de  475  mil  las  por  hora.  Si  el  viaje  de  Chicago  a  Fort  Lauderdale  tarda  2  bo¬ 
ras  con  30  minutos  y  el  vuelo  de  retorno  tarda  2  horas  con  50  minutos,  ^cual  es  la  rapidez  de  la  propulsibn  a  choiro? 
(Suponga  que  la  rapidez  de  la  propulsibn  permanecc  constante  en  las  diversas  altitudes  del  piano.) 

85.  Si  Catalina  y  Miguel  trabajan  juntos  durante  I  hora  y  20  minutos  terminaran  cierta 
labor.  Si  Miguel  y  Daniel  trabajan  juntos  durante  1  hora  y  36  minuto.s,  pueden  terminar  el  mismo  trahajo.  Si  Daniel 
y  Catalina  trabajan  juntos  pueden  concluir  en  2  horas  y  40  minutos.  ^Cuanto  tiempo  tardarfa  cada  uno  en  realizar  el 
trabajo  solo? 

86.  ■  .  Ic  .  Una  Mbrica  produce  dos  tipos  de  figuras  de  certimica:  una  bailarina  y 

una  sirena,  cada  una  de  las  cuales  requiere  tres  procesos:  moldeo,  pintura  y  vidriado.  La  mano  de  obra  disponible  dia- 
riamente  para  moldeo  no  es  mayor  que  90  horas  de  trabajo,  para  la  pintura  no  es  mayor  que  1 20  horas  y  para  el  vidria¬ 
do  no  m^s  de  60  horas.  La  bailarina  requiere  3  horas  de  trabajo  para  el  moldeo,  6  horas  para  la  pintura  y  2  para  el 
vidriado.  La  sirena  requiere  3  horas  de  trabajo  para  el  moldeo,  4  horas  para  la  pintura  y  3  para  el  vidriado.  Si  la  ganan- 
cia  por  cada  figura  es  de  $25.00  en  las  bailarlnas  y  de  $30.00  en  las  sirenas,  ^.cuantas  I'iguras  dc  cada  tipo  hay  que 
producir  diariamente  para  maximizar  la  ganancia?  Si  la  gcrencia  decide  producir  el  ntimero  de  cada  I'igura  que  maxi¬ 
mice  la  ganancia,  determine  cual  de  los  procesos  tiene  un  exceso  de  horas  de  trabajo  asignadas. 

87.  Una  f^brica  produce  motores  a  gasolina  y  a  diesel.  Cada  semana  se  deben  entregar  al  menos  20  motores  de  gasolina 
y  15  motores  diesel.  Sin  embargo,  debido  a  limitaciones  ITsicas,  la  f^brica  no  puede  producir  mas  de  60  motores  a 
gasolina  ni  ma.s  de  40  motores  a  diesel.  Por  ultimo,  para  evitar  la  escasez.  hay  que  producir  cuando  menos  50  mo¬ 
tores.  Si  el  costo  de  produccibn  de  un  motor  a  gasolina  cs  de  $450.00  y  el  de  un  motor  diesel  es  dc  S550.00.  ^.cuan- 
tos  motores  hay  que  producir  por  semaua  para  minimizar  el  costo?  ;,Cual  es  la  capticidad  dc  exceso  de  la  lubrica,  es 
decir,  cuSntos  motores  de  cada  tipo  se  estan  produciendo  aparte  del  numero  que  la  fabrica  estti  obligada  a  entregar? 

88.  Describa  cuatro  formas  de  resolver  un  sistema  de  tres  ecuaciones  lineales  con  tres  variables.  /.Que  metodo  prefiere 
usted?  ^Por  qu6? 
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1 1 . 1  Sucesiones 

11.2  Sucesiones  aritm<^ti(:as 

11.3  Sucesiones  geometricas; 
series  geometricas 

11.4  Inducci6n  matem^tica 

1 1.5  Teorema  del  binomio 

11.6  Conjuntos  y  m^todos 
de  conteo 

11.7  Permutaciones  y 
combinaciones 

1 1 .8  Probabilidad 
Repaso  del  capitulo 


inorama  Creacion  de  un  diseno  para  el  piso 

piso  de  mosaico  de  cerdmica  estd  diseflado  en  forma  de  trapecio  con 
epics  de  ancho  en  la  base  y  10  pies  de  ancho  en  la  parte  superior.  Los 
t'Xicos,  de  12  por  12  pulgadas,  serdn  colocados  de  modo  qne  cada  fila 
aesivi!  tenga  un  mosaico  menos  que  la  anterior.  iCudntos  rnosaicos  se 
.fsitardn?  [ejemplo  7  de  la  seccion  11.2.] 


ste  capitulo  introduce  temas  que  se  tratan 
con  mayor  detalle  en  los  cursos  de 
Matematicas  finitas  o  Matematicas  discre- 


tas.  Aplicaciones  de  estos  temas  se  encuentran  en 
los  campos  de  ciencias  de  la  computacion,  inge- 
nien'a,  economia  y  negocios,  las  ciencias  sociales  y 
las  ciencias  fisicas  y  biologicas. 

El  capitulo  puede  ser  dividido  en  cuatro 
partes  independlentes: 

Las  secciones  11.1,  11.2  y  11.3,  tratan  acerca  de  las 
sucesiones,  las  cuales  son  funciones  cuyo  domlnio  es 
el  conjunto  de  los  numeros  naturales.  Las  sucesiones 
forman  la  base  de  las  funciones  definidas  de  manera 
recursiva  y  de  procedimientos  recursivos  utilizados  en 
la  programaclon  de  computadoras. 


La  seccion  11.4,  Induccion  matematica,  nos  perm^i  '?. 
conocer  una  tecnica  para  demostrar  teoremas  que  r 
volucran  a  los  numeros  naturales. 

La  seccidn  1 1 .5,  el  teorema  del  binomio,  introduce  i/u 
formula  para  la  expansion  de  (x  +  af,  donde  n  es 
cualquier  numero  natural. 

Las  secciones  11.6,  11.7  y  11.8;  donde  las  dos 
primeras  tienen  que  ver  con  tecnicas  y  formulas  p^'J 
contar  el  numero  de  objetos  en  un  conjunto,  una  pale 
de  la  rama  de  las  matematicas  llamada  combinato'ia. 
Estas  formulas  son  usadas  en  ciencias  de  la  compu¬ 
tacion  para  analizar  algoritmos  y  funciones  recursivas 
y  para  estudiar  pilas  y  colas.  Tambien  son  usadas  para 
determinar  probabilidades,  esto  es,  la  posibilidad  de 
que  ocurra  cierto  resultado  en  un  experimento  alea¬ 
toric. 


Sucesiones 


Sucesiones  Una  sucesion  es  una  funcion  cuyo  dominio  es  el  conjunto  de  los 
numeros  enteros  positivos. 


FIGURA  1 
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Puesto  que  una  sucesidn  es  una  funcion,  tendra  una  grafica.  En  la  figura  l(al. 
reconocera  la  grafica  de  la  funcion  f(x)  =  l/.r,  x  >  0.  Si  todos  los  puntos  de  cM.i 
grdfica  fueran  eliminados  excepto  aquellos  cuya  coordenada  .v,  o  abscisa,  sea  un  cn- 
tero  positive  — esto  es,  si  todos  los  puntos  son  eliminados  excepto  (1,  1).  (2.  Ij. 
(.1,  0,  y  asf  sucesivamente — ,  los  puntos  que  quedan'an  serian  la  grafica  dc  la  slice- 
si6n  f(n)  =  l/n,  como  se  muestra  en  la  figura  1(b). 

Por  lo  comun,  una  sucesion  es  representada  enlistando  sus  valores  ordenada- 
mente.  Por  ejemplo,  la  sucesion  cuya  grafica  aparece  en  la  figura  1(b)  puede  ser 
representada  como 

/(l),,/l2)./(3),/(4),  .  .  .  o  1,|,|,|,  ... 

La  lista  nunca  termina,  como  lo  indican  los  puntos  suspensivos.  Los  niimeros  en 
esta  lista  ordenada  son  llamados  terminos  de  la  sucesion. 

A1  tratarcon  sucesiones,  por  lo  regular  usamos  letras  con  submdice,  porejeni- 
plo,  a\  para  representar  al  primer  termino,  oi  para  el  segundo  termino,  wj  para  el 
tercer  termino,  y  asi  sucesivamente.  De  esta  manera,  para  la  sucesion  /(u)  =  l/«. 
escribimos 

=/(l)  =  1 

flz  =/(2)=| 

=/(3)  =  y 

«4  =/(4) 


(b) 


a,,  =f(n) 


n 


686 
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En  otras  palabras,  por  lo  regular  no  usamos  la  notacion  tradicional  de  funciones/(«) 
para  escribir  sucesiones.  Para  esta  sucesion  en  particular,  tenemos  una  regia  para  el 
n-esimo  termino,  a  saber,  a„  =  \/n,  de  modo  que  es  fdcil  encontrai'  cualquier  ter- 
mino  de  la  sucesidn. 

Cuando  se  conoce  una  formula  para  el  n-esimo  termino,  en  lugar  de  escribir 
los  terminos  de  la  sucesion,  normalmente  representamos  a  toda  la  sucesion  colo- 
cando  Haves  alrededor  de  la  fdrmula  para  el  n-6simo  tdrmino.  Por  ejempio,  la  suce¬ 
sion  cuyo  «-esimo  termino  es  =  (j)"  puede  ser  representada  eomo 


M  I. 


0 


Snk.. 


FIGURA  2 

f{n)^ 

1.0  - 
0.8-  (3.3) 
0.6  - 
0.4 


(2, 1) 

0.2  h  (1,0)^ 

I  I  I 


(5,|) 

•  * 

(4. 1) 


(6, 


1  2  3  4  5  6 


..'“.'.'J  (/<  !(rx  rrraan- at  :-'!a  \  !i'i  t  ;  1 -f ; 

Escribir  los  primeros  seis  terminos  de  la  sucesion  siguiente  y  trazar  su  grafica. 

«  -  1 
n 

fli  =  0 


<32  = 

03  = 

CI4  — 

as  = 

as  = 


Vease  la  figura  2. 


’. <  '  Escribir  un  programa  que  genere  los  primeros  seis  terminos  de  la 

sucesion  {(n  —  l)/n).  Escribir  un  segundo  programa  que  trace  la  grafica  de  esta 
sucesion  y  compararla  con  lo  que  se  ve  en  la  figura  2.  ■ 


68s  Capitulo  11  Sucesiones;  induccidn;  metodos  de  conteo;  probabilidad 


\  I  I  M  r  I  <»  : 


FIGURA  3 


f(n}‘ 

‘  ^  t '  u '  ,  i 

2 

-  (E2) 

1 

■  A 

•  (5,  i) 

1  1  1  1  1  1  , 

0 

1  2  3  4  5  6  'n 

(4,4)  (6,4) 

-1 

(2,-1) 

Escribir  los  primeros  seis  terminos  de  la  sucesion  siguiente  y  trazar  su  gratica. 


bi  =  2 

b2=  -  \ 


Vease  la  figura  3. 


■ 


I'  .I  I-:  \!  I’  I.  ^ 

Escribir  los  primeros  seis  t6iTninos  de  la  sucesion  siguiente  y  trazar  su  gral'ica. 

n  si  n  es  par 

1/rt  si  n  es  impar 


bolii.'iiill 

FIGURA  4 


f{n). 

6 

_ 

• 

5 

(4,  4) 

(6,  6) 

4 

• 

3 

(2,  2) 

2 

1 

(5,1: 

) 

1  1  1  A 

1  , 

0 

1  2  3  4  5 

6  'n 

Vease  la  figura  4. 


C'l 

C2 


C4 

C5 


C6 


1 

2 

3 

4 

]_ 

5 

6 


I 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  3  y  5. 


\:  P  !  ()  4 


Algunas  veces  una  sucesidn  se  indica  por  un  patron  observado  en  los  primens 
tdrminos,  lo  que  hace  posible  inferir  la  forma  del  «-esimo  termino.  En  el  ejeinplf 
siguiente,  se  da  un  numero  suficiente  de  terminos  de  modo  que  sugiera  uiia  elct- 
cion  natural  para  el  n-esimo  termino. 


/:■  . 

e‘* 

^  2  ’  3  ’  T’  ■  '  ' 

(b)  i.w-m  .. 


bn  = 


V,-  I 
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(c)  1,  3,  5,  7,  .  .  . 

(d)  1,  4,  9,  16,  25,  .  .  . 


c-,,  =  2/;  -  1 
d„  =  n- 


En  la  sucesidn  {e„)  del  ejemplo  4(c),  observese  que  los  signos  de  los  termi- 
nos  alternan.  Cuando  ocurre  esto,  usamos  factores  tales  como  (—1)"^  que  es  igual 
a  1  si  rt  es  impar  e  igual  a  - 1  si  h  es  par,  o  bien  (—  1)",  que  cs  igual  a  - 1  si  «  es 
impar  c  igual  a  1  si  /i  es  par. 


Ahora  resueJva  el  problema  13. 

El  simbolo  de  factorial 


Slmbolo  de  factorial,  n! 


Si  n  >  0  es  un  entero,  el  simbolo  de  factorial  nl  se  define  conno 
sigue: 

0!  =  1  1!  =  1 

n!  =  n(/i  —  I)  ■  .  .  .  ■  3  ■  2  •  1  si  «  >  2 


For  ejemplo,  2!  =  2  ■  1  =  2,  3!  =  3  ■  2  •  1  =  6,  4!  =  4  ■  3  •  2  •  1  =  24,  y 
asi  sucesivamente.  La  tabla  1  enlista  los  valores  de  n!  para  0  ^  <  6. 

TABLA  1 


n  0  1 

2  3  4 

5 

6 

n\  1  1 

2  6  24 

120 

720 

Ya  que 

n!  =  n{n 

-  1)(« 

-  2) 

podemos  usar 

la  formula 

n\  - 

=  n(n 

para  encontrar  factoriales  sucesivos.  For  ejemplo,  ya  que  6!  =  720,  tenemos 
7!  =  7  ■  6!  =  7(720)  =  5040 


y 


8!  =  8  ■  7!  =  8(5040)  =  40,320 

Comentario:  Su  calculadora  puede  tcner  una  tecla  para  cl  t'actorial.  Usela  para  ver  qu6  tan 
rdpido  aiimenta  el  valor  del  factorial.  Encucntre  el  valor  de  69!  ^Qlic  sucede  cuando  trata  de 
encontrai'  701?  En  realidad,  70!  es  mayor  que  10'“  (un  guogol).,  el  numero  mils  grande  que 
la  mayorfa  de  las  calculadoras  puede  moslrar. 
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I  .I  t  M  1’  I 


I  I  \|  ■  I,  (  (» 


Formulas  recursivas 

Una  segunda  forma  de  definir  una  sucesion  es  asignando  un  valor  al  primer  tcniiino 
(o  primeros  terminos),  y  especificando  el  «-esimo  tdrmino  por  una  formula  u 
ecuacidn  que  involucre  uno  o  mas  de  los  terminos  que  le  preceden.  Las  sllcesiollt^ 
que  estan  definidas  de  esta  manera  se  dice  que  estdn  definidas  recursivamentc,  \ 
la  regia  o  formula  es  llamada  formula  recursiva. 


Escribir  los  primeros  cinco  terminos  de  la  sucesidn  siguiente  defmida  recursivamcnii.'. 

S I  1 ,  Sf  j  —  I 

El  primer  termino  es  Si  =  1.  Para  obtener  el  segundo  tdrmino,  usamos  a  =  2  en  Ij 
formula  para  obtener  S2  =  4r|  =  4  •  1  =  4.  Para  obtener  el  tercer  termino.  usarni" 
«  =  3  en  la  formula  para  obtener  S3  =  4^2  =  4  ■  4  =  16.  Para  obtener  un  temiina 
nuevo  se  requiere  que  conozcamos  el  valor  del  termino  precedente.  Los  primeri" 
cinco  terminos  son 

51  =  1 

52  =  4  •  1=4 

53  =  4  •  4  =  16 

54  =  4  •  16  =  64 

55  =  4  ■  64  =  256  ■ 


Escribir  los  primeros  cinco  tdrminos  de  la  sucesion  siguiente  definida  de  manera  rc.^ 
cursiva, 

«!  =  1,  M2  =  1.  U„  +  2  =  U„  +  U„+^ 


'■■  'I  ■  I.  Se  nos  dan  los  primeros  dos  terminos.  Para  obtener  el  tercer  termino  necesitamo'l 
conocer  cada  uno  de  los  dos  terminos  anteriores.  Asi,  I 

U]  =  1 

«2  =  1  I 

«3  =  H|  +  H2  =  2  I 

M4  =  M2  +  M3  =  1  +  2  =  3  ' 

M5  =  M3  +  M4  =  2  +  3  =  5  v| 

La  sucesidn  definida  en  el  ejempio  6  es  llamada  sucesion  de  Fibonacci,  y  lo-: 

terminos  de  esta  sucesion  son  llamados  niimeros  de  Fibonacci.  Estos  niimcriai 
aparecen  en  una  amplia  variedad  de  aplicaciones  (veanse  los  problemas  55  y  .56i. 

I.  .j  K  \M’  I  0  ■  f.  V  .  -  . 

Escribir  los  primeros  cinco  terminos  de  la  sucesidn  siguiente  definida  de  maners?i 
recursiva. 

/l  =  1.  /,+  !  = 


(«  +  1)/, 
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/2  =  2/,  =  2  •  1  =  2 
/3  =  3/2  =  3  •  2  =  6 
/4  =  4/?  =  4  •  6  -  24 
/s  =  5/4  =  5  ■  24  =  120 

Debe  reconocer  el  rt-esimo  termino  de  la  sucesion  del  ejemplo  7  como  n\ 
■  Ahora  resuelva  los  problemas  21  y  29. 


Suma  de  los  primeros  n  terminos  de  una 
sucesion;  notacion  de  sumatoria 

Con  frecuencia  es  importante  poder  determinar  la  suma  de  los  primeros  n  terminos 
de  una  sucesion  (a,,),  es  decir, 

fll  +  Qt  4"  (33  +  ■  ■  '  4“  (1) 

Sin  embargo,  en  lugar  de  escribir  todos  los  terminos,  introducimos  una  forma  mds 
concisa  de  expresar  esta  suma,  llamada  notacion  de  sumatoria.  Usando  la  notacidn 
de  sumatoria,  escribimos  la  suma  (1)  como 


(3|  +  (32  +  (33  +  •  ■  ■+  a„  Ok 

k=  1 

El  simbolo  5!  (una  version  estilizada  de  la  letra  griega  sigma)  s61o  significa  la  ins- 
truccion  para  sumar,  o  anadir,  los  terminos.  El  entero  k  es  llamado  indice  de  la  suma; 
indica  donde  iniciar  la  suma  y  donde  terminarla.  For  lo  tanto,  la  expresidn 

n 

X  ax  (2) 

I 

es  una  instruccidn  para  sumar  los  terminos  de  la  sucesion  {a„]  desde  k  =  1  hasta 
k  =  n.  La  expresidn  (2)  la  leemos  como  “la  suma  de  desde  k  =  1  hasta  k  =  n.” 


!■  \1  1.  ()  S  ri-/  .(  ,/,■  ■  ,  ,.4 

Escribir  cada  suma 

(a)  X  j  (b)  X  k'- 

k^[  ^  k^\ 

(a)  I;  1  =  1  +  1  +  1+  .  .  .  +1  (b)  X  /:!  =  1!  +2!  +  ■  ■  •  +«! 

k  1  2  3  n 


Capitulo  11  Sucesiones;  induccion;  metodos  de  conteo;  probabilidad 


Expresar  cada  suma  usando  la  notacion  de  sumatoria. 

(a)  i-  +  2-  +  3“  +  ■  •  •  +  (b)  !  +  1  +  1  +  1  +  .  .  .  +  — 

2  4  8  2"  ' 

(a)  La  suma  1-  +  2“  +  3-  +  •  ■  ■  +  tienc  n  terminos,  cada  uno  de  la  forma  Ir. 

inicia  en  /:  =  1  y  termina  en  k  =  n.  De  este  modo, 

1-  +  22  +  3^  +  ■  ■  •  +  =  f  ^2 

I 

(b)  La  suma 


liene  n  terminos,  cada  uno  de  la  forma  1/2^  inicia  en  A:  =  1  y  termina  en  k  =  n. 
Asi, 


- 1 - ^ - ^ 

2  4  8 


n 


I 

i-=  I 


1 

2^-1 


El  mdice  de  la  sumatoria  no  siempre  necesita  empezar  en  1  ni  terniinar  eiwi; 
por  ejempio. 


H  -  I 

X 


2^ 


■  + 


1 

2«-i 


En  lugar  de  k  pueden  ser  utilizadas  otras  letras  como  indice.  Por  ejempio. 


n  n 

Xy!  y  X'-' 

y- 1  1 

cada  una  representa  la  misma  suma  que  la  dada  en  el  ejempio  8(b). 

■  Ahora  resuelva  los  problemas  37  y  47. 

A  continuacion  enlistamos  algunas  propiedades  de  las  sucesiones  usando  no¬ 
tacion  de  sumatoria. 


Si  {a,,}  y  {b,,}  son  dos  sucesiones  y  c  es  un  numero  real,  entonces 


n  II 

1 .  ^  cat  =  c  V  at: 

k  \  k  -  \ 

II  II  n 

2.  y  (fly  +  bl:)  =  at:  +  ^ 

k-  \  k  \  k-  \ 

n  II  II 

3.  ^  (fly  -  bl:)  =y  at:  -  y  bf: 

k  \  k  \  k-  ] 

II  j 

4.  y  Ok  —  y  at:  +  y  ay,  cuando  \  <j  <  n  I 

y---i  y=-i  A-y  +  i 


Aunque  no  demostraremos  estas  propiedades,  las  demostraciones  estin 
basadas  en  las  propiedades  de  los  ntimeros  reales. 
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Ejercicio  11.1 

En  los  problemas  1  al  12.  escriba  los  primeros 

cinco  terminos  de  cada  sucesion. 

1. 

(»1 

2. 

+  !) 

3.  . 

4. 

5. 

6. 

n  P 

7.  . 

O 

2n  -  1 

[3"+  1] 

O. 

9. 

f  (-1)"  ' 

10. 

|t1 

11.  1 

12. 

[(«+  l){n  +  2)\ 

P'"J 

[  In  ±_\ 
I  2n  ■ 


-1 

2"j 


En  los  problemas  del  13  al  20  el  patron  dado  coniinua.  Escriba  el  enesimo  tennino  de  cada  sucesion 
sugerida  por  el  patron. 


13. 

1111 

14. 

1  1  1  I 

15. 

1  1 

j_  £ 

2"  3’  4’  5’ ■  ■  ' 

1  •  2'  2  •  3’  3  •  4’  4  •  5’  ■  ■  ■ 

■  2’ 

4’  8’  ■  '  ■ 

16. 

2  £  8  16 

3’  9’  27’  81"  ■  ' 

17. 

1,  -1,  1,  -1,  1,  -1,  .  .  . 

18. 

1.^, 

2 

3.  5,  i  7.  1 

4  6  8 

19. 

1,  -2,  3,  -4,  5,  -6,  .  ,  . 

20. 

2,  -4,  6,  -8,  10,  .  .  , 

En  los  problemas  del  21  al  34  se  define  una  sucesion  de  manera  recursiva.  Escriba  los  primeros  cinco 


terminos. 

21. 

ai  =  2;  t/,,4. 1  =  3  + 

22. 

a\ 

3,  1  4  0,1 

23. 

a]  =  -2;  a,,+  i  =  «  +  a„ 

24. 

a\ 

=  1 ;  1  ~  n  ~  a„ 

25. 

o\  5,  cifi+]  2(3/f 

26. 

«! 

2,  a,,^  1  0,1 

T  Cl,, 

28. 

Qi 

=  —  2;  a,i+ 1  =  )7  +  ha,. 

27. 

a[  =  3;  a„+i  =  — 

n 

30. 

a\ 

=  —  1  ;  «2  1  1  U„j-2  ~  < 

29. 

Ci\  1,  <22  2,  Cl/^  +  2  1 

32. 

U\ 

=  A;  a„  ]  =  ra„.  r  i=  0 

31. 

Q]  —  A\  a,H-  \  ~  Cl,i  ^ 

34. 

a\ 

=  V2;  a„+i  =  \u,i/2 

33. 

u\  =  V2;  fl„+i  =  V2  +  a„ 

En  los  problemas  del  35  al  44  escriba  en  forma  desarrollada  cada  suma. 


35.  V  (A:  +  2) 


36.  {2k  +  1) 


37. 


38.  {k  +  I  f 


If 


m 


»■  Zjr 


42.  N  (2/t  +  1 ) 


44.  ^ 


43.  ^(-D'^lnA' 

k’=2  k- 2 

En  los  problemas  del  45  al  54  exprese  cada  suma  usando  la  notacion  de  sumatoria. 

45.  1  +  2  +  3  +  ■  ■  ■  +  n  46.  P  +  2^  +  3-’  + 


47.  -  +  -+-+•■■+  — ^ 

2  3  4  n  +  ] 

49.  I  (-1)" 

3  9  27 


48.  1  +  3  +  5  +  7  + 

2  4.8 


50. 


3  9  27 


+  ir' 

■  +  {2n  -  1) 
+  (-1)"  +  ' 


(N  I 
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51.  3 


52. 


■  + 


n 


53.  t/)  +  (dv  +  2d)  +  ■  ■  ■  +  +  nd) 


54.  a  +  ar  +  aP-  +  ■  ■  •  +  id'  ' 


55.  Una  colonia  de  conejos  empieza  con  una  pareja  de  conejos  madunKU 

cual  procreara  una  pareja  de  descendientes  (un  macho  y  una  hembra)  cada  mes.  Suponga  que  todos  los  conejos  madu- 
ran  en  I  mes  y  procrean  una  pareja  de  descendientes  (un  macho  y  una  hembra)  despues  de  2  meses.  Si  ningiin  wiKje 
muere,  ^cuantas  pai'ejas  de  conejos  maduros  habra  dentro  de  7  meses?  [Sugcrencia:  Una  sucesion  de  Fibonacci  me 
dela  esta  colonia.  ^Advierte  por  qu6?] 


1  pareja  madura 


1  pareja  madura 


2  parejas  maduras 


3  parejas  maduras 


56.  Defina  con 

_  ( 1  +  Vs)"  -  ( 1  -  Vsy 

""  2"Vl 


al  n-esimo  termino  de  una  sucesidn, 

(a)  Demuestre  que  «i  =  1  y  ht  =  1.  (b)  Demueslre  que  «„+2  =  “n+i  +  ««■ 

(c)  Llegue  a  la  conclusidn  de  que  {«„}  es  una  sucesidn  de  Fibonacci, 


En  los  problemas  57  y  58,  usamos  el  hecho  de  que  en  lenguajes  de  programacion  es  posible  tener  una 
funcion,  o  una  subrutina,  que  pueda  llamarse  a  si  misma. 

57.  Escriba  un  programa  que  acepte  como  entrada  numeros  enteros  e  imprima  el  nummi 
y  su  factorial.  Utilice  una  funcion  definida  de  manera  recursiva;  esto  es,  una  funcidn  que  se  llame  a  st  misma. 

58.  Escriba  un  programa  que  acepte  como  entrada  un  entero  positive  N  y  resultc  el 
A-esimo  numero  de  Fibonacci.  Use  una  subrutina  definida  de  manera  recursiva. 

59.  Divida  el  siguiente  arreglo  triangular  (llamado  tridngulo  de  Pascal)  usando  It'neas  diagonales  como  se  muestra.  En- 
cuentre  la  suma  de  los  numeros  en  cada  uno  de  estos  renglones  diagonales.  ^Reconoce  esta  sucesidn? 


I 

I  i 

I  2  I 

13  3  1. 

14  6  4  1 

I  3  10  10  5 

i  6  15  20  15  6 


60.  Investigue  varias  aplicaciones  que  lleven  a  una  sucesidn  de  Fibonacci.  Escriba  un  ensayo  acerca  de  dichas  aplicacione-' 
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Sucesiones 

arifmeticas 

Sucesion  artimetica 


I  M  P  I  li  ! 


I  j  I  \i  p  I,  ()  : 


t  J  h  \I  I*  I.  t)  3 


Cuando  la  diferencia  entre  terminos  consecutivos  de  una  sucesion  siempre  es  el 
rnismo  numero,  la  sucesion  es  llamada  aritmetica.  Asi,  una  sucesion  aritmetica* 
puede  ser  definida  de  manera  recursiva  como  Oi  =  a,  a„+i  —  a„  =  d,  o  como 

a\  =  a,  <7,1+1  —  <7,1  +  d  (1) 


donde  a  =  a\y  d  son  numeros  reales.  El  numero  a  es  el  primer  termino,  y  el  numero 
d  es  llamado  diferencia  comun. 

Asi,  los  lerminos  de  una  sucesidn  aritmetica  con  primer  temiino  d  y  dife¬ 
rencia  comun  d  siguen  el  patrdn 

a,  a  +  d,  a  +  2d,  a  -t-  3d,  •  ■  ■ 


La  sucesion 


4,  7,  10,  13,  ,  ,  . 

es  aritmetica  ya  que  la  diferencia  entre  terminos  sucesivos  es  3.  El  primer  termino 
es  4,  y  la  diferencia  comun  es  3. 


;  -‘‘-/i  - 

Demostrar  que  la  sucesidn  siguiente  es  aritmetica.  Encuentre  el  primer  termino  y  la 
diferencia  comun. 

(s-,,)  =  {3n  -1-  5} 

El  primer  termino  es  5|  =  3  •  1  -1-  5  =  8.  El  (n  +  l)6simo  y  el  n-esimo  terminos  de 
la  sucesidn  {5,,)  son 

i-ji+i  =  3(«  -I-  1)  -1-  5  =  3n  +  8  y  =  3n  -I-  5 

Su  diferencia  es 

Sn+ 1  ~  s„  =  [3n  -H  8)  —  (3n  -t- 5)  =  8  —  5  =  3 

Asi,  la  diferencia  de  dos  terminos  sucesivos  no  depende  de  «;  la  diferencia  comun 
es  3,  y  la  sucesidn  es  aritmetica. 

>■  leirlll  -  una  ■■  ■  :n:-: 

Demostrar  que  la  sucesidn  siguiente  es  aritmetica.  Encuentre  el  primer  termino  y  la 
diferencia  comun. 

IL)  =  (4  -  n} 

El  primer  termino  es  ti  =  4  —  1  =  3.  Los  lerminos  (n  +  1)  y  n-esimo  son 
A+ 1  =  4  -  («  -f-  1)  =  3  -  «  y  ;„  =  4  -  n 

"Algunus  vcccs  llamada  progresion  aritmetica. 
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n-esimo  termino  de  una 
sucesion  aritmetica 

(  )  N!  P  I  O  -I 


Su  dii'erencia  es  J 

i  1  -  =  (3  -  n)  -  (4  -  «)  =  3  -  4  =  -1  I 

La  diferencia  de  dos  terminos  sucesivos  no  depende  de  «;  siempre  es  igual  al 
niimero,  —  1.  De  aqui  que  {?„)  sea  una  sucesion  aritmetica  cuya  diferencia  comim 
cs-1.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  3.  ' 

I 

Suponga  que  a  es  el  primer  termino  de  una  sucesidn  aritmdtica  cuya  diferen-j 
cia  comun  es  d.  Buscamos  una  formula  para  el  n-dsimo  tdrmino,  a,,.  Para  vcrelpa^ 
tr6n,  escribimos  los  primeros  terminos; 

a  =  a  +  ‘  ■  d 

a  =a+d=a+-d  I 

a  =a2  +  d=  (a +  d)  +  d  =  a+  :--d  ' 

a  =U2,~^d  =  {a +  2' d)  +  d=  a+  ■  d 

a  =  04  +  d  =  {a  +  3  ■  d)  +  d  =  a  +  ■  d 

a  =  a, +  d  =  [a  +  (n  —  2)i{]  +  d  =  a  +  d 

Esto  nos  conduce  al  enunciado  siguiente: 

Para  una  sucesidn  aritmetica  {n,,}  cuyo  primer  tdrmino  es  a  y  cuya  diferencia  csd. 
el  n-esimo  termino  esta  determinado  por  la  formula  ' 

a„  =  a  +  in  -  l)d  (2l  1 


Encuentre  el  13  termino  de  la  sucesion  aritmetica  2,  6,  10,  14,  18 . 

El  primer  termino  de  esta  sucesion  aritmetica  es  a  =  2,  y  la  diferencia  coiniin  cs  4. 
Por  la  formula  (2),  el  n-esimo  termino  es 

On  =  2  +  (n  —  1)4 

De  aqui  que  el  decimotercer  termino  sea 

fln  =  2  +  12  ■  4  =  50  I 

Exploraci6n:  Escribir  un  programa  que  encuentre  el  decimotercer  termino  de  la  succskm 
dada  en  el  ejemplo  4,  Usela  para  encontrai'  el  vigesimo  y  el  quincuagesimo  terminos.  I 

El  octavo  termino  de  una  sucesidn  aritmetica  es  75  y  el  vigesimo  es  39.  Encucnlrccl 
primer  tdrmino  y  la  diferencia  comtin.  Dd  una  formula  recursiva  para  la  sucesion. 

Por  la  ecuacidn  (2),  sabemos  que 

(  Oji  =  a  +  Id  =  15 
[a2o  =  a  +  19(7  =  39 
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Este  es  un  sistema  de  dos  ecuaciones  lineales  con  dos  incognitas  que  puedc  resol- 
verse  por  eliminacion.  Restando  la  segunda  ecuacion  de  la  primera,  oblenemos 

~\2d  =  36 
d=  -3 

Con  d  =  —3,  encontramos  a  =  15  —  Id  =  15  —  7(  — 3)  =  96.  Una  formula  recur- 
siva  para  esta  sucesion  es 

ai  =  96,  =  a„  -  3 

Con  base  en  la  fdrmula  (2),  una  fdrmula  para  el  n-esimo  termino  de  la  suce¬ 
sion  {a,,}  del  ejemplo  5  es 

a„  =  a  +  (n-  \)d  =  9b  +  (n  -  l)(-3)  =  99  -  3/! 

Ahora  resuelva  los  problemas  19  y  25. 

Suma  de  los  primeros  n  terminos  de  una 
sucesion  aritmetica 

El  cnunciado  siguiente  nos  da  una  formula  para  encontrar  la  suma  de  los  primeros 
n  terminos  de  una  sucesion  aritmetica. 


Sea  {a,,}  una  sucesion  aritmetica  con  primer  termino  a  y  diferencia  coinun  d.  La 
suma  Sii  de  los  primeros  n  terminos  de  {a,,}  es 


Suma  de  n-terminos  de  una 
sucesion  aritmetica 


S„  =  j[2a  +  (n  ~  l)d\=  ~(a  -f  a„) 


(3) 


Si,  =  a\  3-  02  3-  +  ■  ■  ■  o,, 

=  a  1-  (a  +  d)  +  (a  +  2d)  +  ■  •  ■  +  [a  -(-  (n  —  l)d] 

=  (r/  +  fl  4-  •  ■  ■  4-  rv)  4-  [d  4-  2d  4-  ■  •  ■  4-  (n  —  1  )d] 

=  na  +  d[\  +  2  -\-  ■  ■  ■  4-  (n  —  1)] 


=  na  +  ^(n  —  l)d 

=  ^I2a  +  (n  -  \)d) 

=  ^[a  +  a  +  {n~  l)c/] 
n 

=  —(a  +  a„) 

La  formula  (3)  proporciona  dos  manera.s  de  encontrar  la  suma  de  los  primeros 
n  terminos  de  una  sucesion  aritmetica.  Observe  que  una  involucra  al  primer  termino 
y  la  diferencia  comiin,  mientras  que  la  otra  involucra  al  primero  y  al  »-esimo  ter¬ 
mino.  Use  la  que  resulte  mas  sencilla,  segun  el  caso. 
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Encontrar  la  suma  S„  de  los  primeros  n  terminos  de  la  sucesidn  {3n  +  5];  cstocv 
encontrar 

8  +  11  +  14  +  •  ■  ■  +  (3/7  +  5) 

La  sucesidn  { 3//  E  5 )  es  una  sucesidn  aritmetica  con  primer  termino  u  =  (S  \ 
/7-esimo  termino  (3n  +  5).  Para  encontrar  la  suma  S,,  usamos  la  formula  (3): 

=  y(a  +  a„)  =  |[8  +  (3n  +  5)]  =  y(3/7  +  13) 

Ahora  resuelva  el  problema  33. 


Un  piso  de  mosaico  de  ceramica  esta  disenado  en  forma  de  trapecio,  con  20  pit' 
de  anctio  cn  la  base  y  10  pies  dc  ancho  en  la  parte  superior.  Vease  la  figiira  5.  La- 
mosaicos,  de  12  por  12  pulgadas,  seran  colocados  de  modo  que  cada  fila  sucevi'... 
tenga  un  mosaico  menos  que  la  anterior.  ^Cuanlos  mosaicos  se  necesitaran'.’ 


FIGURA  5 


-  : - [  •  1 


'rjTJT::rr~r3'j: 


J1 


Ui  i-iii  La  fila  inferior  requiere  de  20  mosaicos  y  la  fila  superior  de  10.  Ya  que  cada  lila 
sucesiva  requiere  de  un  mosaico  menos,  el  numero  total  de  mosaicos  necesarios  (."> 

5  =  20  +  19  +  18  +  ■  •  •  +11  +  10 

Esta  es  la  suma  de  una  sucesidn  aritmetica;  la  diferencia  comun  es  —  1.  El  niimera 
de  terminos  sumados  es  /r  =  11,  con  el  primer  termino  a  =  20  y  el  ultimo  un  -  10. 
La  suma  S  es 

5  =  ^(a  +  u,i)  =  ^(20  +  10)  =  165 
Asi,  se  necesitaran  165  mosaicos. 


Ejercicio  11.2 

En  los  problemas  del  I  a!  10  se  da  una  sucesidn  aritmetica.  Encuenlre  la  diferencia  comun  y  escriha  Ins 
primeros  cuatro  terminos. 


1.  1/7  +  4} 

6.  (4-2n] 


2. 

{n  -  5} 

3. 

{2/7  -  5) 

r  1  1  1 

12  /il 

7. 

8. 

-  +  - 

12  3  1 

13  4] 

4.  1 3/7  +  I ) 

9.  {In  3'') 


5. 

10.  If'"  "I 
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En  los  problemas  del  II  al  18,  encuentre  el  enesimo  termino  de  la  sucesion  aritmetica  cuyo  tennino  inicial 
a  y  diferencia  comun  d  estdn  dados.  ^Cudl  es  el  quinlo  tennino? 


11. 

a  =  2\d  =  3 

12. 

a 

=  -2\d  = 

14. 

CN 

1 

II 

II 

<3 

15. 

a 

11 

o 

11 

17. 

a  =  V2;  d  =  V2 

18. 

a 

=  0;  d  =  77 

En  los  problemas  del  19  al  24  encuentre  el  tennino  indicado  en  cada  sucesion  aritmetica. 

19.  Duodecimo  tdrmino  de  2,  4,  6,  .  .  .  20.  Octavo  tennino  de  -  1,  1,3,,.. 

21.  Decimo  tdrmino  de  1,  -2,  -5,  ...  22.  Noveno  termino  de  5,  0,  —5,  .  .  , 

23.  Octavo  termino  de  a,  a  +  b,  a  +  2b,  .  .  .  24.  Sdptimo  tdrmino  de  2V5,  4V5,  6V5,  .  .  . 


En  los  problemas  del  25  al  32,  encuentre  el  primer  termino  y  la  diferencia  comun  de  la  sucesion  aritmetica 
descrita.  De  una  formula  recursiva  para  la  sucesion. 

25.  El  octavo  t6rmino  es  8,  el  vig6simo  44.  26. 

27.  El  noveno  tdrmino  es  -5,  el  decimoquinto  31,  28. 

29.  El  decimoquinto  tdrmino  es  0,  el  cuadragdsimo  —50  30. 

31.  El  decimocuarto  termino  es  -  I,  el  decimoctavo  -9.  32. 


El  cuarto  termino  es  —5,  el  vigesimo  35. 

El  octavo  termino  es  4,  el  decimoctavo  -96 
El  quinto  termino  es  —2.  el  decimotercero  30. 
El  duodecimo  termino  es  4,  el  decimoctavo  28. 


En  los  problemas  del  33  al  40  encuentre  la  suma. 


33. 

35. 

37. 

39. 

41. 

42. 

43. 

44. 


1  +  3  +  5  +  ■ 

■  •  +  (2n  -  1 ) 

34. 

2  +  4  +  6  +  ■  ■ 

■  +  2n 

7  +  12  +  17  + 

■  ■  ■  +  (2  +  5n) 

36. 

-1  +  3  +  7  +  ■ 

■  ■  +  (4n  -  5) 

2  +  4  +  6  +  ■ 

■  ■  +  70 

38. 

1  +  3  +  5  +  ■  • 

■  +  59 

5  +  9  +  13  + 

.  .  .  +49 

40. 

2  +  5  +  8  +  ■  • 

■  +  41 

Encuentre  x  de  modo  que  x  +  3,  2x  +  1,  y  5a'  +  2  scan  tdrminos  consecutivos  de  una  sucesidn  aritmetica. 
Encuentre  x  de  modo  que  2x,  3x  +  2,  y  5x  +  3  sean  t6rminos  consecutivos  de  una  sucesidn  aritmetica. 

El  teatro  Drury  Lane  tiene  25  butacas  en  la  primera  fila  y  30  filas  en  total.  Cada  fila  sucesiva 
tiene  una  butaca  adicional.  ,^CuSntas  butacas  hay  en  total  en  dicho  teatro? 

La  seccidn  de  una  esquina  en  un  estadio  de  futbol  tiene  15  asientos  en  la  primera  fila  y  40  filas 
en  total.  Cada  fila  sucesiva  tiene  dos  asientos  adicionales.  ^iCu^ntos  asientos  hay  en  esa  seccidn? 


45.  Un  piso  de  mosaicos  este  disenado  en  forma 

de  tridngulo  equiMtero  de  20  pies  por  lado.  Cada  mosaico  tiene  la  forma 
de  un  tri^ngulo  equilatero  de  12  pulgadas  por  lado.  Los  mosaicos  se  al- 
ternan  en  color  como  se  muestra  en  la  ilustracion.  ,^Cu4ntos  mosaicos  de 
cada  color  se  necesitarSn  para  llevar  a  cabo  el  proyecto? 


wvv 
vvv~ 
vv^v 
vw 
wvv 
yvvvv 

VVVVV" 


A'Wyvvv 

vywvvvv 

7vVvvvvvv 


20' 
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46.  •  iiiisii  III  I  ii  lit  i-.:ui  i  r  iili  Se  va  a  construir  una  escalera  de  ladrillos  de  30  escalones.  El  es 

calon  inferior  requiere  de  1 00  ladrillos  y  cada  escalon  sucesivo  necesita  dos  menos  que  el  inmediato  anterior. 


(a)  ^CuSntos  ladrillos  se  necesitan  para  el  escaldn  superior? 

(b)  ^Cuantos  para  construir  la  escalera? 


Construya  una  sucesidn  aritm^tica.  D^sela  a  un  companero  y  preguntele  por  su  vigesimo  t^rmino. 


Sucesiones 
geometricas; 
series  geometricas 


Cuando  la  razon  de  dos  terminos  sucesivos  de  una  sucesion  siempre  es  el  misnio 
numero  diferente  de  cero,  la  sucesion  es  llamada  geometrica.  Asi,  una  sucesidii  geir 
metrica*  puede  ser  definida  de  manera  recursiva  como  a\  =  a,  a,, I  a„  =  r.  o  conio 


Sucesiones  geometricas 

(3]  =  a. 

(11 

1 

donde  a[  =  a  y  r  0  son  numeros  reales.  El  numero  a  es  el  primer  termino.  \  e! 
numero  r  diferente  de  cero  es  llamado  razon  comun. 

De  modo  que  los  terminos  de  una  sucesion  geometrica  con  primer  termino  a 
y  razon  comun  r  siguen  el  patron 

a,  ar,  aP-,  aP,  .  .  . 


I  .1  K  \I  P  L  i.» 


! h'lc'rniiiuir  ^/  iiiiii  v//i .w’o'/i  cs  n 

La  sucesion 


2,  6,  18,  54,  162,  .  .  . 

es  geometrica  ya  que  la  razon  de  terminos  sucesivos  es  3.  El  primer  termino  c,s  2  \ 
la  razon  comun  3.  ■ 


1'  ,1  K  M  P  I  ()  2  I >  ‘li . iiiiiiiir  ■■  iiiiii  Mh  .  -f 

Demostrar  que  la  siguiente  sucesion  es  geometrica.  Encontrar  el  primer  termino 
la  razon  comun. 


'liiliu  ion  El  primer  termino  es  S|  =  2  '  =  j.  Los  terminos  (ii  +  1)  y  /t  de  la  sucesion  (yj 
son 

5„  +  ,  =  y  5„  =  2-'' 

Su  raz6n  es 

■^«+ 1  =  2  _  2-n-\+n  =  2“'  =  — 

2'"  2 

Ya  que  la  razon  de  terminos  sucesivos  es  un  numero  diferente  de  cero  independicn- 
te  de  n,  la  sucesion  {s„)  es  geometrica  con  raz6n  comun  j.  I 


•^Algunas  veces  llamada  progresion  matem^tica. 
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E  .1  K  M  P  I.  ()  3 

Siiiui.ir)ii 


n-esimo  termino  de  una 
sucesion  geometrica 

i:  m  p  i  o  4 

SnliiL'ic-:; 


I )i'h'riniii(ir  si  una  sucesiftn  i  s  lU'inurTrii  a 

Demostrar  que  la  sucesidn  siguiente  es  geometrica.  Encontrar  el  primer  termino  y 
la  razon  comun. 

(/„}  =  {4"1 


El  primer  termino  es  ri  =4'  =4.  Los  terminos  («  +  1)  y  «  son 

r„,i=4"+'  y  /„  =  4" 

Su  raz6n  es 


Asi,  {r,,}  es  una  sucesidn  geometrica  con  razon  comun  4.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 


Suponga  que  a  es  el  primer  termino  de  una  sucesion  geometrica  con  razon 
comun  r  ¥=  0.  Buscamos  una  formula  para  el  «-esimo  termino  a,,.  Para  ver  el  patron 
escribimos  los  primeros  terminos: 

a,  =  \  ■  a  =  ar 
a  =  ra  =  ar' 
fli  =  ra2  =  r{ar)  =  ar 
a.]  =  ray,  =  r{ar^)  =  ar' 
a-  =  ra4  =  r(ar^)  =  ar 

a,,  =  rUn-i  =  r(ar’‘~^)  =  ar  ‘ 

Esto  nos  conduce  al  enunciado  siguiente: 

Para  una  sucesion  geometrica  {a„]  cuyo  primer  termino  es  a  y  cuya  raz6n  comun 
es  r,  el  «-dsimo  termino  esta  determinado  por  la  formula 

=  ar"“ r  A  0  (2)  I 


/-'f'/c/v, 'Ic  •III  iriniiiiii  /uirlii  ular  ni  ti/iii  sir 

Determinar  el  noveno  termino  de  la  sucesion  geometrica  2,  j,  p,  . 


El  primer  termino  de  esta  sucesion  geometrica  es  a  =  2,  y  la  razon  comiin  es  5. 
(Usar  5/ 2  =  5,  o  I/5  =  5,  0  cualesquiera  dos  terminos  sucesivos.)  Por  la  formula 
(2),  el  n-6simo  termino  es 


a„  = 


De  aquf  que  el  noveno  termino  sea 


Clg  — 


2_  ^  2 
38  6561 


0.0003 
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Suma  de  los  primeros  n 
terminos  de  una  sucesion 
geometrica 


Exploradon:  Escriba  un  programa  que  encuentre  el  noveno  t6rmino  de  la  sucesidii  dudjen 
el  ejempio  4.  LJselo  para  encontrar  el  vigSsimo  y  el  quincuag&imo  tdrminos.  B 

“  Ahora  resuelva  los  problemas  25  y  33. 

Suma  de  los  primeros  n  terminos  de  una 
sucesion  geometrica 

El  enunciado  siguiente  nos  da  una  fdrmula  para  encontrar  la  suma  de  los  primems 
n  terminos  de  una  sucesion  geometrica. 


Sea  {a„}  una  sucesidn  geometrica  con  primer  l^imino  a  y  razon  comiin  r.  La  suma 
S„  de  los  primeros  n  t6rminos  de  {a„}  es 


1  -  E' 

1 

S/j  Q  , 

r  A  0,  1 

(3) 

1  -  r 

S„  =  a  +  ar  +  •  ■ 

■  + 

(4) 

Multiplicar  cada  lado  por  r  para  obtener 

rSn  =  ar  +  at^  + 

•  ■  ■  +  ar" 

(3: 

Ahora,  restar  (5)  de  (4).  El  resultado  es 

Sn  —  rS„  =  a  —  ar" 
(I  -  r)S„  =  fl(l  -  E’) 
Como  /■  A  1,  podemos  resolver  para  S„: 


Encontrar  la  suma  de  los  primeros  n  terminos  de  la  sucesidn  {(I)"}!  e.sio  ev. 
encontrar 


La  sucesion  {(j)"}  es  una  sucesion  geomdtrica  con  a  =  j  y  r  =  5.  La  suma  S„  qiic 
buscamos  es  la  suma  de  los  primeros  «  tdrminos  de  la  sucesidn,  de  modo  que  usa- 


mos  la  fdrmula  (3)  para  obtener 


l+i+4+ 

2  4  8 


■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  39. 
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Serie  geometrica  infinita 


k-  -  ;i  .1 


Surma  de  una  serie 
geometrica  infinita 


,1 


I  M  I'  I,  <)  (. 


i>  ill 


Series  geometricas 

Una  suma  infinita  de  la  forma 

a  +  (jr  +  an  +  •  ■  ■  +  a/-"”'  +  •  ■  • 

con  primer  termino  a  y  razon  comun  r,  es  llamada  serie  geo¬ 
metrica  infinita  y  se  denota  por 


Con  base  en  la  fdrmula  (3),  la  suma  S„  de  los  primeros  n  terminos  de  una 
serie  geomdtrica  es 


Sfi  a 


(6) 


Si  esta  suma  fmita  se  aproxima  a  un  numero  L  cuando  n  — >  oo  ,  entonces  11a- 
mamos  a  C  la  suma  de  la  serie  geometrica  infinita,  y  escribimos 

L= 

k-=  1 


Si  \r\  <  1,  la  suma  de  la  serie  geomdtrica  '  es 

k=  1 


k=  1 


(7) 


Ya  que  |r|  <  1,  se  deduce  que  jr"]  se  aproxima  a  0  cuando  n  ^  .  Entonces,  con 

base  en  la  formula  (6),  la  suma  S„  se  aproxima  a  a/(l  —  r)  cuando  n  .  ■ 


Encontrar  la  suma  de  la  serie  geometrica  2  -I-  5  -I-  |  +  • 

El  primer  termino  es  a  =  2  y  la  razdn  comiin  es 

4 

=1=1=1 
2  6  3 

Ya  que  |r|  <  1,  usamos  la  fdrmula  (7)  para  encontrar  que 


■  Ahora  resuelva  el  problema  45. 

,  r  .  .  .  .  .y.-  .  - 

Demostrar  que  el  decimal  repetido  0.999...  es  igual  a  1. 


1  I  I  M  I’  I.  0 
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!cuin 


9  9  9 

0.999  ...  =  —  +  ^ 

10  100  1000 


Asi,  0.999...  es  una  serie  geometrica  con  primer  termino  yg  y  razon  comiin  y,.  Dc 
aqui  que, 


1  'I  r  1  ()  S’ 


Un  pendulo  oscila  describiendo  inicialmente  un  arco  de  18  pulgadas.  En  cutki 
oscilacion-sucesiva,  la  longitud  del  arco  es  0.98  de  la  longitud  anterior 

(a)  gCual  es  la  longitud  del  arco  despues  de  10  oscilaciones? 

(b)  gEn  que  oscilacion  la  longitud  del  arco  es  por  primera  vez  menor  de  12 
pulgadas? 

(c)  Despues  de  15  oscilaciones,  gcual  es  la  longitud  total  que  ha  oscilado  el 
pendulo? 

(d)  Cuando  se  detiene,  gcual  es  la  longitud  total  que  ha  oscilado  el  pendulo? 


'll 


(a)  La  longitud  de  la  primera  oscilacion  mide  18  pulgadas.  La  de  la  segumia 
oscilacion  es  de  0.98(18)  pulgadas;  la  longitud  de  la  tercera  oscilacion  es  de 
0.98(0.98)(18)  =  0.98^(18)  pulgadas.  La  longitud  de  arco  de  la  deciiiai 
oscilacion  es 

(0.98)^(18)  =  15.007  pulgadas 

(b)  La  longitud  de  arco  de  la  enesima  oscilacidn  es  (0.98)"*  '(18).  Para  que  estu 
sea  exactamente  12  pulgadas  se  necesita 


(0.98)"-'(18)  =  12 
,0.98)"-'  =  -I  =  I 


n 


1 


rt  =  1  + 


In  0.98 


+  20.07  =  21.07 


La  longitud  del  arco  excede  las  12  pulgadas  en  la  vigesimo  primera  oscilacidn.  y  la 
primera  oscilacidn  menor  de  12  pulgadas  es  la  vigdsimo  segunda. 

(c)  Despues  de  15  oscilaciones,  el  pdndulo  habra  oscilado  la  longitud  total 
siguiente  L: 

L  =  18  -h  0.98(18)  +  (0.98)2(18)  -h  (0.98)2(18)  -H  ■  ■  ■  -t-  (0.98)'‘*(18) 


Esta  es  la  suma  de  una  sucesion  geometrica.  La  razdn  comiin  es  0.98;  el  primer  ter¬ 
mino  es  18.  La  suma  tiene  15  terminos,  de  modo  que 

L  =  18  =  18(13.07)  =  235.29  pulgadas 

Despues  de  15  oscilaciones  el  pendulo  habra  oscilado  una  longitud  de  235.29  pulgadu8. 
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(d)  Cuando  el  pendulo  se  detenga  habra  oscilado  la  siguiente  longilud  total  T: 

7=18  +  0.98(18)  +  (0,98)2(18)  +  (0.98)-\l8)  +  ■  •  ■ 

Esta  es  la  suma  de  una  serie  geometrica.  La  raz6n  comun  es  r  =  0.98;  el  primer  ter- 
mino  es  a  =  18.  La  suma  es 


Cuando  finalmente  se  detiene,  el  pendulo  ha  oscilado  un  total  de  900  pulgadas. 


1) '.T’<  ■  )KI- >  ■  Las  sucesiones  se  cuentan  entre  los  temas  mas  antiguos  de  investigacion 

matemdtica,  han  sido  estudiadas  durante  mas  de  3500  aiios.  Sin  embargo,  despues 
de  los  pasos  iniciales,  se  lograron  pocos  avances  hasta  alrededor  del  afio  1600. 

Las  sucesiones  aritmeticas  y  geometricas  aparecen  en  el  papiro  de  Rhind,  un 
texto  matematico  que  contiene  85  problemas  copiados  alrededor  de  1650  a.  C,,  por  el 
escriba  egipcio  Ahmes  de  un  trabajo  anterior  {vease  problema  historico  1).  Fibonacci 
(1220  d.  C.)  escribio  acerca  de  problemas  semejantes  a  los  del  papiro  de  Rhind,  lo 
cual  nos  I  leva  a  sospechar  que  Fibonacci  pudo  haber  dispuesto  de  material  valioso 
que  ahora  estd  perdido.  Este  material  habn'a  estado  basado  en  la  tradicion  no  eucli- 
diana  griega  de  Heron  (alrededor  de  75  d.  C.)  y  Diofanto  (alrededor  de  250  d.  C.). 
Un  problema,  nuevamente  modificado  un  poco,  sobrevive  hasla  nuestros  di'as  en  el 
acertijo  popular  “Cuando  iba  a  San  Ives  ...“  (Vease  el  problema  bistorico  2.) 

El  papiro  de  Rhind  indica  que  los  egipcios  sabfan  como  sumar  los  terminos  de 
una  sucesion  aritmetica  y  de  una  geometrica,  igual  que  los  babilonios.  La  regia  pai'a 
sumar  una  sucesion  geomeuica  se  encuentra  en  los  Eleinentos  de  Euclides  (libro  IX, 
35,  36)  donde,  al  igual  que  toda  el  algebra  de  Euclides,  se  prcsenta  en  forma  geometrica. 

Las  investigaciones  de  otras  clases  de  sucesiones  empezaron  en  el  siglo  XV], 
cuando  el  algebra  estaba  lo  suficientemente  desarrollada  como  para  manejar  pro¬ 
blemas  mas  complicados.  El  desarrollo  del  calculo  en  el  siglo  XVII  afiadio  una 
herramienta  muy  poderosa,  en  especial  para  encontrar  la  suma  de  series  infinitas;  y 
la  materia  sigue  floreciendo  hoy  en  d(a.  ■ 

Pk'  -i' .  i'..  ‘  ii,s  ■  1  (Kl<  :  ■  1  ■  Problema  de  una  sucesion  arilmeiica  de!  papiro  de  Rhind  (por  claridad.  e! planicamienlo 

ha  sido  modificado  ligerameiile)  Un  ciento  de  piezas  de  pan  es  dividido  entre  cinco  per¬ 
sonas  de  modo  que  las  cantidades  dislribuidas  formen  una  sucesion  aritmetica.  Las 
primeras  dos  personas,  juntas,  reciben  un  sdptimo  de  lo  que  reciben  las  otras  tres.  ^Curinto 
recibe  cada  una?  [Respuesta  parcial:  La  primera  persona  recibe  I  ,  de  piezas  de  pan.] 
2.  La  siguiente  cs  una  rima  antigua  para  nifios  que  se  parece  a  uno  de  los  problemas  del 
papiro  de  Rhind: 

Cuando  iba  a  San  Ives 

Encontre  a  un  hombre  con  siete  esposas 

Cada  esposa  llevaba  siete  costales 

Cada  costal  tenia  siete  gatos 

Cada  guto  tenia  siete  gatitos 

Gatitos,  gatos,  costales  y  esposas 

^Cuantos  iban  a  San  Ives? 

(a)  Si  SLiponemos  que  el  narrador  y  el  criador  de  gatos  se  encuentran  recorriendo  di- 
recciones  opuestas,  /,cudl  es  la  respuesta? 

(b)  ^Cuantos  gatitos  son  transportados? 

(c)  Gatitos,  gatos,  costales,  esposas:  ^cuantos  son?  \Sugerencia:  Es  mas  facil,  si  se 

incluye  al  hombre,  encontrar  la  suma  con  la  formula  y  luego  restarle  un  1  al 
resultado.]  ■ 
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Ejercicio  1 1 .3 

En  los  problemas  del  1  al  10  se  da  una  sucesion  geometrica.  Encuentre  la  razdn  y  escriba  los  cuatrn 
primeros  lenninos. 


1. 

{3"1 

2. 

((-5)"} 

f  /  1  \^1 

1  — 3  — 

■  1  U/ 1 

4. 

1(1)1 

5.  . 

I  4 

6. 

I— 1 

7. 

8.  (3“") 

9. 

I  I 

1  2"  1 

1  9  j 

2" 

13" -‘I 

En  los  problemas  del  11  al  24,  determine  si  la  sucesion  dada  es  aritmetica,  geometrica  o  de  ninguno  de  los  dus 
tipos.  Si  la  sucesion  es  aritmetica,  encuentre  la  diferencia  comiin;  si  es  geometrica,  encuentre  la  razdn  comm. 


11.  {n  +  2} 

12. 

{2n-5] 

13. 

{4«2j 

14. 

(5n^  +  1  ] 

15.  {3-5/1 

16.  {8-|«) 

17. 

1,  3,  6,  10,  .  .  . 

18. 

2,  4,  6,  8,  .  . 

.  19. 

Kfl 

20.  [(i)"} 

21.  -1,  -2,  -4,  -8.  .  . 

22. 

1,  1,  2,  3,  5,  8,  .  . 

.  23. 

{3„/2) 

24. 

{(-in 

En  los  problemas  del  25  al  32,  encuentre  el  quinto  y  el  n-esimo  terminos  de  la  sucesion  geometrica  ciiyo 
termino  inicial  a  y  razdn  comiin  r  estdn  dados. 


25. 

a  =  2;  /-  =  3 

26.  a  =  —2;  /•  =  4 

27.  0  =  5;  r  =  ~  1 

28. 

a  =  6;r=  -2 

29.  a  =  0;  r  =  3 

30.  a  =  1 ;  r  =  — I 

31. 

a  =  V2\r=V2 

11 

0 

II 

• — 

En 

los  problemas  del  33  al  38  encuentre  el  termino  indicado  de  cada  sucesion  geometrica. 

33. 

S^ptimo  termino  de  1,5, 

1 

34. 

Octavo  termino  de  1,  3,  9,  .  .  . 

35. 

Noveno  termino  de  1,  — 

1,1,... 

36. 

D6cimo  termino  de  -1,2,  -4,  .  .  . 

37. 

Octavo  termino  de  0.4,  0.04,  0.004 

,  .  .  .  38. 

SSptimo  termino  de  0. 1,  1.0,  10.0,  , 

En 

los  problemas  del  39  al  44  encuentre  la  suma. 

39. 

4  4  4  4 

2«“  1 
'  ’  ^  4 

40. 

+  ... 

9  9  9  9 

41. 

k=  I 

42. 

X4-3^-' 

1 

43. 

-1  -  2-  4-  8-  - 

-  (2"->) 

44. 

2  +  ^  +  -i«+ ...  +2fAy' 

5  25 

En  los  problemas  del  45  al  54  encuentre  la  suma  de  cada 

serie  geometrica. 

45. 

1  +  5  +  ^  +  ■■■ 

46. 

2  +  f  +  1  +  ... 

47. 

8  +  4  +  2  +  •  ■  ■ 

48. 

6  +  2  +  1  +  •  •  • 

49. 

2  —  -  +  -  —  -i _ 1-  ... 

2^  8  32  ^ 

50. 

1  _  3  _9_  ^  ... 

^  4  16  64  ^ 
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51. 


k=  1 


52. 


18(0 


lU-l 


S3,  y  6f-2y 


54. 


55.  Encuentre  x  de  modo  que  x,  x  +  2,  y  x  +  3  sean  los  t^rminos  de  una  sucesidn  geometrica. 

56.  Encuentre  x  de  modo  que  x  -  I,  x,  y  x  +  2  sean  los  tdrminos  de  una  sucesidn  geometrica, 

57.  i  'i.i ■'  (hi.'.  En  el  inicio,  un  pendulo  oscila  a  lo  largo  de  un  arco  de  2  pies.  En  cada  oscilacidn  suce- 
siva,  la  longitud  del  arco  es  0.9  de  la  longitud  anterior. 

(a)  ^CuSi  es  la  longitud  del  arco  despuds  de  10  oscilaciones? 

(b)  ^En  que  oscilacidn  la  longitud  del  arco  es  por  primera  vez  menor  que  1  pie? 

(c)  Despues  de  15  oscilaciones,  ^cudl  es  la  longitud  total  que  ha  oscilado  el 
pendulo? 

(d)  Cuando  se  detiene,  ^cual  es  la  longitud  total  que  ha  oscilado  el  pendulo? 

58.  '.  .■.  ■;  ,  :  Se  deja  caer  una  pelota  desde  una  altura  de  30  pies. 

Cada  vez  que  la  pelota  golpea  contra  el  piso  rebota  a  0.8  de  la  altura  anterior. 

(a)  ^Cuei  es  la  altura  a  la  que  rebota  la  pelota  despuds  de  que  pega  por  ter- 
cera  ocasion  en  el  piso? 

(b)  ^Cuei  es  la  altura  despues  del  n-esimo  rebote? 

(c)  ^CuiSntas  veces  necesita  pegar  en  el  piso  la  pelota  antes  de  que  su  altura 
sea  menor  de  6  pulgadas? 

(d)  ^.Cual  es  la  distancia  total  recorrida  por  la  pelota  antes  de  dejar  de  rebotar? 

59.  ^  Suponga  que  acaba  de  ser  contratado  con  un  salario  anual  de  $  1 8,000.00  y  espera  recibir  au- 
mentos  anuales  del  5%.  ^Cual  serS  su  salario  al  inicio  del  quinto  afio? 

60.  / ;,  .  .  V  .  Una  pieza  nueva  cuesta  $15,000.00.  Cada  aho,  para  fines  de  impuestos,  una  compafiia 

deprecia  este  valor  en  15%.  ^Cual  es  el  valor  que  se  le  da  al  equipo  despues  de  5  ahos? 

61.  •■. ,,  ■/)  . .;.  Usted  acaba  de  firmar  un  contrato  de  7  afios  con  una  liga  de  futbol  profesional  y  recibira  un 

salario  inicial  de  $2,000,000.00  anuales.  La  administracion  le  propone  las  siguientes  altemativas  con  respecto  a  su 
salario  durante  los  siete  afios. 


30' 


24'  19.2' 


•  •  •  • 


(1)  Un  bono  de  $100,000.00  cada  afio. 

(2)  Un  aumento  anual  del  4.5%  por  afio  iniciando  despu6s  del  primer  afio. 

(3)  Un  aumento  anual  de  $95,000.00  por  afio  iniciando  despu^s  del  primer  afio. 


^Cual  alternativa  proporciona  mds  dinero  en  el  periodo  de  7  afios?  ^Cual  proporciona  menos?  ^Cual  elegin'a?  ^Por 
que? 

62.  Un  hombre  rico  promete  darle  a  usted  $1000.00  el  primero  de  septiembre  de  1998. 
Cada  dfa  despues  le  dard  ^  de  lo  que  le  dio  el  dia  anterior,  ^Cu^l  es  la  fecha  en  la  que  la  cantidad  que  reciba  seri  menor 
que  1  centavo?  Cuando  esto  suceda,  ^cudnto  habrS  recibido? 

63.  En  un  relato  an- 
tiguo,  a  un  plebeyo  que  acababa  de  salvar  la  vida  del  rey  este  le 
preguntd  lo  que  quen'a  de  recompensa.  Siendo  un  hombre 
Juicioso,  el  hombre  dijo:  “Mi  deseo  es  simple,  sefior.  Coloque  un 
grano  de  trigo  en  el  primer  cuadro  de  un  tablero  de  ajedrez,  dos 
granos  en  el  segundo  cuadro,  cuatro  granos  en  el  tercer  cuadro, 
y  continue  sucesivamente  hasta  que  haya  terminado  con  todos  los 
cuadros  del  tablero.  Eso  es  todo  lo  que  deseo.”  Calcule  el  numero 
total  de  granos  necesarios  para  satisfacer  la  peticidn  anterior  y 
vea  por  que,  siendo  en  apariencia  simple,  no  puede  ser  cumpli- 
da.  (Un  tablero  de  ajedrez  consiste  de  8  X  8  =  64  cuadros.) 

64.  ^Puede  una  sucesidn  ser  al  mismo  tiempo  aritm^tica  y  geo¬ 
metrica'?  De  razones  para  su  respuesta, 

65.  Construya  una  sucesidn  geometrica.  Desela  a  un  compafiero  y  pregiintele  por  .su  vigesimo  termino. 
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66.  Constmya  dos  series  geometricas  iniinilas,  una  que  tenga  una  suma  y  otra  que  no  la  tenga.  Desela  a  un  eoinpaneni 
y  pfdale  que  encuentre  la  suma  de  cada  serie. 

67.  Si  a  <  I,  entonces  I  +  a  +  a-  -  .r’  +  •  ■  ■  +  a"  +  •  •  •  =  l/(l  —  a).  Construya  una  tabla  de  valores  usamti 

a  =  0, 1 ,  a  =  0.25,  a  =  0.5,  a  =  0.75,  y  a  =  0.9  para  calcular  I /(I  -  a).  Luego  determine  cuantos  terminos  son  necc- 

sarios  en  el  desarrollo  I  +  a  +  a-  +  •  +  a"  +  ■  •  ■  antes  de  que  se  aproxime  a  l/(l  -  a)  redondeada  adii 

decimales.  Por  ejemplo,  si  a  =  O.I,  entonces  l/(I  —  a)  =  10/9  =  1.11 1  ....  El  desarrollo  requiere  de  tres  tcrniiiii^. 


68.  i^Cual  de  las  siguientes  alternativas,  A  o  B,  tiene  como  resultado  mas  dinero? 

A:  Recibir  $1000  el  dfa  I,  $999  el  di'a  2,  $998  el  dfa  3,  en  un  proceso  que  finaliza  al  cabo  de  1000  dfas, 

B:  Recibir  $1  el  di'a  I.  $2  el  dfa  2.  $4  el  dfa  3,  durante  19  dfas 

69.  Usted  estd  en  una  entrevista  de  trabajo  y  recibe  dos  ofertas: 

A:  $20,000  iniciales  con  aumentos  garantizados  del  6%  anual  durante  5  anos. 

B:  $22,000  iniciales  con  aumentos  garantizados  del  3%  anual  durante  5  anos. 

Si  su  meta  es  ganar  tanto  dinero  como  sea  posibie  despues  de  5  anos,  ^cudl  es  la  mejor  ofeila?  ^Cual  es  incjui  si 
su  meta  es  ganar  tanto  dinero  como  sea  posibie  durante  la  duracion  del  contrato  (cinco  anos)? 


70.  Observe  la  figura  de  la  dereclia.  i^Eventualmente,  que  fraccidn  del 
cuadrtido  estara  sombreada  si  el  proceso  de  sombreado  que  se  indica  con- 
tinua  de  manera  indefinida? 


Induccion 

matennatica 


La  induccion  maleindtica  es  un  metodo  para  demostrar  que  enunciados  que  invuiu- 
cran  a  los  numeros  naturales  son  verdaderos  para  todos  los  numeros  naturales.*  Pur 
ejemplo,  el  enunciado  “2n  siempre  es  un  entero  par”,  puede  demostrarse  quo  os  vor- 
dadero  para  todos  los  numeros  naturales  usando  induccion  matematica.  Tanibien.  ol 
enunciado  “la  suma  de  los  primeros  n  enteros  impares  positives  es  igual  a  ir".  estu 
es, 

1  +  3  +  5  +  ■  •  •  +  {2n  -  \)  =  (h 

puede  demostrarse  para  todos  los  numeros  naturales  n  usando  induccidn  matenuitka. 

Antes  de  empezar  a  estudiar  el  metodo  de  induccion  matematica  tratemus  tic 
adquirir  un  sentido  de  su  potencialidad.  Con  este  fin,  usemos  el  enunciado  do  la 
ecuacion  (1)  repitiendolo  para  varies  valores  de  «  =  1,  2,  3,  ...  : 


'^Recuerde  del  capitulo  .1  que  (os  numeros  naturales  son  I,  2.  3,  4 . En  otras  palabras.  los  icrmim^' 

numeros  naturales  y  enteros  positivos  son  sin6nimo.s. 
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n  —  \  La  suma  del  primer  entero  positive  impar  cs  I-;  I  =  l“. 

(7  =  2  La  suma  de  los  primeros  2  enleros  positivos  impares  cs  2-;  I  +  3  =  4  -  2-. 

n  =  3  La  suma  de  los  primeros  3  enteros  positivos  impai'es  es  3-;  I  +  3  +  5  =  ri  =  3'. 

77  =  4  La  suma  de  los  primeros  4  enteros  positivos  impares  es  4-;  I  +  3  *  5  +  7  =  I6  =  4^. 

Aunque  a  partir  de  este  patron  podn'amos  conjeturar  que  el  enunciado  (1)  es  ver- 

dadero  para  cualquier  eleccion  de  n,  ^podemos  estar  seguros  de  que  no  falla  para 
alguna  eleccion  de  nl  Ei  metodo  de  deniostracion  por  induccion  matematica,  en  rea¬ 
lidad,  demostrara  que  el  enunciado  es  verdadero  para  toda  n. 


Suponga  que  se  satisfacen  las  dos  condiciones  siguientes  para  un  enunciado  acerca 
de  los  numeros  naturales: 

CONDICION  I:  El  enunciado  es  cierto  para  el  numero  natural  1. 

CONDICION  TI:  Si  el  enunciado  es  verdadero  para  algun  numero  natural  k.  tam- 
bien  es  verdadero  para  cl  siguiente  numero  natural  A:  -t  I. 

Entonces  el  enunciado  cs  verdadero  para  todos  los  numeros  naturales. 


FIGURA  6 


No  demostraremos  este  principio.  Sin  embargo,  podemos  proporcionar  una  in- 
terpretacion  ffsica  que  nos  ayudara  a  ver  por  que  t'unciona.  Piense  en  un  conjunto 
de  numeros  naturales  que  cumplen  el  enunciado  como  un  conjunto  infinite  de  fichas 
de  domino  {vease  la  figura  6). 

Ahora,  suponga  que  establecemos  estos  dos  hechos: 

1 .  Se  hace  caer  la  primera  ficha, 

2.  Si  una  de  las  fichas  de  domino  cae,  digamos  la  A-esima,  entonces  tambien  caer;i  la  siguien¬ 
te,  la  ficha  (k  +  I ). 

^Es  seguro  concluir  que  todas  las  fichas  caeran?  La  respuesta  es  st,  ya  que, 
si  la  primera  cae  (condicidn  1),  entonces  la  segunda  caerd  (por  la  condicion  II);  y  si 
la  segunda  cae,  tambien  lo  hara  la  tercera  (por  la  condicion  II);  y  as!  sucesivamente. 

Ahora  demostraremos  algunos  enunciados  acerca  de  los  numeros  naturales 
usando  induccion  matematica. 


Demostrar  que  el  enunciado  siguiente  es  verdadero  para  todos  los  numeros 
naturales  n: 

1  -f  3  +  5  -f  ■  ■  ■  -b  (2«  -  1)  =  77-  (2) 

Primero  necesitamos  demostrar  que  el  enunciado  (2)  se  cumple  para  7?  =  1.  Como 
1  =  F,  el  enunciado  (2)  es  cierto  para  /?  =  1.  Asi,  la  condicion  I  se  satisface. 

Ahora  necesitamos  demostrar  que  se  cumple  la  condicion  II.  Suponga  que 
sabemos  que  para  algun  numero  k 

\  +  3  +  ■  ■  ■  +  {2k~  V)  =  k-  (3) 

Deseamos  demostrar  que,  con  base  en  la  ecuacion  (3),  el  enunciado  (2)  se  cumple 
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I  .I  f  M  P  I  O  2 


\  !  :  '  p  I,  )  ^ 


S'  ilu-v 


Kill 


para  A:  +  1.  Asi,  examinamos  la  suma  de  los  primeros  k  +  1  enteros  positivos  im- 
pares  para  determinar  si  es  igual  a  (A  +  1)^; 

1  +  3  +  •  •  ■  +  (2A  -  1)  +  (2A  +  1)  =  [1  +  3  +  •  •  ■  +  (2A  -  1)]  +  (2A  +  II 

;  p..|  ■ 

=  A2  +  (2A  +  1) 

=  A2  +  2A  +  1  =  (A  +  1)2 

Las  condiciones  I  y  II  se  satisfacen;  asf,  por  el  principio  de  induccion  matenuitic. 
el  enunciado  (2)  es  cierto  para  todos  los  numeros  naturales.  K 

I  .  ii  '>■  :ili  -It-::. 

Demostrar  que  el  enunciado  siguiente  es  verdadero  para  todos  los  nuiiKTO' 
naturales  n: 

T  >  n 


Primero,  demostramos  que  el  enunciado  2"  >  n  es  cierto  para  n  =  1.  Como  2'  = 
2  >  1,  la  desigualdad  es  verdadera  para  n  =  1.  Asi,  se  cumple  la  condicion  I. 

Luego  supongamos,  para  algiin  numero  natural  A,  que  2^'  >  A.  Descamts 
demostrar  que  la  fdrmula  se  cumple  para  A  +  1;  esto  es,  deseamos  demostrar  que 
2*"^'  >  A  +  1.  Ahora, 

2<=+ 1  =  2  •  2*  >  2  •  A  =  A  +  A  >  A  +  1 


Asf,  si  2^  >  A,  entonces  2'^'''^  >  A  +  1,  de  modo  que  se  satisface  la  condicion  11  Jel 
principio  de  induccidn  matemdtica.  De  aquf  que  2"  >  n  resulta  verdadera  para  to- 
dos  los  numeros  naturales  n.  I 


’  Ui  Hi, illt  •11)11  -fWHUitl, 

Demostrar  que  la  formula  siguiente  es  verdadera  para  todos  los  numeros  naturales  n:. 


1  +  2  +  3  + 


+  n  = 


n(n  +  1) 
2 


(4! 


Primero,  demostramos  que  la  fdrmula  (4)  es  verdadera  para  n  =  \.  Como 

1(1  +  1)  _  1(2)  .  j 

2  2 


Se  cumple  la  condicidn  I  del  principio  de  induccidn  matemdtica. 

Ahora  suponemos  que  se  cumple  la  formula  (4)  para  alguna  A,  y  determinamos 
si  entonces  se  cumple  la  formula  para  A  +  1.  Asf,  supongamos  que 

1+2  +  3+  ■■■  +  A=  para  alguna  A  i.si 


Ahora,  necesitamos  demostrar  que 


1+2  +  3+  +  A+(A+1) 


(A  +  1)(A  +1  +  1) 
2 


(A  +  1)(A  +  2) 
2 


Esto  lo  hacemos  como  sigue 

1  +  2  +  3  +  •  ■  ■  +  A  +  (A  +  1)  =  [1  +  2  +  3  +  •  •  ■  +  A]  +  (A  +  1) 
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k(k  +  1) 


+  (^  +  1) 


k  +  2k  ~h  2 


+  3k+  2  __  {k+  \)(k  +  2) 


Asf,  se  cumple  la  condicion  II.  Como  consecuencia  de  esto,  la  fdrmula  (4)  resulta 
verdadera  para  todos  los  numeros  naturales. 

Ahora  resuelva  el  problema  1. 


Demostrar  que  3"  —  1  es  divisible  entre  2  para  todos  los  numeros  naturales  n. 

Primero,  demostramos  que  e!  enunciado  es  verdadero  para  n  =  1.  Como  3*  —  1  = 
3  —  1  =  2  es  divisible  entre  2,  el  enunciado  es  verdadero  para  n  =  1.  Asl,  se  satis- 
face  la  condicion  I. 

Ahora,  suponemos  que  el  enunciado  se  cumple  para  alguna  k,  y  determinamos 
si  se  cumple  para  k  +  \.  Asi,  suponemos  que  3^  —  1  es  divisible  entre  2  para  al¬ 
guna  k.  Necesitamos  demostrar  que  3*^'  —  1  es  divisible  entre  2.  Luego, 

3*:+ 1  _  1  =  3*r+ 1  _  3^  +  3/r  _  1 

=  3^(3  -  1)  +  (3'^  -  1)  =  3*  ■  2  +  (3^  -  1) 

Ya  que  3^  •  2  es  divisible  entre  2  y  3*  —  I  es  divisible  entre  2,  se  deduce  que 
3*'  •  2  +  (3*^  —  1)  =  3'''^‘  —  1  es  divisible  entre  2.  Asl,  tambien  se  satisface  la  condi¬ 
cion  II.  En  consecuencia,  el  enunciado  “3"  —  1  es  divisible  entre  2”  es  verdadero 
para  todos  los  numeros  naturales  n. 

Advertencia:  La  conclusidn  de  que  un  enunciado  que  involucra  a  los  numeros  naturales  es 
verdadero  para  todos  los  numeros  naturales,  se  obtiene  solo  despues  de  que  amhas  condi- 
ciones,  I  y  II,  del  principio  de  induccidn  materndtica  ban  sido  satisfechas.  El  problema  27 
del  ejercicio  que  viene  a  continuacion  muestra  un  enunciado  para  el  que  solo  se  cumple  la 
condicidn  I,  pero  que  no  es  cierto  para  todos  los  numeros  nalurales.  El  problema  28  mues¬ 
tra  un  enunciado  para  el  que  s61o  se  cumple  la  condicidn  II,  pero  que  no  es  verdadero  para 
cualquier  numero  natural. 


Ejercicio  1 1 .4 


En  los  problemas  del  1  al  26,  utilice  el  principio  de  induccidn  mateindiica  para  demostrar  que  el  enunciado 
dado  es  verdadero  para  todos  los  numeros  naturales. 


1. 

2 

+ 

4 

-b 

6  -b  ■  ■ 

■  -b  2n  = 

=  n{n  + 

1) 

2. 

1  -b 

5 

-b 

9  +  ■ 

■  ■  -b  (4)7  - 

-  3)  =  n{2n  - 

1) 

3. 

3 

-b 

4 

+ 

5  -b  ■  ■ 

•  +  (n  -b 

2)  =  i, 

n{n  +  5) 

4. 

3  -b 

5 

-b 

7  ~b  ■ 

■  ■  -b  (2)7 

+  1)  =  n(n  + 

2) 

5. 

2 

-b 

5 

-b 

8  +  ■  ■ 

■  -b  {3n  ■ 

-  1)  = 

^n(3n  -b  1 ) 

6. 

1  -b 

4 

-b 

7  +  ■  ■ 

■  +  (3)7  - 

2)  =  ^)7(3)7  — 

1) 

7. 

1 

-b 

2 

-b 

22 -b  ■ 

■  ■  +  2"“ 

1  ,=  2" 

-  1 

8. 

1  -b 

3 

+ 

32  +  ■ 

•  •  +  3"- 

'  =5(3"  -  1) 

9. 

1 

-b 

4 

-b 

42  -b  ■ 

.  .  -r  4-1- 

'  =  5(4' 

"  -  1) 

10. 

1  + 

5 

-b 

52  +  • 

•  .  +  5"- 

'  =1(5"-  1) 

- + - + -  +  '  ■  •  H"  - —  - 

1-2  2-3  3-4  n{n+  \)  /?  +  1 


12  -  H - ) - H - — - 

1-3  3-5  5-7  (2/7  -  1)(2/7  +  1)  2n  +  ) 

13.  \^-  +  2^  +  3^  +  ■  ■  ■  +  =  ^n{n  +  \){2n  +  1) 

15.  4  +  3  +  2  +  ■  ■  ■  +  (5  -  n)  =  ^n(9  -  n) 


14. 


1-^  -t  2^  -b  3^  -t  ■  ■  ■  +  jd  =  \rd(n  +  1)- 
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16. 

17. 

18. 
19. 
21. 
23. 

25. 

26. 

27. 

28. 


29. 

30. 

31. 

32. 


-  («  +  1)  =  —\n{n  +  3) 


+  n(n  +  I)  =  jn{n  +  l)(/i  +  2) 

I 


-2  -  3  -  4  - 
I ■2+2-3+3-4+ 

I  ■  2  -  3  ■  4  +  5  ■  6  +  ■  •  •  +  (2n-  \){2n)  =  jn(n  +  1)(4h  -  1) 
ir  +  n  es  divisible  entre  2. 
n-  —  n  +  2  es  divisible  entie  2, 

Si  -v  >  I,  entonces  x"  >  1. 


20.  +  2n  es  divisible  entre  3. 

22.  n(n  +  l)(n  +  2)  es  divisible  entre  h. 
24.  Si  0  <  X  <  I,  entonces  0  <  .r"  <  I, 


u  -  b  es  factor  de  a"  -  b".  [Sitgerencia:  =  a(a*  -  M)  +  -  h)] 

a  ^  b  es  un  factor  de  c/-"'* '  + 

Detnuestre  que  el  enunciado  "n~  —  n  +  41  es  un  niimero  primo”,  es  verdadero  para  n  =  I,  pero  no  para  n  =  41. 
Demuestre  que  la  fdrmula 

2  +  4  +  6+  ■■■  +  2n  =  rr  +  n  +  2 


cumple  la  condicidn  If  del  principio  de  induccidn  matemStica.  Esto  es,  demuestre  que  si  la  fdrmula  es  verdadcra  p.it.i 
algun  k,  tambidn  lo  es  para  A  +  1,  Luego  demuestre  que  la  fdrmula  es  falsa  para  «  =  I  (o  para  cualquier  oira  elec- 
cion  de  n). 

Utilice  induccidn  matcmdtica  pru'a  demostrar  que  si  r  +  I  entonces 


a  +  ar  +  ar-  +  ■  ■  ■  +  ar"  '  =  a - 

I  -  r 


Utilice  induccion  matemdtica  para  demostrar  que 

n  +  (n  +  rf)  +  (n  +  2d)  +  ■  •  ■  +  [n  +  (n  —  I  )d\  =  nn  +  d — ^  ^  ^ 

Utilice  inducci6n  matemdtica  para  demostrar  que  la  suma  de  los  Sngulos  interiores  de  un  poli'gono  con- 
vexo  de  n  lados  es  igual  a  (n  -  2)  ■  180°. 

El  principio  ampliado  de  induccidn  matemiitica  establecc  i|ue 

si  se  cumplen  las  condiciones  I  y  II,  esto  es, 

(I)  Un  enunciado  es  cierto  para  algun  numero  natural  j. 

(II)  Si  el  enunciado  es  verdadero  para  algun  numero  natural  k  >J,  entonces  tambien  es  cierto  para  cl  siguienie 
numero  natural  +  1 . 

Entonces,  el  enunciado  es  verdadero  para  lodos  los  numeros  naturales  s  j. 

Utilice  el  principio  ampliado  de  iiiduccidn  matematica  para  demostrar  que  el  numero  de  diagonales  en  un  polfctmu 
convexo  de  n  lados  es  \n(n  -  3).  [Sugerencia:  Empiecc  demostrando  que  el  enunciado  es  cierto  cuando  n  ~  4  (coridi 
cion  I),] 

^Cdmo  explican'a  a  un  compafiero  el  principio  de  induccibn  matematica? 


Teorema  del 
binomio 


El  teorema  del  binomio'^  es  una  fOrmula  para  el  desarrollo  de  (x  +  a)"  para  cualqtiic'r 
entero  positivo.  Si  «  =  1,  2,  3,  y  4,  el  desarrollo  de  (x  +  a)'’  puedc  calciilar^: 
directamenle: 


+  a)'  =  X  +  a 

2  terminos,  empezando  con  x' 

y  terminando  con  o' 

+  =  X  -  +  2ax  +  a- 

3  tdrminos,  empezando  con  x- 

y  terminando  con  o^ 

+  a)^  =  .r^  +  3ax~  +  3a^x  + 

4  terminos,  empezando  con  x'' 

y  terminando  con  a-’ 

+  a)‘^  =  x'*  +  4ar^  +  6a^x^  +  4n-^x  +  o'* 

5  terminos,  empezando  con  xd 

y  terminando  con  o'* 

*Binofnio  se  deriva  del  hecho  que  a"  +  ^7  es  un  binomio,  es  decir,  coniiene  dos  terminos. 
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ISION  POSIBLE 

Capitulo  1 1 

OhTI  ■  I  'MU)K  PROVECHO  l)K  I  \  (OM  RMO 

listed  y  su  orquesta  acaban  de  fiimar  un  contrato  de  grabacion  con  el  estudio  de  grabacion  recono- 
cido  nacionalmente,  NASBURG  TENS.  Elios  le  ban  prometido  $200,000.00  al  ano  durante  seis 
anos,  mas  una  posibilidad  de  entre  las  cuatro  siguientes: 

(a)  Un  bono  de  $10,000.00  por  ano. 

(b)  Un  aumento  anual  del  4.5%  anual  (iniciando  despues  del  primer  ano). 

(c)  Un  aumento  anual  del  6%  anual  (iniciando  despues  del  segundo  ano). 

(d)  Un  aumento  anual  de  $9,500.00  anuales  (iniciando  despues  del  primer  ano). 


El  di'a  de  hoy  usted  tiene  que  comunicarles  su  decision  acerca  de  cudl  posibilidad  ha  elegido. 

Su  agente  se  encuentra  fuera  de  la  ciudad  y  fuera  del  alcance  de  su  telefono  celular,  de  modo  que 

usted  tendra  que  hacer  los  calculos  matematicos. 

1.  Para  cada  alternativa,  encuentre  cuai  sera  su  pago  por  ano  durante  los  seis  arios.  Redondee  al  entero  mas 
cercano. 

2.  Identifique  cuales  posibilidades  son  ejemplos  de  sucesiones  aritm^ticas  o  geomeiricas. 

3.  CalcLile  para  cada  caso  cudnto  le  pagarfi  el  estudio  en  total  durante  los  seis  anos.  ^Tiene  fonuulas  que  le 
reduzcan  este  trabajo? 

4.  ^.Cu^l  posibilidad  le  rendirS  mas  en  total?  ^Hay  alguna  consideracidn  o  circunstancia  que  pueda  resultar  mas 
convenieiite  aunque  ustedes  reciban  menos  dinero?  ^Hay  ventajas  en  el  hecho  de  que  se  les  pague  mas  al 
inicio  del  contrato?  ^Cuciles  son? 
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Observe  que  cada  desarrollo  de  (x  +  a)"  empieza  con  x"  y  termina  con  u";  y  qut 
conforme  se  lee  de  izquierda  a  derecha,  las  potencias  de  x  van  disminuyendo  niiemra' 
que  las  de  a  aumentan.  Adem^s,  el  numero  de  terminos  que  aparecen  es  igual  a  /!  -  1. 
Tambidn  observe  que  el  grado  de  cada  monomio  en  este  desarrollo  es  igual  a  n.  Por 
ejempio,  en  (x  +  af',  cada  monomio  (x-\  3ax“,  3a^x,  a^)  es  de  grado  3.  En  consecucncia. 
podriamos  conjeturar  que  el  desarrollo  de  (x  +  a)"  seria  de  este  estilo; 

(x  +  a)"  =  x"  + cuc"~ '  + +  •  •  ■  + a''“'x  +  a" 

donde  los  espacios  en  bianco  representan  numeros  que  deben  ser  buscados.  Estec'. 
en  realidad,  el  caso,  como  veremos  dentro  de  poco. 

Primero,  necesitamos  introducir  un  si'mbolo. 

El  Simbolo  j 

Definimos  el  sfmbolo  ^  ”  j’  ""  tornados  de  j  en  /’,  como  siguc: 


Simbolo  ^  j 


Si  y  y  n  son  enteros  con  0  <  y  <  n,  el  simbolo 


se  define  como 


n\ 

y!(«  -y')! 


(I) 


Comentario:  En  una  calculadora,  el  sfmbolo 


n 

j 


puede  estar  denotado  por  la  tecia 


0  por  la  tecia 


COMB 


Encontrar: 


(a) 

)  (b) 

(^) 

(a)  1 

(  3  ^ 

1  ^  ’ 

_  3! 

v'y 

1  ~  1!(3  -  1)! 

'l!2! 

(b)  ( 

(4^ 

4! 

4! 

.2j 

1 

1 

^  2!2! 

(c)  ( 

^8\ 

8! 

-  JL 

1 

oo 

1 

7!1! 

(d)  Usamos  una  calculadora. 

3  ■  2 ■  I  ^6^2 
1(2  ■  1)  2 

4  ■  3  ■  2  •  1  ^  7^ 

(2  ■  1)(2  •  1)  4 

7!  •  1!  1 
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Teclear: 
Teclear: 
'65 


65 


SHIFT 


nCr 


15 


Asi, 


15 


Ahora  resuelva  el  probleina  1 . 

Dos  formulas  utiles  que  involucran  al  si'mbolo  f  “  1  son 

J 


65 

15 

2.073747 

2.073747  X 

lO'l 

1 

=  1  y 


=  1 


rviiV'-ir.n.  "HI 


n  \  _  n\  _  _  1 

0  j  ~~  0!(«  -  0)!  ~  ~  T 


En  el  problema  41,  al  final  de  esta  seccion,  se  le  pide  demostrar  que 


=  1  ■ 


Suponga  que  acomodamos  los  diferentes  valores  del  sfmbolo  j  ”  j  en  forma 
triangular,  como  se  muestra  a  continuacidn  en  la  figura  7:  '  ' 


Este  es  el  llamado  triangulo  de  Pascal,  en  honor  de  Bias  Pascal 
(1623-1662),  un  matemdtico  frances. 


FIGURA  7 

Triangulo  de  Pascal. 


n=  0 
n=  1 
n=2 
n  =  3 

n  =  4  -  —  1 

n  =  5  -  1 


/ 

1 

1  1 
1  2 

1  3  3 

4  6 

5  10  1( 


/  i 

/ 

1 

1 

4  1 

5  1 
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El  triangulo  de  Pascal  tiene  numeros  uno  en  los  extremos.  Para  obicncr 
cualquier  otra  entrada,  s61o  sume  las  dos  entradas  mds  cercanas  del  religion  in- 
mediato  superior.  Los  tridngulos  sombreados  en  la  figura  7  sirven  para  iluslrareMJ 
caracteristica  del  tridngulo  de  Pascal.  Con  base  en  esto,  el  rengldn  correspondienii.'. 
a  rt  =  6  se  encontrd  como  sigue: 

15  10  10  5  1 

r  ■#>  f  ■.  T 

1  6  15  20  15  6  1 

Mas  adelante  probaremos  que  esta  suma  siempre  funciona  {vease  el  teorenia  cn  la 
pagina  718). 

Aunque  el  tridngulo  de  Pascal  proporciona  una  representacidn  intercsaniL'  i 
organizada  del  simbolo  (p,  en  la  prdctica  no  es  tan  util.  Por  ejemplo,  si  quisieram© 
conocer  el  valor  de  (5^),  necesitarfamos  escribir  doce  renglones  del  triangulo  am© 
de  ver  la  respuesta.  En  lugar  de  eso,  resuita  mucho  mas  fdcil  usar  la  del’inicion  ill. 


El  teorema  del  binomio 


Ahora  ya  estamos  preparados  para  establecer  el  teorema  del  binomio;  el  cuul  k 
demuestra  al  final  de  esta  seccion. 

'!'•  ■ii', Sean  x  y  a  numeros  reales.  Para  cualquier  entero  positive,  tenemos 


Teorema  del  binomio 


n 


I 


Ahora  sabemos  por  qud  necesitdbamos  introducir  el  simbolo  (J);  estos  sim- 
bolos  son  los  coeficientes  numericos  que  aparecen  en  el  desarrollo  de  (.v  f  a)".  Por 
eso,  el  simbolo  (p  es  llamado  coeficiente  binomial. 


I  .1  F  M  P  I  1) 


Usar  el  teorema  del  binomio  para  desarrollar  (.r  +  2)^. 
/)ii  En  el  teorema  del  binomio,  sea  a  =  2  y  n  =  5.  Entonces 


U  +  2)5  = 


5  +  f  ^  ^2jc''  +  (  ^  I2V  +  (  ^  ^2V  +  (  ^  \2^x  +  {  15-' 

'5 


0/-  \\r  12;---  ^3y--  \4 

=  1  •  x5  +  5  •  2x‘’  +  10  •  4x3  +  10  ■  8jc2  +  5  •  16jc  +  1  •  32 


=  x5  +  lOx"^  +  40x3  +  80x3  +  80x  +  32 


!  .1  I 


Desarrollar  (2_y  —  3)'*  usando  el  teorema  del  binomio. 
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Primero,  reescribimos  la  expresion  (2v  —  3)'^  como  [2v  +  (  —  3)]“*.  Luego  usamos  el 
teorema  del  binomio  con  n  =  4,  x  =  2y,  y  a  =  —3: 


[2y  +  (-3)r  =  (  ^  ](2#  +  ^  ^  j(-3)(2)0'  +  (  ^  ](-3)"(2v)2 


+  j(-3my)  +  (4)(-3)^ 

=  I  ■  16/  +  4(-3)8/  +  6  ■  9  •  4/  +  4(-27)2y  +  1  ■  81 

=  16/  -  96/  +  216/  -  216y  +  81 
Observe  que  en  este  desarrollo  los  signos  se  alternan  debido  a  que 


a  =  — 3  <  0. 


Ahora  resuelva  el  problema  17. 


[  I  i  \  !M  ()  i 


Encontrar  el  coeficiente  de  en  el  desarrollo  de  (2y  +  3)'*\ 


ii  1  Escribimos  el  desarrollo  usando  el  teorema  del  binomio: 


(2y  +  3)'0  =  ^  j(2y)'0  +  ^  j(2/5(3)'  +  j(2y)8(3)2  +  ^  j(2v/(3)3 


+  j(2y)6(3)"  + 


j(2y)(3)9  + 


10 

10 


10 


Del  tercer  termino  en  la  expresion,  el  coeficiente  de  es 


^^V2)W  =  — •2»-9 
2  2!8! 


10  ■  9  ■  8! 
2  •  8! 


2®  •  9  =  103,680  ■ 


Como  lo  demuestra  esta  solucion,  podemos  usar  el  teorema  del  binomio  para 
escribir  un  termino  particular  en  un  desarrollo  sin  tener  que  escribir  todo  el  desarro¬ 
llo.  Con  base  en  el  desarrollo  de  {x  +  a)”,  el  termino  con  xJ  es 


(3) 


Por  ejemplo,  podemos  resolver  el  ejemplo  4  usando  la  formula  (3)  con 
n  =  10,  a  =  3,  X  =  2y,  y  J  =  8.  Entonces  el  termino  con  y*  es 

10  /  10 


,0  -  8  =  I  2 


.  32  .  28  .  v8 
10  ■  9  •  8! 


10! 


9  ■  2Y 


218! 


2!8! 

•  9  •  2y  =  103,680y*^ 


I  !: 


( “ 


^  n.  :  :  .  ■/-/ 

Determinar  el  sexto  termino  en  el  desarrollo  de  (x  +  2)®. 
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Si)luLiiin  A 


Desarrollamos  usando  el  teorema  del  binomio  hasta  llegar  al  sexto  termino: 


(x+2,.  =  (^) 

x‘^  +  (^jx«-2  +  (^y  -22  + 

23. ( 

^(r 

|x^  ■  2^  +  ■  ■  ■ 

El  sexto  tdrmino  es 

f  ^  •  25  =  •  x^  •  32  = 

Isi  5!4! 

4032x‘' 

Sulucinti  B  El  sexto  termino  en  la  expresion  de  (x  +  2)^,  que  tiene  diez  terminos  en  total,  con- 
tiene  a  x'*.  (^Advierte  por  que?)  Asf,  por  la  fdrmula  (3),  el  sexto  termino  es 


9 

9-4 


29-^ 


25x'*  = 


9! 

5!4! 


32x‘’  =  4032x^ 


I 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  25  y  31. 

A  continuacidn  demostramos  que  la  caracterfstica  de  “sumar  en  tri^ngulo"ilel 
tricingulo  de  Pascal  ilustrada  en  la  figura  7  siempre  funciona. 

rcniL-nii  Si  «  y  j  son  enteros  con  1  <  y  s  «,  entonces 


DciiiDslriiciim  /  ti  \  /  h  \  nl  ti\ 

[j-l)^(jj~  U-  !)![«-(;•-  1)]!  jl(n  -  j)\  . , 

fll  h\  [cum--  u 

“  U-  mn-j+  1)!  ^  jl(n-j)\ 

^  {n  -  j  +  l)n! 

j{j  -  \)\{n  -  j  +  1)!  j\(n  -j+  l)(n  -  j)\ 

^  jn\  (n  -  j  +  \)n\  \  ■ 

y!(«-y+l)!  j\(n  -  j  +  \)\ 

Jnl  +  (n  —  j  +  l)n\ 
jl(n  -j+\y. 

^  n\{j  +  n-  j  +  1) 
j\(n-j+\)\ 

_  n\(n  +  1)  _  (n.  +  1)!  _  /  n  +  1  \ 

jKn-J+iy.  ?'![(« +l)-y]!  (  j  j 


I  A'liioslruciiin  del  IcoiL-nia  del  Usamos  induccion  matematica  para  demostrar  el  teorema  del  binomio.  Primero. 
binomio  demostramos  que  la  fdrmula  (2)  es  verdadera  para  «  =  1: 

(x  +  a)'  =  X  +  a  =  ^  jx'  +  ^  J  ja' 
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Ahora  suponemos  que  la  fdrmula  (2)  es  verdadera  para  alguna  k.  Esto  es,  suponeinos 
que 


(jc  +  a)*'  “  Q  j  '  +  ■■■+  .  j  ,  ja-'jc*  ^  /t  J 

Ahora  calculemos  (x  +  a'f'^ ' ; 

(.V  +  '  =  (x  +  a)(x  +  a)^  =  x{x  +  a)^  +  a  (x  +  a)^ 

[f  k  \  ,  k\  ,  .  f  k  \  .  ( k\  ■  ,  / /c  \  J 


f  + 

LloJ 

lT^'  +  f  ^  ^ax^  '  +  ■ 

]aJ-  '  +  f  ^  ]akx^-J  +  ■ 

la*  ^x  +  [^  la* 

loj 

\1  J 

I?  -  1 

I  \J  ) 

[k-  1 

)  \k}  J 

^  V+'  +  W' 


^  'ja-'  'x*  ^  i^k 


f  Max*  +  1 

^M, 

Mi  1 

vM 

1  lo  \J  \J 


^  )  a^x'^  -'+'  +  ••■  +  f^l  +  f  ^  \  a^x  +  {^ 
-  1  U  U  -  1  \k 


Ya  que 


^+1\  I  k  \  ,  (  k  \  !  k  +  \ 

0  r  1  0  ~  1 


J  /  \7  -  1 


k  U'  +  1 


tenemos 


(x  +  a)^'*'  ‘  = 


ax^  +  ■  ■  ■  + 


aJx^-j+i  +  ...  + 


Asf,  se  satisfacen  las  condiciones  I  y  II  del  principio  de  induccion  matematica  y, 
por  lo  tanto,  la  fdrmula  (2)  resulta  ser  verdadera  para  toda  n.  ■ 


1).\T()  HI'SToku^'  ■  El  caso  «  =  2  del  teorema  del  binomio,  (a  +  b)^,  era  ya  conocido  por  Euclides 
300  a.  C.,  pero  la  ley  general  parece  haber  sido  descubierta  por  el  matematico  y 
astrdnomo  persa  Omar  Khayam  (10447-1 123?),  quien  tambien  es  conocido  como 
el  autor  del  Rubaiyat,  una  coleccidn  de  poemas  de  cuatro  Imeas  que  contienen  ob- 
servaciones  sobre  la  condicidn  humana.  Omar  Khayam  no  establecid  el  teorema  de 
manera  exph'cita,  pero  afirmaba  tener  un  metodo  para  extraer  raices  tercera,  cuarta, 
quinta,  y  asi  sucesivamente.  Un  poco  de  estudio  demuestra  que  se  debe  conocer  cl 
teorema  del  binomio  para  crear  tal  mdtodo. 

La  parte  principal  del  teorema  del  binomio  es  la  fdrmula  para  los  cocficientcs 
numericos  y,  como  vimos,  estos  pueden  ser  escritos  en  una  forma  triangular 
simdtrica.  El  tridngulo  de  Pascal  aparecid  primero  en  los  libros  de  Yang  Hui  (alrede- 
dor  del  afio  1270)  y  Chu  Shihchie  (1303).  El  nombre  dc  Pascal  fue  asociado  con  el 
triangulo  a  causa  de  la  gran  cantidad  de  aplicaciones  en  que  lo  usd  el,  en  especial 
en  conteo  y  probabilidad.  A1  fundamentar  sus  enunciados,  Pascal  se  convirtid  en 
uno  de  los  primeros  usuarios  de  la  induccion  matemdtica. 
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Mucha  gente  trabajo  en  la  demostracion  del  teorema  del  binomio,  quc 
mente  fue  completada  para  toda  n  (incluyendo  numeros  complejos)  por  Niels  Ahcl 
(1802-1829).  I 


Ejercicio  1 1 .5 

En  los  problemus  del  1  al  12  evaliie  cada  expresidn. 


f'1 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

f  T 

W  j 

\  98 

t  1000  \ 

1000  j 

8.  1 

/  1000  ) 

9. 

10. 

/60) 

11. 

(  47  \ 

12. 

1  0  ) 

[23) 

UoJ 

)25j 

1 

En  los  problemas  del  13  al  24  desarrolle  cada  expresidn  usando  cl  teorema  del  binomio. 


13. 

(A  +  1  )-* 

14. 

(A  -  1)-* 

15. 

(A  ~  2)6 

16.  (x  -1-  .Id 

17. 

(3x  +  1  )*' 

18. 

(2x  -f  3f 

19. 

(x2  +  y--)5 

20.  (A-  -  v-i" 

21. 

(Va  +  V  2)* 

22. 

(\/^  -  \/3y 

23. 

(ox  +  by)^ 

24.  t ax  -  h\i' 

En  los  problemas  del  25  al  38  ulilice  el  teorema  del  binomio  para  encontrar  el  coeficiente  o  tennino  iadwado. 

25.  El  coeficiente  de  .v*  en  el  desarrollo  de  (x  +  3)'® 

26.  El  coeficiente  de  en  el  desarrollo  de  (x  -  3)'® 

27.  El  coeficiente  de  .x'  en  el  desarrollo  de  {2x  —  I)'’ 

28.  El  coeficiente  de  .r’  en  el  desarrollo  de  (2x  t  I)'“ 

29.  El  coeficiente  de  x^  en  el  desan'ollo  de  (2x  +  3)'^ 

30.  El  coeficiente  de  x-  en  el  desarrollo  de  (2jc  -  3)‘^ 

31.  El  quinto  tdrmino  en  (x  +  3)^ 

32.  El  tercer  termino  en  (x  -  3)^ 

33.  El  tercer  termino  en  (3x  —  2)’ 

34.  El  sexto  termino  en  (3.v  t-  2)*^ 

/  I  ,12 

35.  El  coeficiente  de  en  el  desarrollo  de  .v‘  3 - J 


36.  El  coeficiente  de  x'*  en  el  desarrollo  de  .v - r 

A- 


37.  El  coeficiente  de  af*  en  el  desarrollo  de  ix 


38.  El  coeficiente  de  .v-  en  ( Vx  -t- 


39.  Utilice  el  teorema  del  binomio  para  encontrar  el  valor  numerico  de  (1.001)-'’  redondeado  a  cinco  decimalcs, 
[Suf>erencia:  ( 1 .00 1 )'' =  ( I  +  10“-^)^] 

40.  Utilice  el  teorema  del  binomio  para  encontrar  el  valor  numdrico  de  (0.998)*  redondeado  a  cinco  decimalcs. 

41.  Demuestrc  que 


Seccion  11.6  Conjuntos  y  metodos  de  conteo  ^2 


42.  Demuestre  que,  si  n  y  j  son  enteros  con  0  s  j  <  n,  entonces 


\  1 

/  n  \ 

1  1 

-  j  ) 

Por  lo  tanto,  concluya  que  el  trMngulo  de  Pascal  es  sim^trico  con  respecto  a  una  li'nea  vertical  dibujada  desde  la  en- 
trada  superior, 

43.  Si  n  es  un  enlero  positive,  demuestre  que 


[Sugerencia:  2”  =  (I  +  1)”;  ahora  u.se  el  teorema  del  binomio.] 

44.  Si  n  es  un  entero  positive,  demuestre  que 


46.  La  formula  de  Stirling  para  aproximar  n\  cuando  n  es  grande  est4  dada  por 

CalcLile  12!.  20!  y  25!.  Luego  utilice  la  formula  de  Stirling  para  aproximar  12!,  20!  y  25!. 


Conjunto 

Un  conjunto  es  una  colecci6n  bien  definida  de  objetos  distintos.  Los  objetos  de  un 
conjunto  son  llamados  elementos.  Por  bien  definida,  queremos  dar  a  entender  que 
existe  una  regia  para  determinar  si  un  objeto  dado  es  elemento  de  un  conjunto.  Si 
un  conjunto  no  tiene  elementos  es  llamado  conjunto  vacio,  o  conjunto  nulo,  y  se 
denota  por  el  si'mbolo  0. 

Ya  que  los  elementos  de  un  conjunto  son  distintos,  nunca  los  repetimos  (en 
el  mismo  conjunto).  As/,  nunca  debemos  escribir  (1,  2,  3,  2);  la  lista  correcta  es 
{1,  2,  3}.  Ademas,  ya  que  un  conjunto  es  una  coleccion,  el  orden  en  que  los  ele¬ 
mentos  son  enlistados  no  es  importante.  Por  eso,  { 1,  2,  3),  { 1,  3,  2},  (2,  1,3},  etc., 
representan  todos  al  mismo  conjunto. 


Conjuntos  y 
metodos  de 
conteo 


Escribir  el  conjunto  que  consiste  de  los  resultados  posibles  de  dos  lanzamientos  de 
una  moneda.  Usar  A  para  “dguila”  y  S  para  “sol”.'" 

Al  lanzar  una  moneda  dos  veces,  podemos  obtener  aguila  las  dos  veces,  AA;  o  aguila 
la  primera  vez  y  sol  la  segunda,  AS;  o  sol  la  primera  vez  y  aguila  la  segunda,  SA; 
0  sol  las  dos  veces,  SS.  Ya  que  no  existen  otras  posibilidades,  el  conjunto  de  resul¬ 
tados  es 

{AA,  AS,  SA,  SS} 

Si  dos  conjuntos  A  y  B  tienen  precisamente  los  mismos  elementos,  entonces 
decimos  que  A  y  B  son  iguales  y  escribimos  A  =  B. 

Si  cada  elemento  de  un  conjunto  A  tambien  es  un  elemento  de  un  conjunto 
B,  entonces  decimos  que  A  es  un  subconjunto  de  B  y  escribimos  A  C  B. 

Si  A  C  B  y  A  A  B,  entonces  decimos  que  A  es  un  subconjunto  propio  de  B 
y  escribimos  A  C  B. 

"^Decir  “Aguila  o  sol”  en  Mexico  equivale  a  decir  “cara  o  cru/”  on  oiras  regiones  dc  Hispanoamerica  [N. 
del  T.) 
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K  J  K  M  P  I  ()  2 

‘-"ilurn  111 


Interseccion;  union 

E  ,!  K  M  P  I  O  i 

SoliiciDii 


Complennento 

F  J  F  VI  I*  I  ()  4 


Asi,  cuando  A  QB,  todo  elemento  en  el  conjunto  A  tambi6n  esta  en  el  con- 
junto  6,  pero  B  puede  o  no  tener  elementos  adicionales.  Si  A  C  S,  todo  elemento 
en  A  tambien  esta  en  B,  y  B  tiene  al  menos  un  elemento  que  no  esta  en  A. 

For  ultimo,  convenimos  en  que  el  conjunto  vaci'o  es  un  subconjunto  de  todo 
conjunto;  esto  es, 

0  C  A  para  cualquier  conjunto  A 
-//Ir-'/lW)  /!•'//'  =  -.  Mli’-  ■■  I':"  I  = 

Escribir  todos  los  subconjuntos  del  conjunto  {a,  b,  c). 

Para  organizar  nuestro  trabajo  escribimos  primero  todos  los  subconjuntos  que  tienen 
cero  elementos,  luego  aquellos  con  un  elemento,  despuds  los  que  contienen  dos  ele¬ 
mentos  y,  por  ultimo,  los  de  tres  elementos.  Esto  nos  dara  todos  los  subconjuntov 
^Advierte  por  que? 

0  ELEMENTOS  1  ELEMENTO  2  ELEMENTOS  3  ELEMENTOS 

0  [a),  [h],  (cl  {fl,  b],  [b,  c),  {a,  c]  [a,  b,  c] 

■  Ahora  resuelva  el  problema  21. 

Si  A  y  6  son  conjuntos,  la  interseccion  de  A  con  6,  denotodo  A  n  0, 
es  el  conjunto  que  consiste  de  ios  elementos  pertenecientes  a  A  y 
a  6.  La  union  de  A  con  B,  denotada  A  u  6,  es  el  conjunto  que 
consiste  de  los  elementos  pertenecientes  a  A,  a  6  o  a  ambos. 


DrU-nniiii!  ii-ri  ill  luiiUrtM  mi  v  in  itnimi  ih 

Sean  A  =  { 1,  3,  5,  8),  6  =  (3,  5,  7),  y  C  =  {2,  4,  6,  8}.  Encontrar: 

(a)  A  n  B  (b)  A  U  B  (c)  B  n  (A  U  Cj 

(a)  A  n  B  =  (1,  3,  5,  8)  n  {3,  5,  7}  =  {3,  5) 

(b)  A  U  B  =  {1,  3,  5,  8}  U  {3,  5,  7)  =  (1,  3,  5,  7,  8} 

(c)  B  n  (A  U  C)  =  {3,  5,  7}  n  [{1,  3,  5,  8)  U  (2,  4,  6,  8)] 

=  (3,  5,  7)  n  {1,  2,  3,  4,  5,  6,  8}  =  {3,  5) 


■  Ahora  resuelva  el  problema  5. 

Por  lo  comun,  al  trabajar  con  conjuntos  designamos  un  conjunto  universal, 
o  universo,  el  cual  consiste  de  todos  los  elementos  que  deseamos  considerar.  Una 
vez  designado  el  conjunto  universal,  podemos  considerar  elementos  perteneciente' 
a  el  que  no  se  encuentren  en  un  conjunto  dado. 

Si  A  es  un  conjunto,  el  complemento  de  A,  denotodo  A',  es  el 
conjunto  que  consiste  de  todos  los  elementos  que  no  estdn  en  A, 

/>/■!/  i  -'ll.. 

Si  el  conjunto  universal  es  U  =  { 1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9),  y  si  A  =  { 1,  3,  5,  7.  4}. 
entonces  A'  =  {2,  4,  6,  8}.  • 


Observese  que:  A  U  A'  =  (7  y  A  H  A'  =  0. 
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FIGURA  8 


Ahora  resuelva  el  problema  13. 


Conjunto  universal 


Con  frecuencia  resulta  util  dlbujar  una  ilustracibn  de  los  conjuntos.  Tales  ilus- 
traciones,  llamadas  diagramas  de  Venn,  representan  a  los  conjuntos  como  ci'rculos 
encerrados  en  un  rectdngulo  que  representa  al  conjunto  universal.  Muchas  veces  tales 
diagramas  nos  ayudan  a  visualizar  varias  relaciones  entre  conjuntos.  Vease  la  figura  8. 

Si  sabemos  que  A  C  B,  podriamos  usar  el  diagrama  de  Venn  de  la  figura  9(a). 
Si  sabemos  que  A  y  B  no  tienen  elementos  en  comun,  esto  es,  si  A  Cl  5  =  0,  po- 
dn'amos  usar  el  diagrama  de  Venn  de  la  figura  9(b). 


Las  figuras  10(a),  10(b)  y  10(c)  usan  diagramas  de  Venn  para  ilustrar  las  defini- 
ciones  de  interseccion,  union  y  complemento,  respectivamente. 


Conteo 

Cuando  usted  cuenta  el  numero  de  estudiantes  en  un  sal6n  de  clase  o  el  numero  de 
centavos  en  su  bolsa,  lo  que  realmente  hace  es  lograr  la  correspondencia  uno  a  uno, 
entre  cada  objeto  contado,  con  los  numeros  de  conteo  1,  2,  3,  ...,  n,  para  algun 
numero  n.  Si  un  conjunto  A  se  hace  corresponder  de  esta  manera  con  el  conjunto 
(1,2, ...,  25},  concluin'amos  que  en  el  conjunto  A  hay  25  elementos.  Usamos  la  no- 
tacidn  n(A)  =  25  para  indicar  que  hay  25  elementos  en  el  conjunto  A. 

Ya  que  el  conjunto  vacio  no  tiene  elementos,  escribimos 

«(0)  =  0 

Si  el  numero  de  elementos  en  un  conjunto  es  un  entero  no  negativo,  decimos  que 
el  conjunto  es  finito.  De  otra  forma  es  infinito.  Aqui  dedicaremos  nuestro  estudio 
s(51o  a  conjuntos  finitos. 

Del  ejemplo  2  podemos  ver  que  un  conjunto  con  3  elementos  tiene  2^  =  8 
subconjuntos,  En  realidad,  se  puede  demostrar  que  un  conjunto  con  n  elementos 
tiene  exactamente  2"  elementos.  Este  hecho  tiene  una  aplicacion  importante  en  las 
computadoras  que  estudiaremos  al  final  de  esta  seccidn. 
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FIGURA11 

Conjunto  universal 

4  17  18  34  B  31 


Formula  de  conteo 

Principio  de  adicion  de 
conteo 


En  una  encuesta  aplicada  a  100  estudiantes  de  universidad  se  registxd  que  35  esUi- 
ban  inscritos  en  Algebra,  52  en  Introduccidn  a  ciencias  de  la  computacidn  y  15  en 
ambos  cursos.  ^Cudntos  de  los  encuestados  no  estaban  registrados  en  ninguiio  de 
estos  cursos? 

Primero.  hacemos  A  =  Conjunto  de  estudiantes  en  Algebra, 

B  =  Conjunto  de  estudiantes  en  Introduccion  a  ciencias  dc  l,i 
computacidn 
Entonces  la  informacion  nos  dice  que 

n(A)  =  35  n(B)  =  52  n(A  11  B)  =  18 

Observe  la  figura  11,  ^advierte  c6mo  fueron  determinadas  las  entradas  numeric^'. 
Con  base  en  este  diagrama  concluimos  que  17  +  18  +•  34  =  69  estudiantes  cstahaii 
registrados  en  al  menos  uno  de  los  dos  cursos.  Ya  que  la  encuesta  se  aplico  a  K* 
estudiantes,  se  deduce  que  100  —  69  =  31  no  estaban  registrados  en  ningiin  cur«i 
de  los  mencionados. 

Ahora  resuelva  el  problema  35. 

Las  conclusiones  sacadas  del  ejemplo  5  nos  conducen  al  planteamiento  de  una 
formula  general  de  conteo.  Si  coniamos  los  elementos  en  cada  uno  de  los  conjun- 
tos  A  y  B,  contaremos  necesariamente  dos  veces  los  elementos  que  estiin  en  ambos 
conjuntos,  esto  es,  aquellos  elementos  que  estdn  en  A  Cl  B.  Asi,  para  contar  corree- 
tamente  los  elementos  que  estan  en  A  o  en  B,  esto  es,  para  encontrar  n{A  U  B).  neee- 
sitamos  restar  los  que  estdn  en  A  n  6  de  n{A)  +  n(fi). 

Si  A  y  B  son  conjuntos  finitos,  entonces 


n(A  U  B)  =  n{A)  +  n(B)  —  n{A  D  B) 


Un  caso  especial  de  la  formula  de  conteo  (1)  ocurre  cuando  A  y  B  no  liencii 
elementos  en  comtin.  En  este  caso,  A  H  B  =  0  de  modo  que  n(A  Cl  B)  =  0. 

Si  dos  conjuntos  A  y  B  no  tienen  elementos  en  comijn,  entonces 

n(A  U  B)  =  n(A)  +  n{B)  (2) 


Un  codigo  consiste  de  una  letra  del  alfabeto  o  de  un  di'gito,  pero  no  de  amboN. 
^Cuantos  cddigos  son  posibles? 

Sean  los  conjuntos  A  y  B  definidos  como 

A  =  Conjunto  de  letras  del  alfabeto 
B  =  Conjunto  de  dtgitos  {0,  1,  2,  .  .  .  ,  9} 

Entonces 


n{A)  =  26  n(B)  =  10 
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Ya  que  las  letras  y  los  dtgitos  son  diferentes,  A  D  B  =  0.  Por  lo  tanto,  el  numero 
de  maneras  en  que  una  letra  o  un  di'gito  pueden  ser  seleccionados  es, 

n(A  UB)  =  n(A)  +  n{B)  -  26  +  10  =  36 


a  h  c 

0  0  0 

I  0  0 

I)  I  0 

(I  0  ) 

I  1  0 

0  I  1 

1  0  1 

i  I  I 


Aplicacion  a  las  computadoras 


TABLA  1 

SUUCONJl'NTO 

0 

[a] 

[b] 

[c] 
la  b] 

{b.  c) 

\a.  c) 

(a,  b.  c) 


La  informacidn  almacenada  en  una  computadora  puede  conceptualizarse  como  una 
serie  de  interaiptores,  los  cuales  est^n  encendidos  o  apagados  y  denotados  por  el 
numero  0  (apagado)  o  el  numero  1  (encendido).  Estos  numeros  son  los  di'gitos  bi- 
narios,  o  bits.  Un  registro  tiene  cierto  numero  fijo  de  bits.  Por  ejemplo,  el  micro- 
procesador  Z-80  tiene  registros  de  8  hits',  la  minicomputadora  PDP-1 !  tiene  regis- 
tros  de  16  bits,  y  la  computadora  IBM-370  tiene  registros  de  32  bits.  Asi,  un  registro 
del  Z-80  puede  tener  una  entrada  que  se  vea  como:  01111001  (8  bits).  Deseamos 
determinar  cu^ntas  representaciones  diferentes  son  posibles  en  un  registro  dado. 

Vayamos  por  pasos  y  consideremos  primero  un  registro  hipotetico  de  3  bits. 
Tomamos  la  solucidn  del  ejemplo  2  y  acomodamos  todos  los  subconjuntos  de 
[a,  h,  c'}  como  se  muestra  en  la  tabla  1.  Como  lo  ilustra  la  tabla,  el  numero  de  sub¬ 
conjuntos  de  un  conjunto  de  3  elementos  es  igual  al  numero  de  representaciones 
diferentes  en  un  registro  de  3  bits.  Un  conjunto  con  n  elementos  tiene  2"  elemen¬ 
tos;  asi,  un  registro  de  n  bits  tiene  2"  representaciones.  De  modo  que  un  registro  de 
8  bits  puede  contener  2^  =  256  simbolos  diferentes,  un  registro  de  16  bits  puede 
contener  2''^  =  65,536  simbolos  diferentes,  y  un  registro  de  32  hits  puede  contener 
2^^  ~  4,3  X  10^  si'mbolos  diferentes. 


Ejercicio  1 1 .6 


En  los  problemas  del  I  al  JO  'utilice  A  =  { 1,  3,  5,  7,  9},  B  =  { 1,  5,  6,  7),  y  C 
determinar  cada  conjunto. 


1.  AU  B 
5.  (AUB)nC 
9.  (A  U  C)  n  (S  U  C) 


2.  A  Etc 

6.  (A  n  C)  u  (sn  c) 

10.  (A  nB)nc 


3.  A  DB 
7.  (A  n  B)  u  c 


{ 1,  2,  4,  6,  8,  9}  para 

4.  A  n  c 
8.  (A  U  B)  U  C 


En  los  problemas  del  II  al  20  utilice  U  =  conjunto  universal  =  {0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9),  A  =  { 1,  3,  4, 
5,  9),  6  =  (2,  4,  6,  7,  8 },  3’  C  =  { 1,  3,  4,  6},  para  determinar  cada  conjunto. 

11.  A'  12.  C  13.  (A  OB)'  14.  (B  U  C)' 

15.  A'UB'  16.  B'  n  C'  17.  (A  n  C')'  18.  (B'  U  C)' 

19.  (A  U  B  U  O'  20.  (A  n  Bn  O' 

21.  Escriba  todos  los  subconjuntos  de  (o,  b,  c,  d]. 

22.  Escriba  todos  los  subconjuntos  ds  {a,  b,  c,  cl.  e]. 

23.  Si  n(A)  =  15,  n{B)  =  20,  y  n{A  n  B)  =  10,  encuentre  n(A  U  B). 

24.  Si  n(A)  =  20,  n(B)  =  40,  y  n(A  U  B)  =  35,  encuentre  n(A  n  B). 

25.  Si  /5(A  U  B)  =  50,  n{A  D  B)  =  10,  y  n(B)  =  20.  determine  n(A). 

26.  Si  n(A  U  B)  =  60,  t!(A  n  B)  =  40,  y  n(A)  =  n(B),  encuentre  «(A). 
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En  los  probtemas  del  27  al  34  use  la  infonnacion  dada  en  la  figura  para  determinar  la  cantidad  dc 

elemenios  de  los  conjuntos. 

27.  ^Cudntos  estSn  en  el  conjunto  A? 

28.  ^Cuantos  estSn  en  el  conjunto  fi? 

29.  i^Cuantos  estSn  en  A  o  enS? 

30.  ^Cu^ntos  estSn  en  A  y  S? 

31.  ^Cuanlos  est^n  en  A  pero  no  en  C? 

32.  ^Cu^ntos  no  est^n  en  A? 

33.  ^Cu^ntos  estan  en  A  y  en  B  y  en  C? 

34.  ^.Cuantos  estfin  en  A  o  en  B  o  en  C? 

25.  .  ;/i'  !-  :  ,■<  En  una  encuesta  de  consumidores  aplicada  a  500  personas,  2i»i 

indicaron  que  comprarfan  un  aparato  electrodomestico  en  el  siguiente  mes;  150  indicaron  que  conipran'an  un  aiiin 
m6vil  y  25  dijeron  que  comprarfan  un  aparato  electrodomestico  y  un  automovil.  ^Cuantos  no  compraran  niiigunade 
las  dos  cosas?  ^Cuantos  comprarSn  solo  un  automovil? 

36.  '  (('(■'  ....  En  una  encuesta  aplicada  a  estudiantes,  200  indicaron  qucav' 

tirfan  a  la  Sesion  de  verano  I  y  150  indicaron  que  asistirian  a  la  Sesidn  de  verano  II.  Si  75  estudiantes  plancaron  asi- 
tir  a  ambas  sesiones  y  275  indicaron  que  no  asistirian  a  estas,  .[.cuantos  estudiantes  participaron  en  la  encuesta'.’ 

37.  'll  ...  En  una  encuesta  aplicada  a  100  inversionistas  del  mercado  Jcae 
clones,  los  proptetarios  de  estos  valores  se  clasif'icaron  como  sigue: 


50  en  IBM 
40  en  AT&T 
45  en  GE 

20  en  IBM  y  en  AT&T 
20  en  IBM  y  GE 
15  en  AT&T  y  GE 
5  en  las  tres  empresas 


38. 


^^Pr"39. 

40. 


(a)  ^CuSntos  inversionistas  encuestados  no  tenfan  acciones  de  ninguna  de  las  tres  compafifas? 

(b)  ^Cu^ntos  s6lo  tenlan  acciones  de  IBM? 

(c)  ,iCudntos  solo  tenlan  acciones  de  GE? 

(d)  ^CuSntos  no  tenlan  acciones  de  IBM  ni  de  GE? 

(e)  ^Cuantos  tenlan  acciones  de  IBM  o  de  AT&T  pero  no  de  GE? 

La  sangre  humana  esta  clasificada  como  Rh+ o  Rh  — .  Tambidn  esta  clasificaili. 
por  tipos:  A,  si  contiene  un  antfgeno  A;  B,  si  contiene  el  antfgeno  B;  AB,  si  contiene  ambos  antfgenos,  y  0.  si  m 
contiene  ningun  antfgeno.  Dibuje  un  diagrama  de  Venn  que  ilustre  los  distintos  tipos  de  sangre.  Con  base  en  csu 
clasificacibn,  ^.cuantas  clases  diferentes  de  sangre  hay? 

Construya  un  problema  diferente  de  los  que  aparecen  en  el  texto  y  que  necesite  el  principio  de  adicidn  dc  cuntcu 
para  resolverse.  Deselo  a  un  companero  para  que  lo  resuelva  y  critique. 

Investigue  c6mo  se  relaciona  la  nocibn  de  conteo  con  los  conjuntos  infinitos.  Escriba  un  ensayo  de  sus  halkuee 


Permutaciones  y 
combinaciones 


El  conteo  juega  un  papel  importante  en  diversas  areas,  tales  como  probabilitlad.es- 
tadistica  y  ciencias  de  la  computacibn.  En  esta  seccion  estudiaremos  tipos  cspeciale- 
de  problemas  de  conteo  y  desarrollaremos  formulas  generales  para  resolvcrlus. 
Empecemos  con  un  ejemplo  que  demostrarb  un  principio  general  de  conieu. 
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Sokii  inn 


FIGURA  12 


(  tuih  •  (/■  /  (li  mrmit  '  iif-  -miH's 

El  precio  fijo  de  una  comida  en  un  restaurante  permile  las  elecciones  siguientes: 
Aperitivo:  sopa  o  ensalada 

Plato  fuerte:  polio  al  homo,  came  a  la  pairilla,  hi'gado  de  ternera  o  came  asada 

Postre:  helado  o  pastel  de  queso 

^Cuantas  comidas  completas  pueden  ser  ordenadas? 


Una  comida  completa  requiere  de  tres  decisiones  separadas: 


SELECCION  DE 
UN  APERITIVO 


SELECCION  DE  SELECCION  DE 

UN  PLATO  FUERTE  UN  POSTRE 


2  posibilidades 


4  posibilidades 


2  posibilidades 


Vease  el  diagrama  de  arbol  en  la  figura  12.  El  diagrama  nos  muestra  que  por  cada 
seleccidn  de  un  aperitivo  hay  4  posibilidades  de  plato  fuerte.  Y  por  cada  una  de  es- 
tas  2  ■  4  =  8  posibilidades,  hay  2  de  postre.  Asi,  en  total  tenemos 

2  ■  4  ■  2  =  16 

comidas  completas  diferentes  que  pueden  ser  ordenadas. 


Aperitivo 


Plato  fuerte 


% 

% 


Postre 

Helado  pqHq  helado 

fisstelde  queso 

Sopa,  polio,  pastel  de  queso 
Helado  gopa^  parrilla,  helado 

'^-3stel  de  queso 

Sopa,  parrilla,  pastel  de  queso 
Helado  ggpg  higado,  helado 

Paste;  deoueso 

Sopa,  higado,  pastel  de  queso 
jjelado_  ..  gQpa  earne  asada,  helado 

'^^SM^queso 

Helado 


Sopa,  came  asada,  pastel  de  queso 
Ensalada,  polio,  helado 


Helado  _ 

-  -  ^^?i6l^ueso_ 

Helado 

a’S'. 


% 


Helado 

'"^ste.'de  queso 


Ensalada,  polio,  pastel  de  queso 
Ensalada,  parrilla,  helado 

Ensalada,  parrilla,  pastel  de  queso 
Ensalada,  higado,  helado 

Ensalada,  higado,  pastel  de  queso 
Ensalada,  came  asada,  helado 

Ensalada,  came  asada,  pastel  de  queso 


El  ejemplo  1  ilustra  un  principio  general  de  conteo. 
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I 


\ !  "  1 .  '  ) 


M  I  '  )  » 


ii.  :  '1 


Permutacion 


Si  una  tarea  consiste  de  una  sucesion  de  posibilidades  en  la  que  hay  p  oportiinidadcs 
para  la  primera  posibilidad,  q  para  la  segunda,  r  para  la  tercera,  y  asf  sucesivamcnic. 
entonces  la  tarea  de  seleccionar  puede  ser  hecha  de 

p  ■  q  ■  r  ■  ... 

formas  distintas.  I 

La  asociacidn  intemacional  de  aeroifneas  de  transporte  (lATA,  por  sus  sights  en  in¬ 
gles)  asigna  codigos  de  tres  letras  para  representar  las  ubicaciones  de  aeropueiios. 
Por  ejempio,  JFK  representa  el  aeropuerto  intemacional  Kennedy  en  Nueva  Ynik. 
^Cuantos  codigos  diferentes  son  posibles? 

La  tarea  consiste  en  tomar  tres  decisiones.  Cada  seleccidn  requiere  la  cleccidn  de 
una  letra  del  alfabeto  (26  posibilidades).  Asi,  por  el  principio  de  multiplicacion,  hay 

26  •  26  ■  26  =  17,576 

codigos  diferentes  de  ubicacion  de  aeropuertos.  ■ 

En  el  cjcmplo  anterior  estaba  permitido  repetir  una  letra.  Ahi  un  codigo  valide 
es  FLL  (aeropuerto  intemacional  de  Fort  Lauderdale),  en  el  que  la  letra  L  aparece 
dos  veces.  En  el  ejempio  siguiente  no  se  permite  esto. 

Suponga  que  deseamos  establecer  un  codigo  de  tres  letras  usando  cualquicru  de  las 
26  del  alfabeto,  pero  requerimos  que  ninguna  letra  se  use  mds  de  una  vcz.  ,',Cuan- 
tos  codigos  diferentes  podemos  obtener? 

La  tarea  consiste  en  hacer  tres  selecciones.  La  primera  requiere  la  seleccidii  de  utu 
de  26  letras.  Como  ninguna  letra  puede  ser  usada  mas  de  una  vez,  la  segunda  se- 
leccion  requiere  elegir  de  entre  25  letras.  La  tercera  requiere  seleccionar  de  eiitre 
24  letras.  (^Advierte  por  que?)  Por  el  principio  de  multiplicacion,  hay 

26  •  25  ■  24  =  15,600 

codigos  diferentes  de  tres  letras  sin  letras  repetidas.  ■ 

■  Ahora  resuelva  los  problemas  25  y  19. 

Este  ejempio  3  ilustra  un  tipo  de  problema  de  conteo  que  se  conoce  como 
permutacion. 

Una  permutacion  es  un  arreglo  ordenado  de  n  objetos  distintos 
sin  repeticidn.  El  simbolo  Pin.  r)  representa  el  numero  de  per-  a 
mutaciones  de  n  objetos  distintos,  tornados  r  a  la  vez,  donde 
r:s  n.  ' 

Lmeas  arriba,  en  el  ejempio  3,  se  pregunta  por  el  numero  de  maneras  en  que 
las  26  letras  del  alfabeto  pueden  ser  dispuestas  en  grupos  de  tres  sin  que  se  repitaii 
La  respuesta  es 


P(26,  3)  =  26  ■  25  ■  24  =  15,600 
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Al  tratar  de  establecer  una  formula  para  P{n,  r),  notamos  que  la  tarea  de  obtener 
un  arreglo  ordenado  de  n  objetos  en  los  que  solo  r  :£  n  de  ellos  son  utilizados,  sin 
repetir  ninguno,  requiere  de  hacer  r  selecciones.  Para  la  primera  seleccion  hay  n 
posibilidades  y  para  la  segunda  n  —  1  posibilidades;  para  la  tercera  seleccion  hay 
n  —  2  posibilidades; para  la  r-esima  seleccion  hay  n  —  {r  —  1)  posibilidades.  Por 
el  principio  de  multiplicacion,  tenemos 


la  2“  3" 

4a 

Pin,  r)  =  «•(«—  1)  •  (n  —  2)  •  . 

.  .  •  [n  -  (r  -  1 )] 

=  n  ■  (n  —  1)  •  (n  —  2)  •  . 

.  .  ■  (n  -  r  +  1) 

Esta  formula  para  P{n,  r)  puede  ser  escrita  de  manera  compacta  usando  la  notacion 
de  factorial:* 


P(n,  r)  =  n  ■  (n 
=  n  ■  (n 


1)  ■  (n  -  2)  •  ...  •  (n 
1)  ■  («  -  2)  •  ...  •  (n 


r+  1) 


r  +  1)  ■ 


(n  -  r)  ■ 
(n  -  r)  ■ 


■  3  ■  2  •  1 
•  3  ■  2  •  1 


n\ 

(n  -  r)! 


El  numero  de  drdenes  diferentes  de  n  objetos  usando  r  s  /j  de  ellos,  en  los  que 

rii'  I  :ii  ■  , 

i;  ^  1.  los /z  objetos  son  distintos, 

2.  una  vez  que  un  objeto  es  usado  no  puede  ser  repetido,  y 
'  -  I  ■  3.  el  orden  es  importante, 

estd  dado  por  la  formula 


Pin,  r)  = 


n\ 

(n  -  r)! 


(1) 


‘t  ;  Evaluar:  (a)  P(7,  3)  (b)  P(6,  1) 

It  Trabajaremos  cada  problema  de  dos  formas. 

(a)  P(7,  3)  =  7  •  6  ■  5  =  210 


P(7,  3)  = 


7! 


7!  7  ■  6  ■  5  •  4! 


(7  -  3)!  4! 

(b)  P(6,  1)  =  6  =6 


4! 


=  210 


P(6,  1)  = 


6! 


6!  6  •  5! 


(6  -  1)1  5! 


5! 


=  6 


Ahora  resuelva  el  problema  1. 


*Recuerde  que  0!  =  1,  1 !  =  1,  2!  =  2  ■  1,  ■  ■  •  ,  n!  =  «(  «  “  1 )  '  •  ■  ■  '  3  ■  2  ■  1 . 
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i  .I  K  \i  PI  ,  ^De  cudntas  maneras  pueden  sentarse  en  fila  5  personas? 

ilueiiin  Es  obvio  que  las  cinco  personas  son  distintas.  Una  vez  que  una  persona  estdcn  hi 
fila  no  puede  ubicarse  en  otro  lugar;  y,  en  la  alineacidn  de  las  personas,  el  ordenes 
importante.  Asi,  tenemos  una  permutacion  de  5  objetos  tornados  de  5  en  5.  Podemov 
alinear  a  las  cinco  personas  de 

P{5,  5)  =  5  ■  4  ■  3  ■  2  •  1  =  5!  =  120  formas  I 


■  Ahora  resuelva  el  problema  31. 

Combinaciones 

En  una  permutacidn  el  orden  es  importante;  por  ejemplo,  los  arreglos  ABC.  CAH. 
BAC,  ...  son  considerados  drdenes  diferentes  de  las  letras  A,  B  y  C.  Aunque  en 
muchas  situaciones  el  orden  no  es  importante.  Por  ejemplo,  en  el  juego  de  puke:, 
el  orden  en  el  que  las  cartas  son  recibidas  no  es  importante;  es  la  combimicion  de 
las  cartas  lo  que  importa. 


Combinacion  Una  combinacion  es  un  arreglo,  sin  importar  el  orden,  de  n  obje¬ 
tos  distintos  sin  repeticion.  El  simbolo  C(n,  r)  represento  el  numero 
de  combinaciones  de  n  objetos  distintos  tomondo  r  o  lo  vez, 
donde  n. 


■’nih'.li 

Enlistar  todas  las  combinaciones  posibles  de  los  4  objetos  a,  b,  c,  d  tornados  2  ;i  la 
vez.  ^Cudl  es  el  valor  de  C(4,  2)? 


siiltiriii:-  Una  combinacidn  de  a,  b,  c,  d  tomando  2  a  la  vez  es 

ab 

Se  excluye  ba,  ya  que  el  orden  no  es  importante  en  una  combinacion.  La  lisia  de 
todas  las  combinaciones  posibles  (cercidrese  usted  mismo)  es 

ab,  ac,  ad,  be,  bd,  cd 


Asf, 


C(4,  2)  = 


Podemos  encontrar  una  formula  para  C(n,  r)  al  notar  que  la  linica  difereiicia 
entre  una  permutacion  y  una  combinacion  es  que  en  las  combinaciones  hacernus 
caso  omiso  del  orden.  Asf,  para  determinar  C(n,  r),  s61o  necesitamos  eliminar  de  la 
fdrmula  de  P(n,  r)  el  numero  de  permutaciones  que  fueron  solo  reacomodos  del 
conjunto  dado  de  r  objetos.  Y  esto  es  fdcil  de  determinar  a  partir  de  la  formula  para 
P{n,  r)  calculando  P{r,  r)  =  rl.  De  modo  que,  si  dividimos  Pin,  r)  entre  r!,  ten- 
dremos  la  formula  deseada  para  C(n,  r): 

,  P{n,  r)  n\/(n  -  r)!  n! 

C(n,  r)  = - = - = - 

r\  r\  {n-  r)\r\ 

1 


Memos  demostrado  el  enunciado  siguiente. 
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TcDrcmii 

niinicro  tic  foiiihiiiaciuncs 
do  n  (ibieios  di'^iinK^s 
loniaiRli)  r  a  la  \X'/ 


K  ?  i:  "  i  ()  7 


I  ,I  I  M  I*  I  ()  S 


Si  ''iii,':i  in 


I  .1  I-  \]  !*  I.  o  y 


El  numero  de  arreglos  diferentes  de  n  objetos  usando  r  ^  n  d&  ellos,  en  los  que 

1.  los  n  objetos  dos  distintos 

2.  una  vez  que  un  objeto  es  usado  no  puede  repetirse,  y 

3.  el  orden  no  es  importante, 

esta  dado  por  la  formula 


C(n,  r)  = 


(n  -  r)!r! 


(2) 


Con  base  en  la  formula  (2),  descubrimos  que  los  sfmbolos  C(n,  r)  y  ('!)  para 
los  coeficientes  binomiales  son,  en  realidad,  iguales.  Asf,  el  triangulo  de  Pascal 
(vease  la  seccidn  9.5)  puede  ser  utilizado  para  encontrar  el  valor  de  C(n,  r).  Sin  em¬ 
bargo,  ya  que  es  mas  practice  y  conveniente,  en  su  lugar  usaremos  la  formula  (2). 


’ ' w  ( /(■  ■  2i 

Usar  la  formula  (2)  para  deteiminar  el  valor  de  cada  expresidn. 
(a)  C(3,  1)  (b)  C(6,  3)  (c)  C(n,  n)  (d)  C(n,  0) 


(a)  C(3,  1)  = 

(b)  C(6,  3)  = 

(c)  C(n,  n)  = 

(d)  C(n,  0)  = 


3! 


3!  3-2 


=  3 

(3  -  1)11!  211!  2  •  1  •  1 

6!  ^  6  ■  5  ■  4  ■  31  ^  6  ■  5  ■  4 

(6  -  3)13!  3!  •  3!  6 

n!  «!  1  , 


=  20 


{n  —  n)\n\  Oln!  1 
n\ 


_  J_  _  ] 


(n  -  0)10!  «10!  1 

Ahora  resuelva  el  problema  9. 


^Cudntos  comites  diferentes  de  3  personas  se  pueden  formar  de  un  grupo  de  7? 


Por  supuesto  que  las  7  personas  son  distintas.  Aunque  m^s  importante  es  la  obser- 
vacion  de  que  el  orden  en  que  son  seleccionadas  para  formar  un  comite  no  es  cru¬ 
cial.  Ast,  el  problema  radica  en  calcular  el  numero  de  combinaciones  de  7  objetos 
tornados  3  a  la  vez: 


C(7,  3) 


7! 

413! 


7  ■  6  ■  5  •  4! 
413! 


7  ■  6  •  5 


=  35 


^De  cuantas  maneras  puede  constituirse  un  comite  para  que  contenga  2  profesores 
y  3  estudiantes,  si  hay  6  de  los  primeros  y  10  estudiantes  elegibles? 
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El  problema  puede  dividirse  en  dos  partes:  el  numero  de  maneras  en  que  los  pio- 
fesores  pueden  ser  elegidos,  C(6,  2),  y  el  numero  de  maneras  en  que  los  miembros 
estudiantes  pueden  ser  elegidos,  C(10,  3).  For  el  principio  de  multiplicacion.  el 
comite  puede  ser  formado  en 


C(6,  2)  •  C(I0,  3) 


6l 

4!2! 

2 


10!  ^  6  ■  5  •  41  _  10  ■  9  ■  8  ■  7! 
713!  4!2!  713! 

720  , cnn 

=  1 800  maneras 

6 


■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  47. 


Permiitaciones  con  repeticion 

Recuerde  que  una  permutacion  involucra  el  conteo  de  objetos  diferentes.  Una  per- 
mutacion  en  la  que  algunos  objetos  est^n  repetidos  es  llamada  permutacion  con 
repeticion.  Algunos  libros  se  refieren  a  esto  como  permutacion  indistinguible. 
Veamos  un  ejemplo. 


t  I  I 


''  1  t)  I  tl  . 

^Cuantas  palabras  diferentes  pueden  construirse  usando  todas  las  letras  de  la  pala- 
bra  REARRANGE? 


Cada  palabra  formada  tendra  9  letras:  3  R,  2  A,  3  E,  1  N  y  1  G.  Para  construir  eada 
palabra  necesitamos  llenar  9  posiciones  con  las  9  letras: 

723456789 
El  proceso  de  construir  una  palabra  consiste  de  cinco  tareas: 


Tarea  I :  Seleccionar  las  posiciones  para  las  3  letras  R. 

Tarea  2:  Seleccionar  las  posiciones  para  las  2  letras  A. 

Tarea  3:  Seleccionar  las  posiciones  para  las  2  letras  E. 

Tarea  4:  Seleccionar  la  posicidn  para  la  N. 

Tarea  5:  Seleccionar  la  posicidn  para  la  G. 


La  tarea  1  puede  hacerse  de  C(9,  3)  maneras.  Entonces  quedan  6  posiciones  purser 
llenadas,  de  modo  que  la  tarea  2  puede  ser  hecha  de  C(6,  2)  maneras.  Quedan  4 
posiciones  a  ser  llenadas,  de  modo  que  la  tarea  3  puede  hacerse  de  C(4.  2)  ma¬ 
neras.  Faltan  2  posiciones  por  llenar,  as!  que  la  tarea  4  puede  hacerse  de  C(2,  Ip 
maneras.  La  ultima  posici6n  puede  llenarse  de  C(L  1)  forma.  Usando  el  principio 
de  multiplicacion,  el  numero  de  palabras  posibles  que  pueden  ser  construidas  c' 


C(9,  3)  •  C(6,  2)  •  C(4,  2)  ■  C{2,  1)  •  C(L  1) 


9!  6!  4!  2!  I! 

3!  -6!  2!  •  4!  2!  -2!  1!  ■  1!  0!  •  Ifo 
9' 

- - -  ■ 

3!  •  2!  ■  2!  •  1!  •  1! 


La  forma  de  la  respuesta  del  ejemplo  10  nos  sugiere  un  planteamiento  gene¬ 
ral.  Si  las  letras  en  REARRANGE  hubieran  sido  cada  una  diferentes,  habn'amo«r 
obtenido  R(9,  9)  =  9!  palabras  diferentes.  Este  es  el  numerador  de  la  respuesta.  La 
presencia  de  3  letras  R,  2  A  y  2  E,  reduce  el  numero  posible  de  palabras  diferen¬ 
tes,  como  lo  ilustran  las  entradas  en  el  denominador.  As!  llegamos  al  enunciado 
siguiente: 
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I  illill  •  miK  -  I  I 


) 


El  numero  de  permutaciones  de  n  objetos  de  los  cuales  «i  son  de  una  clase,  iij  de 
una  segunda  clase,  y  son  de  una  /:-esima  clase  esta  dado  por 


«! 

ui!  •  nj!  ■  ■  ■  ■  • 


(3) 


donde  n  =  n\  +  n2  +  ■  ■  ■  +  n^. 


^Cuantos  arreglos  verticales  diferentes?  hay  de  8  banderas,  si  4  son  blancas,  3  azules 
y  una  es  roja? 

Buscamos  el  numero  posible  de  permutaciones  de  8  objetos,  de  los  cuales  4  son  de 
una  clase,  3  de  una  segunda  clase  y  I  de  una  tercera  clase.  Usando  la  formula  (3) 
encontramos  que  hay 

8!  8  ■  7  •  6  •  5  •  4!  . 

- = - =  280  arreglos  distmtos 

4!  ■  31  ■  1!  4!  •  3!  ■  11  ® 


Ahora  resuelva  el  problema  53. 


Ejercicio  11.7 

En  los  prohlemcis  del  /  al  8  encuentre  el  valor  de  cada  permutacidn. 

1.  P(6,  2)  2.  Pa,  2)  3.  P{5,  5)  4.  P(4, 4) 

5.  P(8.  0)  6.  P(9,  0)  7.  pa,  3)  8.  Pa,  5) 


En  los  prohlenias  del  9  al  16  utilice  la  formula  (2)  para  enconlrar  el  valor  de  cada  combinacidn. 


9. 

13. 

17. 

18. 

19. 

20. 
21. 
22. 

23. 

24. 

25. 


26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 


as,  2)  10.  as,  6)  11.  a6. 4)  12.  a6.  d 

ai5,  15)  14.  aiS,  1)  15.  a26,  13)  16.  ai8,  9) 

Enlisie  todas  las  permutaciones  posibles  de  5  objetos  a,  b,  c,  d  y  e,  tornados  de  tres  en  tres.  (.Cudnto  es  P(5,  3)? 
Enliste  todas  las  permutaciones  posibles  de  5  objetos  a,  b,  c,  d  y  e,  tornados  dos  a  la  vez.  ,^Cuanto  es  P{5,  2)1 
Enliste  todas  las  permutaciones  posibles  de  4  objetos,  I,  2,  3  y  4,  tornados  3  a  la  vez.  ^Cuanto  es  P{4,  3)1 

Enliste  todas  las  permutaciones  posibles  de  6  objetos,  I,  2,  3.  4,  5  y  6,  tornados  3  a  la  vez.  ,;,Cudnto  es  P(6,  3)1 

Enliste  todas  las  combinaciones  posibles  de  5  objetos,  a.  b,  c,  d  y  e,  tornados  3  a  la  vez.  (;,Cuanto  es  a5.  3)? 

Enliste  todas  las  combinaciones  posibles  de  5  objetos,  a,  b.  c,  dye,  tornados  2  a  la  vez.  j,Cuanto  es  aS,  2)1 

Enliste  todas  las  combinaciones  posibles  de  4  objetos,  I,  2,  3  y  4,  tornados  de  3  en  3.  ^Cudnto  es  a4,  3)? 

Enliste  todas  las  combinaciones  posibles  de  6  objetos,  1,  2,  3,  4,  5  y  6,  tornados  3  a  la  vez.  (jCuanto  es  a6,  3)? 

Un  hombre  tiene  5  camisas  y  2  corbatas.  ^Cu^ntas  combinaciones  puede  hacer  con  estas  prendas? 

Una  mujer  tiene  3  blusas  y  5  faldas.  ^j.Cuanios  conjuntos  puede  ponerse  al  combinar  estas  prendas? 

^Cuantos  cbdigos  de  dos  letras  pueden  formarse  usando  las  letras  A,  B,  C  y  D1  Se  permite 


repetir  letras. 


mite  repetir  letras. 


(jCuantos  codigos  de  dos  letras  pueden  formarse  usando  las  letras  A,  B,  C,  D  y  El  Se  per- 


^Cuantos  numeros  de  tres  di'gitos  se  pueden  crear  usando  los  dfgitos  0  y  I?  Se  permite 

repetir  los  di'gitos. 

^Cu^ntos  numeros  de  tres  di'gitos  pueden  crearse  usando  los  di'gitos  0,  1,2,  3,  4,  5,  6,  7, 
8  y  9?  Se  permite  repetir  los  di'gitos. 

^De  cudntas  maneras  se  pueden  formar  en  una  fila  4  personas? 
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32.  ^De  cuantas  maneras  se  pueden  apilar  5  cajas  diferentes? 

33.  ■  ■■  mn  tic  ■  tit;  ^Cuantos  cddigos  diferentes  de  tres  letras  podran  fonmarse  si  s6lo  pueden  scr  iisadas  hi\ 
letras  A,  B,  C,  D  y  F,  y  ninguna  leira  puede  ser  usada  mSs  de  una  vez? 

34.  1(1. Ill-  -  ill  ill  .  .  .Iiyi  ^CuSntos  codigos  diferentes  de  cuatro  letras  podriin  formarse  si  s6lo  son  usadas  las  Idiih 
<4,  B,  C,  D,  E  y  F,  y  ninguna  letra  puede  ser  usada  mds  de  una  vez? 

35.  '  yin  ih  II..  ^Cu^ntos  arreglos  de  letras  hay  en  la  palabra  MONEY? 


36.  '  u/c  lit  ,  ^Cu^ntos  arreglos  hay  de  los  dfgilos  del  numero  51,342? 

37.  iiMiiii.  inn  ill  i  .  .•////,  ^De  cudntas  maneras  puede  ser  constituido  un  comite  de  4  estudiantes  de  un  conjunto  dc 


7  estudiantes? 

38.  ('i>n\:niii  inii  ilr  rnnii::  ^De  cuantas  maneras  puede  ser  constituido  un  comite  de  3  profesores  de  un  dcpartameiiii' 
que  tiene  8  profesores? 

39.  I'ln.ihli  iri  “  -I  ■  ■  I'Aiii  -' n  ■■  ■'  ■'  '  ^Cuantos  arreglos  posibles  de  respuestas  hay  en  un  exa- 

men  de  cierto  o  falso  que  contiene  10  preguntas? 

40.  /’  ■  \ihli  -  --ii>Ui  .iii  i  ■  ir  nji,  i,-ii  iiiuliiiiii  ^,Cuantos  arreglos  de  respuestas  son  posibles  eii  un  exa- 

men  de  opcidn  multiple  con  5  preguntas  si  cada  pregunta  tiene  4  respuestas  posibles? 

41.  ^Cuantos  numeros  de  cuatro  digitos  pueden  crearse  usando  los  digitos  0,  1,2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  y  9,  si  el  primer  digiiu 
no  puede  ser  0?  Se  permite  repetir  los  digitos. 

42.  ^Cuantos  numeros  de  cinco  digitos  pueden  crearse  usando  los  digitos  0,  1,2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  y  9,  si  el  primer  digito 
no  puede  ser  0  ni  1?  Se  permite  repetir  los  digitos. 

43.  Cinco  libros  diferentes  de  matemdlicas  se  acomodardn 
en  el  escrilorio  de  un  estudiante.  ^Cudntos  acomodos  son  posibles? 

44.  ^Cudntos  numeros  de  placa  pueden 
formarse  usando  2  letras  seguidas  por  cuatro  digitos  seleccionados  de  en- 
tre  los  del  0  al  9,  si 

(a)  Las  letras  y  los  digitos  pueden  repetirse? 

(b)  ^Las  letras  pueden  repetirse  pero  los  digitos  no? 

(c)  ^No  pueden  repetirse  letras  ni  digitos? 

45.  Como  asesor  financiero,  se  le  pide  a  usted  seleccionar  una  accidn  de  cada  uno  de  los  uni- 
pos  siguientes:  8  acciones  DOW,  15  NASDAQ,  y  4  acciones  globales.  ^Cuantas  combinaciones  diferentes  son  posihles  ' 

46.  Una  cerradura  de  combinacidn  tiene  50  numeros.  Para  abrirla,  se  le  da  viicita  liacia 
la  derecha  hasta  que  una  flecha  apunta  a  cierto  numero,  luego  se  gira  hacia  la  izquierda  a  un  segundo  niimero,  y  lies- 
pufo  se  gira  a  la  derecha  hasta  un  tercer  numero.  ^Cuantas  combinaciones  diferentes  puede  haber  de  esta  cciTadura  ' 


f  reflUC* 


47.  Se  debe  formal-  un  comitd  de  2  jdvenes  y  3  mujeres.  Si  los  miembros  se  elegirdn  de  entre  4  jdvencs  y  8  miijcmv. 
,^cu£intos  comites  diferentes  son  posibles? 

48.  Un  equipo  de  b6isbol  tiene  15  miembros.  Cuatro  jugadores  son  lanzadores  y  los  II  rcstanlex 
pueden  jugar  en  cualquier  posicidn.  ^Cudntos  equipos  diferentes  de  9  jugadores  pueden  formarse  con  los  I.-' 
miembros? 

49.  El  comitd  de  relaciones  estudiantiles  de  una  universidad  consiste  de  2  administradores,  3  profesores  y  5  csiudiantcv. 
Hay  4  administradores,  8  profesores  y  20  estudiantes  elegibles.  ^Cuantos  comites  diferentes  son  po.siblesi' 
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50.  :pi  :  Un  equipo  defensivo  de  futbol  consiste  de  25  ju- 

gadores.  De  estos,  10  son  hombres  de  li'nea,  10  sirven  de  apoyo  y  5  son 
defensas,  ^Cuantos  equipos  difercntes  pueden  formarse  con  5  hombres  de 
li'nea,  3  de  apoyo  y  3  defensas? 


51.  /.  .  En  Estados  Unidos,  la  Liga  Americana  de  bdisbol  puede  emplear  un  bateador  designado.  j.Cu^ntas  drdenes 

de  baleo  son  posibles?  (Hay  9  jugadores  en  un  equipo.) 

52.  En  Eslados  Unidos,  en  la  Liga  Nacional  de  beisbol  por  lo  regular  el  lanzador  balea  en  noveno  iugar.  Si  este 
es  el  caso,  ^c'uantas  drdenes  de  bateo  son  posibles? 

53.  ’HU  It  ^Cudntas  palabras  diferentes  (reales  o  imaginai'ias)  de  9  letras  pueden  ser  formadas  con 

las  letras  de  la  palabra  ECONOMfAS? 

54.  n  li  ^Cuantas  palabras  diferentes  (reales  o  imaginarias)  de  9  letras  pueden  ser  formadas  con 

las  letras  de  la  palabra  MATEMATICAS? 

55.  El  senado  de  Estados  Unidos  tiene  1 00  miembros.  Suponga  que  se  desea  colocar  a  cada  senador 
en  uno  solo  de  7  posibles  comitds.  El  primer  comite  tiene  22  miembros,  el  segundo  13,  el  tercero  10,  el  cuaito  5,  el 
quinto  16,  el  sexto  17  y  el  septimo  17.  ^De  cuantas  maneras  pueden  formarse  los  comitds? 

56.  En  la  Serie  Mundial  de  bdisbol  estadounidense,  el  equipo  de  la  Liga  Americana  (A)  y  el  de  la  liga 
Nacional  (N)  juegan  hasta  que  uno  de  los  dos  gana  cuatro  juegos.  Si  la  sucesidn  de  juegos  ganados  es  designada  con 
sus  iniciales  (por  ejemplo,  NAAAA  significa  que  el  equipo  de  la  Liga  Nacional  gan6  el  primer  juego  y  el  de  la  Ameri¬ 
cana  gano  los  siguientes  cuatro),  ^cuantas  secuencias  diferentes  son  posibles? 

57.  Un  equipo  de  baloncesto  tiene  6  jugadores  que  Juegan  como  defensas  (2  de  5  posiciones 
iniciales).  ^Cuanlos  equipos  diferentes  son  posibles,  suponiendo  que  las  3  posiciones  restantes  estdn  cubiertas  y  que 
no  hay  distincidn  entre  defensa  derecho  e  izquierdo? 

58.  i/i  En  un  equipo  de  baloncesto  de  12  jugadores,  2  juegan  s6lo  como  centres,  3  juegan  s61o 

como  defensas  y  los  restantes  juegan  como  delanteros  (5  jugadores  en  un  equipo:  2  delanteros,  2  defensas  y  un  cen¬ 
tre).  ^Cudntos  equipos  diferentes  pueden  formarse  suponiendo  que  no  es  posible  distinguir  entre  defensas  derecho  e 
izquierdo  ni  entre  delanteros  izquierdo  y  derecho? 

59.  -  ift'In  Una  urna  contiene  7  bolas  blancas  y  3  rojas.  Se  seleccionan  tres  bolas.  ^De  cuintas  maneras 

pueden  sacarse  las  3  bolas  del  total  de  10: 

(a)  Si  2  bolas  deben  ser  blancas  y  I  roja? 

(b)  ^Si  las  tres  deben  ser  blancas? 

(c)  ^Si  las  tres  deben  ser  rojas? 

60.  ’ll  ■■  tlr  -hi. 'tilt  Una  urna  contiene  15  bolas  rojas  y  10  blancas.  Cinco  bolas  son  seleccionadas.  ^De  cuantas 
maneras  pueden  sacarse  las  5  bolas  del  total  de  25: 

(a)  Si  todas  deben  ser  rojas? 

(b)  ^Si  3  deben  ser  rojas  y  2  blancas? 

(c)  ^Si  al  menos  4  deben  ser  rojas? 

61.  Cuando  n  y /■  son  grandes,  determinar  C(n,  r)  en  una  computadora  puede  conducir  a 
calcular  numeros  enteros  muy  grandes.  Para  evitarlo  podemos  aproximar  los  valores  de  C{n,  r).  Una  manera  de  hacer 
esto  es: 


40'  40  ■  39  ■  38  ■  .  .  .  •  21  40  39  38  21 

C(40  20)  =  —  =  - - =  ZL.  .  LI.  .  .  .  tL 

20120!  20  •  19  •  18  ■  .  . .  ■  I  20  19  18  '  '  '  I 

=  2.000  ■  2.053  ■  2.111  •  ...  ■  21.000  =  1.3784652  X  10" 

(a)  Escriba  un  programa  que  reciba  como  entrada  dos  enteros  N  y  R  y  calcule  C{N,  R)  usando  la  formula  (1). 

(b)  Utilice  el  programa  para  determinar  cudndo  ocurre  desbordamiento  (overflow)  en  su  computadora. 

(c)  Escriba  un  programa  que  reciba  como  entrada  dos  enteros  N  y  R  y  calcule  C{N,  R)  por  la  tdcnica  de  aproximacion 
mostrada  anteriormente. 

(d)  Compare  las  respuestas  de  las  partes  (a)  y  (c). 
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63. 


64. 


65. 


Construya  un  problema  diferente  de  los  que  aparecen  en  el  texto  y  que  requiera  del  principio  de  multiplicacidn  paii 
resolverlo.  Ddselo  a  un  companero  para  que  lo  resuelva  y  critique. 

Construya  tin  problema  diferente  de  los  que  aparecen  en  el  texto  y  que  requiera  de  una  peimutacidn  para  rcsoltcrlt' 
Deselo  ;i  un  companero  para  que  lo  resuelva  y  critique, 

Construya  un  problema  diferente  de  los  que  aparecen  en  el  texto  y  que  requiera  de  una  combinacion  para  resnlvuiii' 
Deselo  a  un  companero  para  que  lo  resuelva  y  critique. 

Explique  la  difcrencia  entre  una  permutacion  y  una  combinacidn.  D€  un  ejemplo  para  ilustrar  su  explicacidii. 


Probabilidad  La  probabilidad  es  un  area  de  las  matematicas  que  trata  con  experimentos  qtic.  aun 

obteniendo  resultados  aleatorios,  admiten  cierta  regularidad.  Tales  experimentos  iki 
siempre  producen  el  mismo  resultado,  de  modo  que  ninguna  observacidn  es  pre 
decible.  Sin  embargo,  en  un  periodo  largo,  esos  resultados  producen  patrones  regu- 
lares  que  nos  permiten  predecir  con  notable  precision. 

!  .1  K  M  I*  L  U  I  m  A 

En  el  lanzamiento  de  una  moneda  no  cargada,  sabemos  que  el  resultado  sera  agtiila 
0  sol.  Aunque  en  cualquier  lanzamiento  no  podamos  predecir  que  resultara,  si  laii- 
zamos  la  moneda  muchas  veces,  observaremos  que  el  niimero  de  veces  que  apareee 
ciguila  es  aproximadamente  igual  al  numero  de  veces  que  aparece  sol.  For  lo  tanlo. 
parece  razonable  asignar  una  probabilidad  de  j  a  que  aparezea  aguila  y  una  pioba- 
bilidad  de  5  a  que  aparezea  sol.  ■ 


Modelos  de  probabilidad 

El  analisis  del  ejemplo  1  deriva  en  la  construccion  de  un  modelo  de  probabilidad 
para  el  experimento  de  lanzar  una  moneda  no  cargada.  Un  modelo  dc  probabilidad 
tiene  dos  componentes;  un  espacio  muestral  y  una  asignacion  de  probabilidades.  Uii 
espacio  muestral  S  es  un  conjunto  cuyos  elemenlos  representan  todas  las  posihili- 
dades  que  puedan  ocurrir  como  resultado  de  un  experimento.  Cada  elcmento  dc  S 
es  llamado  resultado  o  evento  elemental.  A  cada  resultado  se  le  asigna  un  niimcro 
llamado  probabilidad  de  ese  resultado,  el  cual  tiene  dos  propiedadcs: 

1.  Cada  probabilidad  es  no  negativa. 

2,  La  suma  de  toda.s  las  probabilidades  es  igual  a  1. 

Asl,  cuando  un  modelo  de  probabilidad  tiene  el  espacio  muestral 
5  =  (fii,  e2,  .  ■  .  , 

donde  ei,  62,  .  .  .  ,  e„  son  los  posibles  resultados,  y  si  P{e^),  P(e2),  .  .  .  ,  P(c„)  dc- 
notan  las  respectivas  probabilidades  de  estos  resultados,  entonces 


P(e,)>0,  P{e2)^0,  ...,  P(e„)^0 

P(e,)  +  P{e2)  +  ■  ■  ■  +  P{e„)  =  1 


Veainos  un  ejemplo. 
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1 

I  K  .1  \I  !•  I  «)  1 

I  s<  uc  :- 


'■  r-rA  '  ■  /.  jlir  i  -  aili-hlll 

Un  experimento  consiste  en  tirar  una  vez  un  dado  no  cargado.  Construir  un  mode- 
lo  de  probabilidad  para  este  experimento. 

Un  espacio  muestra)  5  consiste  de  todas  las  posibilidades  que  puedan  ocurrir.  Ya 
que  tirar  el  dado  tendrd  como  resultado  que  una  de  sus  seis  caras  aparezca  hacia 
arriba,  el  espacio  muestral  S  es 

5  =  (1,  2,  3,  4,  5,  6} 

Puesto  que  el  dado  no  esta  cargado,  todas  sus  caras  tienen  la  misma  probabilidad  de 
caer  hacia  arriba.  Como  consecuencia  de  esto,  nuestra  asignacidn  de  probabilidades  es 

P(l)  =  i  P{2)  =  i 

PO)  =  i  P(4)  =  i 

P(5)  =  i  P(6)  =  i  ■ 

Suponga  que  el  dado  se  carga  de  manera  que  la  asignacion  de  probabilidades  sea 

/>(!)  =  0,  P(2)  =  0,  P(3)  =  j,  =  P(5)  =  0,  P(6)  =  0 

Esta  asignacion  seria  hecha  si  el  dado  estuviera  cargado  de  modo  que  solo  el  3  o  el 
4  pudiesen  ocurrir,  y  es  dos  veces  mds  probable  que  ocurra  el  4  que  el  3.  Esta  asig¬ 
nacion  es  consistente  con  la  definicidn  ya  que  cada  asignacion  esta  entre  0  y  1,  y 
la  suma  de  todas  las  asignaciones  de  probabilidad  es  igual  a  1.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  13. 


^  .1  ,.1  j  -iihiihiluldil 

Un  experimento  consiste  en  el  lanzamiento  de  una  moneda.  La  moneda  est^  car- 
gada  de  modo  que  es  tres  veces  mas  probable  que  ocurra  la  aguila  (A)  que  la  sol 
(S).  Construir  un  modelo  de  probabilidad  para  este  experimento. 

El  espacio  muestral  5  es  5  =  (A,  S).  Si  .r  denota  la  probabilidad  de  que  ocurra  sol, 
entonces 

P(T)  =  X  y  P(H)  =  3x 

Ya  que  la  suma  de  las  probabilidades  de  los  posibles  resultados  debe  ser  igual  a  1, 
tenemos 


P(T)  +  P(H)  =  .r  -I-  3x  =  1 
4x  =  1 

I 


Asi,  asignamos  las  probabilidades 

P(T)  =  I  />(H)  =  I 
■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 

*Un  dado  es  un  cubo  en  el  que  cada  cara  liene  I,  2,  3,  4,  5,  o  6  punios. 
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K  .1  h  M  P  I.  c 


.Si)kn.u)i! 

FIGURA  13 


E  .1  K  M  P  E  ()  5 


SolllLUlIl 


iLgla  adiliva 


Eventos  mutuamente 
excluyentes 


E  .1  E  M  P  E  ()  6 


Siiliicmn 


Un  experimento  consiste  en  tirar  un  dado  no  cargado  y  despues  una  moneda  no  car- 
gada.  Construir  un  modelo  de  probabilidad  para  este  experimento. 

Un  diagrama  de  arbol  es  util  para  enlistar  todos  los  posibles  resultados.  Vcasc'  la 
figura  13.  El  espacio  muestral  lo  constituyen  los  resultados 

5  =  { IH,  IT.  2H,  2T,  3H,  3T.  4H,  4T,  5H,  5T,  6H,  67) 

El  dado  y  la  moneda  no  estan  cargados;  ast  que  ningiin  resultado  es  mas  probable 
que  otro.  En  consecuencia,  asignamos  la  probabilidad  a  cada  uno  de  los  12 
resultados.  1 

A1  trabajar  con  modelos  de  probabilidad,  el  termino  evento  es  usado  para  des- 
cribir  un  conjunto  de  resultados  del  experimento.  Asi,  un  evento  E  es  algiin  sub- 
conjunto  del  espacio  muestral  S.  La  probabilidad  de  un  evento  £,  /i  ^  0,  deiio- 
tada  por  P{E),  se  define  como  la  suma  de  las  probabilidades  de  los  resultados  cn  E. 
Si  £  =  0,  entonces  £(£)  =  0;  si  £  =  S,  entonces  £(£)  =  P{S)  =  1. 

rh  irniiiiiiti  ii'in  tit  hi  pnilnihilnlii'J  dr  t,ii  i  ■.  r/n'.: 

Para  el  experimento  descrito  en  el  ejemplo  4,  ^cual  es  la  probabilidad  de  que  ocurra 
un  numero  par  seguido  por  un  aguila? 

El  evento  £,  un  numero  par  seguido  por  un  dguila,  es 

£  =  {2H,  4H,  6H1 

La  probabilidad  de  £  es 

£(£)  =  £(2H)  +  £(4H)  +  £(6H)  =  i^  +  i^  +  ^  =  4- 

E1  enunciado  siguiente,  llamado  regia  aditiva,  puede  ser  utilizado  para  en- 
contrar  la  probabilidad  de  la  unidn  de  dos  eventos. 

Para  cualesquiera  dos  eventos  £  y  £, 

I  £(£  U  £)  =  £(£)  +  £(£)  -  £(£  n  £)  (3)  ' 

■ 

Si  £  y  £  son  ajenos,  es  decir,  £  n  £  =  0,  entonces  la  formula  (3)  toma  la  foniia 


£(£  U  £)  =  £(£)  +  £(£)  (4) 


Cuando  se  aplica  la  fdrmula  (4),  decimos  que  £  y  £  son  eventos  mutuamente 
excluyentes. 

I  tt-:  4/>  tl’mUilil'r  ‘  }  , 

(a)  Si  £(£)  =  0.2,  £(£)  =  0.3,  y  £(£  £1  £)  =  0.1,  encontrar  £(£  U  £). 

(b)  Si  £(£)  =  0.2,  £(£)  =  0.3,  y  £,  £  son  mutuamente  excluyentes,  encontrar 
£(£  U  £). 

(a)  Usamos  la  regia  aditiva,  formula  (3). 

£(£  U  £)  =  £(£)  +  £(£)  -  £(£  D  F)  =  0.2  +  0.3  -  0. 1  =  0.4 

(b)  Como  £  y  £  son  mutuamente  excluyentes,  usamos  la  formula  (4). 


£(£  U  £)  =  £(£)  +  £(£)  =  0.2  +  0.3  =  0.5 
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Algunas  veces  puede  ser  usado  un  diagrama  de  Venn  para  obtener  probabili- 
dades.  Para  construir  uno  que  represente  la  informacidn  del  ejemplo  6(a)  dibujemos 
dos  conjuntos  E  y  F.  Empezamos  con  el  hecho  de  que  P{E  D  E)  =  0. 1.  Vease  la 
figura  14(a).  Luego,  como  P{E)  =  0.2  y  P{F)  =  0.3,  llenamos  E  con  0.2  —  0.1  = 
0.1  y  F  con  0.3  —  0. 1  =  0.2.  Vease  la  figura  ]4(b).  Como  P{S)  =  1,  completamos 
el  diagrama  insertando  1  —  [0.1  +0.1  +  0.2]  =  0.6.  Vease  la  figura  14(c).  Ahora 
es  facil  ver,  por  ejemplo,  que  la  probabilidad  de  F,  pero  no  de  E,  es  de  0.2.  Tam- 
bien,  que  la  probabilidad  de  que  no  ocurran  £  ni  F  es  de  0.6. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  23. 


Resultados  igualmente  probables 

Cuando  se  asigna  la  misma  probabilidad  a  cada  resultado  del  espacio  muestral,  se 
dice  que  el  experimento  tiene  resultados  igualmente  probables. 


Icuivmi 

jtiiihubiliilad  (;,iru  lv^uluui^l' 
igualnicuic  pmbul.ics 


Si  un  experimento  tiene  n  resultados  igualmente  probables,  y  si  el  numero  de  mane- 
ras  en  que  un  evento  £  puede  ocurrir  es  m,  entonces  la  probabilidad  de  £  es 


F(£)  = 


Numero  de  maneras  en  que  puede  ocurrir  £  _  m 
Numero  de  todas  las  posibilidades  logicas  n 


(5) 


As(,  cuando  S  es  el  espacio  muestral  de  este  experimento, 


F(£) 


njE) 

n(S) 


(6) 


K  J  K  M  P  L  ()  7 


Con  base  en  (6),  un  mdtodo  alterno  de  solucion  del  ejemplo  5  es 


£(£) 


n(E) 

n{S) 


12 


4 


Ctili  1(1”  lie  pri>hiil>ilii/ti(l<  '>  iniiii  rcsiilinilds  i'pinhncutc  >,'/ 

Una  vasija  contiene  10  canicas;  5  son  de  color  oscuro,  4  moteadas  y  1  es  clara. 

(a)  Si  se  saca  una  canica  al  azar,  ^cual  es  la  probabilidad  de  que  resulte  moteada? 

(b)  Si  se  saca  una  canica  al  azar,  ^cual  es  la  probabilidad  de  que  resulte  de  color 
claro  u  oscuro? 


■Solucion  Este  es  un  experimento  en  el  cual  los  resultados  son  igualmente  probables;  ninguna 
canica  tiene  mds  probabilidad  de  salir  que  otra.  Si  S  es  el  espacio  muestral,  en¬ 
tonces  hay  10  resultados  posibles  en  S,  de  modo  que  n{S)  =  10. 
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(a)  Defina  el  evento  E\  se  saca  una  canica  moteada.  Hay  4  maneras  en  que  pucdc 
ocurrir  E.  Asf, 


P{E)  = 


n(E) 

ni.S) 


(b)  Defina  los  eventos  F\  se  saca  una  canica  de  color  claro  y  G:  se  saca  una  canica 
de  color  oscuro.  Entonces  hay  una  manera  de  que  ocurra  F  y  5  maneras  dc  que 
ocurra  G.  Asi, 


Pin 


n(F) 

n(S) 


10’ 


P(G) 


njG)  ^ 
niS)  10 


Buscamos  la  probabilidad  del  evento  F  o  G,  esto  es,  PiF  U  G).  Como  F  y  G  son 
muluamente  excluyentes,  usamos  (4). 

PiF  U  G)  =  Pin  +  PiG)  =  —  +  —  =  —  =  0.6 
^  10  10  10 


Ahora  resuelva  el  problema  27. 

En  el  juego  de  'Araps’’  se  tiran  dos  dados  no  cargados.  Si  el  total  de  las  cams  ha- 
cia  arriba  es  igual  a  7  u  1 1,  usted  gana.  Si  el  total  es  2,  3  o  12,  pierdc.  En  los  denias 
casos,  usted  tira  los  dados  nuevamente. 


(a)  ^CuaJ  es  la  probabilidad  de  que  usted  gane? 

(b)  ^Cu^l  es  la  probabilidad  de  que  pierda? 

(c)  ^Cu^l  es  la  probabilidad  de  que  necesite  tirar  los  dados  otra  vez? 


FIGURA15 


I 

z 

3 

4 

5 
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(1.  1)  1  ♦  1  =2 
(t.2)  1  +2  =  3 

(1.3)  1  +3  =  4 

(1.4)  1+4  =  5 

(1.5)  1  +5  =  6 
(1  6j  1  +6  =  7 

(2.1) 2+1=3 
(2.  2 ;  2  ♦  2  =  4 
(2,3)  2 +  3  =  5 
(2  4)  2  +  4  s  6 
{2,  5)  2  +  5  =  7 

(2.6)  2  + 6  =  8 
(3,  1)  3  +  1  =  4 

(3.2)  3 +  2  =  5 

(3.3)  3  + 3  =6 
(3.  4)3  + 4  =  7 
(3,  5)  3  +  5  =  8 
(3,  6)  3  +  6  =  9 
(4,  1)4  +  1  =  5 
(4,  2)4 +  2  =  6 

(4.3) 4  +  3  =  7 
(4,  4)4  +  4  1=8 
(4,  5)  4  +  5  =  9 
(4,6)4+6  =  10 
(5,  1)5+1  =  6 

(5.2)  5 +  2  =  7 
(5,  3)  5  + 3  =  8 
(5,  4)  5 +  4  =9 

(5.5) 5+5  =  10 

(5.6) 5  +  6=11 
(6,  1)6+  1  =7 
(6,  2)  6  + 2  =  8 

(6.3)  6  + 3  =  9 
(6.  4)6  +  4  =  10 
(6,5)6  +  5  =  11 
(6,  6)6  +  6  =  12 


Empezamos  conslruyendo  un  modelo  de  probabilidad  para  el  experimento.  El  dia- 
grama  de  ^rbol  de  la  figura  15  nos  ayudara  para  ver  todas  las  posibilidadcs. 

Como  los  dados  no  estan  cargados,  ninguno  de  los  36  resultados  posiblcs  cn 
el  espacio  muestral  5  es  mds  probable  que  otro.  Asi,  tenemos  resultados  igualmeritc 
probables  con  niS)  =  36 

(a)  El  evento  E,  “el  total  en  los  dados  es  7  u  1 1”,  consiste  en  los  resultados 
E  =  {(1,  6),  (2,  5),  (3,  4),  (4.  3).  (5,  2),  (6,  1),  (5,  6),  (6,  5)) 


Ya  que  «(£)  =  8,  tenemos 


Pin 


niS) 


—  =  -  =  0.222 
36  9 


(b)  El  evento  F,  “el  total  en  los  dados  es  2,  3  o  12”,  son  los  resultados 
F=  {(1,  1),  (1,2),  (2,  1),  (6,  6)} 


Pin 


nin  ^  A. 

niS)  36 


Como  «(F)  =  4, 
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( 


i;  .I  I  M  r  [,  (;  9 


(c)  El  numero  de  posibilidades  en  que  puede  requerirse  que  usted  tire  otra  vez  es 
36  -  «(£)  -  n(F)  =  36  —  8  —  4  =  24.  Asi,  la  probabilidad  de  que  se  requiera 
otro  tiro  es 

24  2 

^  «  0.667  ■ 

36  3 

■  Ahora  resuelva  el  problema  29. 

Aplicaciones  que  involucran  permutadones 
y  combinadones 


A  causa  de  un  error,  5  telefonos  del'ectuosos  fueron  empacados  con  15  buenos.  To- 
dos  los  telefonos  son  iguales  y  tienen  la  misma  probabilidad  de  ser  seleccionados. 
Se  seleccionan  tres. 

(a)  ^Cual  es  la  probabilidad  de  que  los  3  sean  defectuosos? 

(b)  ^Cual  es  la  probabilidad  de  que  exactamente  2  sean  defectuosos? 

(c)  ^Cudl  es  la  probabilidad  de  que  al  menos  2  sean  defectuosos? 

El  espacio  muestral  S'  consta  del  numero  de  maneras  en  que  3  objetos  pueden  ser 
seleccionados  de  entre  20,  esto  es,  el  numero  posible  de  combinaciones  de  20  cosas 
tomadas  3  a  la  vez. 


n(S)  =  C(20,  3) 


20! 

17!  •  3! 


20  ■  19  •  18 
6 


=  1140 


Cada  uno  de  estos  resultados  es  igualmente  probable  que  ocurra. 

(a)  Si  E  es  el  evento  “3  son  defectuosos”,  entonces  el  numero  de  elementos  en  E  es 
el  numero  de  maneras  en  que  3  telefonos  defectuosos  pueden  ser  seleccionados 
de  entre  5  telefonos  defectuosos;  C(5,  3)  =  10.  Asi,  la  probabilidad  de  E  es 

P(E)  =  -  0.0088 

n{S)  1140 

(b)  Si  E  es  el  evento  “exactamente  2  son  defectuosos”  y  se  seleccionan  3  telefonos, 
entonces  el  numero  de  elementos  en  F  es  el  numero  de  maneras  en  que  2  telefonos 
defectuosos  se  pueden  seleccionar  de  los  5  empacados  mas  1  telefono  bueno  de 
entre  los  15  buenos.  Lo  primero  puede  hacerse  en  C(5,  2)  maneras  y  lo  segundo 
en  C(15,  1).  For  el  principio  de  multiplicacion,  el  evento  £  puede  ocuirir  en 

C(5,  2)C(15,  1)  =  - =  10  •  15  =  150  maneras 

3!  ■  2!  14!  ■  1! 


For  lo  tanto,  la  probabilidad  de  F  es 


P{F) 


n(F) 

niS) 


150 

1140 


0.1316 


(c)  El  evento  G,  “al  menos  dos  son  defectuosos”,  cuando  son  seleccionados  3,  es 
equivalente  a  requerir  que  se  seleccionen  exactamente  2  o  exactamente  3.  Esto 
es,  G  =  E  U  F.  Como  E  y  F  son  mutuamente  excluyentes  (no  es  posible 
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seleccionar  2  telefonos  defectuosos  y,  al  mismo  tiempo,  seleccionar  3  tclcCoiuh 
defectuosos),  encontramos 

P{G)  =  P(E)  +  PiF)  =  0.0088  +  0.1316  =  0.1404  « 

■  Ahora  resuelva  el  problema  43. 


.1  !  M  I*  I  ()  I  0 


a>n 


I ,  ::■)  il(  mt:- 

Una  moneda  no  cargada  es  lanzada  6  veces. 

(a)  ^Cu^l  es  la  probabilidad  de  obtener  exactamente  5  aguilas  y  un  sol? 

(b)  (^.Cual  es  la  probabilidad  de  obtener  entre  4  y  6  aguilas,  inclusive? 

El  numero  de  elementos  en  el  espacio  muestral  5  se  encuentra  usando  el  piiiicipiu 
de  multiplicacion.  Cada  lanzamiento  tiene  como  resultado  aguila  (A)  o  sol  (S).  Coiim 
la  moneda  es  lanzada  6  veces,  tenemos 


n{S)  =  2-2 


2  =  2^  =  64 


Los  resultados  son  igualmente  probables  ya  que  la  moneda  no  esta  cargucla. 

(a)  Cualquier  secuencia  que  tenga  5  dguilas  y  una  sol  estara  determinada  ima  \lv 
que  la  posicion  de  las  5  aguilas  (o  de  1  Sol)  sea  conocida.  El  numero  de  niane- 
ras  en  que  podemos  colocar  5  aguilas  en  una  secuencia  de  6  es  C(6,  5)  =  6.  La 
probabilidad  del  evento  E:  exactamente  5  dguilas  y  una  sol  es 


P(E)  = 


n(E)  _  C(6,  5) 


n(S} 


2® 


64 


=  0.0938 


(b)  Sea  F  el  evento:  entre  4  y  6  aguilas,  inclusive.  Obtener  entre  4  y  6  aguilas  cs 
equivalente  al  evento:  4  o  5  o  6  aguilas.  Como  cada  uno  de  estos  eventos  cs 
mutuamente  excluyente  (es  imposible  obtener  4  y  5  Aguilas  cuando  lanzauws 
una  moneda  6  veces),  tenemos 

PiF)  =  P{4  o  5  0  6  aguilas) 

=  P(4  aguilas)  +  P(5  aguilas)  +  E(6  aguilas) 

Las  probabilidades  a  la  derecha  se  obtienen  como  en  la  parte  (a).  Asi 


P{F) 


C(6,  4) 
2® 


C(6,  5)  C(6,  6) 

2®  2® 


11 

64 


—  =  0.3438  ■ 

64 


1;  vi'i  I  1  h.-sTLiSitu )  ■  La  teorfa  de  conjuntos,  el  conteo  y  la  probabilidad,  tomaron  forma  primero  como 

una  teorfa  sistematica  en  el  intercambio  de  cartas  (1654)  entre  Pierre  de  Fcrmai 
(1601-1665)  y  Bias  Pascal  (1623-1662).  Elios  discutieron  el  problema  de  como  di- 
vidir  las  apuestas  en  un  juego  interrumpido  antes  de  terminar,  si  se  conoce  cuiiiilos 
puntos  necesita  cada  jugador  para  ganar.  Fermat  resolvio  el  problema  enlistando  to- 
das  las  posibilidades  y  contando  las  favorables,  mientras  que  Pascal  hizo  uso  del 
triangulo  que  ahora  lleva  su  nombre.  Como  se  menciono  en  el  texto,  las  emradas 
en  el  triangulo  de  Pascal  son  equivalentes  a  C(«,  r).  Este  reconocimiento  del  papcl 
de  C(n,  r)  en  el  conteo  es  el  fundamento  de  todos  los  desarrollos  posteriores. 
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El  primer  libro  sobre  probabilidad,  el  trabajo  de  Christian  Huygens  (1629-1695), 
apai'ecid  en  1657.  En  el,  se  explora  la  nocidn  de  esperanza  matemdtica.  Esto  permite 
el  cdlculo  de  ganancias  o  pdrdidas  que  un  jugador  puede  esperar,  conociendo  las  proba- 
bilidades  involucradas  en  el  juego.  (Veanse  los  problemas  historicos  que  siguen.) 

Es  interesante  notar  que  Girolamo  Cardano  (1501-1576)  escribid  un  tratado  so¬ 
bre  probabilidad,  el  cual  no  fue  publicado  hasta  1663  en  la  recopilacidn  de  trabajos  de 
Cardano;  demasiado  tai'de  como  para  tener  algun  efecto  sobre  el  desarrollo  de  la  teoria. 

En  1713,  la  publicacidn  pdstuma  Ars  Conjectandi  de  Jacobo  Bernoulli  dio  a  la 
teoria  la  forma  que  tuvo  hasta  1900.  En  el  siglo  actual,  la  combinatoria  (conteo)  y  la 
probabilidad  experimentaron  un  desarrollo  rapido  debido  al  uso  de  las  computadoras. 

Un  comentario  final  acerca  de  la  notacidn.  Las  notaciones  C{n,  r)  y  P(n,  r) 
son  variaciones  de  una  forma  de  notacidn  desarrollada  en  Inglaterra  despues  de  1 830. 
La  notacidn  (")  para  C(n,  r)  se  remonta  a  Leonardo  Euler  (1707-1783),  pero  ahora 
esta  perdiendo  terreno  porque  no  tiene  un  simbolismo  del  mismo  tipo  relacionado 
claramente  para  permutaciones.  Los  simbolos  U  y  fl  fueron  introducidos  por 
Giuseppe  Peano  (1858-1932)  en  1888  en  un  contexto  ligeramente  diferente.  El  sim- 
bolo  de  inclusidn  C  fue  introducido  por  E.  Schroeder  (1841-1902)  alrededor  de 
1890.  El  tratamiento  de  la  teoria  de  conjuntos  en  el  texto  es  debido  a  George  Boole 
(1815-1864),  quien  escribid  A  +  B  para  ri  U  6  y  AB  para  A  r\  B  (los  estadlsticos 
aun  utilizan  AB  para  A  B).  ■ 

PKulil,E.‘’l.V‘s  !  IistOKIi  ■(  <  .  ■  1.  £/ rfricw/ldo  por  Ferma;  y  Pa.sca/.  Un  juego  entre  dos  jugadores  igualmente 

hibiles,  A  y  B,  es  intermmpido  cuando  A  necesita  2  puntos  para  ganar  y  B  necesita  3 
puntos.  ^En  que  proporcidn  deben  ser  repartidas  las  apuestas?  [Nota:  Si  cada  jugada 
tiene  como  resultado  un  punto  para  alguno  de  los  jugadores,  cuando  mucho  en  cuatro 
juegos  m^s  se  decidin'a  la  partida.] 

(a)  Solucion  de  Fermat.  Enlistar  todos  los  resultados  posibles  que  terminarfan  el  juego 
para  formar  el  espacio  muestral  (por  ejemplo,  ABAA,  ABBB,  etc.).  Entonces  la 
probabilidad  de  que  A  gane  y  la  de  que  B  gane  determinaidn  c6mo  deben  ser  repar¬ 
tidas  las  apuestas. 

(b)  Solucion  de  Pascal.  Usar  combinaciones  para  determinar  el  numero  de  maneras  en 
que  los  2  puntos  que  necesita  A  para  ganar  puedan  ocurrir  en  cuatro  juegos.  Luego 
usar  combinaciones  para  determinar  el  numero  de  maneras  en  que  los  3  puntos  que 
necesita  B  para  ganar  puedan  ocurrir.  Esto  es  mas  confuso  ya  que  A  puede  ganar 
con  2  puntos  en  dos,  tres  o  cuatro  juegos.  Calcular  las  probabilidades  y  comparar 
con  los  resultados  en  la  parte  (a). 

2.  Esperanza  matemdtica  de  Huygens.  En  un  juego  con  n  posibles  resultados  con  proba¬ 
bilidades  p\,  p2,  .  .  .  ,  p„,  suponga  que  las  ganancias  netas  son  vvi,  wi,  ■  •  .  ,  w,,,  res- 
pectivamente.  Entonces  la  esperanza  matemdtica  es 

E  =  p\W\  -I-  P2W2  -b  ■  ■  ■  3-  p„w„ 

El  numero  E  representa  la  ganancia  0  pdrdida  por  juego  a  la  larga.  Los  problemas 
siguientes  son  una  modificacion  de  los  de  Huygens: 

(a)  Se  tira  un  dado  no  cargado.  Un  jugador  gana  $3.00  si  aparece  un  6  y  $6.00  si 
aparece  un  5.  .^Cudl  es  su  esperanza?  [Nota:  W]  =  1V2  =  rrj  =  M'4  =  0] 

(b)  Un  jugador  juega  el  mismo  juego  de  la  parte  (a),  pero  ahora  el  debe  pagar  ,S  1 .00 

por  jugar.  Esto  significa  H'5  =  $5,  ie6  =  $2,  y  w\  =  ivt  =  h-'3  =  W4  =  — $1.  ^Cual 
es  la  esperanza?  ■ 


Ejercicio  1 1 .8 

En  los  problemas  del  I  al  6  conslruya  un  modelo  de  probabilidad  para  cada  experimento. 

1.  Lanzamiento  de  una  moneda  no  cargada  dos  veces. 

2.  Lanzamiento  de  una  moneda  no  cargada  una  vez. 
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3.  Liinzamiento  de  dos  monedas  no  cargadas  5.  Lanzamiento  de  tres  monedas  no  cargadas  una  vez. 

y  luego  un  dado  no  cargado. 

4.  Lanzamiento  de  una  moneda  no  cargada,  un  dado  6.  Lanzamiento  de  una  moneda  no  cargada  tres  veccs. 
no  cargado  y  luego  una  moneda  no  cargada. 


En  los  problemas  del  7  al  12,  utilice  los  discos  giratorios  y  construya  un  modelo  de  probabilidad  punt  aula 
experimento. 


Disco  I  Disco  II  Disco  III 


7.  Girar  el  disco  1  luego  el  disco  11.  ^Cual  es  la  probabilidad  de  obtener  un  2  o  un  4,  seguido  por  rojo? 

8.  Girar  el  disco  III  luego  el  disco  II.  .•.Cudl  es  la  probabilidad  de  obtener  Adelante,  seguida  de  amarillo  o  verdc’ 

9.  Girar  el  disco  I,  luego  el  II  y  despues  el  III.  ^Cual  es  la  probabilidad  de  obtener  un  I  seguido  por  rojo  o  verde,  scguido 
por  Atras? 

10.  Girar  el  disco  II,  luego  el  1  y  despues  el  III,  ^,Cu^l  es  la  probabilidad  de  obtener  amarillo,  seguido  por  un  2  o  un  4. 
seguido  por  Adelante? 

11.  Girar  el  disco  1  dos  voces,  luego  el  disco  II.  ^CuSI  es  la  probabilidad  de  obtener  un  2,  seguido  de  un  2  o  un  4,  scgiiitlo 
por  rojo  0  verde? 

12.  Girar  el  disco  II,  luego  el  disco  I  dos  veces.  g,Cual  es  la  probabilidad  de  obtener  Adelante,  seguido  por  un  1  o  tin  .1 
seguido  por  un  2  o  un  4? 


En  los  problemas  de!  13  al  16  considere  el  experimento  de  lanzar  una  moneda  dos  veces.  La  tabla  enlisia 
sets  posibles  asignaciones  de  probabilidades  para  este  experimento.  Usando  esta  tabla,  responda  las 
preguntas  siguientes. 


13.  gCudles  de  las  asignaciones  de  probabilidades  son  consis- 
tenies  con  la  definicidn  de  probabilidad  de  un  resultado? 

14.  ^,Si  se  sabe  que  la  moneda  no  esta  cargada,  .^cuSl  de  las  asig¬ 
naciones  debe  ser  utilizada? 

15.  Si  se  sabe  que  la  moneda  siempre  cae  sol,  ^cual  asignacidn 
de  probabilidades  debe  ser  usada? 

16.  ,^Cual  de  las  asignaciones  debe  ser  usada  si  la  ocurrencia 
de  sol  es  dos  veces  mas  probable  que  la  de  aguila? 

17.  Una  moneda  esta  cargada 
de  modo  que  aguila  es  cuatro  veces  mas  probable  de  ocurrir 
que  sol.  gQue  probabilidad  debemos  asignar  a  aguila?  ^.Y  a 
sol? 

18.  Una  moneda  estS  cargada  de  modo  que  es  dos  veces  mas  probable  que  ociirra 
aguila.  iQud  probabilidad  debemos  asignar  a  aguila?  a  sol? 

19.  Un  dado  estti  cargado  de  modo  que  es  dos  veces  mds  probable  que  apare/.en  un 
numero  impar  que  un  ntimero  par.  probabilidad  debemos  asignar  a  cada  una  de  sus  aguilas? 

20.  Un  dado  estd  cargado  de  modo  que  ei  seis  no  puede  aparecer.  Las  oiras  earns 
ocurren  con  la  misma  Irecuencia.  ^Qud  probabilidad  debemos  asignar  a  cada  cara? 


ASIGNACIONES 

ESPACIO  MIJESTRAE 

AA 

AS 

SA 

SS 

A 

1 

4 

1 

I 

4 

4 

B 

0 

0 

0 

! 

C 

\ 

)^^ 

5 

Ift 

5 

16 

,1 

16 

D 

1 

) 

E 

1 

4 

1 

4 

\ 

X 

F 

1 

9 

') 

9 

4 

9 

En  los  problemas  del  21  al  24  encuentre  la  probabilidad  del  evento  indicado  si  P(A)  =  0.30  y  P(B)  =  0.40. 

21.  P{A  U  6)  si  A,  B  son  mutuamente  excluyentes.  22.  P{A  PI  B)  si  A,  B  son  mutuamente  excluyentes. 

23.  P{A  U  B)  si  P(A  n  B)  =  0. 1 5  24.  P{A  D  B)  si  P(A  U  fi)  =  0.6 
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En  los  problemas  del  25  al  28  se  selecciona  al  azar  una  pelota  de  golf  de  una  caja  que  contiene  9  pelotas 
blancas,  8  verdes  y  3  anaranjadas,  encuentre  la  probabilidad  de  cada  evento. 

25.  La  pelota  de  golf  es  blanca. 

26.  La  pelota  de  golf  es  verde. 

27.  La  pelota  de  golf  es  blanca  o  verde. 

28.  La  pelota  de  golf  no  es  blanca. 

29.  ^CuSI  es  la  probabilidad  de  tirar  un  6  o  tin  8  en  un  juego  de  craps'l  (Consulte  el  ejemplo  8.) 

30.  ^Cual  es  la  probabilidad  de  tirai'  un  5  o  un  9  en  un  juego  de  craps'!  (Consulte  el  ejemplo  8.) 


Los  problemas  del  31  al  34  esidn  basados  en  una  encuesta  a  consumidores  acerca  de  los  ingresos  anuales 
de  100  familias.  La  tabla  siguiente  proporciona  la  informacion: 


Ingrc.so 

$0-0999 

$10,000-19.999 

$20,000-29.999 

.$.30,000-39,999 

$40,000  mas 

Numero  de 
familia.^ 

5 

35 

30 

20 

10 

31.  ^.Cual  es  la  probabilidad  de  que  una  familia  tenga  un  ingreso  anual 

32.  iCual  es  la  probabilidad  de  que  una  familia  tenga  un  ingreso  anual 

33.  ^CuSl  es  la  probabilidad  de  que  una  familia  tenga  un  ingreso  anual 

34.  ^Cual  es  la  probabilidad  de  que  una  familia  tenga  un  ingreso  anual 

35.  A  partir  de  los  datos  de  una  encuesta  acerca  del  nCimero 
de  probabilidades  siguiente: 


Numero  do  televisores 

0 

1 

■) 

3 

4  0  ma.s 

Probabilidad 

0.05 

0.24 

0.33 

0.21 

0.17 

Encuentre  la  probabilidad  de  que  una  casa  tenga: 

(a)  1  o  2  televisores  (b)  1  o  mis  televisores  (c)  3  o  menos  televisores  (d)  3  o  mas  televisores 

(e)  Menos  de  2  televisores  (f)  Menos  de  I  televisor  (g)  I,  2  o  3  televisores  (h)  2  o  mas  televisores 

36.  Por  observacidn,  se  ha  determinado  que  la  probabilidad  de  que  un  numero  dado  de  personas  es- 

pere  en  la  fila  de  una  caja  rcgistradora  de  “cinco  artfculos  o  menos”  en  un  supermercado  es: 


Numero  esperando  la  Tila 

0 

1 

2 

3 

4  0  mas 

Probabilidad 

0.10 

0.15 

0.20 

0.24 

0,31 

Encuentre  la  probabilidad  de  que: 

(a)  Cuando  mucho  baya  2  personas  en  la  fila. 

(b)  Al  menos  haya  2  personas  en  la  fila. 

(c)  Al  menos  haya  1  persona  en  la  fila. 

37.  En  cierta  loten'a  hay  10  bolas  numeradas 

con  I,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10.  De  estas,  se  sacan  cinco  en  un  or- 
den  establecido.  Si  usted  selecciona  cinco  numeros  que  coincidan 
con  los  aparecidos  en  el  orden  establecido  gana  $  1 ,000,000.00.  ^Cu^l 
es  la  probabilidad  de  ganar  en  tal  loten'a? 


de  $30,000.00  o  mas? 

de  entre  $10,000.00  y  .$29,999.00,  inclusive? 
menor  de  $20,000.00? 
de  $20,000.00  o  mas? 

de  televisores  en  las  casas,  se  construyd  la  tabla 


746  Capitulo  11  Sucesiones;  induccidn;  mdtodos  de  conteo;  probabilidad 


38.  Un  comit6  de  6  personas  sera  elegido  al  azar  en  un  grupo  de  14  que  consiste  de  2  supervisores,  5  trabajadores  especi.ili- 
zados  y  7  no  especializados.  ^,CuSI  es  la  probabilidad  de  que  el  comit6  seleccionado  tenga  2  trabajadores  especializai]('< 
y  4  no  especializados? 

39.  Se  lanza  una  moneda  no  cargada  cinco  veces. 

(a)  Encuenire  la  probabilidad  de  que  aparezcan  exactamente  3  ^guilas. 

(b)  Encuenire  la  probabilidad  de  que  no  aparezcan  Sguilas. 

40.  Se  lanza  cuairo  veces  una  moneda  no  cai'gada. 

(a)  Encuenire  la  probabilidad  de  que  aparezca  exactamente  I  sol. 

(b)  Encuenire  la  probabilidad  de  que  no  aparezca  m^s  de  1  sol. 

41.  Se  lira  un  par  de  dados  no  cargados  3  veces. 

(a)  Encuenire  la  probabilidad  de  que  la  suma  7  aparezca  3  veces. 

(b)  Encuenire  la  probabilidad  de  que  una  suma  de  7  u  11  aparezca  al  menos  dos  veces. 

42.  Se  lira  un  par  de  dados  no  cargados  cinco  veces. 

(a)  Encuenire  la  probabilidad  de  que  la  suma  nunca  sea  2. 

(b)  Encuenire  la  probabilidad  de  que  la  suma  nunca  sea  7. 

43.  For  una  confusion  en  la  li'nea  de  produccidn,  5  televisores  defectuosos  fueron  enviados  con  25  buenos.  Si  son  >c- 
leccionados  5  al  azar,  ,;,cual  es  la  probabilidad  de  que  los  cinco  sean  defectuosos?  ^Cual  es  la  probabilidad  do  que  al 
menos  2  de  ellos  sean  defectuosos? 

44.  En  un  embarque  de  50  transformadores  se  sabe  que  10  son  defectuosos.  Si  se  sacan  al  azar  30  iransformadores,  (Cual 
es  la  probabilidad  de  que  los  30  no  sean  defectuosos?  Suponga  que  todos  los  transformadores  parecen  iguales  y  ticnen 
la  misma  probabilidad  de  ser  elegidos. 


45. 


En  una  promocidn,  50  ddlares  de  plata,  uno  de  los  cuales  estS  valuado  en  mds  de  $10,000.00,  son  colocados  en  una 
bolsa.  Al  ganador  de  la  promocidn  se  le  da  la  oporlunidad  de  meter  la  mano  en  la  bolsa,  con  los  ojos  vendndos,  \ 
sacar  5  monedas.  ^Cudl  es  la  probabilidad  de  que  una  de  las  5  monedas  sea  la  valuada  en  mds  de  $10,000.00'.’ 

Vaya  a  la  biblioteca  y  en  un  libro  de  probabilidad  busque  “el  problema  del  cumpleanos”.  Escriba  un  breve  eiisavn 
acerca  de  ese  problema  y  dd  su  solucion. 


Repaso  del  capitulo 


Concertos  fundamentales 


Sucesion 
Factoriales 
Sucesidn  aritmdtica 

Suma  de  los  primeros  n 
tdrminos  de  una  sucesidn 
aritmdtica 

Sucesidn  geomctrica 

Suma  de  los  primeros  n 
terminos  de  una  sucesion 
aiitmdtica 


Una  funcion  cuyo  dominio  es  el  conjunto  de  los  numeros  enteros  positives. 

0!  =  1,  1!  =  I,  n\  =  n{n  —  \)  ■  .  .  .  ■  3  ■  2  ■  lsinS2 

til  =  a,  a„+i  =  a„  +  d,  donde  a  =  primer  tdrmino,  d  =  diferencia  comtin,  a„  =  a  +  (n  —  ])d 
S„  =  y[2a  +  (/7  -  l)rf]  =  ^{a  +  a„) 

a\  =  a,  On+i  =  ra„;  donde  a  =  primer  tdrmino,  r  =  raz6n  comtin,  a„  =  ar"^\  r  A  0 
1  —  r" 

S„  =  a  - - ,  r  A  0,  1 

1  —  r 


Serie  geometrica  infinita 

Suma  de  una  serie 
geometrica  infinita 


a  +  ar  +  ■  ■  ■  +  ar”  '  +  '■'=  X  *  ' 
"  "  \r\  <  I 


1  -  r 


Principio  de  induccidn  Condicidn  I:  El  enunciado  es  verdadero  para  el  niimero  natural  1. 

matemdtica  Condicidn  II:  Si  el  enunciado  es  verdadero  para  algtin  niimero  natural  k,  tambidn  es  verdadero  para  k  -(  i 

Entonces  el  enunciado  es  verdadero  para  todos  los  numeros  naturales. 


Repaso  del  capi'tulo 


Coeficiente  binomial 

(:)  =  r 

TriSngulo  de  Pascal 

Vease  la 

Teorema  del  binomio 

(.X  +  a)"  ■- 

Conjunto 

Conjunto  vacio 

0 

Igualdad 

A  =  B 

Subconjunto 

ACB 

Interseccidn 

AHB 

Unidn 

AUB 

Conjunto  universal 

U 

Complemento 

A' 

Conjunto  finito 

Conjunto  infinite 

Formula  de  conteo 

n(A  U  B) 

Principio  de  adicidn 

Principio  de  multiplicacidn 

Permutacidn 

Pin,  r) 

Combinacidn 

C(n,  r) 

/n\ 

/ n\  . 

fn\ 

(of 

+ 

1 

+ 

■  •  +  .  +  •  ■ 

■■+  \t 

[^1 

Colecci6n  bien  definida  de  objetos  distintos,  llamados  elementos. 

Conjunto  sin  elementos. 

A  y  B  tienen  los  mismos  elementos. 

Cada  elemento  de  A  tambien  es  un  elemento  de  B. 

Conjunto  que  consta  de  los  elementos  que  pertenecen  &  A  y  a  B. 

Conjunto  que  consta  de  los  elementos  que  pertenecen  a  A,  a  B,  o  a  ambos. 
Conjunto  que  consta  de  todos  los  elementos  que  deseamos  considerar. 
Conjunto  que  consta  de  los  elementos  del  conjunto  universal  que  no  estdn  en  A. 
El  numero  de  elementos  en  el  conjunto  es  un  entero  no  negativo. 

Un  conjunto  que  no  es  finito. 
n(A)  +  n(B)  -  n{A  Cl  B) 

Si  /I  n  S  =  0,  entonces  n{A  U  B)  =  n{A)  +  n{B). 

Si  una  tarea  consiste  en  una  sucesidn  de  posibilidades  en  las  que  hay  p  selec- 
ciones  para  la  primera  posibilidad,  q  para  la  segunda,  y  as!  sucesivamente. 
entonces  la  tarea  de  seleccionar  puede  hacerse  de  p  ■  q  ■  .  .  .  maneras  dife- 
rentes. 

^  n(n  -  1)  ■  .  .  .  •  [n  -  (r  -  I)] 

yi\ 

Un  arreglo  ordenado  de  n  objetos  distintos  sin  repeticion. 


in  -  /-)! 
P(n,  r) 


Un  arreglo,  sin  considerar  el  orden,  de  n  objetos  distintos  sin  repeticidn. 


(n  -  r)\r\ 


Permutaciones  con  repeticidn  - ^ - 

tiilrti!  ■  ■  ■  n*! 


El  numero  de  permutaciones  de  n  objetos  de  los  cuales  /i|  son  de  una 
clase,  112  son  de  una  segunda  clase,  .  .  .  ,  y  n/;  son  de  una  Udsima  clase, 
donde  n  =  n[  +  n2  +  ■  ■  ■  + 


Espacio  mueslral 
Piobabilidad 

Regia  aditiva 

Resultados  igualmente 
probables 


Conjunto  cuyos  elementos  representan  todas  las  posibilidades  de  que 
pueda  ocurrir  cierto  resultado  en  un  experimento. 

Un  numero  asignado  a  cada  resultado  o  evento  elemental  de  un  espacio 
muestral;  la  suma  de  todas  las  probabilidades  de  los  resultados  es  igual  a  1. 


P(E  U  F)  =  PiE)  +  P{F)  -  P{E  n  F) 
n(E) 


PiE)  = 


niS) 


A  cada  resultado  se  le  asigna  la  misma  probabilidad. 


Como  hacer  para _ 

Escribir  los  terminos  de  una  sucesidn  Encontrar  la  suma  de  los  primeros  n  terminos  de  una  sucesidn 

L'sar  la  notacidn  de  sumatoria  geomdtrica 

Identificar  una  sucesidn  aritmetica  Encontrar  la  suma  de  una  serie  geomdtrica 

Encontrar  la  suma  de  los  primeros  n  tdrminos  de  una  sucesidn  Demostrar  enunciados  acerca  de  los  numeros  naturales 
aritmdtica  empleando  induccidn  matematica 

Identificar  una  sucesidn  geometrica  Aplicar  el  teorema  del  binomio 
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Encontraj-  la  union,  la  intersecci6n  y  el  complemento  en  conjuntos  Resolver  ciertos  problemas  de  probabilidad 
Usar  diagramas  de  Venn  para  ilustrar  conjuntos  Contar  los  elementos  presentes  en  un  espacio  muestral 

Reconocer  un  problema  de  permutacidn  Dibujar  un  diagrama  de  arbol 

Reconocer  un  problenna  de  combinacidn 

Complete  en  los  espacios _ 

1.  Un(a) _ es  una  funcion  cuyo  dominio  es  el  conjunto  de  los  niimeros  enteros  positivos. 

2.  En  una  sucesidn _ ,  la  diferencia  entre  t^rminos  sucesivos  siempre  es  el  mismo  numero. 

3.  En  una  sucesion _ ,  la  razon  de  dos  t^rminos  sucesivos  siempre  es  el  mismo  numero. 

4.  _ _ _ es  una  disposicion  triangular  de  los  coeficientes  binomiales. 


6.  La _ de  A  con  B  consta  de  todos  los  elementos  que  estSn  en  A  o  en  B;  la _ de  A  con  B  coiii 

ta  de  todos  los  elementos  que  estdn  en  4  y  en  B. 

7.  P(5,  2)  = _ ;  C(5,  2)  = _ 

8.  Un(a) _ es  un  arreglo  ordenado  de  n  objetos  distintos. 

9.  Un(a) _ es  un  arreglo  de  n  objetos  distintos  sin  importar  el  orden. 

10.  Cuando  se  asigna  la  misma  probabilidad  a  cada  resultado  de  un  espacio  muestral  se  dice  que  se  tienen  resiiltadov 


Repaso  del  capitulo  749 


En  los  prohlemas  del  9  al  16  escriba  los  primeros  cinco  terminos  de  ccida  sucesidii. 


9.  (-1)' 


11  +  3 
n +  2 


12. 


15.  ci\  —  2;  ^ 


10.  {(-l)"+'(2o  +  3)} 

13.  0|  =  3;  a„+i  =  ]a„ 

16.  0|  =  —3;  a„+\  =  4  +  a„ 
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14.  a;  =4;  (/„+, 


En  los  problemas  del  17  al  28  determine  si  la  sucesion  dada  es  ariimetica,  geoinetrica  o  de  ninguno  de  los 
dos  tipos.  Si  la  sucesion  es  ariimetica,  encuentre  la  diferencia  comiin  y  la  suma  de  los  primeros  n  terminos. 
Si  es  geoinetrica,  encuentre  la  razon  comun  y  la  suma  de  los  primeros  n  terminos. 


17.  {«  +  5) 

20.  {In-  -  1) 

23.  0,  4,  8,  12,  .  .  . 

26.  5,  — -  jy,  sp  ■  •  • 


18.  {4n  +  3} 

21.  |23"} 

24.  1,  -3,  -7,  -II,  .  . 


19. 

22.  i3-"} 


l(r  ■  •  • 
II 

1(1,  ■  .  . 


En  los  problemas  del  29  al  34  encuentre  el 
29.  Noveno  t6rmino  de  3,  7,  11,  15,  .  .  . 

31.  Undecimo  tdrmino  de  1,  .  .  . 

33.  Noveno  tdrmino  de  \  2,  2\/2,  3^  2,  .  .  . 


termino  indicado  de  cada  sucesion. 

.  30.  Octavo  termino  de  I,  —  1,  -3,  -5,  .  .  . 
32.  Undecimo  tSrniino  de  I,  2,  4.  8,  .  .  . 

34.  Noveno  termino  dc  \/2,  2,  2^'~,  .  .  . 


En  los  problemas  del  35  al  38  encuentre  una  formula  general  para  coda  sucesion  ariimetica. 

35.  El  sdptimo  termino  es  31,  el  vigesimo  es  96.  36.  El  octavo  termino  es  -20,  el 

decimoseptimo  es  -47. 

37.  El  ddcimo  termino  es  0,  el  decimoctavo  es  8.  38.  El  duoddeimo  tdrmino  es  30, 

el  vigesimo  segundo  es  50. 


En  los  problemas  del  39  al  44  encuentre  la  suma  de  cada  serie  geoinetrica  infinita. 


39.  3  +  1  + 

41.  2  -  1  +  ^  -  i  + 


40.  2  +  1  +  ^  +  ^  +  ■ 

42.  6  -  4  +  f  -  'I  + 


v'-'  !  I 

*  7 


44.  3 

k  1 


■4 


En  los  problemas  del  45  al  50,  utilice  el  principio  de  induccion  matemdtica  para  demostrar  que  el  enunciado 
dado  es  verdadero  para  todos  los  numeros  naturales. 


45. 

3  +  6  +  9  +  -- 

■  +  3n  =  ^{11  +  1 ) 

2 

46. 

2  +  6  + 

10  +  ■ 

1 

+ 

=  2/7- 

47. 

2  +  6+I8  +  -- 

■  +  2  •  3""'  =  3"  -  1 

00 

3  +  6  + 

12  +  • 

.  .  +  3  .  2«-i 

=  3(2"  - 

49. 

12  +  42  +  72+. 

‘  +  (3/7  —  2)-  =  777(6/7^  -  3/7  -  1) 

50.  l■3  +  2■4  +  3■5  +  ■■■  +  n(n  +  2)  =  -(«  +  \){2n  +  1) 

6 

En  los  problemas  del  51  al  54  desarrolle  cada  expresion  usando  el  teorema  del  binomio. 

51.  (X  +  2)5  52.  (x  -  3f  53.  (2x  +  3f  54.  (3x  -  4^ 


55.  Encuentre  el  coeficiente  de  x^  en  el  desarrollo  de 
(x  +  2f. 

56.  Encuentre  el  coeficiente  de  x^  en  el  desarrollo  de 
(X  -  3)8. 


57.  Encuentre  el  coeficiente  de  x’  en  el  desarrollo  de 
(2x  +  1)^. 

58.  Encuentre  el  coeficiente  de  .v'’  en  el  desarrollo  de 
(2x  +  1)8. 
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En  los  pmblemas  del  59  al  66,  utilice  U  =  conjunto  universal  =  { 1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9),  /4  =  { 1,  3,  3.  7}, 
B  =  (3,  5,  6,  7,  8)  y  C  =  (2,  3,  7,  8,  9)  para  encontrar  coda  conjunto. 

59.  A  [J  B  60.  B  U  C  61.  /I  n  C  62.  A  n  B 

63.  A'  U  B'  64.  B'  n  C  65.  (B  n  Q'  66.  (A  U  B)' 

67.  Si  n(A)  =  8,  «(B)  =  12  y  n{A  O  B)  =  3,  encuentre  n(A  U  B). 

68.  Si  n(A)  =  12,  n(A  U  B)  =  30,  y  n(A  O  B)  =  6,  encuentre  n(B). 

En  los  problemas  del  69  al  74  utilice  la  informacion  proporcionada  en  la  figura: 

69.  ^Cudntos  estSn  en  A? 

70.  4,CuSntos  estSn  en  A  o  en  B? 

71.  ^Cuantos  estSn  en  A  y  en  C? 

72.  ^Cutintos  no  estSn  en  B? 

73.  ^Cuantos  no  estan  en  A  ni  en  C? 

74.  ^Cuintos  estan  en  B  pero  no  en  C? 


75.  Un  almacen  de  ropa  vende  trajes  de  lana  pura  y  de  polidster  con  lana.  Cada  traje  viene  en  3  colorcs  y  10  tallas. 
^Cudntos  trajes  se  necesilan  para  tener  un  surtido  completo? 

76.  En  la  conexion  de  cierto  dispositive  electrico,  5  alambres  estin  conectados  a  5  terminates  diferentes.  ^Cuilntos  con- 
tactos  son  posibles  si  se  conecta  un  alambre  a  cada  terminal? 

77.  En  un  dfa  determinado,  la  Liga  Americana  de  bdisbol  programa  7  partidos,  ^CuSntos  resultados  diferentc\ 
son  posibles,  suponiendo  que  cada  partido  se  Juega  completo? 

78.  En  un  dfa  determinado,  la  Liga  Nacional  de  bdisbol  programa  6  juegos.  ^Cudntos  resultados  diferentes  suit 
posibles,  suponiendo  que  cada  partido  se  juega  completo? 

79.  Si  4  personas  suben  a  un  autobus  que  tiene  9  asientos  desocupados,  ^en  cu^ntas  formas  se  pueden  sentar? 

80.  ^Cuantos  arreglos  diferentes  son  posibles  con  las  letras  de  la  palabra  ROSE? 

81.  Un  equipo  de  4  corredores  de  relevos,  ^de  cudntas  maneras  puede  ser  seleccionado  de  un  equipo  de  8  corredorcs  de  pisia'.' 

82.  Una  profesora  tiene  10  problemas  semejantes  para  poner  en  un  examen  de  3  preguntas.  ^Cudntos  eximenes  dife¬ 
rentes  puede  disenar? 

83.  ^De  cuantas  maneras  diferentes  pueden  formarse  parejas  con  los  14  equipos  de  la  Liga  Americana,  sin  tomar 
en  cuenia  cudl  equipo  es  anfitridn? 

84.  Se  tienen  5  libros  diferentes  de  frances  y  5  libros  diferentes  de  espaiiol.  i.Cudn- 
tas  formas  hay  de  acomodarlos  en  un  estante  si: 

(a)  Los  libros  del  mismo  lenguaje  deben  ir  juntos,  frances  a  la  izquierda,  espanol  a  la  derecha? 

(b)  dLos  libros  de  francos  y  espanol  deben  altemarse,  empezando  con  un  libro  de  francos? 

85.  Usando  los  dfgitos  0,  1,  2,  .  .  ,  ,  9,  ^cuSntos  numeros  de  7  dfgitos  pueden  ser  formados  si  al 
primer  dfgito  no  puede  ser  0  ni  9,  y  si  el  ultimo  di'gito  es  mayor  o  igual  a  2  y  menor  o  igual  que  3?  Se  permite  repe- 
tir  los  dfgitos. 

86.  Un  contratista  consiruye  casas  con  5  tipos  diferentes  de  acabado  exterior,  3  tipos  de  tcclios 
y  4  disefios  distintos  de  ventanas.  ^Cuantos  estilos  diferentes  de  casa  puede  construir? 

87.  Una  placa  consta  de  una  letra,  exceptuando  O  e  I,  seguida  por  un  niimero  dc  4 
dfgitos  que  no  pueden  tener  al  0  en  la  primera  posicidn.  ^Cudntas  placas  son  posibles? 

88.  Si  se  usan  los  dfgitos  0  y  1,  ^cuSntos  numeros  diferentes  de  8  dfgitos  pueden  ser  creados? 

89.  ^Cudntas  palabras  diferentes  pueden  ser  creadas  usando  todas  las  letras  de  la 
palabra  MISSING? 

90.  ^Cudntos  arreglos  verticales  pueden  hacerse  con  10  banderas  si  4  son  blancas,  3  azules,  2 
Verdes  y  1  es  roja? 


U 

A 

B 

20 

2  5 

20 

1 

6 

0 

4 

C 
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91.  Un  grupo  de  9  personas  va  a  formar  comites  de  4,  3  y  2  personas.  ^Cudntos  comit^s  pueden 
formarse  si: 

(a)  Una  persona  puede  servir  en  cualquier  numero  de  comites? 

(b)  ^Ninguna  persona  puede  estar  en  ma.s  de  un  comite? 

92.  De  un  grupo  de  5  hombres  y  8  mujeres  se  formara  un  comile  de  4,  y  la  poli'tica  dicta  que 
al  menos  una  mujer  debe  estar  en  el  comite. 

(a)  ^Cuantos  comites  que  incluyan  a  un  hombre  pueden  fonnaj'se? 

(b)  ^Cuantos  comitds  que  incluyan  a  2  mujeres  pueden  formarse? 

(c)  ^Cuantos  comites  que  tengan  al  menos  a  un  hombre  pueden  formarse? 


93.  De  una  caja  con  tres  focos  de  40  wats,  seis  de  60  wats  y  once  de  75 
wats  se  saca  un  loco  al  azar.  ^Cual  es  la  probabilidad  de  que  se  saque 
un  foco  de  40  wats?  ^Cual  es  la  probabilidad  de  que  no  sea  de  75  wats? 


94.  En  su  bolsa  usted  tiene  cuatro  monedas  de  $1.00,  tres  de  $5.00  y  dos  de  $10.00.  Si  saca  una  moneda  al  azar,  ^cudl 
es  la  probabilidad  de  que  sea  una  de  $1.00? 

95.  Cada  una  de  las  letras  de  la  palabra  ROSE  es  escrita  en  una  tarjeta  y  luego  las  tarjetas  se  revuelven.  ^Cual  es  la  pro¬ 
babilidad  de  que,  cuando  las  tarjetas  scan  repartidas  y  siguiendo  el  orden  de  reparticion,  pueda  deletrearse  la  palabra 
ROSE? 

96.  Cada  uno  de  los  numeros,  1,  2,  .  .  .  ,  100  es  escrito  en  una  tarjeta  y  las  tarjetas  se  revuelven.  Si  se  selecciona  al  azar 
una  tarjeta,  ^.cual  es  la  probabilidad  de  que  el  numero  escrito  en  ella  sea  divisible  entre  5?  ^.Cual  es  la  probabilidad 
de  que  la  tarjeta  seleccionada  sea  un  uno  o  un  numero  primo? 

97.  A  causa  de  un  error  al  empacar,  una  caja  con  1 2  hotel  las  de  vino  tinto  contiene  5  Mer- 
lot  y  7  Cabernet,  sin  etiquetas.  Todas  las  botellas  se  ven  iguales  y  tienen  la  misma  probabilidad  de  ser  elegidas.  Se 
seleccionan  tres. 

(a)  ^Cual  es  la  probabilidad  de  que  las  3  sean  Merlot? 

(b)  ^Cudl  es  la  probabilidad  de  que  2  sean  Merlot? 

(c)  ^Cudl  es  la  probabilidad  de  que  ninguna  sea  Merlot? 

98.  Una  moneda  no  cargada  es  lanzada  10  veces. 

(a)  ^Cual  es  la  probabilidad  de  obtener  exactamente  5  dguilas? 

(b)  iCual  es  la  probabilidad  de  obtener  aguila  todas  las  veces? 

99.  Una  escalera  de  ladrillos  debe  tener  25  escalones.  El  escalbn  inferior 
requiere  de  80  ladrillos  y  cada  escalbn  sucesivo  requiere  tres  ladrillos  menos  que  el  precedente. 

(a)  ^Cudntos  ladrillos  se  necesitan  para  el  escaldn  superior? 

(b)  ^Cudntos  ladrillos  se  necesitan  para  construir  la  escalera? 

100.  Un  piso  de  mosuico  de  ceramica  esta  disenado  en  forma  de  trapecio,  con  30 

pies  de  ancho  en  la  base  y  15  pies  de  ancho  en  la  parte  superior.  Vease  la  figura  5.  Los  mosuicos,  de  12  por  12  pul- 
gadas,  serdn  colocados  de  modo  que  cada  fila  sucesiva  tenga  un  mosaico  menos  que  la  fila  anterior.  ^Cuantos  mo- 
saicos  se  necesitardn? 
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101.  ■/.  U  na  pelota  sc  deja  caer  desde  una  altura  de  20  pies.  Cada  vez  que  la  pelota  pega  contra  el  pise 
rebota  hasta  ;  de  la  altura  anterior. 

(a)  p,A  que  altura  rebota  la  pelota  despucs  de  golpear  el  piso  por  tercera  vez? 

(b)  ^.Cual  es  la  altura  despues  de  que  pcgti  en  cl  pIso  la  »-esima  vez? 

(c)  ^Cuantas  \  eccs  necesita  rebotar  la  pelota  antes  de  que  la  altura  del  rebole  sea  menor  de  6  pulgaclas  ? 

(d)  pCuril  es  la  distancia  total  que  recorre  la  pelota  ante.s  de  detenerse? 

102.  l(  '  (/(  .Su  amigii  aeaba  de  ser  contratada  con  un  salario  anual  de  .$20,000.00.  SI  ella  espera  rcclbii 

Lin  aiirnento  anual  del  4%.  ^cual  serS  su  salario  al  Inicio  del  quinto  afio? 

103.  En  un  taller  de  ajustc  y  reparaclon  de  frenos,  el  admlnlstrador  ha  encontrado  que  cierto  autonidvil  necesita  ajiistc  niti 
una  probabilidad  de  0.6,  una  reparacidn  de  frenos  con  probabilidad  de  0.1,  y  ambas  operaciones  con  una  probahili- 
dad  de  0.02. 

(a)  tCtidl  es  la  probabilidad  de  que  el  automovil  necesite  ajuste  o  reparacion  de  frenos? 

(b)  (.Cual  es  la  probabilidad  de  que  el  tiutomovil  necesite  un  ajuste  pero  no  reparacion  de  frenos? 

(c)  /C.Lial  es  la  probabilidad  de  que  el  automovil  no  necesite  ningun  tipo  de  trabajo? 


PREPARACION  PARA  ESTE  CAPITULO 


\ntes  de  iniciar  este  capUulo  repose  los  siguientes  conceptos: 


°ara  la  seccion  12.1;  Operaciones  de  renglon  en  matrices 

fp-  627) 

Para  (a  seccion  12.2;  Identidades  fp.  441) 

Factorizacion  de  polinomios  fapendice 
A,  p.  806) 

Funciones  racionales  propias  e 
impropias  (pp.  211,  212) 

Teorema  fundamental  del  algebra 
fp.  242;  tambien  p.  250) 

Para  la  seccion  12.3  y  12.4:  Coordenadas  rectangulares  fp.  53) 

Ley  de  los  cosenos  fseccion  8.2) 


12.1  Algebra  de  matrices 

12.2  Descomposicidn  en 
fracciones  parciales 

12.3  Vectores 

12.4  El  producto  punto 
Repaso  del  capitulo 


Panorama  Determinar  la  velocidad  y  direccidn  de  un  avion 

[In  avion  toeing  737  manliene  iina  velocidad  constante  de  500  millas  por 
horn  en  direccidn  sur.  La  velocidad  de  la  corriente  de  chorro  cs  de  80  millas 
iwr  liora  en  direccidn  noreste. 

hi)  Determinar  un  vector  unitario  con  direccidn  noreste. 
ib)  Determinar  un  vector  con  magnitud  de  80  unidades  en  la  misma 
direccidn  que  el  vector  unitario  de  la  parte  (a). 

Ic)  Determinar  la  velocidad  real  del  avion  rcspecto  del  such. 

[ejemplo  6  de  la  seccidn  12.3.] 

(li)  Determinar  la  direccidn  real  del  avion  respccto  del  suelo. 

[ejemplo  4  de  la  seccidn  12.4.]  ■ 


ste  caprtulo  contiene  tres  temas  indepen- 
dientes  entre  si  que  pueden  ser  cubiertos 
en  cualquier  orden. 

La  primera  seccion  considera  una  matriz  como 
un  concepto  algebraico,  presentando  las  ideas  de 
suma  y  multiplicacion  asf  como  algunas  propiedades 
del  algebra  de  matrices. 

La  segunda  seccion,  descomposicion  en 
fracciones  parciales,  proporciona  una  aplicacion 


particular  de  los  sistemas  de  ecuaciones.  Esta  apii- 
cacion  se  utiliza  en  el  estudio  del  calculo  integral. 

Por  ultimo,  las  dos  secciones  finales  presen- 
tan  una  introduccion  al  concepto  de  vector  y  algu- 
nas  de  sus  aplicaciones,  tema  de  gran  importancia 
en  ingeniena  y  fisica. 


Algebra  de 
matrices 


En  la  seccion  10.2  definimos  una  matriz  como  un  arreglo  de  numeros  reales  y  uti- 
lizamos  una  matriz  aumentada  para  representar  un  sistema  de  ecuaciones  lincales. 
Sin  embargo,  existe  una  rama  de  las  matematicas,  el  algebra  lineal,  que  considera 
a  las  matrices  desde  un  punto  de  vista  que  da  lugar  a  un  algebra  de  matrices.  En 
esta  seccidn  veremos  c6mo  se  desarrolla  el  algebra  de  matrices. 

Antes  de  comenzar,  recordemos  la  definicion  de  una  matriz. 


Matriz  Una  matriz  se  define  como  un  arreglo  rectangular  de  nunrreros: 

columna  j 


■^^11 

Cl  [2 

.  .  . 

■  ■  aj,, 

Cljl 

(122 

■  •  ay  ■ 

02,, 

«/l 

aa 

•  • 

.  .  Qin  renglon 

‘■linl 

a,„j 

■  •  affif,_ 

Cada  numero  aij  de  la  matriz  tiene  dos  indices:  el  indice  de  renglon  i  y  cl 
indice  de  columna  j.  La  matriz  anterior  tiene  m  renglones  y  n  columnas.  Los  m  ■  n 
numeros  a,y  son  las  entradas  de  la  matriz. 

Comencemos  con  un  ejemplo  que  muestra  la  forma  de  utilizar  las  matrices 
para  representar  de  manera  adecuada  un  arreglo  de  informacion. 


En  una  cncuesta  de  1000  personas  se  obtuvo  la  siguiente  informacion: 

200  hombres  Piensan  que  el  gasto  militar  es  muy  alio. 

150  hombres  Piensan  que  el  gasto  militar  es  muy  bajo. 

45  hombres  No  opinaron. 

315  mujeres  Piensan  que  el  gasto  militar  es  muy  alto, 

125  mujeres  Piensan  que  el  gasto  militar  es  muy  bajo. 

165  mujeres  No  opinaron. 

Podemos  arreglar  los  datos  anteriores  en  un  arreglo  rectangular  como  sigue: 


MUY  .\LTO  MUY  BAJO  SIN  OPINION 


Hombres 

Mujeres 


200 

315 


150 

125 


45 

165 
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0  como 

'200  150  45' 

.315  125  165. 

Esta  matriz  tiene  dos  renglones  (hombres  y  mujeres)  y  Ires  columnas  (“muy  alto”, 
“muy  bajo”  y  “sin  opinidn”). 

La  matriz  del  ejemplo  1  tiene  2  renglones  y  3  columnas.  En  general,  una  matriz 
con  m  renglones  y  n  columnas  es  una  matriz  de  m  por  n.  Asi,  la  matriz  del  ejem¬ 
plo  1  es  una  matriz  de  2  por  3.  Observe  que  una  matriz  de  m  por  n  tiene  m  ■  n 
entradas. 

Si  una  matriz  de  m  por  n  tiene  el  mismo  numero  de  renglones  que  de  colum¬ 
nas,  es  decir,  si  m  =  n,  entonces  es  una  matriz  cuadrada. 


0 

1 


(c) 


6 

4 
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^2 

3 

0 


4 

5 
1 


(b)  [1  0  3] 


Igualdad  y  suma  de  matrices 

Comenzamos  nuestro  andlisis  del  algebra  de  matrices  definiendo  lo  que  significa 
que  dos  matrices  scan  iguales  y  las  operaciones  de  suma  y  resta.  Es  importante  ob- 
servar  que  estas  definiciones  requieren  que  ambas  matrices  tengan  el  mismo  numero 
de  renglones  y  de  columnas  como  prerrequisito  para  la  igualdad,  la  suma  y  la  resta. 

Por  lo  general,  representaremos  las  matrices  con  letras  mayusculas  como  A, 
B,  C,  y  asi  sucesivamente. 


Matrices  iguales  Dos  matrices  Ay  Bde  m  por  n  son  iguales,  lo  cuol  se  denoto 

A  =  B 

siempre  y  cuondo  coda  entrodo  aij  en  A  iseo  iguol  o  lo  entrodo 
correspondiente  by  en  B. 


Por  ejemplo. 
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2  4 
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Siiluciiin 


Propiedad  conmutativa 


Si  cada  una  de  las  matrices  /\  y  6  es  de  m  por  n  (y,  por  lo  tanio,  cada  ima 
tiene  m  ■  n  entradas),  la  proposicion  A  =  B  representa  un  sistema  de  m  ■  ii  eciia- 
ciones.  Mds  adelante  haremos  uso  de  esle  hecho. 

Suponga  que  A  y  B  representan  dos  matrices  de  m  por  n.  Definimos  su  sunia 
A  +  B  como  la  matriz  de  m  por  n  formada  al  sumar  las  entradas  correspondicntcv 
cijj  de  A  y  b,j  de  B.  La  diferencia  A  —  S  es  la  matriz  de  m  por  n  formada  por  la  resia 
de  las  entradas  bij  de  B  de  las  entradas  correspondientes  aij  de  A.  La  sumu  y  resta  de 
matrices  solo  valen  para  matrices  con  el  mismo  numero  m  de  renglones  y  el  misnio 
numero  n  de  columnas.  Asi,  por  ejemplo,  no  se  puede  sumar  o  restar  una  matri/  de 
2  por  3  con  una  matriz  de  2  por  4. 

Siiiiiii  t  riMti  tic  nuitrn  i’s 
Sean 
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4 

8 
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y 
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Determinar: 

(a) 

A  +  B 

(b) 

A 

-  B 

(a)  A  +  B  = 

1 
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(b)  A  -  S  = 
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2  4  8 
0  1  2 


0-6 

5 

-6 


-3 
3 

4  - 
1  - 

0  8  -4 

-7  0  3 


■-3 

4 

0 

r 

_ 

6 

8 

2 

0. 

4 

O 

1 

CO 

-3  - 

r 

RfM.,,...  ..  .rriD 

8 

2-2 

3  - 

0 

.  •  nil- 

\cnluiu  loti.  Introduzca  las  matrices  A  y  B.  Despues  determine  A  +  B  y  A  -  fl.l 
■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Muchas  de  las  propiedades  algebraicas  de  la  suma  de  numeros  reales  tamhien 
son  validas  para  la  suma  de  matrices.  Suponga  que  A,  B  y  C  son  matrices  de  m  por 
n.  Entonces  la  suma  de  matrices  es  conmutativa.  Es  decir, 

A  +  B  =  B  +  A 


La  suma  de  matrices  tambidn  es  asociativa.  Es  decir. 


Propiedad  asociativa 


{A  +  B)  +  C  =  A  +  (B  +  Q 
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Aunque  no  demostraremos  estos  enunciados,  las  demostraciones,  como  lo  ilus- 
tran  los  siguientes  ejemplos,  se  basan  en  las  propiedades  de  conmutatividad  y  aso- 
ciatividad  para  los  numeros  reales. 


propiiuhnl  fonnunativd 
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Una  matriz  cuyas  entradas  son  todas  nulas  es  una  matriz  cero.  Cada  una  de 
las  siguienles  matrices  es  una  matriz  cero: 


"0 
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[0 
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o' 

.0 

oj 

0 

0 

0_ 

fO  0  0] 


Las  matrices  cero  tienen  propiedades  similares  a  las  del  numero  real  0.  Es  decir.  si 
A  es  una  matriz  m  por  n  y  0  una  matriz  m  por  n,  entonces 


A  +  0  =  A 


Pin  otras  palabras,  la  matriz  cero  es  la  identidad  aditiva  en  cl  algebra  de  matrices. 

Tambien  podemos  multiplicar  una  matriz  por  un  numero  real.  Si  k  es  un 
numero  real  y  A  una  matriz  de  m  por  n,  la  matriz  kA  es  la  matriz  de  m  por  n  for- 
mada  al  multiplicar  cada  una  de  las  entradas  de  A  por  k.  Al  numero  k  se  le  llama 
escalar  y  la  matriz  kA  es  un  multipio  escalar  de  A. 


E  .F  K  M  P  F.  ()  5 


(fpcnicidiu's  con  malri<  c.\ 

Sean 


A  = 

3 
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B  = 
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Determinar:  (a)  4A 

(b) 

'c 

(c) 
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(b)  7C  =  :tl 

(c)  3A  -  2S  =  3 
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24. 

Comentario.  La  mayor  parte  de  los  dispositivos  de  graficacidn  pueden  hacer  algebra  de  nia- 
irices.  De  hecho,  la  mayor  parte  de  las  calculadoras  grSficas  pueden  utilizar  matrices  husia 
de  9  por  9. 

Introduzca  las  matrices  A,  B,  y  C.  Despu6s  determine  4A.  sf,  \ 

3A  -  25. 

Ahora  resuelva  el  problema  5. 

Enlistaremos  ahora  algunas  propiedades  algebraicas  de  la  multiplicacion 
escalar. 

Sean  hy  k  numeros  reales  y  A  y  B  matrices  m  por  n.  Entonces 


Propiedades  de  la 
multiplicacion  por  un 
escalar 


k{kA)  =  {kK)A 
{k  +  h)A  =  kA  +  hA 
k(A  +  B)  =  kA  +  kB 


Las  demostraciones  de  estas  propiedades  se  basan  en  las  propiedades  de  kis 
numeros  reales.  Por  ejemplo,  si  A  y  S  son  matrices  de  2  por  2,  entonces 


k{A  +  B)  =  k 


I  rtll  0\2  Oil  0l2 

V„rt2l  rt22-  -^2 1  ^22- 

k(aii  +  bu)  k(an  +  bi2)' 

k(a2i  +  b2[)  k(a22  +  b22)_ 

ka^i  ka\2  kb\\  kbi2 

kci2 1  ka-22  -  -  kb2  \  kb22 


1  =  4"’ 

+  b\i 

0\2  +  b\2 

/  1^2 

+  621 

CI22  3“  ^22 

_  [  kau 

+  kbu 

kai2  +  kb[2~ 

kci2\ 

+  kb2\ 

ka22  +  kb22^ 

kbi2~\  _  ^  rtll  i3i2 


Cl2 1  Cl22 


b\[  b\2 

O21  ^22 


kA  kH 


Multiplicacion  de  matrices 

A  diferencia  de  la  definicidn  directa  para  la  suma  de  dos  matrices,  la  definicidn  para 
la  multiplicacidn  de  dos  matrices  no  es  lo  que  podriamos  esperar.  Como  preparadtin 
para  estudiarla  necesitamos  las  siguientes  definiciones: 

Un  vector  renglon  R  es  una  matriz  de  1  por  n: 


R  =  [rj  r2 


Un  vector  columna  C  es  una  matriz  de  n  por  1: 
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El  producto  RC  de  R  por  C  es 

el  numero 

Cl 

RC  =  [/'I  r2  ■  •  •  r„] 

€'2 

=  r,c,  +  rjCj  +  ■  ■  ■  +  r„c„ 

_  _ 

Observe  que  un  vector  renglbn  y  un  vector  columna  pueden  multiplicarse  solo 
si  tienen  el  mismo  numero  de  entradas. 


Si  /?  =  [3  -5  2]  y  C  = 


3 

4 
-5 


entonces 


RC  =  [3  -5  2] 


3' 

4 

-5 


=  3  •  3  +  (-5)4  +  2(-5) 


=  9  -  20  -  10  =  -2] 


Veamos  una  aplicacion  del  producto  de  un  vector  rengldn  por  un  vector 
columna. 


En  una  tienda  de  ropa  se  venden  camisas  a  $25.00,  corbatas  de  seda  a  $8.00  y  tra- 
jes  de  lana  a  $300.00.  El  mes  pasado  se  vendieron  100  camisas,  200  corbatas  y  50 
trajes.  ^Cudl  fue  la  ganancia  total  por  estas  ventas? 

Establecemos  un  vector  rengldn  R  para  representar  los  precios  de  cada  arti'culo  y  un 
vector  columna  C  para  el  numero  de  articulos  vendidos. 

Entonces 


/?  =  [  25  8  300  ] 


C  = 


100 

200 

50 


La  ganancia  obtenida  es  el  producto  RC.  Es  decir. 


RC  =  [25  8  300] 


100 

200 

50 


25-100  +  8  ■  200  +  .300  •  50  =  $19,100 
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Producto 


¥:  .1  K  M  P  I  ()  8 


NdIucioii 


La  definicion  para  la  multiplicacion  de  dos  matrices  se  basa  en  la  defiiiicidn 
de  un  vector  renglon  por  un  vector  columna. 

Sean  A  una  motriz  de  m  por  ry  B  una  nnatriz  de  r  por  n.  El 
producto  AB  es  lo  motriz  m  por  n  cuyo  entrodo  en  el  renglon 
/,  columna  j  es  el  producto  del  i-esimo  renglon  de  /A  y  lo  j-eslmo 
columna  de  B. 

La  definicion  del  producto  AB  de  dos  matrices  Ay  este  orden,  cxigc  qik' 
el  numero  de  columnas  de  A  sea  igual  al  niimero  de  renglones  de  6;  de  oira  fnniia. 
el  producto  no  esta  definido: 

m  por  r 


Un  ejemplo  ayudara  a  aclarar  la  definicion. 

MiillipHi  cn  tiiii  dr  inairii  >  v 

Determinar  el  producto  AB  si 


2 

5 

1 

4" 

"2 

4 

-r 

y  B  = 

4 

8 

0 

6 

_5 

8 

0. 

1 

-3 

-2 

- 1 

B 

r  por  n 

l-  -  ...  .  .  .  ... 

n',  :.|i„r  Ui 

- \li  -.  .  II!  !>(■:  II  - 


Primero  observemos  que  A  es  del  por  3  y  Z?  es  de  3  por  4,  de  modo  que  el  producUi 
AB  esta  definido  y  sera  una  matriz  de  2  por  4.  Si  queremos  determinar  la  enirada 
del  renglon  2,  columna  3  de  AB,  calculamos  el  producto  del  vector  renglon  2  ded 
y  el  vector  columna  de  la  columna  3  de  B: 


Rcns-'liin  2  Ul  t 

[5  8  0] 


-t  lie  li 

r 

0 


-2 


=  5 


+  8  ■  0  +  0(-2)  =  5 


Hasta  ahora,  tenemos 


C'dlurnna 


AB  = 


■  Rcniiliin  j 


Ahora,  para  determinar  la  entrada  del  renglon  1,  columna  4  de  AB,  calculamos  cl 
producto  del  renglon  1  de  A  y  la  columna  4  de  B. 


Rcii'jliin 

[2  4 


I’oUirnn.i  4  ilo  H 


Jc  \ 
-1] 


4 

6 

-1 


2  ■  4  +  4  •  6  +  (-1)(-1)  =  33 
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AB 


~2  4 
.5  8 


Continuamos  de  esta  forma  y  calculamos  AB: 
[25  1  4“ 

4  8  0  6 


Renglon  1  de  A 
por 

columna  1  de  B 


Renglon  1  de  A 
por 

columna  2  de  5 


Renglon  1  de  A 
por 

columna  3  de  6 


Renglon  1  de  A 
por 

columna  4  de  5 


Renglon  2  de  A 
por 

columna  1  de  B 


Rengldn  2  de  A 
por 

columna  2  de  B 


Renglon  2  de  A 
por 

columna  3  de  B 


Renglon  2  de  A 
por 

columna  4  de  B 


■2-2  +  4-4+(-l)(-3) 
_5-2  +  8-4  +  0(-3) 


2'5+4'8  +  (— 1  )1  2- 1 +4-0  +  (— 1 )(  — 2)  33  (calculado  ante.s) 
5-5  +  8-8+0-1  5  (calculado  antes)  5-4  +  8'6+0(— 1 )_ 


23  41  4  33' 

42  89  5  68  _ 


Vcrilhm  itii!  Introduzca  las  matrices  A  y  B.  Calcule  AB.  (Observe  lo  que  ocurre  si 
intenta  calcular  BA.)  ■ 


B  Ahora  resuelva  el  problema  17. 


Observe  que  para  las  matrices  del  ejemplo  8,  el  producto  BA  no  esta  definido, 
pues  B  es  de  3  por  4  y  A  es  de  2  por  3.  El  siguiente  ejemplo  muestra  otro  resul- 
tado  que  puede  ocurrir  al  multiplicar  dos  matrices. 


E  J  K  M  P  L  O  9  Mithiplu  iu  inn  tJe  inalrk  es 

Si 

_  1 

calcular;  (a)  AB  (b)  BA 


0 

1 

2 


.Solucion 


(a)  AB 


1  0 


"2 

1  3“ 

2 

1 

= 

'  13  1~ 

_1 

-1  o_ 

3 

2 

.-1  -1_ 

1  |HH 

p«)t 

I 

-  pi)r  ^ 

(b)  BA 


“1  0' 

2  1 

p  1  3- 

"2  1  3' 

5  1  6 

- 1 

(N 

_ 1 

o 

1 

8  1  9 
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Propiedad  asociativa 

Propiedad  distributiva 


En  el  ejemplo  9,  observe  que  AB  es  de  2  por  2  y  SA  es  de  3  por  3.  Asi. 
posible  que  AB  y  BA  esten  ambas  definidas,  pero  que  sean  distintas.  De  hedio, 
aunque  A  y  B  sean  matrices  de  n  por  n,  de  modo  que  AB  y  BA  estdn  definidas  y 
sean  de  n  por  n,  AB  y  BA  casi  siempre  serdn  distintas. 


Si 


‘l 

y  B  = 

■-3  r 

A  = 

Lo  4j 

1  2_ 

calcular: 
(a)  AB  = 


(a)  AB  (b)  BA 


-3 


2(-3)  +1-1  2 

0(-3)  +  4-1  0 


+  1-2 
+  4-2 


r-5  41 

CO 

1  ‘ 

4„ 

■(-3)2  +1-0  (-3)1  +  1  •  4" 

1-2  +  2-  0  1-1+2-4 


(b)  BA  = 


-3  1 

1  2 


-6  r 

2  9_ 


Los  ejemplos  anteriores  demuestran  que  una  propiedad  importante  de  los 
numeros  reales,  la  propiedad  conmutativa  de  la  multiplicacidn,  no  es  compartida 
por  las  matrices.  Asf,  en  general: 

La  multiplicacidn  de  matrices  no  es  conmutativa. 

Ahora  resuelva  los  problemas  7  y  9. 

A  continuacidn  daremos  dos  propiedades  de  los  numeros  reales  que  son  coni- 
partidas  por  las  matrices.  Si  cada  producto  y  cada  suma  estdn  defmidos,  entonees 

A(BQ  =  (AB)C 


A{B  +  Q=AB  +  AC 


La  matriz  identidad 

Para  una  matriz  cuadrada  de  n  por  n,  las  entradas  en  el  rengldn  i,  columna  i.  1 
i  s  n,  son  las  entradas  de  la  diagonal.  Una  matriz  cuadrada  de  n  por  n  cuyas  en¬ 
tradas  de  la  diagonal  son  unos,  mientras  que  las  demds  son  ceros,  es  la  matriz 
identidad  I„.  Por  ejemplo. 


h  — 

1 

o' 

h  = 

1 

o  — 

>—  o 

o  o 

.0 

ij 

_0  0  1 

etcetera. 
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F  I  F.  \\  I*  [. 


Calcular; 


(a)  Ah  = 


(b)  I2A  = 


y  fi  =  4 


(a)  A/3  (b)  I2A  (c)  BI2 


1  0  0 


0  10  = 
0  0  1 


(c)  fi/2  =  4 


=  4  6  \  =  B 


El  ejemplo  11  muestra  la  siguiente  propiedad:  si  A  es  una  matriz  de  m  por  n. 


entonces 


Propiedad  de  la  identidad 


l,rA  =  A  y  AI„=A 


Si  A  es  una  matriz  cuadrada  de  n  por  n,  entonces  A/„  =  =  A.  Asi,  una  matriz 

identidad  tiene  propiedades  analogas  a  las  del  numero  1.  En  otras  palabras,  la  ma¬ 
triz  identidad  es  un  neutro  multiplicative  en  el  Algebra  de  matrices. 

La  inversa  de  una  matriz 


Matriz  inversa  Sea  A  una  nnatriz  cuadrada  de  n  por  n.  Si  existe  una  matriz  A  \ 
de  n  por  n  (se  lee  "A  inversa")  para  la  cual 

AA-‘  =  A"'A  =  I„ 

entonces  A~^  es  la  inversa  de  la  matriz  A. 

Como  veremos  en  breve,  no  toda  matriz  cuadrada  tiene  una  inversa.  Cuando 
una  matriz  A  tiene  una  inversa  A“',  entonces  A  es  no  singular. 


F  ,(  Iv  M  E  I  O 


Mostrar  que  la  inversa  de 


1  -1 
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•SDliicion 


Debemos  mostrar  que  A4  '  =  A  =  Ij. 


AA“'  = 

“3  1  ■ 

■  1  -r 

‘3  •  1  +  l(-2) 

3(-l)  -b  1  •  3 

.2  1„ 

_-2  3J 

_2  •  1  +  l(-2) 

2(-l)  +1-3 

Lo  ij 


A  = 

■  1  -r 

■3  r 

■  3-2  1  - r 

'1  o' 

.-2  3_ 

_2  1_ 

-6  +  6  -2  +  3_ 

.0  1. 

Ahora  mostraremos  una  forma  de  calcular  la  inversa  de 


Sea  A  '  dada  por 


(li 


donde  x,  y,  z,  y  w  son  cuatro  variables.  Con  base  en  la  definicion  de  inversa.  en- 
tonces,  si  A  realmente  tiene  inversa,  tenemos 

AA-'  =  h 


'3  r 

_ 

'1 

o' 

.2  i_ 

_  z  w_ 

.0 

L 

■3,v  +  z 

33'  +  w 

■  1 

O' 

_2x  +  z 

2y  + 

_0 

L 

Como  las  entradas  correspondientes  deben  ser  iguales,  entonces  esta  ecuaciun  iiia- 
tricial  es  equivalente  a  cuatro  ecuaciones  normales: 

[3x  +  z  =  I  ^3y  +  w  =  0 

[  Zv  +  z  =  0  \2y  +  w  =  \ 

La  matriz  aumentada  de  cada  sistema  es 


‘3  1 

r 

■3  1 

O' 

_2  1 

0_ 

.2  1 

1  _ 

El  procedimiento  usual  sen'a  transformar  cada  matriz  aumentada  a  su  forma  cscalo- 
nada  reducida.  Sin  embargo,  conviene  observar  que  los  lados  izquierdos  de  las  ma¬ 
trices  aumentadas  son  iguales,  de  modo  que  podemos  utilizar  las  mismas  operaeiones 
de  renglon  {vease  la  seccion  10.2)  para  reducir  cada  una.  Asi,  es  mds  eficiente  com- 
binar  las  dos  matrices  aumentadas  (2)  en  una  sola,  como  se  muestra  a  continuaeidn, 
que  despues  transforrnamos  a  su  forma  escalonada  reducida: 


'3  1 

0 

_2  1 

0  1 J 

Ahora  intentaremos  reducir  el  lado  izquierdo  a  una  matriz  identidad: 
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Procedimiento  para 
calcular  la  inversa  de 
una  matriz  no  singular 


.I  I.  M  IM.  (>  I  3 


3 

2 


I  ~r 
0  I  _ 


H 


(3) 


La  matriz  (3)  tiene  forma  escalonada  reducida.  Ahora  invertimos  el  paso  anterior 
de  combinar  las  dos  matrices  aumentadas  en  (2)  y  escribimos  la  matriz  (3)  como 
dos  matrices  aumentadas: 


I  0 
0  I 


Con  estas  matrices,  concluimos  que  a-  =  1,  z  =  “2  y  y  =  - 1,  w  =  3.  A1  sustituir 
estos  valores  en  la  matriz  (1),  tenemos  que 


A-' 


1 

3 


En  la  matriz  (3),  observe  que  la  matriz  de  2  por  2  a  la  derecha  de  la  barra  ver¬ 
tical  es,  de  hecho,  la  inversa  de  A.  Observe  tambien  que  la  matriz  identidad  /2  es  la 
matriz  que  aparece  a  la  izquierda  de  la  barra  vertical.  Estas  observaciones  y  los  pro- 
cedimientos  que  hemos  seguido  son  v^lidos  en  general. 


Para  determinar  la  inversa  de  una  matriz  de  n  por  n  no  singular  A,  procedemos  como 
sigue: 

l’\.S(i  I  Formamos  la  matriz  [A|/„]. 

I’\S()  ’  Transformamos  la  matriz  [Aj/,,]  a  su  forma  escalonada  reducida. 

P\S.'  ,t:  La  forma  escalonada  reducida  de  [A|/„]  contendra  la  matriz  identidad  /„  a  la 
izquierda  de  la  barra  vertical;  la  matriz  de  n  por  n  a  la  dereclia  de  la  bana  verti¬ 
cal  es  la  inversa  de  A. 


En  otras  palabras,  si  A  es  no  singular,  comenzamos  con  la  matriz  [A|/„|  y, 
despues  de  transformarla  a  su  forma  escalonada  reducida,  terminamos  con  la  ma¬ 
triz  [/„|A“'], 

Veamos  otro  ejemplo. 


La  matriz 

A  = 

es  no  singular.  Calcular  su  inversa. 
Primero  formamos  la  matriz 


[3|/ri  = 


-1 

0 


1  1 

0 

1 

0 

0" 

-1  3 

4 

0 

1 

0 

o 

_ 1 

3 

0 

0 

1 
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A  continuaci6n,  utilizamos  las  operaciones  de  rengidn  para  transformar  [AI/3]  en  sii 
forma  escalonada  reducida: 


1 

0 

1 

0 

0" 

1 

0 

1 

0 

O' 

"  ( 

1  0 

1 

0 

o' 

-1  3 

4 

0 

1 

0 

4 

4 

1 

1 

0 

1 

1 

4 

1 

4 

0 

0  4 

3 

0 

0 

1_ 

4 

3 

0 

0 

1 

4  3 

0 

0 

1 

-1 

4  4  0 

-1 

4-  -4-  01 

1 

4  4  0 

1 

1  1  n 

44^' 

-1 

-1  -1  1_ 

!  ' 

1  1  -1 

-  - 

7 

4 

3 

4 

-r 

3 

3 

1 

4 

4 

1 

1 

-1 

La  matriz  [AI/3]  tiene  ahora  su  forma  escalonada  reducida,  y  la  matriz  identidad  h 
estd  a  la  izquierda  de  la  barra  vertical.  For  lo  tanto,  la  inversa  de  A  es 


P  7 

4 

3 

4 

-r 

A->  = 

3 

4 

3 

4 

] 

1 

1 

-1 

Listed  puede  (y  debe)  verificar  que  esta  es  la  inversa  correcta,  demostrando 
que  AA~'  =  A  U  =  Ij. 


Introduzca  la  matriz  A.  Calcule  despuds  A  Luego  determine  el  pro- 

ducto  AA“ 

Ahora  resuelva  el  problema  23. 

Si  la  transformacion  de  la  matriz  [A|/„]  a  su  forma  escalonada  reducida  no  pro¬ 
duce  una  matriz  identidad  /„  a  la  izquierda  de  la  barra  vertical,  entonces  A  no  tiene 
inversa.  El  siguiente  ejemplo  muestra  una  matriz  de  este  tipo. 


Mostrar  que  la  siguiente  matriz  no  tiene  inversa. 


6 

3 


Procedemos  como  en  el  ejemplo  13  y  formamos  la  matriz 

■4  6  1  O' 

_2  3  0  1. 


Despues  utilizamos  operaciones  de  rengldn  para  transformar  [A  |  I2]  a  su  forma 

escalonada  reducida: 
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La  matriz  [A\l2\  ya  esta  suficientemente  reducida  como  para  ver  que  la  matriz  iden- 
tidad  no  puede  aparecer  a  la  izquierda  de  la  banra  vertical.  Concluimos  que  A  no 
tiene  inversa. 


/  ■/.,  i,';  .  Introduzca  la  matriz  A  e  intente  calcular  la  inversa.  ^Que  ocurre?  ■ 


■  Ahora  resuelva  el  problema  51. 

Resolucion  de  sistemas  de  ecuaciones 

Podemos  utilizar  las  matrices  inversas  para  resolver  sistemas  de  ecuaciones  donde 
el  numero  de  ecuaciones  es  igual  al  de  variables. 


i  'V.  .  ;  ; 

Resolver  el  sistema  de  ecuaciones: 


'I' I  :  '/;■  ‘  l  imt 

X  +  y  =  3 

-X  +  3y  +  4z=  -3 
4y  +  3z  =  2 


Sean 


A  = 

1  1  0| 
-1  3  4 

,  a:  = 

X 

y 

II 

3" 

-3 

0  4  3, 

7 

2_ 

entonces  podemos  escribir  el  sistema  original  de  manera  compacta  como  la  ecuacion 
matricial 


AX  =  B  (4) 

Por  el  ejemplo  13,  sabemos  que  la  matriz  A  tiene  la  inversa  /I  de  modo  que  mul- 
tiplicamos  cada  lado  de  la  ecuacion  (4)  por 


\  \  /( 


A-'(AX)  =  A-'B 
{A~^A)X  =  A~^B  iv-:.:- 
hX  =  A-^B  (  ■  . 

\  \  - 


X 


Ahora  utilizamos  esto  para  calcular  X  = 


y 


z 


.1 


a; 

r  7 

4 

1  -1' 

3' 

r 

X  = 

y 

II 

1 

Co 

■  II 

3 

4 

-1  1 

-3 

= 

2 

.Zi 

1 

1  -i_ 

.  2j 

_-2_ 

Asf,  x=l,y  =  2,  z=— 2.  ■ 

El  metodo  utilizado  en  el  ejemplo  15  para  resolver  un  sistema  de  ecuaciones 
es  de  particular  utilidad  cuando  hay  que  resolver  varios  sistemas  de  ecuaciones  con 
diversas  constantes  a  la  derecha  del  signo  de  igualdad,  mientras  que  los  coeficientes 
de  las  variables  de  la  izquierda  siguen  siendo  los  mismos.  Veanse  los  problemas  del 
31  al  50  para  una  ilustracidn  de  esto. 
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I)  vi'i !  ui.'iTi  iKH'ii  ■  Las  matrices  fueron  inventadas  en  1857  por  Arthur  Cayley  (1821-1895),  como 
una  forma  para  calcular  de  manera  eficiente  el  resultado  de  sustituir  un  sistciiia  li¬ 
neal  en  otro  (vease  el  problema  histdrico  2).  El  sistema  resultante  trajo  consign  una 
riqueza  increfble,  en  el  sentido  de  que  las  matrices  podrian  utilizarse  en  una  amplia 
gama  de  sistemas  matemSticos.  Cayley  y  su  amigo  J.  J.  Sylvester  (1814-1897),  ouu- 
paron  gran  parte  del  resto  de  su  vida  elaborando  la  teoria.  Despues  pasaron  la  cstalcta 
a  G.  Frobenius  (1848-1917),  cuyas  profundas  investigaciones  establecieron  un  pa- 
pel  central  para  las  matrices  en  las  matemdticas  modernas.  En  1924,  con  gran  snr- 
presa  de  los  fisicos,  se  establecio  que  las  matrices  (con  ntimeros  complejos)  eran  la 
herramienta  correcta  para  describir  el  comportamiento  de  los  sistemas  atdmicos.  bn 
la  actualidad,  las  matrices  tienen  una  amplia  variedad  de  aplicaciones.  I 


J  ’!<(  'III,!-;.''  A.s  . ii-AroKii’c 


■  I.  Matrices  v  niimeros  complejos.  En  sus  investigaciones,  Frobenius  enfalizb  la  forma 
en  que  podrian  utilizarse  las  matrices  para  imitar  olros  sistemas  maiem^ticos.  En  eslc' 
ejercicio  imitaremos  el  comportamiento  de  los  niimeros  complejos  mediante  matricts, 
Los  matem^ticos  llaman  a  esta  relacidn  isomorfismo. 


Nim  -  .,1  • -ipi.  1..,  \l.ilri,' 


a  +  hi 


b 


a 


Observe  que  el  niimero  complejo  se  puede  leer  en  la  h'nea  superior  de  la  nialri/.  Asi. 


^  2 

3  ■ 

y 

■  4 

—  2" 

-3 

2 

2 

4 

(a)  Encuentre  las  matrices  con'espondientes  a  2  —  5;  y  I  +  31. 

(b)  Multiplique  las  dos  matrices. 

(c)  Determine  el  niimcro  complejo  correspondiente  a  la  matriz  encontrada  cn  la  parte  (hi. 

(d)  Multiplique  2  —  5/  por  I  -h  31.  El  resultado  debe  ser  igual  al  determiiiadn  en  la 
parte  (c). 

El  proceso  tambien  funciona  para  la  suma  y  la  resta.  Intdntelo. 

2.  Definiciun  de  Cayley  para  la  multiplicacion  inalricial.  Cayley  invento  la  inultipli 
cacion  matricial  para  simplificar  el  siguiente  problema: 


'  u  =  ar  +  bs  f  ~ 

V  =  cr  +  ds  1  .V  =  mu  +  nv 

(a)  Determine  x  y  y  en  terminos  de  r  y  5  sustituyendo  uy  v  del  primer  sistema  de  eeua- 
ciones  en  el  segundo  sistema. 

(b)  Utilice  el  resultado  de  la  parte  (a)  para  determinar  la  matriz  A  de  2  por  2  en 

1  =  /tl" 

,y  J  i 


(c)  Ahora  observe  la  siguiente  manera  de  hacerlo:  escriba  las  ecuaciones  en  forma 
matricial 


u 

a 

b  ■ 

r 

X 

■  k 

1  " 

u 

.'■’J 

c 

d 

s 

y 

m 

n 

V 

De  modo  que 


X 

~  k 

1  " 

^  a 

b  ' 

r 

_y  ^ 

m 

n 

c 

d 

s 

/.Puede  anrerlar  la  forma  en  que  Cayley  definid  la  multiplicacidn  matricial? 
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sf.' '  ■■ 

Ejercicio  12.1 


En  los  problemas  del  I  al  16  utilice  las  siguientes  matrices  para  calcular  la  expresion  dada. 


0  — 

II 

3  -5^ 

2  6_ 

"  ' 

L-2  3 

O' 

-2. 

C  = 

4 

6 

_-2 

r 

2 

3_ 

1. 

A  +  B 

2. 

A  -  B 

3. 

4A 

4.  -3B 

5. 

3/1  -  2B 

6. 

2A  +  AB 

7. 

AC 

8.  BC 

9. 

CA 

10. 

CB 

11. 

C(A  +  B) 

12.  {A  +  B)C 

13. 

AC  -  3/2 

14. 

CA  +  5/3 

15. 

CA  -  CB 

16.  AC  +  BC 

En  los  problemas  del  17  al  20  calcule  cada  producto. 


17. 

"2 

- 

■2' 

2 

1 

4 

6‘ 

1 

18. 

'4  1  ' 

6 

e 

) 

1 

O' 

.  1 

0_ 

-■ 

3  - 

1 

3 

2J 

.2  1  . 

- 

2 

) 

4 

-1 . 

■  1 

0 

1 

- 

'1 

3“ 

4  - 

A. 

3' 

'2 

6' 

19. 

2 

4 

1 

6 

2 

20. 

0 

1 

2 

1 

-1 

_3 

6 

1 

_8 

-1_ 

_-l 

0 

1_ 

,0 

2_ 

En  los  problemas  del  21  al  30  cada  matriz  es  no  singular.  Determine  la  inversa  de  cada  matriz  y  asegurese 
de  verificar  su  respuesta. 


'2  r 

22. 

3 

-r 

23. 

'6 

5' 

24. 

'  ~4 

1 ' 

.  1  1  _ 

.  -2 

1 . 

.2 

2. 

6 

-2. 

1 

-1  r 

1 

0 

2' 

2  r 

,  a  ^  0 

26. 

'  b 

3 

,  bi-Q 

27. 

0 

-2  1 

28. 

-1 

2 

3 

.a  a. 

h 

2. 

-2 

0 

1 

1 

-1 

0. 

'1  1  r 

'3  3  1 ' 

3  2-1 

30. 

1  2  1 

.3  1  2_ 

.2  -1  1. 

En  los  problemas  del  31  al  50,  utilice  las  inversas  de  los  problemas  del  21  al  30  para  resolver  cada  sistema 
de  ecuaciones. 


31.  . 

[  2jr  +  y  =  8 

32.  . 

!  3x  -  y  = 

=  8 

33. 

f  2x  +  y  ^ 
1 

=  0 

I  jr  +  y  =  5 

L  -2x  +  y  = 

=  4 

L  X  +  y  = 

=  5 

34.  , 

1 

11 

35.  . 

[  6x  +  5y  = 

7 

36. 

[  -4x  + 

y 

L  -2x  +  y  -  5 

1 2x  +  2y  = 

2 

[  6x  - 

2y  ^ 

37.  . 

\6x  +  5y  =  13 

38.  . 

\ -Ax  +  y 

=  5 

39.  ^ 

[2x  +  y 

[2jc  +  2y=  5 

[  6x  -  2y 

=  -9 

[ox  +  ay 

=  ■ 

40.  . 

[  bx  +  3y  =  2b 

^  bi-Q 

41.  1 

[2v+  y  = 

7/a 

a  0 

42.  1 

\  bx  +  3y 

=  : 

[  bx  +  2y  =  2b 

+  2 

[ax  +  fly  = 

5 

[bx  +  2y 

=  ' 

f  X  -  y  +  z  = 

0 

[  X  +  2z  = 

6 

[x-y  + 

C 

43.  ■ 

II 

+ 

1 

-1 

44.  < 

-X  +  2y  -f 

-  3c  - 

-5 

45.  ■ 

-2y  + 

z 

1 

II 

-5 

[  X- 

■  V 

6 

[  -2x  - 

3y 

a  ^  0 

hi- 6 
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46. 


49. 


X  +  2z  =  2 

—X  +  2y  +  3z  =  — I 
X  ~  y  =  2 

X  +  y  +  z  =  2 
3x  +  2y-  z=] 
3;f+  y  +  2z='^ 


47. 


50. 


X  +  y  +  z  =  9 
3x  +  2y  -  z  =  S 
3x  +  y  +  2z  =  I 
3x  +  3y  +  z  =  I 
x  +  2y  +  z  =  0 
2x-  }>  +  4  =  4 


48. 


'3a  +  3>>  +  z  =  8 
•  A  +  2>'  +  z  =  5 
2a  -  ^  +  z  ~  4 


En  los  problemas  del  51  al  56  muestre  que  cada  matriz  no  tiene  inversa. 

15  3" 

10  2 


"  -3 

1 

-T 

■  -3 

0“ 

54. 

55. 

1 

-4 

-7 

56. 

4 

0 

1 

2 

5 

51. 


52. 


53. 


”3 


1 


1 


En  los  problemas  del  57  al  60  determine  la  inversa  (si  existe)  de  cada  matriz. 


25 

61 

-12 

18 

-2 

4 

8 

35 

21 

44 

21 

18 

-2 

10 

15 

21 

12 

-12 

-8 

-16 

4 

18 

-3 

4 

6 

-20 

14 

10 

25 

-15 

16 

22 

-3 

21 

-  17 

4 

2 

8 

27 

5 

15 

-3 

5 

8 

20 

-10 


En  los  problemas  del  61  al  64  utilice  la  idea  subyacente  en  el  ejemplo  15  para  resolver  los  sistemas  dc 
ecuaciones. 


■25a 

61y  — 

12z  = 

10 

'25a 

+ 

61y  — 

12z  = 

5 

18a  - 

I2y  + 

7z  = 

-9 

18a 

- 

12y  + 

7z  = 

-3 

3a  + 

4y- 

z  = 

12 

3a 

+ 

4y- 

z  = 

12 

'25a  + 

61y  - 

12z  = 

21 

r25A 

+ 

61  y  - 

I2z  = 

25 

18a  - 

12y  + 

7z  = 

7 

18a 

- 

12y  + 

7z  = 

10 

3a  + 

4y  - 

z  = 

-2 

3j: 

+ 

4y- 

z  = 

-4 

65.  La  compafiia  de  acero  Acme  produce  recipiences  de  acero  inoxidable  y  de 
aluminio.  Cierto  di'a  se  fabricaron  los  siguientes  recipiences  de  acero  inoxidable:  500  con  capacidad  de  10  galones. 
350  con  capacidad  de  5  galones  y  400  con  capacidad  de  un  galon.  El  mismo  di'a  se  produjeron  los  siguienles  reci¬ 
piences  de  aluminio:  700  con  capacidad  de  10  galones,  500  con  capacidad  de  5  galones  y  850  con  capacidad  de  un 
galdn. 

(a)  Deceimine  una  malriz  de  2  por  3  que  represenle  los  dacos  anceriores.  Decermine  tambidn  una  malriz  de  3  por  1 
para  los  mismos  daCos. 

(b)  Si  la  canCidad  de  maCerial  ucilizado  en  los  recipiences  de  10  galones  son  15  libras,  la  cancidad  ucilizada  en  los  re¬ 
cipiences  de  5  galones  es  de  8  libras  y  la  cancidad  ucilizada  en  los  recipiences  de  un  galdn  son  3  libras,  determine 
una  macriz  de  3  por  1  que  represente  la  cancidad  de  maCerial. 

(c)  Mulciplique  la  matriz  de  2  por  3  de  la  parte  (a)  y  la  matriz  de  3  por  I  de  la  parte  (b)  para  obtener  una  matriz  de 
2  por  1  que  represente  el  uso  diario  de  material. 

(d)  Si  el  acero  inoxidable  cuesta  a  Acme  $0.10  por  libra  y  el  aluminio  le  cuesta  $0.05  la  libra,  determine  una  ma¬ 
triz  de  1  por  2  que  represente  el  costo. 

(e)  Mulciplique  las  matrices  de  las  partes  (c)  y  (d)  para  determinar  el  costo  total  de  produccidn  de  ese  di'a. 

66.  A  Un  vendedor  de  autos  tiene  dos  agendas,  una  en  el  centro  de  la  Ciudad  y  otra  en  los  subur- 
bios.  En  enero,  la  agenda  del  centro  vendid  400  coches  compactos,  250  de  tamano  intermedio  y  50  camionetas;  en 
febrero,  vendid  350  compactos,  1 00  intermedios  y  30  camionetas.  En  la  agenda  de  los  suburbios,  en  enero  se  vendieron 
450  compactos,  200  intermedios  y  140  camionetas;  en  febrero  se  vendieron  350  compactos,  300  intermedios  y  10(1 
camionetas. 
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(a)  Determine  matrices  de  2  por  3  que  resuman  los  dates  de  venta  para  cada  agencia,  para  enero  y  febrero  (una  ma¬ 
trix  para  cada  mes). 

(b)  Utilice  la  suma  de  matrices  para  obtener  las  ventas  totales  para  el  periodo  de  dos  meses. 

(c)  La  ganancia  unitaria  por  tipo  de  auto  es:  $  1 00.00  para  los  compactos,  $  1 50.00  los  de  tarnano  inteimedio  y  $200.00 
por  camioneta.  Determine  una  matrix  de  3  por  I  que  represente  esta  ganancia. 

(d)  Multiplique  las  matrices  de  las  partes  (b)  y  (c)  para  obtener  una  matrix  de  2  por  I  que  muestre  la  ganancia  en 
cada  agencia. 

67.  Considere  la  matrix  cuadrada  de  2  por  2 

<  fa  b 

A  = 

_c  d  _ 


Si  D  =  ad  -  be  0,  muestre  que  A  es  no  singular  y  que 


Plantee  una  situacion  diferente  a  cualquiera  de  las  que  aparecen  en  el  texto  y  que  se  pueda  representar  mediante  una 
matrix. 


Considere  el  problema  de  sumar  las  dos  fracciones 

3  2 

X  +  4  ^  X  —  3 

El  resultado  es 

3  2  _  3(x  -  3)  +  2{x  +  4)  _  5jr  -  I 

x  +  4  x-3~  (x  +  4)(x-3)  ~'x'^  +  x-\2 

El  procedimiento  inverse,  comenzar  con  la  expresidn  racional  (5x  —  l)/(x^  +  x  —  12) 
y  escribirla  como  la  suma  (o  resta)  de  dos  fracciones  mas  sencillas  3/(x  +  4)  y 
2/{x  —  3)  se  conoce  como  descomposicion  en  fracciones  parciales,  y  las  dos  frac¬ 
ciones  mas  sencillas  son  las  fracciones  parciales.  La  descomposicion  de  una  ex- 
presion  racional  en  una  suma  de  fracciones  parciales  es  importante  para  resolver 
ciertos  tipos  de  problemas  de  cdiculo.  Esta  seccion  presenta  una  manera  sistemdtica 
de  descomponer  expresiones  racionales. 

Recordemos  que  una  expresion  racional  es  el  cociente  de  dos  polinomios,  di- 
gamos,  E  y  <2  ^  0,  que  no  tienen  factores  en  comun.  Una  expresion  racional  PIQ 
es  propia  si  el  grado  del  polinomio  en  el  numerador  es  menor  que  el  grado  del  poli- 
nomio  en  el  denominador.  De  otro  modo,  la  expresidn  racional  es  impropia. 

Como  una  expresion  racional  impropia  se  puede  reducir  (mediante  una  di¬ 
vision)  a  una  forma  mixta  que  consta  de  la  suma  de  un  polinomio  y  una  expresion 
racional  propia,  restringiremos  el  siguiente  analisis  a  las  expresiones  racionales 
propias. 

La  descomposicidn  en  fracciones  parciales  de  la  expresidn  racional  PIQ  de- 
pende  de  los  factores  del  denominador  Q.  Recuerde  (seccidn  3.5)  que  cualquier  poli¬ 
nomio  cuyos  coeficientes  sean  numeros  reales  puede  factorizarse  (en  los  numeros 
reales)  en  productos  de  factores  lineales  o  de  factores  cuadraticos  irreducibles.  Asi, 
el  denominador  Q  de  la  expresidn  racional  PIQ  sdlo  contendrd  factores  de  uno  o 
ambos  de  los  tipos  siguientes: 

1 .  Factores  lineales  de  la  forma  x  ~  a,  donde  a  es  un  numero  real. 

2.  Factores  cuadrdticos  irreducibles  de  la  forma  ax-  +  bx  +  c,  donde  a,  b  y  c  son  numeros 
reales,  a  0  y  b^  —  4ac  <  0  (lo  cual  garantiza  que  ax^  +  bx  +  c  no  puede  ser  escrito 
como  el  producto  de  dos  factores  lineales  con  coeficientes  reales). 


Descomposicion 
en  fracciones 
parciales 


772  Capitulo  12  Temas  diversos 


Debemos  analizar  cuatro  casos.  Comenzamos  con  el  caso  donde  Q  s6lo  ticnc 
factores  lineales  no  repetidos, 

t'ASO  I:  Q  s6lo  liene  factores  lineales  no  repetidos. 

Con  esta  hipdtesis  sobre  Q,  este  polinomio  tiene  la  forma 


Q{x)  =  (x  -  at)(x  -  ai)  ■  ...  ■  (x  -  a„) 

donde  ninguno  de  los  numero.s  a\,  a2,  ■  ■  ■  ,  a„  son  iguales.  En  este  caso,  la  descom- 
posicion  en  fracciones  parciales  de  PIQ  es  de  la  forma 


Q(x)  X  —  a\  X  —  aj  x  —  an 


(I) 


donde  hay  que  determinar  los  niimeros  Ai,  Ao,  .  .  .  ,  A,,- 

En  el  siguiente  ejemplo  mostraremos  como  determinar  estos  numeros. 


F  J  E  M  P  I  O 


f  linmlcs  lit.  n-i-i'litlo- 


Escribir  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  de  — ^ ^ - -. 

x"^  —  5x  +  6 


.Sttlucii’tll  Primero  factorizamos  el  denominador, 

x^  —  5x  +  6  =  (x  —  2)(x  —  3) 


y  concluimos  que  el  denominador  s61o  tiene  factores  lineales  no  repetidos.  Despucs 
descomponemos  las  expresiones  racionales  segtln  la  ecuacidn  (1): 

^ ^  (2l 

x^  —  5x  -h  6  X  —  2  X  —  3 

donde  hay  que  determinar  A  y  B.  Para  esto,  eliminamos  las  fracciones  multiplicando 
cada  lado  por  (x  —  2)(x  —  3)  =  x~  —  5x  +  6.  El  resultado  es 

X  =  A(jt:  —  3)  +  B(x  —  2)  (3 1 


o 


x  =  (A  -t-  B)x  +  (-3A  -  2B) 

Esta  ecuacidn  es  una  identidad  en  x.  Asi,  debemos  igualar  los  coeficicntcs  dc  las 
potencias  de  x  para  obtener 

f  1  =  A  +  B  Ijnialarra.’s  li.  .  i  I  Ih-. 

I  Q  _  _  2B  ipnalanic-  In',  c  ^.-luit-nli  dc  i",  las  cimsianU 

m"  (  t-t 

Podemos  resolver  este  sistema  de  dos  ecuaciones  con  dos  variables,  A  y  B,  con 
cualquier  mdtodo,  y  obtenemos 


A  =  -2 


B  =  3 
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Gi.vrd.\ndo  secretos 

Su  grupo  descubre  que  una  empresa  de  consulton'a  rival  ha  estado 
interceptando  y  leyendo  los  informes  que  ustedes  se  envian  entre 
SI.  Ustedes  necesitan  entonces  codificar  sus  decisiones  finales,  de 
modo  que  esa  empresa  no  les  quite  negocios  robando  sus  ideas. 

Ustedes  han  decidido  buscar  una  forma  de  codificar  sus  mensajes 
mas  importantes  para  que  no  puedan  ser  leidos  por  quien  no  debe. 

Su  mdtodo  de  codificacion  comienza  con  el  metodo  mds  sen- 
cillo  utilizado  por  los  ninos,  a  saber,  asignando  a  cada  letra  del  al- 
fabeto  un  numero  que  representa  su  posicion  en  este.  Por  ejemplo, 

A  =  1,  B  =  2,  .  .  .  ,  M  =  13,  N  =  14,  .  .  .  ,  Z  =  26.  El  espacio  se 
representarfa  por  27;  un  punto  por  0.  Asi,  el  mensaje  se  traduce  en 
matrices  de  2  X  1  como  en  el  siguiente  ejemplo. 

I'.icniplu;  Suponga  que  quiere  enviar  el  mensaje:  Choose  Dealer  C.  Primero,  escribin'a  el  men¬ 
saje  agrupando  las  letras  de  dos  en  dos  y  despuds  como  matrices. 


Ch 


se 


D 


le 


C 


"3" 

15“ 

■19" 

"27^ 

■5' 

U2' 

'18^ 

'3' 

8 

15 

5 

4 

1 

5 

27 

0 

Despues  utilizaria  una  matriz  de  codigo,  una  matriz  cuadrada  de  2  X  2  elegida  de  modo  que 

r  6  41 

exista  su  inversa.  Utilizaremos  ^  ^  como  muestra  matriz  de  cddigo.  Para  codificar  un  men¬ 

saje,  multiplique  la  matriz  de  cddigo  por  cada  matriz  del  mensaje,  como  sigue: 


■  6 

4~ 

y 

■50' 

6 

■15" 

U50' 

-2 

1 

8 

50 

-2 

7 

J 

1 

15 

75 

etcetera. 


El  conjunto  de  matrices  resultante  sena  enviado  a  su  colega  como  una  serie  de  numeros:  50,50, 1 50,75, 
y  asj  sucesivamente.  Su  colega  utilizaria  la  inversa  de  la  matriz  de  c6digo  para  descifrar  su  men¬ 
saje.  Obviamente,  jdebe  guardar  celosamente  la  matriz  de  cddigo  y  su  inversa! 


1 .  Determine  la  inversa  de  la  matriz  de  cddigo  anterior.  Asegurese  de  que  sea  la  correcta  multiplicando  las  dos 
matrices  de  cddigo  por  su  matriz  para  ver  si  puede  recuperar  las  dos  matrices  originales. 

2.  A  continuacidn,  cree  su  propio  mensaje  (;no  demasiado  lai'go!)  y  codiffquelo  mediante  la  matriz  de  codigo 
anterior.  Copie  e!  cddigo  resultante  en  otra  hoja  de  papel  como  una  serie  de  numeros. 

3.  Intercambie  los  mensajes  codificados  con  otro  grupo. 

4.  Utilice  la  matriz  inversa  para  decodificar  el  mensaje  enviado  a  usted  por  el  otro  grupo. 

5.  La  criptografia  es  una  ciencia  practicada  por  los  gobiernos  en  gueira  o  por  las  empresas,  en  situaciones 
donde  el  secreto  es  crucial.  Si  su  empresa  de  consulton'a  es  muy  estricta  para  guardar  secretos,  tal  vez  deba 
perfeccionar  sus  procedimientos  de  cddigo.  Por  ejemplo,  el  mensaje  anterior  Choose  Dealer  C,  puede  des- 
componerse  en  cuatro  matrices  de  4  X  1.  Entonces,  la  matriz  de  codigo  tendrfa  que  ser  4x4,  con  una  in¬ 
versa  de  las  mismas  dimensiones.  El  gobiemo  podn'a  utilizar  una  matriz  de  codigo  20  X  20  para  disminuir 
la  probabilidad  de  que  sea  descifrada,  Disefie  su  propia  matriz  de  eddigo  de  4  X  4,  determine  su  inversa  y 
codifique  un  mensaje  de  su  eleccidn  en  matrices  de  4  X  1.  Despuds  pase  el  eddigo  y  la  clave  a  un  grupo 
vecino  para  que  lo  decodifiquen. 


I 
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Asi,  de  la  ecuacidn  (2),  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  es 

jc  ^  -2  3 

—  5x  +  6  X  ~  2  X  —  3 

Podemos  verificar  la  descomposicidn  sumando  las  fracciones; 

-2  3  _  -2(x  -  3)  +  3(x  -  2)  _ _ x _ 

x-2  x-3  ~  {x-  2){x  -  3  )  ~  {x-  2){x  -  3) 

_ _ X _ 

a:-  —  5;c  +  6 

Ahora  resuelva  el  problema  9. 

A  veces  podemos  determinar  mds  fdcilmente  los  numeros  en  la  descom¬ 
posicidn  en  fracciones  parciales  si  elegimos  x  en  forma  adecuada  (lo  cual  podria 
incluir  numeros  complejos)  en  la  identidad  obtenida  despuds  de  eliminar  las  t'rac- 
ciones.  En  el  ejemplo  1,  la  identidad  que  queda  despues  de  eliminar  fracciones  en 
la  ecuacidn  (3),  es 

X  =  A(x  —  3)  +  B(x  —  2) 

Si  hacemos  x  =  2  en  esta  expresidn,  el  termino  que  contiene  B  desaparece,  quedando 
2  =  A(—  1)  o  A  =  —2.  De  manera  andloga,  si  x  =  3,  el  termino  que  contiene  ,1  de¬ 
saparece,  quedando  3  =  B.  Asi,  como  antes,  A  =  — 2  y  S  =  3, 

En  el  ejemplo  siguiente  utilizamos  este  metodo. 

Q  tiene  factores  lineaies  repeiidos. 

Si  el  polinomio  Q  tiene  un  factor  repetido,  digamos,,  (x  —  a)",  n  s  2  un  en- 
tero,  entonces,  en  la  descomposicidn  en  fracciones  parciales  de  PIQ  utilizamos  los 
terminos 

A|  Aj  ^  An 

X  ~  a  {x  —  aY  (x  —  fl)'' 

donde  hay  que  determinar  los  numeros  Aj,  A2,  .  .  .  ,  An. 


Escribir  la  descomposicidn  en  fracciones  parciales  de  - ;; - . 

x^  —  2x‘  +  X 

Primero  factorizamos  el  denominador, 

x^*  —  2x^  +  X  =  x(x^  —  2x  +  1)  =  x(x  —  1)^ 

y  vemos  que  tiene  el  factor  lineal  no  repetido  x  y  el  factor  lineal  repetido  (x  -  1 )-. 
Por  el  caso  1,  debemos  utilizar  el  tdrmino  A/x  en  la  descomposicidn;  y  por  cl  caso 
2,  debemos  utilizar  los  terminos  B/(x  —  1)  +  C/(x  —  1)^. 

Asi,  escribimos 

X  +  2  ^  ^  ^  B  ^  C 

x^  —  2x^  +  X  X  X  -  I  (x  —  1)2 
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De  nuevo,  eliminamos  las  fracciones  multiplicando  cada  lado  por  —  2x^  +  x  = 
x{x  —  1)^.  El  resultado  es  la  identidad 

x  +  2=A(x-  1)2  +  Bxix  -  \)  +  Cx  (5) 

Si  X  =  0  en  esta  expresion,  los  terminos  que  tienen  B  y  C  desaparecen,  quedando 
2  =  A(—  1)2  o  .  De  igual  manera,  si  x  =  1,  los  tdrminos  que  tienen  A  y  5  de¬ 
saparecen,  quedando  ? .  Asl,  la  ecuacidn  (5)  queda 

X  +  2  =  2(x  —1)2  +  Bx(x  —  1 )  +  3x 

Ahora,  sea  x  =  2  (cualquier  eleccidn  distinta  de  0  o  1  funcionard  bien).  El  resultado 
es 

4  =  2(1)2  +  B(2)(l)  +  3(2) 

2B  =  4-  2-  6=  -4 

Asi,  tenemos  A  =  2,  B  =  —2,  y  C  =  3. 

De  la  ecuacion  (4),  la  descomposicidn  en  fracciones  parciales  es 

X  +  2  ^2^  -2  ^  3 

x2  —  2x2  ^  ^  X  —  1  (x  —  1)2 


Escribir  la  descomposicidn  en  fracciones  parciales  de  —5 - 7. 

x'^(x  —  I)-* 

El  denominador  tiene  los  factores  lineales  repetidos  x^  y  (x  —  1)^.  Asi,  la  descom¬ 
posicidn  en  fracciones  parciales  toma  la  forma 

^^  =  -  +  4  +  —  +  —^  +  ^^  (6) 

x2(x  —  1)2  X  x2  X  —  1  (x  —  1)2  (x  —  1)2 

Como  antes,  eliminamos  fracciones  para  obtener  la  identidad 

x2  —  8  =  Ax(x  —  1)2  +  B(X  —  1)2  +  Cx2(x  —  1)2  +  Dx2(x  —  1)  +  £+2  (7) 

Sea  X  =  0.  (^Advierte  usted  la  razdn  de  esta  eleccidn?)  Entonces, 

-8  =  B(-1) 

Ahora,  sea  x  =  1  en  la  ecuacidn  (7).  Entonces 


Utilizamos  B  =  8  y  E  =  —1  en  la  ecuacidn  (7)  y  agrupamos  los  tdrrainos  semejantes: 
x2  -  8  =  Ax(x  -  1)2  +  8(x  -  1)2 

+  Cx2(x  -  1)2  +  Dx\x  -  1)  -  7x2 

x2  —  8  —  8(x2  —  3x2  _t_  _  J)3  3.  Cx2(x  —  1)2  +  Dx2(x  —  1) 

—  7x2  _|_  _  2Ax  =  x(x  —  l)[A(x  —  1)2  +  Cx(x  —  1)  +  Dx] 

x(x  —  1)(  — 7x  +  24)  =  x(x  —  l)[A(x  —  1)2  +  Cx(x  —  1)  +  Dx] 

-lx  +  24  =  A(x  -  1)2  +  Cx(x  -  1)  +  Dx 


(8) 
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Ahora  trabajamos  con  la  ecuacion  (8).  Sea  x  =  Q.  Entonces 

24  .1 

Ahora,  sea  x  =  1  en  la  ecuacion  (8).  Entonces 

17  /> 

Utilizamos  A  =  24  y  D  =  17  en  la  ecuacibn  (8)  y  agrupamos  los  terminos  seinejantcs: 

-lx  +  24  =  24(x  -  1)2  +  Cx{x  -  1)  +  17.V 
-24x2  +  48x  -  24  -  17x  -  7x  +  24  =  Cx(x  -  1) 

-24x2  +  24x  =  Cx(x  -  1) 

-24x(x  -  1)  =  Cx(x  -  1) 

2f  ( 

Ahora  conocemos  todos  los  numeros  A,  B,  C,  D,  y  E,  de  modo  que,  por  la  ecuaciun 
(6),  tenemos  la  descomposicion 

x2  -  8  ^  ^  A  +  -24  17 _ -7  ^ 

x2(x-l)2  X  x2  x-1  (x-l)2  (x-l)2 

El  mdtodo  del  ejemplo  3,  aunque  un  poco  tedioso,  es  mejor  que  resulvcr  cl 
sistema  de  cinco  ecuaciones  con  cinco  variables  al  que  conduce  el  desarrollo  de  la 
ecuacion  (6). 

■  Ahora  resuelva  el  problema  15. 

Los  ultimos  dos  casos  implican  factores  cuadraticos  irreducibles.  Como  nieii- 
cionamos  en  la  seccion  3.5,  un  factor  cuadrdtico  es  irreducible  si  no  sc  pucde  I'ae- 
torizar  en  factores  lineales  con  coeficientes  reales.  Una  expresibn  cuadratica  ar 
bx  +  c  es  irreducible  siempre  que  —  4ac  <  0.  Por  ejemplo,  x2  +  x  +  1  y  x^  +  4 
son  irreducibles. 

‘  2  tiene  un  factor  cuadrdtico  irreducible  no  repetido. 

Si  Q  tiene  un  factor  cuadrdtico  irreducible  no  repetido  de  la  fonna 
0x2  +  lyx  +  c,  entonces,  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  de  PIQ  incliiye 
el  tejrmino 

Ax  +  B 

0x2  ^  +  C 


donde  hay  que  determinar  los  numeros  A  y  B. 


1 


Escribir  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  de 


3x  —  5 


Factorizamos  el  denominador, 

X^  —  1  =  (x  —  l)(x2  +  X  +  1) 

y  vemos  que  tiene  un  factor  lineal  no  repetido  x  —  1  y  un  factor  cuadratico  irre¬ 
ducible  no  repetido  x2  +  x  -b  1.  Asi,  incluimos  el  tbrmino  A/(x  —  1)  por  el  caso  1, 
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y  el  teimino  {Bx  +  C)/(x^  +  x  +  \)  por  el  caso  3.  En  consecuencia,  escribimos 


3a:  -  5 


A  Bx  +  C 


(9) 


Eliminamos  las  fracciones  multiplicando  cada  lado  de  la  ecuacion  (9)  porx^  --  I  = 
(x  —  1)  (x^  +  X  +  1)  para  obtener  la  identidad 


3x  -  5  =  A{x^  +  X  +  1)  +  (Bx  +  C)(x  -  1) 

Ahora  hagamos  x  =  1.  Entonces  la  ecuacion  (10)  implica  —  2  =  A(3),  o 
Utilizamos  este  valor  de  A  en  la  ecuacidn  (10)  y  simplificamos: 

3x  -  5  =  -j(x^  +  X  +  1)  +  (fix  +  0(x  -  1 ) 

3(3x  —  5)  =  — 2(x^  +  X  +  1)  +  3(fix  +  (7)(x  —  1)  s  ..ui.i 

9x  -  15  =  -2x2  __  2x  -  2  +  3(fix  +  Q(x  -  1) 

2x2  +  llx  -  13  =  3(fix  +  C)(x  -  1)  Um,..  , 

(2x  +  13)(x  -  1)  =  3(fix  +  Q(x  -  1) 

2x  +  13  =  3fix  +  3C 

2  =  3fi  y  13  =  3C 


(10) 


I  .M.  'I  IS  1-;  l.lvfo  l/chll-,-1 .1  ■ 


Iil-.i.ii.-nufs  hi--.  L-i'k  '- 


Asi,  de  la  ecuacidn  (9),  vemos  que 
3x  —  5  “3 


■  Ahora  resuelva  el  problema  17. 

(  \S()-:  Q  tiene  factorcs  cuadraticos  irreducibles  repetidos. 

Si  el  polinomio  Q  tiene  un  factor  cuadratico  irreducible  repelido  (ax-  ■+  bx  +  c)", 
«  >  2,  n  entero,  entonces,  en  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  de  PIQ, 
incluimos  los  terminos 


A  ix  +  fi| 


+ 


A2X  +  Bj 


A„x  +  fi,. 


ax^  +  7)X  +  c  (t?x2  +  bx  +  c)2 


(ax^  +  bx  +  c)" 


M  I’  1.  0 


donde  hay  que  determinar  los  numeros  A|,  fi|,  A2,  B2,  .  .  .  ,  A„,  fi„ 


Escribir  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  de 


X2  +  X-2 

(x2  +  4)2- 


S' Aa  i.x;  El  denominadorcontieneel  factor  cuadratico  imeducible  repetido  (x2  +  4)2,  de  modo 
que  escribimos 

x^  +  X-  _  ^  ,  Cx  A  D 

(jc2  +  4)2  -  ^.2  44""  (_^.2  4  4)2 


(11) 
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Eliminamos  las  fracciones  para  obtener 

=  (Ax  -t-  B)(x^  +  4)  +  Cx  +  D 
A1  agrupar  terminos  semejantes  tenemos 

x^  +  =  Ax^  +  Bx^  +  (4A  -I-  C)x  +  D  +  4B 

A1  igualar  coeficientes,  llegamos  al  sistema 

A  =  1 
B  =  1 
'  4A  +  C  =  0 
D  +  4B  =  0 

La  solucibn  es  A  =  1,  =  1,  C  =  —4,  D  =  —4.  For  to  tanto,  de  la  ecuacion  (111, 

x^  +  x^  _  X  -b  1  —4x  —  4 

(x^  4-  4)2  ~  ^2  -t-  4  (x2  4-  4)2 


Ejercicio  12.2 

En  los  problemas  del  ]  al  8  indique  si  la  expresion  racional  dada  es  propia  o  impropia.  Si  es  impropia. 
reescnbala  como  la  suma  de  un  polinomio  y  una  expresion  racional  propia. 

.X  -5x-l-2  .,x2  4-5  ,  3x2  —  2 

1.  — ^ -  2.  — ; -  3.  -  4.  — - 

x2  -  1  x2  -  1  x2  -  4  x2  -  1 

,  5x2  +  2,v  -  1  ,  3x^  4-  x2  —  2  _  x{x  -  1 )  „  2x:(x2  +  4) 

x2  -  4  +  8  ix  +  4)(x  -  3)  x2  4-  1 

En  los  problemas  del  9  al  42  escriba  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  para  coda  expresion 
racional. 


9. 

12. 

15. 

18. 

21. 

24. 

27. 

30. 

33. 


4 

10. 

3x 

11. 

1 

4-v  -  1) 

(X  4-  2)(x  -  1) 

X(x2  -H  1) 

1 

13. 

JC 

14. 

3x 

(X  +  l)(x2  +  4) 

1 

1 

(X  4-  2){x  -  4) 

X2 

16. 

X  1 

17. 

1 

(X-  l)2(x-r  1) 

x2(x  —  2) 

00 

1 

A, 

2x  -H  4 

19. 

X2 

20. 

X  -r  1 

-  1 

(X  -  l)2(x  4-  1)2 

x2(x  -  2)2 

X  -  3 

22. 

x2  4-  X 

23. 

X  4-  4 

(X  4-  2)(x  -r  1)2 

(X  4-  2)(x  -  1)2 

.x2(x2  4-  4) 

10x2  -H  2x 

25. 

x2  4-  2x  4-  3 

26. 

x2  -  llx  -  18 

(x  -  l)2(x2  -r  2) 

(x  -r  l)(x2  +  2x  +  4) 

x{x^  +  3a:  +  3) 

X 

28. 

1 

29. 

X 

(3x  -  2)(Xv  +  1) 

(2x  -r  3)(4x  -  1) 

x2  4-  2x  -  3 

^0 

1 

1  1 

00 

31. 

x2  4-  2x  4-  3 

32. 

.y2  4-  1 

(x  4-  I)(x2  +  5x  -r  6) 

(x2  +  4)2 

(x2  16)2 

7x  -H  3 

34. 

X^  -r  1 

35. 

1 

1 

X*  -  x'* 

x^  -  4x2  2^  . 

I 


i 
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36. 

+  t 

37. 

.r’ 

38. 

0 

x'’  +  -  5x  -I-  3 

(x^  -E  16)-’ 

(x-  +  4)-’ 

39. 

4 

40. 

4x 

41. 

2x  +  3 

2x-  -  5x  -  3 

2.x~  +  3x- 2 

x-*  -  9.v’ 

42. 

.T-  +  9 

.P  -  -  8 

Vectores 


En  terminos  sencillos,  un  vector  (del  latin  vehere,  que  significa  “cargar”)  es  una 
cantidad  que  tiene  magnitud  y  direccidn.  Para  un  vector  en  el  piano,  unico  caso  que 
analizaremos,  conviene  representarlo  con  una  flecha.  La  longitud  de  la  flecha  re- 
presenta  la  magnitud  del  vector  y  la  cabeza  de  la  flecha  indica  la  direccion  del 
vector. 

En  ffsica,  muchas  cantidades  se  pueden  representar  con  vectores.  Por  ejem- 
plo,  la  velocidad  de  un  avion  se  puede  representar  por  una  flecha  que  apunte  en  la 
direccion  del  movimiento;  la  longitud  de  la  flecha  representa  la  velocidad.  Asi, 
cuando  aumenta  la  velocidad  del  avion,  alargamos  la  flecha;  si  el  avion  cambia  de 
direccidn,  introducimos  una  flecha  orientada  en  la  nueva  direccion.  Vease  la  figura  I. 
Con  base  en  esta  representacidn,  no  debe  sorprendernos  que  los  vectores  y  los  seg- 
mentos  de  recta  dirigidos  esten  relacionados  de  alguna  manera. 


Segmentos  de  Imea  dirigidos 

Si  P  y  Q  son  dos  puntos  distintos  en  el  piano  .ty,  existe  exactamente  una  recta  que 
contiene  a  ambos.  Los  puntos  en  la  parte  de  la  recta  que  une  P  con  Q,  incluydndo- 
los,  forman  el  segmento  de  recta  PQ.  Si  ordenamos  los  puntos  de  modo  que  vayan 
de  P  a  2,  tenemos  un  segmento  de  recta  dirigido  de  P  a  2,  el  cual  denotamosP2- 
En  un  segmento  de  recta  dirigido  P2,  llamamos  P  al  punto  inicial  y  Qa\  punto  fi¬ 
nal,  como  se  indica  en  la  figura  2. 


FIGURA  2 

Os 


*P 

(a)  Recta  que  contiene  a  Py  0 

La  magnitud  del  segmento  de  recta  dirigido  PQ  es  la  distancia  del  pimto  P  al 
punto  2;  es  decir,  es  la  longitud  del  segmento  de  recta.  La  direccidn  de  PQ  es  de 
P  a  2-  Si  un  vector  v*  ti^e  la  misma  magnitud  y  la  misma  direccidn  que  el  seg¬ 
mento  de  recta  dirigido  PQ,  entonces  escribimos 

v=  PQ 

El  vector  v  cuya  magnitud  es  cero  es  el  vector  cero,  0.  El  vector  cero  no  tiene 
asignada  direccidn. 


Punto 

final 


Punto 

inicial 


(b)  El  segmento  PQ 


(c)  Segmento  de  recta  dirigido  PQ 


*Utilizaremos  letras  en  negritas  para  denotar  vectores  y  distinguirlos  de  los  numeros.  En  trabajos  ma- 
nuscritos  (dentro  de  texto)  colocaremos  una  flecha  sobre  las  letras  para  indicar  un  vector. 
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FIGURA  3 


Dos  vectores  v  y  w  son  iguales,  lo  que  se  escribe 

V  =  w 

si  tienen  la  misma  magnitud  y  la  misma  direccion. 

Por  ejemplo,  los  vectores  de  la  figura  3  tienen  la  misma  magnitud  y  la  misma 
direccion,  por  lo  que  son  iguales,  no  obstante  tener  distintos  puntos  iniciales  y  fi¬ 
nales.  De  aqui  que  sea  util  pensar  en  un  vector  solo  como  una  flecha,  teniendo  cn 
mente  que  dos  flechas  (vectores)  son  iguales  si  tienen  la  misma  direccion  y  la  misma 
magnitud  (longitud). 


FIGURA  4 


Suma  de  vectores 


Punto  final  de  w 


La  suma  v  -P  w  de  dos  vectores  se  define  como  sigue:  colocamos  los  vectores  v  y 
w  de  modo  que  el  punto  final  de  v  coincida  con  el  punto  inicial  de  w,  como  eii  la 
figura  4.  El  vector  v  -P  w  es  entonces  el  vector  cuyo  punto  inicial  coincide  con  el 
punto  inicial  de  v  y  cuyo  punto  final  coincide  con  el  punto  final  de  w. 

La  suma  de  vectores  es  conmutativa.  Es  decir,  si  v  y  w  son  dos  vectores 
cualesquiera,  entonces 


Propiedad  conmutativa 

FIGURA  5 


La  figura  5  ilustra  este  hecho.  (Observe  que  la  propiedad  conmutativa  es  otra 
forma  de  decir  que  los  lados  opuestos  de  un  paralelogramo  son  iguales  y  paralclos.i 

La  suma  de  vectores  tambien  es  asociativa.  Es  decir,  si  u,  v  y  w  son  vectoro. 
entonces 


Propiedad  asociativa 


u  -P  (v  -P  w)  =  (u  -P  v) 


w 


La  figura  6  ilustra  la  propiedad  asociativa  de  los  vectores. 

FIGURA  6 

(u  H-  v)  -r  w  =  u  -P  (v  +  w) 


U  +  V 


El  vector  cero  tiene  la  propiedad  de  que 


Propiedad  del  neutro 

FIGURA  7 


I  v-P0  =  0  +  v  =  v 

para  cualquier  vector  v. 

Si  V  es  un  vector,  entonces  —  v  es  el  vector  que  tiene  la  misma  magnitud  quo 
V  pero  cuya  direccion  es  opuesta,  como  nos  muestra  la  figura  7. 

Ademas, 
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Propiedad  del  inverse 
aditivo 


FIGURA  8 


V  +  (-v)  =  0 

Si  V  y  w  son  dos  vectores,  definimos  la  resta  v  -  w  como 
V  —  W  =  V  +  (-vv) 

La  figura  8  ilustra  las  relaciones  entre  v,  w,  v  +  w,  y  v  —  w. 


Multiplicacion  de  vectores  por  numeros 

Al  trabajar  con  vectores,  nos  referimos  a  los  numeros  reales  como  escalares.  Los 
escalares  son  cantidades  que  solo  tienen  magnitud.  Algunos  ejemplos  fi'sicos  de  can- 
tidades  escalares  son  la  temperatura,  la  rapidez  y  el  tiempo.  Ahora  definiremos  la 
multiplicacion  de  un  vector  per  un  escalar. 


Producto  por  un  escalar  Si  a  es  un  escalar  y  v  un  vector,  el  producto  de  v  por  el  escalar  a 

se  define  como: 

1.  Si  O'  >  0.  el  producto  a\  es  el  vector  cuya  magnitud  cs  a  veces  la  magni¬ 
tud  de  V  y  cuya  direccidn  es  igual  a  la  de  v. 

2.  Si  a  <  0,  el  producto  av  es  el  vector  cuya  magnitud  cs  |a|  veces  la  magni¬ 
tud  de  V  y  cuya  direccidn  es  opuesta  a  la  de  v. 

_ _ _  3.  Si  a  =  0  o  si  V  =  0,  entonces  a\  =  0. 

FIGURA  9 

Vease  la  figura  9  para  una  ilustracion  de  lo  anterior. 

Por  ejemplo,  si  a  es  la  aceleracidn  de  un  objeto  de  masa  m  debida  a  la  fuerza 
F  ejercida  sobre  ella,  entonces,  por  la  segunda  ley  del  movimiento  de  Newton, 
F  =  ma.  En  este  caso,  ma  es  el  producto  del  escalar  m  por  el  vector  a. 

El  producto  por  un  escalar  tiene  las  siguientes  propiedades: 


Propiedodes  del  producto 
por  un  escalar 


Ov  =  0  Iv  =  V  — Iv  =  —V 
(a  +  ;S)v  =  a\  +  [3\  afv  -f  w)  =  av  -t-  aw 
a(f3v)  =  {a(3)\ 


.1 


1  P 


(  In  in  .n  -U  :UV 

Utilizar  los  vectores  de  la  figura  10  para  trazar  ia  grafica  de  cada  expresidn. 

FIGURA  10 

•  *.  U; 

•  •  • 


(a)  V  —  w 


(b)  2v  -I-  3w  (c)  2v  —  w  -r  3u 
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FIGURA  11 


La  figura  11  ilustra  cada  grafica. 


(a)  v-w 


(b)  2v  +  3w 


(c)  2V-W  +  3U 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  1  y  3. 

Magnitudes  de  vectores 

Si  V  es  un  vector,  utilizamos  el  simbolo  ||v||  para  representar  la  magnitud  dc  v. 
Como  ||v||  es  igual  a  la  longitud  de  un  segmento  de  recta  dirigido,  esto  implica  qiie 
||v||  tiene  las  siguientes  propiedades: 

Ic'.uci!..,  Si  V  es  un  vector  y  a  un  escalar,  entonces: 

'  (a)  ||v||  >  0  (b)  ||v||  =  0  si  y  solo  si  v  =  0 

(c)  ||— v||  =  ||v||  (d)  ||av||  =  |a|||v||  ■ 

La  propiedad  (a)  es  consecuencia  de  que  la  distancia  es  un  numero  no  nega¬ 
te.  La  propiedad  (b)  se  deduce  de  que  la  longitud  del  segmento  de  recta  dirigido 
PQ  es  positiva,  a  menos  que  P  y  Q  sean  el  mismo  punto,  en  cuyo  caso  la  longitud 
es  0.  La  propiedad  (c)  se  debe  a  que  J^longitud  del  segmento  de  recta  PQ  es  igual 
a  la  longitud  del  segmento  de  recta  QP.  La  propiedad  (d)  es  consecuencia  directa 
de  la  definicidn  de  producto  por  un  escalar. 


Vector  unitario  Un  vector  u  para  el  que  ||uj|  =  es  un  vector  unitario 

Para  calcular  la  magnitud  y  la  direccion  de  un  vector,  necesitamos  haccr  iiso 
de  una  forma  algebraica  de  representar  vectores. 


Representacion  de  vectores  en  el  piano 

Utilizamos  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares  para  representar  vectores  eii  cl 
piano.  Sean  i  un  vector  unitario  cuya  direccidn  es  a  lo  largo  del  eje  x  positive,  y  j 
un  vector  unitario  cuya  direccidn  es  a  lo  largo  del  eje  y  positive.  Si  v  es  un  vector 


Secci6n  12.3  Vectores  783 


con  punto  inicial  en  el  origen  O  y  punto  final  en  P  =  (a,  b),  entonces  podemos  re- 
presentar  v  en  terminos  de  los  vectores  i  y  j  como 


FIGURA  12 


r. 

bi 

P=  (a,  b) 

A  I  b\ 

fj 

I.J  -  ^  V- 

0^ 

i  ai  a  ^ 

V  =  ai  +  iij 


Vease  la  figura  12.  Los  escalares  ay  b  son  las  componentes  del  vector  v  =  ai  + 
b\,  donde  a  es  la  componente  en  la  direccion  i  y  es  la  componente  en  la  di- 
reccion  j. 

Un  vector  con  punto  inicial  en  el  origen  es  un  vector  de  posicion.  El  siguiente 
enunciado  establece  que  cualquier  vector  cuyo  punto  inicial  no  sea  el  origen,  es 
igual  a  un  unico  vector  de  posicion. 


Sea  V  un  vector  con  punto  inicial  Pj  =  (x\,  y\),  no  necesariamente  el  origen,  y 
punto  final  P2  =  (xj,  y2)-  Si  v  =  P]P2,  entonces  v  es  igual  al  vector  de  posicidn 

V  =  -  A-|)i  +  (y2  -  yi)j  ■ 

Para  ver  por  qud  esto  es  cierto,  observe  la  figura  13.  Los  triangulos  OPA  y 
P\P2Q  son  congruentes.  (^Advierte  por  que?)  Los  segmentos  de  recta  tienen  la 
misma  magnitud,  en  consecuencia  d(0,  P)  =  d{Pi,  P2)',  y  tienen  la  misma  direc- 
ci6n,  de  modo  que  /LPOA  =  APjPxQ.  Como  los  triangulos  son  rect^ngulos,  te- 
nemos  angulo-lado-angulo.  Asf,  los  lados  correspondientes  son  iguales.  Como 
resultado,  X2  —  x\  =  a  y  y2  —  y\  =  b,  por  lo  cual  podemos  escribir  v  como 

\  =  ai  +  bi  =  {X2-  xi)i  +  0'2  -  yi)j  (1) 


FIGURA  13 

\  =  ai  +  bi  =  {X2  ~  .ri)i  +  (.V2  -  >'i)j 


I.  I  1;  M  I’  1.  0  2 


Determinar  el  vector  de  posicidn  del  vector  v  =P\P2  si  P\  =  1,  2)  y  P2  =  (4,  6). 


^|  ui 


FIGURA  14 


Por  la  ecuacion  (1),  el  vector  de  posicion  igual  a  v  es 

v  =  [4-(-l)]i  +  (6-2)j  =  5i  +  4j 

Vease  la  figura  14.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  21. 

Dos  vectores  posicidn  v  y  w  son  iguales  si,  y  solo  si,  el  punto  final  de  v  es 
igual  al  de  w.  Esto  nos  lleva  al  siguiente  resultado; 
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ore-  -  Dos  vectores  v  y  w  son  iguales  si,  y  solo  si,  sus  componentes  correspondientcs  ■'On 
iguales.  Es  decir: 


Igualdad  de  vectores 


Si  y  =  a\\  +  h\i 

y  w  =  cioi 

+  h2i. 

entonces  v  =  w 

si,  y  solo  si 

r-4 

II 

It 

Con  base  en  el  enunciado  anterior,  podemos  reemplazar  cualquier  vector  (si.;; 
mento  de  recta  dirigido)  por  un  unico  vector  de  posicion  y  viceversa.  Esla  llexihi- 
lidad  es  una  de  las  razones  principales  para  el  uso  amplio  de  los  vectores,  ,-\  luemw 
que  se  especifique  otra  cosa,  a  partir  de  este  momento  el  termino  vector  indicarael 
unico  vector  de  posicidn  igual  a  este. 

Ahora  definiremos  las  operaciones  de  suma,  resta,  producto  por  un  escalart 
magnitud  en  terminos  de  las  componentes  de  un  vector. 

Sean  v  =  a[i  -b  i>ij  y  w  =  021  -b  bz]  dos  vectores  y  a  un  escalur.  Enionces 


V  -b  w  =  (a 

1  +  02)'  +  (b\  +  b2)] 

(2) 

V  -  w  =  (0 

1  -  fla)'  +  (h\  -  bi)] 

(.') 

ay  = 

(aOi)i  -b  («/2|)j 

(4) 

lllvll 
Ir  II 

=  Vzrj  -H  b\ 

(.^1 

Estas  definiciones  son  compatibles  con  las  definiciones  geometricas  dadasan- 
teriormente  en  esta  seccion.  Vease  la  figura  15. 


FIGURA  15 


(a)  llustracion  de  la  propiedad  (2) 


y. 


(na^,ixb^) 

\ 

0  ’’ - - *"  X  0 

-< - - >- 

(b)  llustracion  de  la  propiedad  (4)  (c)  llustracion  de  la  propiedad  (5): 

II  V  II  =  Distancia  de  Oa  P, 

II  V  II  =  va^  + 


P,  =  (a,  ft,) 


Asi.  para  sumar  dos  vectores,  solo  hay  que  sumar  sus  componentes  cortcs- 
pondientes.  Para  restar  dos  vectores,  restamos  las  componentes  corrcspondicnlcs. 
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K  .I  K  M  I’  L  () 


.Solin.iiin 


E  .I  E  M  1‘  I.  ()  4 


SoliiciiMi 


Icoa'iiiu 


Vector  imil;irio  cii  hi 
ilircccii'm  dc  > 


I  Icmo^iiMcu'in 


M:n:a  }  .  co:;  ;;<■  vr:  r::v 

Si  V  =  2i  +  3j  y  w  =  3i  -  4j;  determinar: 

(a)  V  +  w  (b)  V  —  w 

(a)  V  +  w  =  (2i  +  3j)  +  (3i  -  4j)  =  (2  +  3)i  +  (3  -  4)j 

=  5i  -  j 

(b)  V  -  w  =  (2i  +  3j)  -  (3i  -  4j)  =  (2-  3)i  +  [3  ^  (-4)]j 

=  -i  +  7j 

!  Ill  iiKK  itin  (l<‘  pii'dlli  I'i't  l>i“' 

Si  V  =  2i  +  3j  y  w  =  3i  -  4j,  determinar: 

(a)  3v  (b)  2v  -  3w  (c)  ||v|| 

(a)  3v  =  3(2i  +  3j)  =  6i  +  9j 

(b)  2v  -  3w  =  2(2i  +  3j)  -  3(3i  -  4j)  =  4i  +  6j  -  9i  +  12j 

=  -5i  +  18j 

(c)  ||v||  =  ||2i  +  3j||  =  V2^T^  =  Vl3 

■  Ahora  resuelva  los  problemas  27  y  33. 

Recuerde  que  un  vector  unitario  u  cumple  ||u||  =  1.  En  muchas  aplicaciones, 
es  util  poder  determinar  un  vector  unitario  u  con  la  misma  direccion  que  el  vector 
dado  V. 

Para  cualquier  vector  distinto  de  cero  v,  el  vector 


es  un  vector  unitario  con  la  misma  direccion  de  v. 

Sea  V  =  cii  +  b\.  Entonces  ||v||  =  V y 

_  V  _  a\  +  fej _ a  .  ^ _ 1^ 

Ijvll  \  +  b"  Va-  +  b^ 

El  vector  u  tiene  la  misma  direccion  de  v.  ya  que  |lv||  >  0,  y 


J 


+ 


b^- 


b^ 


1 


"  "  \  0.2  +  ^,2  ^2  +  ^2  ^.,2 

Asf,  u  es  un  vector  unitario  en  la  direccion  de  v.  ■ 

Como  consecuencia  de  este  teorema,  si  u  es  un  vector  unitario  en  la  misma 
direccion  que  un  vector  v,  entonces  podemos  expresar  a  v  como 

V  =  ||v||  u  (6) 

Esta  forma  de  expresar  un  vector  es  muy  util  en  diversas  aplicaciones. 
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Determinar  un  vector  unitario  en  la  misma  direccion  que  v  =  4i  —  3j. 

■,  Encontramos  primero  ||vl| 

||v||  =  ||4i  -  3j||  =  Vl6  9  =  5 
Ahora  multiplicamos  v  por  el  escalar  l/||v||  =  j.  El  resultado  es 

V  4i  -  3j  4.  3 . 

i!v||  “  5  ~  s'  S-' 


Este  vector  es  unitario,  ya  que 


■  Ahora  resuelva  el  problema  43. 


Aplicaciones 


FIGURA16 


Resultante 


Las  fuerzas  son  un  ejemplo  de  cantidades  ffsicas  que  podemos  representar  de  ma- 
nera  conveniente  mediante  vectores;  dos  fuerzas  se  “combinan”  de  la  misma  forma 
en  que  se  “suman”  los  vectores.  ^Como  sabemos  esto?  Porque  experimentos  de  la- 
boratorio  lo  demuestran.  Por  lo  tanto,  si  Fj  y  F2  son  dos  fuerzas  que  actuan  de  miine- 
ra  simultanea  sobre  un  objeto,  el  vector  suma  F|  -I-  F2  es  la  fuerza  que  produce  el 
mismo  efecto  obtenido  sobre  el  objeto  cuando  las  fuerzas  F|  y  F2  actuan  sohre 
el.  La  fuerza  F|  -I-  F2  es  la  resultante  de  F|  y  F2.  Vease  la  figura  16. 

Dos  aplicaciones  importantes  de  la  resultante  de  dos  vectores  aparecen.  por 
ejemplo,  cuando  un  avi6n  vuela  en  presencia  de  viento  y  cuando  un  bote  cruz;t  un 
rfo  en  presencia  de  corriente.  Esto  es,  considere  que  la  velocidad  del  viento  nciiia 
sobre  la  velocidad  de  un  avidn  (vease  la  figura  17).  Suponga  que  el  vector  w  dc.s- 
cribe  la  velocidad  del  viento;  es  decir,  w  representa  la  direccion  y  rapidez  del  viento. 
Si  V  es  la  velocidad  del  avi6n  en  ausencia  de  viento  (velocidad  respecto  del  aire), 
entonces  v  -1-  w  es  el  vector  igual  a  la  velocidad  real  del  avion  (velocidad  respecto 
de  la  tierra). 


FIGURA  17 


(a)  Velocidad  w  del  viento 
con  respecto  de  la  tierra. 


(b)  Velocidad  v  del  avion 
con  respecto  al  aire 


(c)  La  resultante  w +  v  es  igual 
a  la  velocidad  del  avion 
con  respecto  de  la  tierra. 
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M 

0-^E 

S 


S  OrimOB 

(a) 

\ 

(b) 

\  Miami 

Naple?^  * 

(c) 

Nuestro  siguiente  ejemplo  ilustra  el  uso  de  vectores  en  la  navegacion. 
r  Ir 

Un  avion  Boeing  737  mantiene  en  el  aire  una  velocidad  constante  de  500  mil  las  por 
hora  en  direccidn  sur.  La  velocidad  de  la  corriente  de  chorro  es  de  80  millas 
por  hora  en  direccion  noreste. 


el  vector  unitario  de  la  parte  (a). 


i.ih  =;  ■■  Planteamos  un  sistema  de  coordenadas  donde  el  norte  (N)  se  indica  por  el  eje  y  po¬ 
sitive.  Vease  la  figura  18.  Sean 

\a  =  Velocidad  del  avion  respecto  del  aire  =  — 500j 
v^,  =  Velocidad  del  avion  respecto  de  la  tierra 
v„,  =  Velocidad  de  la  corriente  de  chorro 


FIGURA  18 


s 


(a)  Un  vector  con  direccion  noreste  es  i  +  j.  El  vector  unitario  en  esta  direccion  es 

i  +  .i 


4^  =  ^(i  +  J) 

Vl  +  l  V2  ■’ 


(b)  La  velocidad  v„,  de  la  corriente  de  chorro  es  un  vector  con  magnitud  80  en  la 
direccion  del  vector  unitario  (l/\/2)(i  -I-  j).  Asf,  de  (6), 


V,,.  =  80 


\/2 


<i  +  j) 


=  40\/2(i  +  j) 


(c)  La  velocidad  del  avidn  respecto  de  la  tierra  es  la  resultante  de  los  vectores 
y  v„.  Asf, 

=  V,,  +  =  -500j  40V2(i  -h  j) 

=  40\/2i  -H  (40V2  -  500)j 

La  velocidad  real  (velocidad  respecto  de  la  tierra)  del  avion  es 
||vj||  =  \/ (40V2)^  -I-  (40\/2  —  500)^ ~ 447  millas  por  hora 


En  el  ejemplo  4  de  la  seccidn  12.4  determinareinos  la  direccion  real  del  avidn 
en  este  ejemplo  6. 
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D.vi'i  i  I  !^  I  'Ri  ’i '  ■  Es  sorprendente  que  la  historia  de  los  vectores  sea  tan  complicada  siendo  un  eoii- 

cepto  tan  natural.  En  el  piano  xy,  los  numeros  complejos  son  la  mejor  semejan/a  do 
los  vectores.  Cerca  de  1840,  los  matematicos  estaban  interesados  en  enconirar  im 
sistema  que  funcionara  para  tres  dimensiones  de  la  misma  rnanera  que  los  numeros 
complejos  funcionan  para  dos  dimensiones.  Hermann  Grassmann  (1809-1877).  en 
Alemania,  y  William  Rowan  Hamilton  (1805-1865),  en  Irlanda,  se  aplicaron  a  de- 
terminar  las  soluciones  para  este  problema. 

El  sistema  de  Hamilton  fueron  los  cuaternios,  los  cuales  conviene  conceplua- 
lizar  como  un  numero  real  mas  un  vector,  y  sirven  en  cuatro  dimensiones  de  la 
misma  forma  que  los  numeros  complejos  sirven  en  dos  dimensiones.  En  este  sis¬ 
tema,  es  importante  seguir  un  orden  en  la  multiplicacion;  es  decir,  ab  +  ba.  Hamil¬ 
ton  paso  el  resto  de  su  vida  trabajando  en  la  teon'a  de  los  cuaternios  y  buscando  su 
aprobacidn  en  las  matematicas  aplicadas,  pero  encontro  una  gran  rcsistencia  debido 
a  la  complicada  naturaleza  de  la  multiplicacion.  A1  utilizar  los  cuaternios,  suigen 
dos  productos  de  vectores,  el  escalar  (o  punto)  y  el  vectorial  (o  cruz). 

Grassmann  fue  mds  lejos  que  Hamilton;  pero  si  los  estudiosos  no  gustalian 
del  trabajo  de  Hamilton,  al  menos  lo  entendian.  El  estilo  abstracto  de  Grassmann. 
aunque  fdcil  de  leer  hoy  en  dia,  fue  casi  impenetrable  durante  el  siglo  pasado  y  solo 
se  apreciaron  algunas  de  sus  ideas.  Entre  esas  ideas  estaban  los  mismos  productos 
escalar  y  vectorial  determinados  por  Hamilton. 

Alrededor  de  1880,  el  fi'sico  americano  Josiah  Willard  Gibbs  (1839-1 90,7)  con- 
formd  un  algebra  utilizando  solamente  los  conceptos  mas  sencillos;  los  vectores  \ 
los  dos  productos.  Despues  agrego  un  poco  de  calculo  y  el  sistema  resultantc  fue 
sencillo,  flexible,  adecuado  y  adaptado  para  expresar  un  gran  numero  de  leyes  li'si- 
cas.  Este  sistema  permanece  en  uso  sin  modificaciones  esenciales.  Cada  uno  de  los 
sistemas  de  Hamilton  y  Grassmann,  mas  amplios,  dieron  origen  a  matematicas  muy 
interesantes,  pero  pocos  de  estos  resultados  matematicos  se  esludian  en  nivclcs 
elementales.  ■ 


Ejercicio  12.3 


En  los  problemas  del  1 
expresion. 

1.  V  -I-  w  2. 

5.  V  —  w  6. 


al  8  iiiilice  los  vectores  de  la  figura  a  la  derecha  para  trazar  la  grdfica  de  cada 

u  +  V  3.  3v  4.  4w  * 

u  -  V  7.  3v  4-  u  —  2w  8.  2u  -  3v  -H  \v 


En  los  problemas  del  9  al  16  utilice  la  siguienle  figura  para  determinar  cada  vector. 


B 

h 

r 

^  K 

G 

V 

H 

• 

LU 

9.  X,  si  X  3-  B  F 
11.  C  en  terminos  de  E,  D,  y  F 
13.  E  en  terminos  de  G,  H,  y  D 
15.  X.  si  X  =  A  -I-  B  3-  K  +  G 
17.  Si  ||vH  =  4,  ^cuanto  vale  ||3vH? 


10. 

X, 

si  X 

+  D  =  E 

12. 

G 

en  terminos  de  C,  D,  E, 

y  K 

14. 

E 

en  terminos  de  A,  B,  C, 

yD 

16. 

X, 

si  X 

=A+B+C+H 

+  G 

18. 

Si 

l|v|| 

=  2,  ^.cuanto  vale  jj- 

-4v|| 
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En  los  problemas  del  19  al  26  el  vector  v  tiene  punto  inicial  P  y  punto  final  Q.  Escriba  v  con  la  forma 
ai  +  bj:  es  decii;  determine  su  vector  de  posicidn. 


19.  P  =  (0,  0);  Q  =  (3,  4) 

21.  P  =  (3,  2);  Q  =  (5,  6) 

23.  P  =  (-2,  -I);  (2  =  (6,  -2) 
25.  /°  =  (l,0);Q  =  (0,  I) 


20.  P  =  (0,  0);  Q  =  (-3,  -5) 
22.  P  =  (-3,  2);  Q  =  (6,  5) 
24.  P  =  (-\A)\Q  =  (E2) 
26.  P  =  (1,  I);  Q  =  (2,  2) 


En  los  problemas  del  27  al  32  determine  ||v||. 

27.  V  =  3i  -  4j  28.  v  =  -5i  +  12j  29.  v  =  i  —  j 

30.  V  =  -i  -  j  31.  V  =  -2i  +  3j  32.  v  =  6i  +  2j 


En  los  problemas  del  33  al  38  determine  cada  cantidad  si  v  =  3i  —  5j  )'  w  =  —  2i  +  Jj, 

33.  2v  +  3w  34.  3v  -  2\v  35.  ||v  -  \v|| 

36.  ||v  +  \vj|  37.  jjvll  -  |(wH  38.  ||yH  +  ||w|l 

En  los  problemas  del  39  al  44  determine  el  vector  unitario  con  la  misma  direccion  qite  v. 

39.  V  =  5i  40.  v  =-3j  41.  v  =  3i  -  4j 

42.  V  =  -5i  +  12j  43.  v  =  i  -  j  44.  v  =  2i  -  j 

45.  Determine  un  vector  v  cuya  magnitud  sea  4  y  su  componente  en  la  direccidn  i  sea  el  doble  de  la  componente  en  la 
direccion  j. 

46.  Determine  un  vector  v  cuya  magnitud  sea  3  y  su  componente  en  la  direccion  i  sea  igual  a  la  componente  en  la 
direccion  j. 

47.  Si  V  =  2i  —  j  y  w  =  .vi  +  3j,  determine  todos  los  numeros  ,v  para  los  cuales  |lv  +  w]]  -  .“j. 

48.  Si  P  =  (  —  3,  I)  y  2  =  {x,  4).  determine  todos  los  numeros  x  para  los  cuales  el  vector  representado  por  PQ  tiene 
longitud  5. 

49.  n<  :-  .'iinnai  /n,,  dc  ■  -  !■■■■  -'(/o'.  .'i  v-a  in  d<  la  'ic-  ■  Cierto  avion  lleva  una  velocidad  de  500  kilometres  por  hora 
en  direccion  estc.  Si  la  velocidad  del  viento  es  de  60  kilomeiros  por  hora  en  direccion  noroeste,  determine  la  ve¬ 
locidad  del  avidn  respecto  de  la  tierra. 

50.  t'lt  ,  ,  cl  Despuds  de  volar  una  hora.  un  avidn  llega  a  un  punto  situado  200  mil- 

las  al  sur  de  su  punto  de  salida.  Si  hubo  viento  estable  de  30  millas  por  hora  desde  el  noroeste  durante  todo  el  vuelo, 
^cual  es  la  velocidad  promedio  del  avion  en  el  aire? 

51.  />(.:  -b'  ■  ■>  Un  avion  viaja  en  direcci6n  noroeste  a  velocidad  constante  respecto  de 

la  tierra  de  250  millas  por  hora,  con  viento  del  este  de  50  millas  por  hora.  ^Que  tan  rapido  in'a  el  avion  si  no  hu- 
biera  viento? 


52.  '  rlni  iib'd  -i  iil  //>■  Un  boie 

pequeno  de  motor  mantiene  una  velocidad  promedio  de  10  millas  por  hora 
en  agua  tranquila.  Al  cruzar  un  ri'o  (es  decir,  navegar  perpendicular  a  la 
coniente)  cuya  coniente  es  de  4  millas  por  hora,  ^cual  sera  la  velocidad 
real  del  bote  de  motor? 

53.  Muesire  en  la  siguiente  grdfica  la  fuerza  necesaria  para  evitar  que  un  ob- 
jeto  en  P  se  mueva. 


54.  Explique  con  sus  propias  palabras  lo  que  es 
un  vector  y  proporcione  un  ejemplo. 

5,'.  Escriba  un  pdrrafo  breve  comparando  el  Sl- 
gebra  de  los  numeros  complejos  con  el  Alge¬ 
bra  de  vectores. 


Corriente 


Bole  I 

A 

1^' 


t 

A, 


I 

A 

L 


/Direccion  del 
bote  debida  a 
la  corriente 
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El  producto  punto 


Producto  punto  v  w 


]  !  i  ^  '  ) 


La  definicion  del  producto  de  dos  vectores  es  algo  soipresiva.  Sin  embargo,  cstc 
producto  tiene  cierto  significado  en  las  aplicaciones  geometricas  y  fi'sicas. 

Si  V  =  aii  +  bij  y  w  =  a2i  +  b2j  son  dos  vectores,  el  producto  punto 
V  •  w  se  define  como 

\  •  \\  =  a]a2  +  b]h2  ( I )  I 


III 

Si  V  =  2i  —  3j  y  w  =  5i  +  3j,  determinar; 

(a)  V  •  w  (b)  w  •  V  (c)  V  •  V 

(d)  w  •  w  (e)  ||v||  (f)  ||w|| 

(a)  V  •  w  =  2(5)  +  (-3)3  =  I  (b)  w  v  =  5(2)  +  3(-3)  =  1 

(c)  V  •  V  =  2(2)  +  (-3)(-3)  =13  (d)  w  •  w  =  5(5)  +  3(3)  =  34 

(e)  ||v||  =  V22  +  (-3)2  =  Vl3  (f)  |iw|[  =  V52  +  32  =  V34  ■ 

Como  el  producto  punto  v  •  w  de  dos  vectores  v  y  w  es  un  numero  real  (es- 
calar),  tambidn  se  le  conoce  como  producto  escalar. 

Propiedades 

Los  resultados  del  ejemplo  1  sugieren  algunas  propiedades  generales, 

Si  u,  V  y  w  son  vectores,  entonces 


u  •  V  =  V  •  u 

(2) 

u  •  (v  +  w)  =  u  •  V  +  u  •  w 

(3) 

V  •  V  =  l|v|p 

(4) 

0  •  V  =  0 

(5) 

Demostraremos  las  propiedades  (2)  y  (4)  y  dejaremos  las  (3)  y  (5)  como  ejercicio 
(veanse  los  problemas  29  y  30  al  final  de  esta  seccion). 

Para  demostrar  la  propiedad  (2),  sean  u  =  rzii  +  b|j  y  v  =  a2'  +  bij-  Entonces 

u  •  V  =  a, 02  +  bih2  =  fl2'3i  +  bib]  =  v  •  u 

Para  demostrar  la  propiedad  (4),  sea  v  =  ai  +  bj.  Entonces 

V  .  V  =  +  ^2  =  |m||2  I 


El  producto  punto  permite  calcular  el  angulo  entre  dos  vectores. 


Seccion  12.4  El  producto  punto  7  j1 


FIGURA  19 

u  /  \u  -  V 


Angulo  entre  vectores 

Sean  u  y  v  dos  vectores  con  el  mismo  punto  inicial  A.  En  este  caso,  los  vectores  u, 
V  y  u  —  V  forman  un  triangulo.  El  angulo  9  en  el  vertice  A  del  triangulo  es  el  an- 
gulo  entre  los  vectores  u  y  v.  Vease  la  figura  19.  Queremos  determinar  una  formu¬ 
la  para  calcular  el  dngulo  6. 

Los  lados  del  triangulo  miden  ||v||,  ||u||,  y  ||u  —  v||,  y  0  es  el  angulo  entre  los 
lados  de  longitud  ||v||  y  ||u||.  Podemos  utilizar  la  ley  de  los  cosenos  (seccidn  8.2) 
para  determinar  el  coseno  del  angulo  entre  estos  lados: 

i|u  —  v|p  =  ||u||-  -I-  ||v|p  —  2||u||  ||v||  cos  6 

Ahora  utilizamos  la  propiedad  (4)  para  reescribir  esta  ecuacion  en  terminos  de  pro- 
ductos  punto: 

(u  -  v)  •  (u  -  v)  =  u  •  u  -I-  V  ■  V  -  2||u||  ||v||  cos  6  (6) 

y  despues  aplicamos  la  propiedad  distributiva  (3)  dos  veces  del  lado  izquierdo  para 
obtener 

(u  —  v)  •  (u  —  v)  =  u  •  (u  -  v)  —  V  •  (u  —  v) 

=  u-  u  —  u-v  —  v-u  +  v-  v 
=  u  •  u  +  V  •  V  —  2u  •  V  (7) 


i.  .)t^  .ill. 


A1  combinar  las  ecuaciones  (6)  y  (7),  tenemos 

u-ud-v-v  —  2u-v  =  u-  u  +  v-  v  —  2||u||  ||v||  cos  6 
u  ■  V  =  ||u||  ||v||  cos  9 

Asi,  hemos  demostrado  el  siguiente  enunciado: 

Si  u  y  V  son  dos  vectores  no  nulos,  el  angulo  9,  0  ^  9  ^  tt,  entre  u  y  v  esta  dado 
por  la  formula 


cos  9  = 


.  .1  f  V  1.  n  : 


FIGURA  20 


% 

.  2 

4 

5| 

/ 

• 

/ 

U  1 

-3i 

irrri'.  r  7,  /  (■  ,  - 

u  =  4i  -  3j  y  V  =  2i  -I-  5j 

Calculamos  las  cantidades  u  •  v,  ||u||  y  ||v||: 

u  •  V  =  4(2)  +  (-3)(5)  =  -7 
||u||  =  V42  (-3)2  =  5 

llvll  =  V22  -h  52  = 


Por  la  fdrmula  (8),  si  9  es  el  dngulo  entre  u  y  v,  entonces 

n  u  ■  V  -7 

cos  9  =  ,,  „  „  „  =  =  -0.26 


Con  una  calculadora,  determinamos  que  9  =  105°.  Vease  la  figura  20. 
■  Ahora  resuelva  el  problema  1. 
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Escritura  de  un  vector  en  terminos  de  su 
magnitud  y  direccion 


FIGLIRA  21 


Muchas  aplicaciones  describen  a  un  vector  en  terminos  de  su  magnitud  y  dircccion. 
y  no  en  terminos  de  sus  componentes.  Si  tenemos  dados  la  magnitud  ||vj[  de  un  vec¬ 
tor  V  no  nulo  y  el  angulo  a  entre  v  e  i,  para  expresar  v  en  terminos  de  ||vi  y  a. 
primero  determinamos  el  vector  unitario  u  con  la  misma  direccidn  que  v: 

V  II  II 

u  =  Tp-fT  o  V  =  V  u  (91 

rll 

Observe  la  figura  21.  Las  coordenadas  del  punto  final  son  (cos  a,  sen  a),  de  modo 
que  u  =  cos  a\  +  sen  aj,  y  por  (9), 


V  =  ||v||(cos  ai  +  sen  aj) 


(lOl 


0-4t-E 


fn  ^ 


I  OrJ 

V 


Naple#»y 


Una  fuerza  F  de  5  libras  se  aplica  en  una  direccidn  que  forma  un  angulo  de  30'' con 
el  eje  x  positive.  Expresar  F  en  terminos  de  i  y  j. 

La  magnitud  de  F  es  ||F||  =  5  y  el  dngulo  entre  la  direccidn  de  F  e  i,  el  eje  j  posi¬ 
tive,  es  O'  =  30°.  Asf,  por  (10), 


F  =  [jF||(cos  ai  +  sen  aj)  =  5(cos  30°i  +  sen  30°j) 


=  5 


/■ 

Un  avion  Boeing  737  mantiene  una  velocidad  constante  de  500  millas  por  hora  en 
direccion  sur.  La  velocidad  de  la  corriente  de  chorro  es  de  80  millas  por  hora  cii  di¬ 
reccion  noreste.  Determinar  la  direccion  real  del  avion  respecto  del  suelo. 


Esta  es  la  misma  informacion  del  ejemplo  6,  seccion  12.3.  Repetimos  la  figura  de 
ese  ejemplo  como  figura  22. 


S 


La  velocidad  del  avion  respecto  del  aire  es 

Vo  =  -500j 

El  viento  tiene  magnitud  80  y  direccion  a  =  45°.  Asi,  la  velocidad  del  viento  es 

/  V2  V2 

v„.  =  80(cos  45°i  +  sen  45°j)  =  801 —^^i  d — ~i 
=  40V2(i  +  j) 
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La  velocidad  del  avion  con  respecto  a  la  tierra  es 

Vg  =  v„  +  V,,  =  -500j  +  40\/2(i  +  j)  =  40V2i  +  (40V2  -  500)j 

El  dngulo  6  entre  y  el  vector  v„  =  —  500j  (la  velocidad  del  avion  con  respecto 
al  aire)  quedan  determinados  por  la  ecuacidn 


cos  9  = 


0=  7.2° 


(40 V2  -  500)(-500) 
(447)(500) 


0.9920 


La  direccion  del  avion  con  respecto  a  la  tien'a  es  aproximadamente  de  7.2°  al  este 
del  sur.  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  1 9. 


Vectores  paralelos  y  ortogonales 

Dos  vectores  v  y  w  son  paralelos  si  existe  un  escalar  no  nulo  a  tal  que  v  =  aw. 
En  este  caso,  el  angulo  9  entre  v  y  w  es  0  o  tt. 

Is  ,I  K  M  I*  L  ()  ?  i)c!t  i!ci  \ 

Los  vectores  v  =  3i  —  j  y  w  =  6i  —  2j  son  paralelos,  ya  que  v  =  |  w.  Ademas,  como 

V  •  w  18  +  2  20 

cos  9  —  II  nil  II  ; — “  /TTT  —  " "  —  1 

||v||  Ijwll  Vl0V40  ■V400 

el  angulo  9  entre  v  y  w  es  0.  ■ 


FIGURA  23 

V  •  w  =  0 

V  es  ortogonal  a  w 


Si  el  dngulo  9  entre  dos  vectores  no  nulos  v  y  w  es  ttH,  los  vectores  v  y  w 

son  ortogonales.* 

La  formula  (8)  implica  que  si  v  y  w  son  ortogonales,  entonces  v  •  w  =  0,  pues 
cos  (7r/2)  =  0. 

Por  otro  lado,  si  v  •  w  =  0,  entonces  v  =  0ow  =  0o  cos  6  =  0.  En  el  ultimo 
caso,  9  =  77/2  yvyw  son  ortogonales.  Vease  la  figura  23.  Si  v  o  w  son  el  vector 
cero,  entonces,  como  el  vector  cero  no  tiene  una  direccidn  especffica,  adoptaremos 
la  convencion  de  que  el  vector  cero  es  ortogonal  a  cualquier  vector. 


Lcoicria  Dos  vectores  v  y  w  son  ortogonales  si,  y  solo  si 


V  •  w  =  0 


*Oriogonal.  perpendicular  y  nornwl  son  lerminos  que  indican:  “se  iniersecan  en  angulo  redo”.  Se  acos- 
lumbra  decir  que  dos  vectores  son  oriogonalcs,  que  dos  recias  son  perpendiculares,,  y  que  una  recta  y 
un  piano,  o  un  vector  y  un  piano,  son  nonnales. 
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FIGURA  24 


=  2 

!i  + 

\  ' 

A 

X 

V  = 

2i. 

-i 

Los  vectores 


ill 


V  =  2i  —  j  y  w  =  3i  +  6j 

son  ortogonales,  pues 

v-w  =  6  —  6  =  0 

Vease  la  figura  24. 

Ahora  resuelva  el  problema  11. 


FIGURA  26 


(a) 


V,  p  w 

(b) 


Proyeccion  de  un  vector  sobre  otro 

En  muchas  aplicaciones  ffsicas  es  necesario  determinar  “cuanto”  de  un  vector  sc 
aplica  en  una  direccion  dada.  Observ'e  la  figura  25.  La  fuerza  F  debida  a  la  gravedatl 
jala  directamente  hacia  abajo  (hacia  el  centre  de  la  Tierra)  al  bloque.  Para  estncliar 
el  efecto  de  la  gravedad  .sobre  el  bloque,  es  necesario  determinar  cudnto  de  F  esta 
realmente  jalando  hacia  abajo  de  la  rampa  (F|)  y  cudnto  de  F  empuja  contra  la  ranipa 
(F2),  formando  un  angulo  recto  con  dsta.  Al  conocer  la  descomposicion  de  F,  con 
frecuencia  podemos  determinar  el  memento  en  que  se  supera  la  friccidn  y  el  bloque 
comienza  a  resbalar  por  la  rampa. 

Sean  v  y  w  dos  vectores  no  nulos  con  el  mismo  punto  inicial  P.  Queremos 
descomponer  v  en  dos  vectores:  Vi,  paralelo  a  w,  y  V2,  ortogonal  a  w.  Vdaiisc  las 
figuras  26(a)  y  26(b).  El  vector  V|  es  la  proyeccion  vectorial  de  v  sobre  w  y  se 
denota  proyw  v. 

Obtenemos  el  vector  Vi  como  sigue:  desde  el  punto  final  de  v  trazamos  una 
perpendicular  hasta  la  recta  que  contiene  a  w.  El  vector  Vi  es  el  vector  que  va  de  P 
al  pie  de  esta  perpendicular.  El  vector  V2  esta  dado  por  V2  =  v  —  vj.  Observe  que 
V  =  V|  +  V2,  V|,  V|  es  paralelo  a  w  y  que  V2  es  ortogonal  a  w.  Esta  es  la  descom- 
posicidn  para  v  que  estdbamos  buscando. 

Ahora  buscamos  una  formula  para  Vj  con  base  en  el  conocimiento  de  los  vec¬ 
tores  V  y  w.  Como  v  =  Vi  +  V2,  tenemos 

V  •  W  =  (V|  +  V2)  •  W  =  V|  •  W  +  V2  •  W  (111 

Como  V2  es  ortogonal  a  w,  V2  •  w  =  0.  Como  V|  es  paralelo  a  w,  V|  =  aw  para  al- 
giin  escalar  a.  Asi,  podemos  escribir  la  ecuacidn  (11)  como 

V  •  w  =  aw  •  w  =  a||w|p 

V  •  w 


Entonces, 


V  •  w 

Vi  =  aw  =  T— nyw 

w  E 


Si  V  y  w  son  dos  vectores  no  nulos,  la  proyeccidn  vectorial  de  v  sobre  w  es 


V  •  w 

proy„  V  =  -f]— f]TW 

w  P 
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La  descomposicidn  de  v  en  V|  y  V2,  donde  V|  es  paralelo  a  w  y  V2  peqjendicular  a 
w,  es 


V,  =  proy„,  V  = 


-w  V2  =  V  —  Vi 


(I2) 


Determinar  la  proyeccion  vectorial  de  v  =  i  +  3j  sobre  w  =  i  +  j.  Descomponer  v 
en  dos  vectores  V|  y  V2,  donde  Vi  sea  paralelo  a  w  y  V2  ortogonal  a  w. 


>uliicii>n  Utilizamos  las  fdrmulas  (12). 


FIGURA  27 
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FIGURA  28 


V  •  w  1  +  3 

V,  =  proyw  V  =  w  =  =  2w  =  2(1  +  j) 

V2  =  V  -  V|  =  (i  +  3j)  -  2(i  +  j)  =  -i  +  j 


Vcase  la  figura  27. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  13. 


Trabajo  realizado  por  una  fuerza  constante 

En  fisica  elemental,  el  trabajo  IV  realizado  por  una  fuerza  constante  F  para  des- 
plazar  un  objeto  de  un  punto  A  hasta  un  punto  B  se  define  como 

IV  =  (Magnitud  de  la  fuerza)(Distancia)  =  ||F||  ||Afi|| 

(El  trabajo  se  mide  por  lo  general  en  pies-libras  o  en  Newtons-metros.) 

En  esta  definicion  suponemos  que  la  fuerza  F  se  aplica  a  lo  largo  de  la  linea 
de  movimiento.  Si  la  fuerza  constante  F  no  se  aplica  a  lo  largo  de  la  linea  de 
movimiento  sino  formando  un  angulo  6  en  direccion  de  este,  como  nos  muestra  la 
figura  28,  entonces  el  trabajo  W  realizado  por  F  al  mover  un  objeto  de  A  a  fi  se 
define  asf: 

IV  =  F-AS  (11) 


Esta  definicidn  es  compatible  con  la  definicidn  “fuerza  por  distancia”  anterior,  ya  que 


W  =  (Cantidad  de  fuerza  en  la  direccion  de  A5)(  Distancia) 


=  llproy^AB  F|l  1 1 


||^-g||  ||^-;^||  =  F . 
||AB|P" 


I  .1  1:  M  1  I  0  S  ;  ;  ,  , 

Determinar  el  trabajo  realizado  por  una  fuerza  de  5  libras  que  actua  en  la  direccidn 
i  +  j  al  mover  un  objeto  una  distancia  de  1  pie,  de  (0,  0)  hasta  (1,  0). 

.  ' :,i.  .  Primero  debemos  expresar  la  fuerza  F  como  un_vector.  La  fuerza  tiene  magnitu^S 
y  direccion  i  +^j.  Por  lo  tanto,  la  direccion  de  F  forma  un  angulo  de  45°  con  i  . 
Asi,  la  fuerza  F  es 

/V2  V2  \  5\'2 

F  =  5(cos  45°i  +  sen  45°j)  “  2  *  +  2  ^  ~  2 
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I-;  j  K  M  I* 


La  h'nea  de  movimiento  del  objeto  va  desde  A  =  (0,  0)  hasta  B  =  (I,  0),  de  mocio 
que  AB  =  i.  For  lo  tanto,  el  trabajo  W  es 

5V2  5V2 

W  =  ¥  ■  AB  =  2  (>  +  j)  ■  i  =  9  pies-libra  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  25, 


I.  0  y  ?  lilfiilii  tif  iRilidjii 

La  figura  29(a)  muestra  a  una  nina  jalando  un  carro  con  una  fuerza  de  50  libra^. 
^Cu^nto  trabajo  se  realiza  al  mover  el  carro  100  pies  si  el  asa  forma  un  angulo  de 
30°  con  el  piso? 


FIGURA  29 


"'iilllr'IDIi 


Colocamos  los  vectores  en  un  sistema  de  coordenadas,  de  modo  que  el  carro  sc 
mueve  de  (0,  0)  a  (100,  0).  Asi,  el  movimiento  va  desde  A  =  (0, 0)  hasta 
B  =  (100,  0),  de  modo  que  AB  =  lOOi.  El  vector  de  fuerza  F  que  aparccc  en  lu 
figura  29(b),  es 


F  =  50(cos  30°i  +  sen  30°j)  =  50 


V3 


25\/3i  +  25j 


For  la  formula  (13),  el  trabajo  W  realizado  es 

W=F-AB=  (25V3i  +  25j)  ■  lOOi  =  2500V'^  pies-libra  i 


M  \  I  it.  I'l  iHli  'I  '  ■  I.  En  un  Daw  hisuirico  anterior,  establecimos  que  lo.s  numeros  complejos  fucroii  uli- 

lizados  como  vectores  en  el  piano  antes  de  que  quedtira  claro  el  concepto  gcncial  de 
vector.  Formemos  la  correspondencia 

Vector 
ai  -I-  b\ 
ci  +  d] 

Muestre  que 

(ai  -f  b])  ■  (ci  +  d])  =  Parte  real[(a  +  bi){c  di)] 

Esta  es  la  forma  original  en  que  se  planted  el  producto  punto.  La  parte  imugintiria  tain- 
bien  es  interesante.  Es  un  determinante  (vease  la  seccidn  10.3)  y  representa  el  area  del 
paralelogramo  cuyos  lados  son  los  vectores.  Esto  se  acerca  a  una  de  las  ideas  de  Her 
mann  Grassmann  y  tambien  estd  relacionado  con  el  triple  producto  escalar  de  los  sec- 
tores  tridimensionales  I 


Numero  complejo 
a  +  bi 
c  +  di 


Seccion  12.4  El  producto  punto  797 


9&Jt  ■ 

Ejercicio  12.4 

En  los  pwhk’mus  del  1  al  10  determine  el  producto  punto  \  •  w  el  coseno  del  dngulo  entre  v  y  w. 

1.  V  =  i  -  j,  w  =  i  +  j  2.  V  =  i  +  j,  w  =  -i  +  j  3.  v  =  2i  +  j,  w  =  i  +  2j 

4.  V  =  2i  +  2j,  w  =  i  +  2j  5.  v  =  \/3i  —  j,  w  =  i  +  j  6.  v  =  i  +  \  3j,  w  =  i  —  j 

7.  V  =  3i  +  4j,  w  -  4i  +  3j  8.  v  =  3i  -  4j,  w  =  4i  —  3j  9.  v  =  4i,  w  =  j 

10.  V  =  i.  w  =  3j 

11.  Determine  a  de  modo  que  el  angulo  entre  v  =  oi  —  j  y  w  =  2i  +  3j  sea  ttI2. 

12.  Determine  h  de  modo  que  el  angulo  entre  v  =  i  +  j  y  w  =  i  +  /;j  sea  Tr/2. 

En  los  prohleinas  del  Id  al  18,  descoinponga  v  en  dos  vectores  V|  y  \2,  donde  Vj  sea  paralelo  a  w  y  V2  sea 

ortogonal  a  w. 

13.  V  =  2i  3,j,  w  =  i  -  j  14.  V  =  -3i  +  2j,  w  =  2i  +  j  15.  v  =  i  -  j,  \v  =  i  +  2j 

16.  V  =  2i  —  j,  w  =  i  —  2j  17.  v  =  3i  +  j,  w  =  — 2i  —  j  18.  v  =  i  —  3j,  w  =  4i  -  j 

19.  Iti  h-rmin,::  nm  ih  In  ^apiih  •  di  •  ion  r:  idc\  tie  uii 
Un  jet  DC-10  mantiene  una  velocidad  en  el  aire  de 
550  millas  por  hora  en  direccion  suroeste.  La  velocidad  de  la 
corriente  de  chorro  (constante)  es  de  80  millas  por  hora 
desde  el  oeste.  Determine  la  rapidez  y  direccidn  reales  del 
avidn. 


20.  I’.-,.  ..Ill-:  -I  /i;  El  piloto  de  un  avidn 

desea  dirigirse  hacia  el  este  pero  enfrenta  un  viento  con  ve¬ 
locidad  de  40  millas  por  hora  desde  el  noroeste.  .Si  el  piloto 
mantiene  una  velocidad  en  el  aire  de  250  millas  por  hora, 
i;,que  rumbo  debera  mantener?  ^Cual  es  la  rapidez  real  del 
avidn? 


21.  -  Cierto  n'o  tiene 

una  corriente  constante  de  3  kildmetros  por  hora.  tQtic  an¬ 
gulo  debe  formar  un  bote  de  motor  (capaz  de  mantener  una 
velocidad  constante  de  20  kildmetros  por  hora)  con  respecto 
al  muelle  para  llegar  al  punto  directamente  opucsto  del  otro 
lado  del  n'o?  Si  el  n'o  tiene  un  ancho  de  y  kildmetro,  ^.cuanto 
tiempo  tardara  el  bote  en  cruzarlo? 

22.  Repita  el  pro- 
blema  21  si  la  corriente  es  de  5  kildmetros  por  hora. 


Direccion  del 
bote  debida  a 
la  corriente 
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23. 


24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 


33. 

34. 

35. 


36. 


37. 


Un  rio  mide  500  metros  de 
ancho  y  tiene  una  corriente  de  1  kilometro  por  hora.  Si  Sharon  puede  nadar 
a  razon  de  2  kilometros  por  hora,  ^con  que  angulo  respecto  de  la  orilla 
debe  nadar  si  desea  cruzar  el  rro  hasta  llegar  al  punto  directamente 
opuesto  al  de  salida?  ^Cudnto  tiempo  tardard  en  crazar  el  rio? 

Un  avidn  viaja  200  millas  hacia  el  oeste  y  luego  150  millas  a  60°  al 
norte  del  oeste.  Determine  el  desplazamiento  resultante. 

Determine  el  trabajo  realizado  por  una  fuerza  de  3  libras  que  actua  en 
la  direccidn  2i  +  j  para  mover  un  objeto  2  pies,  de  (0,  0)  a  (0,  2). 

Determine  el  trabajo  realizado  por  una  fuerza 
de  1  libra,  que  actua  en  la  direccidn  2i  +  2j  al  mover  un  objeto  5 
pies,  de  (0,  0)  a  (3,  4). 

Un  carro  se  jala  en  forma  horizontal  ejerciendo 
una  fuerza  de  20  libras  sobre  el  asa  y  a  un  angulo  de  30°  respecto  de 
la  horizontal,  ^Cudnto  trabajo  se  realiza  al  mover  el  carro  100  pies? 

Determine  el  dngulo  agudo  que  forma  un  vector  unitario  de  fuerza  cons- 
tante  con  el  eje  x  positive  si  el  trabajo  realizado  por  la  fuerza  al  mover 
una  particula  de  (0,  0)  a  (4,  0)  es  igual  a  2. 

Demuestre  la  propiedad  distributiva,  u  •  (v  +  w)  =  u  •  v  +  u  •  w. 

Demuestre  la  propiedad  (5),  0  •  v  =  0. 

Si  V  es  un  vector  unitario  y  el  angulo  entre  v  e  i  es  a,  muestre  que  v  =  cos  m  +  sen  ay 

Suponga  que  v  y  w  son  vectores  unitarios.  Si  el  dngulo  entre  v  e  i  es  tr  y  el  dngulo  entre  w  e  i  es  ^  .  utilice  la  idea 
del  producto  punto  v  •  w  para  demostrar  que 

cos(a  -  /3)  =  cos  a  cos  /3  +  sen  a  sen  fi 

Muestre  que  la  proyeccidn  de  v  sobre  i  es  (v  •  i)i.  De  hecho,  muestre  que  siempre  podemos  escribir  un  vector  v  eomo 

V  =  (v  ■  i)i  +  (v  •  j)j 

(a)  Si  u  y  V  tienen  la  misma  magnitud,  muestre  entonces  que  u  +  v  y  u  —  v  son  ortogonales. 

(b)  Utilice  lo  anterior  para  demostrar  que  un  angulo  inscrito  en  un  semici'rculo  es  recto  {vease 
la  figura). 

Sean  v  y  w  dos  vectores  no  nulos.  Muestre  que  el  vector  v  -  orw  es  ortogonal  a  w  si  a  = 

(V  ■  W)/||W||2. 

Sean  v  y  w  dos  vectores  no  nulos.  Muestre  que  los  vectores  Ijwllv  +  |lv||w  y 
liwilv  -  |!v||w  son  ortogonales. 

En  la  definicion  de  trabajo  dada  en  esta  seccidn,  ^cual  es  el  trabajo  realizado  si  F  es  ortogonal 
a  AB  ? 

Demuestre  la  identidad  de  polarizacion:  j  u  +  v||“  —  ||u  -  vjj-  =  4(u  ■  v) 

Plantee  una  aplicacion  del  producto  punto  distinta  de  las  que  aparecen  en  el  texto. 


\ 


1 


Corriente 

DIreccion  de 
la  nadadora 


V 


\ 


D 

delatwrtMl 

debidBi^raad^l 

i  is 


Repaso  del  capitulo 


Concertos  fundamentales 


Matriz 

Matriz  m  por  n 
Matriz  identidad  / 
Inversa  de  una  matriz 
Matriz  no  singular 


Arreglo  rectangular  de  numeros,  llamados  entradas 
Matriz  con  m  renglones  y  n  columnas 

Matriz  cuadrada  cuyas  entradas  en  la  diagonal  son  numeros  uno,  mientras  que  el  resto  son  ceros 
A~'  es  la  inversa  de  A  si  AA~'  =  A~'A  =  / 

Una  matriz  que  tiene  inversa 


Repaso  del  capitulo  799 


Vector 

Vector  de  posicion 
Vector  unitario 
Producto  punto 


Cantidad  que  tiene  magnitud  y  direccidn;  equivale  a  un  segmento  de  recta  dirigido  PQ 
Vector  cuyo  punto  inicial  esta  en  el  origen 
Vector  cuya  magnitud  es  1 

Si  V  =  a]i  +  y  w  =  £72'  +  ^>2].  entonces  v  •  w  =  aia2  +  bibj- 


Angulo  6  entre  dos  cos6  = 
vectores  no  nulos  u  y  v 


Como  hacer  para 


Reconocer  matrices  iguales 
Sumar  y  restar  matrices 
Multiplicar  matrices 

Determinar  la  inversa  de  una  matriz  no  singular 
Resolver  un  sistema  de  ecuaciones  mediante  la  inversa 
matriz 

Escribir  la  descomposicidn  en  fracciones  parciales  de  una 

si6n  racional 

Sumar  y  restar  vectores 


Formar  multiplos  escalares  de  vectores 
Determinar  la  magnitud  de  un  vector 
Resolver  problemas  que  utilicen  vectores 
Determinar  el  producto  punto  de  dos  vectores 
de  una  Encontrar  el  Sngulo  enlre  dos  vectores 
Determinar  si  dos  vectores  son  paralelos 
expre-  Determinar  si  dos  vectores  son  ortogonales 

Calcular  la  proyeccidn  vectorial  de  v  sobre  w 


Complete  en  los  espacios _ 

1.  Una  matriz  B  para  la  cual  AB  =  la  matriz  identidad,  es  la _ de  A. 

2.  En  el  algebra  de  matrices,  la  matriz  que  tiene  propiedades  similares  al  numero  1  es  la  matriz _ 

3.  Una  funcidn  racional  es _ si  el  grado  de  su  numerador  es  menor  que  el  grado  de  su  denominador, 

4.  Un  vector  de  magnitud  I  es  un  vector _ . 

5.  Si  el  dngulo  entre  dos  vectores  v  y  w  eS7r/2,  entonces  el  producto  punto  v  ■  w  es  igual  a _ 


ClERTO  O  FaLSO _ 

C  F  1.  Toda  matriz  cuadrada  tiene  una  inversa. 

C  F  2.  La  multiplicacion  de  matrices  es  conmutativa. 

C  F  3.  Cualquier  par  de  matrices  se  puede  multiplicar  entre  sf. 

C  F  4.  Los  factores  del  denominador  de  una  expresidn  racional  se  utilizan  para  obtener  la  descomposicibn  en  fracciones 

parciales. 

C  F  5.  Los  vectores  son  cantidades  que  tienen  magnitud  y  direccion. 

C  F  6.  La  fuerza  es  un  ejemplo  fisico  de  un  vector. 

C  F  7.  Si  u  y  V  son  vectores  ortogonales.  entonces  u  •  v  =  0. 


Ejercicios  de  repaso 


En  los  problemas  del  I  al  8  utilice  las  siguientes  matrices  para  calcular  cada  expresidn. 


1  0' 

■3  -4~ 

A  = 

2  4 

B  = 

'4  -3  0‘ 

C  = 

1  5 

-1  2 

_1  1  -2_ 

5  -2 

1.  A  +  C  2.  A  -  C  3.  6A  4.  -4B  5.  AB  6.  BA  7.  CB  8.  BC 
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En  los  problemas  del  9  al  14  determine  la  inversa  de  cada  matriz,  si  existe.  Si  no  existe  una  inversa. 
indique  que  la  matriz  es  singular. 


-3  2 
I  -2 


"1  3  3 

11.  I  21 

1-1  2 


■3  1  2 

12.  3  2-1 

1  1  1 


4  -8' 
-1  2 


En  los  problemas  del  15  al  24  escriba  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  de  cada  expresibn 
racional. 


.x{x  -  4) 


(X-  -  9)(.v  +  I) 


16.  —  - 

(X  +  2)(x  -  3) 


(X  -  2)(x^  +  1) 


x^(x  -  1) 
.v3 

(x2  +  4)2 


(X  -  2)2(X  -  I  ! 


+16)- 


(x2  +  l)(x2  -  1) 


(x2  +  4)(x2  -  1) 


En  los  problemas  del  25  al  28  representamos  el  vector  v  mediante  el  segmento  de  recta  dirigido  PQ. 
Escriba  v  en  la  forma  ai  +  b]  >’  determine  ||v||. 

25.  P  =  (1,-2);  (J  =  {3,-6)  26.  P  =  (-3,  1);  Q  =  (4. -2) 

21.P  =  (0,-2)\  2  =  (-1,1)  28.  P  =  (3, -4);  2  =  (-2,0) 


En  los  problemas  del  29  al  36  utilice  los  vectores  v  =  — 2i  +  j  y  w  =  4i  —  3j. 

29.  Determine  4v  —  3w.  30.  Determine  — v  +  2\v.  31.  Determine  ||v|i.  32.  Determine  |]v  -  w  l 

33.  Determine  I'v|l  +  \v||.  34.  Determine  ||2vj|  -  3||w||. 

35.  Determine  un  vector  unilario  con  la  misma  direccion  que  v. 

36.  Determine  un  vector  unitario  con  la  direccidn  opuesta  a  la  de  w. 


En  los  problemas  del  37  al  40,  determine  el  producto  panto  \  ■  w  y  el  coseno  del  dngulo  entre  v  y  w. 

37.  V  =  -2i  +  j,  w  =  4i  -  3j  38.  v  =  3i  -  j,  w  =  i  +  j 

39.  V  =  i  -  3j,  w  =  -i  +  .j  40.  v  =  i  +  4j,  w  =  3i  -  2j 

41.  Determine  la  proyeccion  vectorial  de  v  =  2i  +  3j  sobre  w  =  3i  +  j. 

42.  Determine  la  proyeccion  vectorial  de  v  =  -i  +  2j  sobre  w  =  3i  -  j. 

43.  Determine  el  angulo  entre  los  vectores  v  =  3i  —  4j  y  w  =  I2i  —  5j. 

44.  Determine  el  angulo  entre  los  vectores  v  =  i  —  j  y  w  =  2i  +  j. 

45.  ii  ■  ■  ii.idado  .  Cierta  nadadora  puede 

mantener  una  rapidez  constante  de  5  millas  por  bora.  Si  ella  sigue  un  sen- 

tido  recto  para  atravesar  un  n'o,  el  cual  tiene  una  corriente  que  se  mueve  a 
raz6n  de  2  millas  por  bora,  ^cual  es  la  rapidez  real  de  la  nadadora?  (Vease 
la  figiira.)  Si  el  n'o  tiene  una  milla  de  ancho,  ^a  qu6  distancia  n'o  abajo  ter- 
minard  la  nadadora  con  respecto  del  punto  que  estii  directamente  enfrente, 
al  otro  lado  del  n'o,  del  punto  de  partida? 

46.  Un  bote  pequeno  de 
motor  se  mueve  con  una  rapidez  real  de  1 1  millas  por  bora  en  direccidn  sur. 

La  con'iente  vienc  del  noreste,  a  3  millas  por  bora,  ,^cudl  es  la  rapidez  del 
bote  con  respecto  al  ugua?  ^Cual  es  la  direccibn  del  bote  segtin  la  brujula? 

47.  ■  Un  n'o  de  1  kilbmetro  de  ancho 
tiene  una  corriente  constante  de  5  kilbmetros  por  bora.  ^Con  que  angulo 
debe  dirigirse  un  bole,  si  puede  mantener  una  rapidez  constante  de  15 
kilbmetros  por  bora,  para  llegar  hasta  el  punto  directamente  opuesto  al  de  partida? 

48.  purl:  'll.  (//.:  r'.'ioi'.  Un  avion  tiene  en  el  aire  una  velocidad  de  500  kilbmetros  por  bora  eii 

direccion  none.  La  velocidad  del  viento  es  de  60  kilbmetros  por  bora  en  direccidn  sureste.  Determine  la  rapidez  y  direr* 
ci6n  reales  del  avibn  con  respecto  al  suelo. 
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Apendice  A 


REPASO  DE  ALGEBRA 


A.  1  Expresiones  polinomiales  y  racionales 

A. 2  Radicales;  exponentes  racionales 

A.3  Completar  el  cuadrado;  la  formula  cuadr^tica 


Expresiones 
polinomiales  y 
racionales 


Con  frecuencia  el  algebra  es  descrita  como  una  generalizacion  de  la  aritmetica  en 
la  que  se  utilizan  letras  para  representar  numeros  reales.  Utilizaremos  las  ultimas 
lelras  del  alfabeto,  x,  y,  y  z,  para  representar  variables,  y  las  primeras  letras,  a,  b,  y 
c,  para  representar  constantes.  Asf,  en  las  expresiones  3.r  +  5  y  ax  +  £>,  se  debe  en- 
tender  que  x  es  una  variable  y  que  a  y  b  son  constantes,  aunque  las  constantes  a  y 
b  no  esten  especificadas.  Como  usted  podra  ver,  en  general  el  contexto  aclara  el  sig- 
nificado  pretendido. 

Ahora  presentaremos  un  poco  de  vocabulario  basico. 


Monomio 


Un  monomio  en  una  variable  es  el  producta  de  una  constante 
por  una  variable  elevada  a  una  potencia  entera  no  negativa. 
De  este  mode,  un  monomio  tiene  la  forma. 


donde  a  es  una  constante,  x  una  variable  y  /<  >  0  un  numero 
entero.  La  constante  a  es  el  coeficiente  del  monomio.  SI  a  #  0, 
entonces  k  es  el  grodo  del  monomio. 


Algunos  ejemplos  de  monomios  son: 


MONOMIO  COEFICIENTE  GRADO 


6x^- 

6 

2 

-Via 

3 

3 

3 

0 

-5.x 

-5 

1 

1 

4 

Dos  monomios  ax^  y  bx^  del  mismo  grado  y  con  la  misma  variable  son  ter- 
minos  semejantes.  A1  sumar  o  restar  estos  monomios,  los  podemos  combinar  en 
un  unico  monomio  mediante  la  propiedad  distributiva.  Por  ejemplo, 

2x2  +  5x2  =  (2  +  5)^2  =  7x2  y  §^3  _  5^3  =  (8  -  5)x^  =  .tx^ 

La  suma  o  resta  de  dos  monomios  con  grados  distintos  es  un  binomio.  La  suma 
0  resta  de  tres  monomios  con  tres  grados  diferentes  es  un  trinomio.  Por  ejemplo, 


30; 
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Polinomio 


,v-  —  2  es  UP  binoniio 
-  3x  +  5  es  un  irinomio 
2x-  +  5x*  +  2  =  7x^  +  2  es  un  binomio 


Un  polinomio  en  una  variable  es  una  expresion  algebraica  de  la 
forma 

«„A'"  +  +  •  •  •  +  a|.v  +  t/o  (U 

donde  On,  On-i . Oi-  oq  son  constantes"  llamadas  coefi- 

cientes  del  polinomio,  n  >  0  es  un  entero  y  x  es  uno  variable.  Si 
On  +  0,  este  es  el  coeficiente  principoi  y  n  es  el  grado  del  poli¬ 
nomio, 

Lx)s  monomios  que  conforman  a  un  polinomio  son  sus  terminos.  Si  todos  lus 
coeficientes  son  nulos  el  polinomio  es  un  polinomio  cero,  esto  es,  que  no  tiene  grado. 

Por  lo  general,  los  polinomios  se  escriben  en  forma  canonica  iniciando  desdc 
el  termino,  distinto  de  cero,  que  posea  el  mayor  grado  y  continuando  con  los  ter¬ 
minos  en  orden  descendente  de  acuerdo  con  su  grado.  Algunos  ejemplos  de  poli¬ 
nomios  son: 


POLINOMIO 

COEFICIENTE 

GRADO 

3x2  „  5  =  3_j.2  +  0  .  ,v  -r  (^5) 

3,  0,  -5 

2 

8-2x-l-x2=  1  ■  -  2x  +  S 

1,  -2,  8 

2 

5x  +  V2  =  5x'  +  V2 

5,  V2 

1 

3  =  3  •  1  =  3  •  x« 

3 

0 

0 

0 

Sin  grado 

Aunque  hemos  utilizado  x  para  representar  la  variable,  tambidn  suelen  usarse 
letras  como  y  o  z  Asi, 

Sx"*  —  x^  -(-  2  es  un  polinomio  (en  x)  de  grado  4. 

9y-'’  —  2y^  -h  y  —  3  es  un  polinomio  (en  y)  de  grado  3. 

+  TT  es  un  polinomio  (en  z)  de  grado  5. 

Las  expresiones  algebraicas  como 

1  +  I 

7  ^  x+  5 

no  son  polinomios.  La  primera  no  es  un  polinomio  debido  a  que  1/x  =  x''  tiene  un 
exponente  que  no  es  un  niimero  entero  no  negativo.  Aunque  la  segunda  expresion 
es  el  cociente  de  dos  polinomios,  el  polinomio  del  denominador  tiene  grado  mayor 
que  0,  por  lo  que  la  expresion  no  puede  ser  un  polinomio. 


*La  notacion  o„  sc  lec  “a  submdice  n."  El  niimero  n  es  un  subi'ndice  y  no  debe  ser  confundido  con  un 
exponente.  Ulilizaremos  subi'ndices  para  distinguir  una  constante  de  otra,  cuando  necesitemos  un  niimero 
grande  o  indeterminado  de  constantes. 
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Suma  y  resta  de  polinomios 

Los  polinomios  se  suman  y  restan  agrupando  sus  terminos  semejantes. 

I'.  I  I‘.  M  I*  I.  )  1  I  t/c 

Encontrar 

(a)  —  2x-  +  6x  —  2)  +  (3x'*  —  2x^  +  x^  +  x) 

(b)  (3x4  _  4^3  +  _  1)  _  (2x4  _  8^2  _  6x  +  5) 

Soliii  u:i)  (a)  La  idea  aqui  es  agrupar  los  terminos  semejantes. 

(8x^  —  2x^  +  6x  —  2)  +  (3x4  _  2x3  +  x^  +  x) 

=  3x4  +  (8x3  _  2x3)  +  (_2x2  +  x2)  +  (6x  +  x)  -  2 
=  3x4  _|_  _  x2  +  7x  —  2 

(b)  (3x4  _  4j,3  gx2  —  1 )  —  (2x4  _  8x2  _  4. 

=  3x4  _  4^3  _|_  gj,2  —  1  —  2x4  8x3  _|_  _  5 

s  , 

=  (3x4  _  2x4)  +  (-4x3)  +  (6x3  +  8x3)  +  6x  +  (- 1  -  5) 

=  x4  —  4x3  _|_  (4jj.2  g  B 


”  Ahora  resuelva  el  problema  1. 

Multiplicacion  de  polinomios 

Determinamos  el  producto  de  polinomios  utilizando  varias  veces  la  propiedad  dis- 
tributiva  y  las  leyes  de  los  exponentes. 

I'.  .1  K  M  P  I,  ()  2 

Encontrar  el  producto  (2x  +  5)(x3  —  x  +  2) 

Soliicuni  Multiplicacion  horizontal 

{2x  +  5)(x3  —  X  +  2)  =  2x(x3  —  X  +  2)  +  5(x3  —  x  +  2) 

=  2x-x3  —  2x-x+2x-2  +  5-x3  —  5'X  +  5'2 

|3mi  .-,.'.>3  .li-  .ill.  .  . 

=  2x3  —  2x3  4j|.  _j_  ^^2  _  _l_  [Q 

=  2x3  +  3x3  —  X  +  10 


Multiplicacion  vertical:  La  idea  aqui  es  similar  a  la  multiplicacion  de  un  numero 
de  dos  dlgitos  por  otro  de  tres. 
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Diferencia  de  dos 
cuadrados 


Cuadrados  de  binomios  o 
cuadrados  perfectos 


Trinomios  diversos 


Cubos  de  binomios  o 
cubos  perfectos 


Diferencia  de  dos  cubos 


Suma  de  dos  cubos 


—  X  +  2 

_ 2x+  5 

2x^  —  2x^  +  4x  i  -■■■  ■-■■■  .  -  ■  ■ 

(  +  )  5jc-  -  5x  +  10  I  -I.  ■ 

2x^  +  3x^  —  X  +  10  s  ■ 

■  Ahora  resuelva  el  problema  5. 

Con  frecuencia  aparecen  en  Algebra  ciertos  productos  llamados  productos 
notables.  En  la  lista  siguiente,  x,a,b,c  y  d  son  numeros  reales: 


(x  —  fl)(x  +  a)  =  x^  —  (2) 


(x  +  o)^  =  x^  +  2ax  +  d/ 

(3a) 

{x  —  of-  =  )?-  —  2ax  +  cd 

(3b) 

(x  +  a)(x  +  b)  =  x^  +  (a  +  b)x  +  ab  (4a) 

{ax  +  b)(cx  +  d)  =  acx^  +  {ad  +  bc)x  +  bd  (4b) 


(x  +  a)(x^  —  ax  +  a^)  =  x^  +  a^ 


(7) 


Las  fbrmulas  de  las  ecuaciones  de  la  (2)  a  la  (7)  se  utilizan  con  frecuencia  y 
hay  que  memorizarlas.  Pero  si  olvida  alguna  o  no  estd  seguro  de  su  forma,  debc 
poder  deducirla  en  caso  necesario. 

Un  polinomio  en  dos  variables  x  y  y  es  la  suma  de  uno  o  mas  mononiios  de 
la  forma  ax”/",  donde  a  es  una  constante  Damada  coeficiente,  x  y  y  son  vaiiubles. 
y  ny  m  son  enteros  no  negativos.  El  grado  del  monomio  ax”/”  es  n  +  m.  El  grado 
de  un  polinomio  en  dos  variables  x  y  y  es  el  mayor  grado  de  todos  los  monomios 
con  coeficientes  distintos  de  cero  que  aparecen  en  el  polinomio. 

La  definicion  de  los  polinomios  en  tres  variables  x,  y  y  z  y  los  polinomios 
con  mas  de  tres  variables  es  analoga.  Estos  son  algunos  ejemplos: 
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3x2  +  2x2y  +  5 

77x2  _  y2 

+  4x2 V  _  _|_  y4 

.  ■  ,  >lv  . 

l>. 

(•2  4-  y2  _  _|_  4 

5x2  _  _|_  2w^x 

La  suma  y  la  multiplicacion  de  polinomios  con  dos  o  mas  variables  se  rea- 
liza  de  la  misma  forma  que  en  el  caso  de  los  polinomios  con  una  variable. 

■  Ahora  resuelva  el  problema  3. 


Division  de  polinomios 

El  procedimiento  para  dividir  dos  polinomios  es  similar  al  usado  para  dividir  dos 
enteros.  Este  proceso  ya  debe  ser  familiar  para  usted,  pero  lo  recordaremos  a  con- 
tinuacion. 


\:  ■  M  I’  I.  ()  3  /J/iV-:..  ./<■ 

Dividir  842  entre  15. 


Asi,  =  56+  iV 

En  el  proceso  de  division  larga  detallado  en  el  ejemplo  3,  el  niimero  15  es  el 
divisor,  842  el  dividendo,  56  el  cociente  y  2  el  residue. 

Para  verificar  la  respuesta  obtenida  en  un  problema  de  division  multiplicamos 
el  cociente  por  el  divisor  y  a  este  producto  le  sumamos  el  residue.  La  cantidad  re- 
sultante  debe  coincidir  con  el  dividendo. 


56  . 

15}^  !■ 

75 
92 

90  ' 

2  ■  r, 


(Cociente)(Divisor)  +  Residue  =  Dividendo 


Por  ejemplo,  podemos  verificar  el  resultado  del  ejemplo  3  como  sigue: 
(56)(15)  +  2  =  840  +  2  =  842 

Para  dividir  dos  polinomios  primero  debemos  escribir  cada  uno  en  forma 
candnica.  El  proceso  sigue  entonces  un  patrdn  similar  al  del  ejemplo  3.  El  siguiente 
ejemplo  ilustra  el  procedimiento. 

\  ,1  K  M  V  \  ()  -I  J,'  ,,s.. 

Determinar  el  cociente  y  el  residue  al  dividir 

3x"  +  4x^  +  X  +  7  es  dividido  por  x~  +  1 
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I  Cada  polinomio  esta  en  forma  candnica.  El  dividendo  es  3x^  +  4x“  +  x  +  1,  y  el 
divisor  es  x^  +  1. 

I’\s(  I  I  Dividimos  el  t^rmino  principal  del  dividendo,  3x'^,  entre  el  termino  principal  del 
divisor,  x-.  Escribimos  el  resultado  3x,  sobre  el  termino  3x^,  como  sigue: 

3x _ 

,r-  +  lEr  +4x-  +  XI  1 

Multiplicamos  3x  por  +  1  y  escribimos  el  resultado  debajo  del  dividendo. 

3x 

X-  +  l)3,r^  +  4x~  +  X  +  7 

3x^  +  3x  .  ■ '  ■ 


I’N't)  Restamos  y  bajamos  los  tdrminos  restantes 
3x 

X-  +  l)3x^  +  4x-  +  x  +  7 

3^ _ +  3x  I'. 

4x2  -  2x  +  7  ,,  , 

i'\si  i  4  Repetimos  los  pasos  del  1  al  3  con  4x"  -  2x  +  7  como  dividendo. 
3x  +  4 

x2  +  03x2  +  4x2+  x  +  7 
3x2  ^  3^. 

4x2  —  2x  +  7 

4x2  +  4  ■ 

-2x  +  3 


Como  x^  no  divide  a  — 2x  de  manera  exacta  (es  decir,  el  resultado  no  es  un  monomio), 
el  proceso  termina.  El  cociente  es  3x  +  4,  y  el  residue  — 2x  +  3. 


(Cociente)(  Divisor)  +  Residue 

=  (3x  +  4)(x2  +  1)  +  (-2x  +  3) 

=  3x22  +  4x2  ^  2x  +  4  +  {  —  2x  +  3) 

=  3+2  +  4x2  +  X  +  7  =  Dividendo 

3+2  +  4x2  +  X  +  7  ,  ,  A  ,  “2x  +  3 

- ;; -  =  3x  +  4  H - ^ ; — 


El  proceso  de  divisidn  de  dos  polinomios  nos  conduce  al  siguiente  resultado: 

n  ■  El  residuo  que  obtenemos  despuds  de  dividir  dos  polinomios  es  el  polinomio  cero 
o  un  polinomio  de  grade  menor  que  el  grado  del  divisor.  I 

■  Ahora  resuelva  el  problema  13. 


Factorizacion 

Considere  el  siguiente  producto: 

(2x  +  3)(x  -  4)  =  2x2  -  5x  -  12 
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Los  dos  polinomios  de  la  izquierda  son  los  factores  del  polinomio  de  la  derecha. 
El  proceso  de  expresar  un  polinomio  dado  como  un  producto  de  otros  polinomios, 
es  decir,  determinar  los  factores  de  un  polinomio,  es  la  factorizacion. 

Aqui  restringiremos  nuestro  analisis  a  la  factorizacion  de  polinomios  en  una  varia¬ 
ble  en  productos  de  polinomios  en  una  variable,  donde  todos  los  coeficientes  son  en- 
teros.  Llamaremos  a  esto  factorizacion  sobre  los  enteros.  Sin  embargo,  en  ocasiones 
necesitaremos  factorizar  sobre  los  numeros  racionales  e  incluso  sobre  los  numeros 
reales.  La  factorizacion  sobre  los  numeros  racionales  significa  escribir  un  polinomio 
dado  cuyos  coeficientes  son  numeros  racionales,  como  un  producto  de  polinomios  cuyos 
coeficientes  son  tambi6n  numeros  racionales.  La  factorizacion  sobre  los  numeros  reales 
significa  escribir  un  polinomio  dado  cuyos  coeficientes  son  numeros  reales,  como  un 
producto  de  polinomios  cuyos  coeficientes  scan  tambien  numeros  reales.  A  menos  que 
se  indique  lo  contrario,  aqui  factorizaremos  sobre  los  enteros. 

Siempre  podemos  escribir  cualquier  polinomio  como  el  producto  de  1  por  el 
mismo  —  1  por  su  inverse  aditivo.  Si  no  podemos  escribir  un  polinomio  como  el 
producto  de  otros  dos  polinomios  (excluyendo  a  1  y  —  1),  entonces  el  polinomio  es 
primo.  Si  un  polinomio  est^  escrito  como  un  producto  que  solo  tiene  factores  pri- 
mos,  quiere  decir  que  ya  esta  factorizado  en  forma  completa.  Algunos  ejemplos 
de  polinomios  primes  son 

2,  3,  5,  X,  X  +  I,  X  —  I,  3x  -f  4 

Lo  primero  que  debemos  buscar  en  un  problema  de  factorizacidn  es  un  monomio 
que  aparezca  como  factor  comiin  en  cada  termino  del  polinomio.  Si  existe  dicho  fac¬ 
tor  comiin  utilizaremos  la  propiedad  distributiva  para  factorizarlo.  Por  ejemplo, 

MONOMIO 

FACTOR  FACTOR 

POLINOMIO  COMUN  RESTANTE  FORMA  FACTORIZADA 


2x  -  4 

2 

x+2 

2a-  +  4  2(x  +  2) 

3x  —  6 

3 

x-2 

3a  -  6  3(a-  -  2) 

2x^  -  4.V  +  8 

2 

.v^  -  2x  +  A 

2v-  -  4a  -  8  =  2(,x-2  -  2a  +  4) 

8j  -  12 

4 

2a-  -  ■  3 

8a  -  12  =  4(2a  -  3) 

x^  X 

X 

.1-  +  1 

.P  +  A  -=  a(a  +  1 ) 

x^  -  3x^ 

x^ 

.1  -  3 

A-’  -  3a^  =  a2(a-  -  3) 

6x~  -  9x 

3x 

2a-  -  3 

6a~  I-  9a-  =  3.r(Zr  -K  3) 

La  lista  de  productos  notables  del  (2)  al  (7)  que  aparece  en  la  pdgina  804  nos 
proporciona  deltas  fdrmulas  de  factorizacidn  cuando  leemos  las  ecuaciones  de 
derecha  a  izquierda.  Por  ejemplo,  la  ecuacion  (2)  establece  que  si  el  polinomio  es 
la  diferencia  de  dos  cuadrados,  x^  —  a^,  podemos  factorizarlo  como  (x  —  a)(x  a). 
El  siguiente  ejemplo  muestra  algunas  tdcnicas  de  factorizacidn. 


Factorizar  cada  polinomio  en  forma  completa. 

(a)  x"*  —  16  (b)  x-^  —  1  (c)  9x^  —  6x  +  1  (d)  x^  -I-  4x  —  12 

(e)  3x2  +  i0;c  -  8  (f)  x2  -  4x2  -h  2x  -  8 

(a)  -  16  =  (x2  -  4)(x2  +  4)  =  (x  -  2)(x  4-  2)(x2  -F  4) 


(b)  x2  -  1  =  (x  -  l)(x2  -F  X  -f  1) 
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(c)  9x2  _  5^  +  1  =  (3,.  _  1)2 

...ii  . 

(d)  x2  +  4x  -  12  =  (a-  +  6)(x  -  2) 


I'- 

(e)  3x2  +  10^  -  8  =  (3x  -  2)(x  +  4) 

■  ^  u 

(f)  x2  —  4x2  +  2x  —  8  =  (x2  —  4x2)  +  (2x  “  8) 

ip  . 

=  x2(x  -  4)  +  2(x  -  4)  =  (x2  +  2)(x  -  4) 

I' .  ..I  -  .  ■ 


La  tecnica  utilizada  en  el  ejemplo  5(f)  es  llamada  factorizacion  por  agrupaduii. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  21. 


Expresiones  racionales 


Si  formamos  el  cociente  de  dos  polinomios,  el  resultado  es  una  expresion  racional; 
Algunos  ejemplos  de  expresiones  racionales  son 


(a) 


x2  +  1 
X 


(b) 


3x2  -I-  ^  _  2 
x2  +  5 


(d) 


■VV- 

(X  -  )^)2 


Donde  (a),  (b),  y  (c)  son  expresiones  racionales  en  una  variable,  x,  mientras  que  (d) 
es  una  expresion  racional  de  dos  variables  x  y  y. 

Describimos  las  expresiones  racionales  de  la  misma  forma  que  a  los  niimcros 
racionales.  Asi,  en  la  expresion  (a),  el  polinomio  .r'  +  1  es  el  numerador  y  x  cl  de- 
nominador.  Cuando  el  numerador  y  el  denominador  de  una  expresion  racional  no 
tienen  factores  en  comiin  (excepto  1  y  —  1),  decimos  que  la  expresion  racional  estii 
reducida  a  su  minima  expresion,  o  simpliflcada. 

Reducimos  una  expresion  racional  a  su  minima  expresion  factorizando  dc 
manera  completa  el  numerador  y  el  denominador  y  cancelando  todos  los  I'actorcs 
comunes  mediante  la  propiedad  de  cancelacion, 


ac  _  a_ 
be  b  ’ 


A  0,  c  0 


Seguiremos  como  practica  comun  el  uso  de  una  diagonal  para  indicar  la  can¬ 
celacion.  Por  ejemplo, 

x2  —  1  ^  (x  —  l)(x  -r  1)  _  X  -  1 

x2  —  2x  —  3  (x  —  3)(x  +1)  X  —  3 


Reducir  cada  expresion  racional  a  su  minima  expresion. 


(a) 


x2  -  4x  +  4 
x2  +  3x  )-  2 


(b) 


2x2 


(c) 


8  -  Zv 


12 
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SokiL-ion 


(a) 

(b) 


+  4x  +  4  _  (x  -r  2J(x  +  2)  _  X  +  2  y^^  — 

x^  +  3x  +  2  (x  4-  2)(x  +1)  X  +  l’ 
x^  -  8  _  (x  --2)(x^  +  2x  +  4)  _  x^  +  2x  +  4 
x^  —  2y?  x~(x  —  2)  x^ 


-1 

x  +  0,2 


(c) 


2(4  -  x)  ^  2(-l)(.v  -  4J  ^  -2 

(x  —  4)(x  +  3)  (;r  —  4%x  +  3)  x  +  3’ 


Las  reglas  para  la  multiplicacion  y  la  division  de  expresiones  racionales  son 
iguales  a  las  usadas  para  la  multiplicacion  y  division  de  numeros  racionales: 


^  ^  _  ac 

b  d  bd’ 

2L 

—  —  2L  ^  —  £2L 

2L  be  be’ 

d 


si  #  0,  (i  #  0 


si  b  ^  0,  c  ¥=  0,  d  ^  0 


(8) 

(9) 


A1  utilizar  las  ecuaciones  (8)  y  (9)  con  expresiones  racionales  hay  que  factorizar 
primero  cada  polinomio  en  forma  completa  para  poder  cancelar  los  factores  co- 
munes.  Seguiremos  la  practica  de  dejar  las  respuestas  en  forma  factorizada. 

!  .!  I-  *1  P  I,  (J  7  /'  e  ‘  tniHi--.  irhl  (Ir  pnu/lirlr-  '  i  -ni.x  dt  ,  j. 

ReaUzar  la  operacion  indicada  y  simplificar  el  resultado.  DeJar  la  respuesta  en  forma 
factorizada. 

.r  +  3 

-  2jr  +  1  4x^  +  4  x^  -  4 

x3  +  X  ■  x2  +  X  -  2  x^  ^x  -  12 

x3  -  8 

X-  -  Xt  +  1  4x-  +  4  _  (x  -  If  4(x^  +  1 ) 

.r^  +  X  x2  +  X  -  2  “  x(x2  +  1 )  (x  +  2)(x  -  1 ) 

^  (X  -  l)^4)(x-  +  1)  ^  4(x  -  1) 

x(x2  +  l)(x  +  2)(x  -  1)  x(x  +  2)  ’ 

X  A  -2,  0,  1 

X  +  3 

X-  -  4  X  +  3  x^  -  8 
x^  -  X  -  12  x^  ”  4  x^  -  X  -  1 2 
x^  -  8 

_  X  +  3  (x  -  2)(x^  +  2x  +  4) 

(x  —  2)(x  +  2)  (x  —  4)(x  +  3) 

_  (X  +  3)(x  -  2)(x-  +  2x  +  4)  _  +  2r  ■■;-_4 

“  (x  -  2)(x  +  2)(x  -  4)(x  +  3)  ■  (X  -  2)(x  -  4)  ’ 

X  ^  -3,  -2,  2,  4 

Nota:  Una  buena  coslumbie  a  seguir  cs  utilizar  diferentes  sentido.s  en  la  inclinacion  de  la  dia¬ 
gonal  al  cancelar  diversos  factores,  como  en  el  ejemplo  7,  ya  que  CMO  puede  ayudamos  a  recti- 
ficar  po.sibles  etrores. 


(a) 

(a) 

(b) 
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■  Ahora  resuelva  el  problema  31. 

Si  los  denominadores  de  dos  expresiones  racionales  que  se  desean  sumar  (u 
restar)  son  iguales,  sumamos  (o  restamos)  los  numeradores  y  conservamos  el  demr- 
minador  comun.  Es  decir,  si  a/b  y  c/b  son  dos  expresiones  racionales,  entonees 


9^  —  Cl  +  c 

b  b  b 


si  A  0 


(10) 


I  IM  I  I  S 

Realizar  la  operacidn  indicada  y  simplificar  el  resultado.  Dejar  la  respuesta  en  forma 
factorizada. 


2x2  _  4 


2x  +  5  2x  +  5 


2x2-4  X  +  3 
2x  +  5 

X  +  3 


X  #  — J 


2x  +  5’ 

(2x2  -  4)  +  (x  +  3) 
2x  +  5 
2x2  ^  _  2 


2x  +  5 


(2x  —  l)(x  +  1) 
2x  +  5 


Si  los  denominadores  de  dos  expresiones  racionales  por  sumar  o  restar  no  son 
iguales,  podemos  utilizar  las  formulas  generales  para  la  suma  y  resta  de  cocientes; 


^  c_  _  a  ■  d  b  ■  c  _  ad  +  be 

b  d  b  d  b  ■  d  bd 

^  _  c_  _  a  ■  d  _  b  ■  c  __  ad  +  be 
b  d  b  '  d  b  ■  d  bd  ’ 


si  b  ¥=  0,  d  0 

(ID 

si  lb  A  0,  rf  A  0 


Realizar  la  operacidn  indicada  y  simplificar  el  resultado.  DeJar  la  respuesta  en  forma 
factorizada. 


X  A  -2,  0,  2 


x2  1  _  x2(x)  —  (x2  —  4)(1)  _  x2  —  x2  +  4 
x2  -  4  X  (^2  -  4)(x)  (x  -  2)(x  +  2)(x) 


■ 


Mmimo  comun  multiplo  (mcm) 

Si  los  denominadores  de  dos  expresiones  racionales  por  sumar  (o  restar)  tienen  fat- 
tores  comunes,  no  utilizamos  las  reglas  generales  dadas  por  la  ecuacidn  (11)  ya  que 
al  hacerlo  el  problema  se  complica  mds  de  lo  necesario.  En  vez  de  eso,  como  en  cl 
caso  de  las  fracciones,  aplicamos  el  metodo  del  mmimo  comun  multiplo  (mcm) 
utilizando  el  polinomio  de  menor  grado  que  contiene  a  cada  polinomio  denominador 
como  factor.  Despues  reescribimos  cada  expresidn  racionaJ  con  el  mcm  como  de¬ 
nominador  comun  y  utilizamos  la  ecuacidn  (10)  para  realizar  la  suma  o  resta. 
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Para  determinar  el  mfnimo  comun  multiplo  de  dos  o  mds  polinomios  primero  fac- 
torizamos  cada  polinomio  en  foraia  completa.  El  mcm  es  el  producto  de  los  diversos 
factores  primos  de  cada  polinomio,  de  modo  que  cada  factor  aparece  el  maximo  niimero 
de  veces  que  aparece  en  cada  polinomio.  EJ  siguiente  ejemplo  le  mostrard  la  idea. 


Determinar  el  minimo  comtin  multiplo  de  la  siguiente  pareja  de  polinomios. 

x(x  -  [fix  +  1)  y  4(x  -  1)(a-  +  1)3 
Los  polinomios  ya  estdn  factorizados  en  forma  completa  como 
x{x  ~  [fix  +1)  y  4(a  —  1)(a  +  1)3 

Primero  escribimos  los  factores  del  polinomio  de  la  izquierda.  (Tambien  podrfamos 
comenzar  con  el  de  la  derecha.) 

xix  —  [fix  +  1) 

Ahora  consideremos  el  polinomio  de  la  derecha.  Su  primer  factor,  4,  no  aparece 
en  nuestra  lista,  de  modo  que  lo  insertamos: 

4xix  -  [fix  +  1) 

El  siguiente  factor  a  —  1,  ya  estd  en  nuestra  lista,  de  modo  que  no  es  necesario  ningiin 
cambio.  El  factor  final  es  (a  +  1)3.  Como  nuestra  lista  tiene  a  +  1  elevado  solamente 
a  la  primera  potencia,  reempJazamos  x  +  1  en  la  Isita  por  (a  +  1)3.  El  mcm  es 

4a(a  -  [fix  +  1)3 

Observe  que  el  mcm  es,  de  hecho,  el  polinomio  de  menor  grado  que  contiene  a 
a(a  —  [fix  +  1)  y  4(a  —  1)(a  +  1)3  como  factores. 

El  siguiente  ejemplo  ilustra  la  forma  de  utilizar  el  mcm  para  sumar  y  restar 
expresiones  racionales. 


Realizar  la  operacidn  indicada  y  simplificar  el  resultado.  Dejar  la  respuesta  en  forma 
factorizada. 


_ A _ 2a  —  3 

a3  +  3a  +  2  a3  -  r 


A  A  —2,  ^1,  1 


Primero  determinamos  el  mcm  de  los  denominadores: 

A^  +  3a  +  2  =  (a  +  2)(a  +  1) 
a3  -  1  =  (a  -  1)(a  +  1) 

El  mcm  es  (a  +  2)(a  +  1)(a  —  1).  A  continuacidn,  reescribimos  cada  expresion 
racional  utilizando  el  mcm  como  denominador. 

A  ^  A  _ _ a(a  -  1 ) 

A^  +  3a  +  2  (a  +  2)(a  +1)  (a  +  2)(a  +  1)(a  —  1) 
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K  .1  K  M  P  I.  ()  1 


2x  -  3  ^  2x  -3  ^  {2.x  -  3){x  +  2) 

^2-1  (jc-lX^+l)  (x  -  l)(x  +  l)(x  +  2) 

■■  111 

..  P.  >il,  :  I.  I  •,  "1 

Ahora  podemos  sumar  mediante  la  ecuacion  (10) 

X  2x  -  3 _ x(x  -  1)  (Zv  -  3)(x  +  2) _ 

x2  +  3x  +  2  x2  -  1  “  (x  +  2)(x  +  l)(x  -  1)  (x  +  2)(x  +  l)(x  -  1) 

{x~  —  x)  +  (2x2  ^  ^ 

(x  +  2)(x  +  l)(x  -  1) 

_ 3x2  _  5 _ 3(x2  -  2) 

“  (x  +  2)(x  +  l)(x  -  1)  “  (x  +  2)(x  +  l)(x  -  I) 

■ 

Si  no  hubi^ramos  utilizado  la  tecnica  del  mcm  para  sumar  los  cocientes  del 
ejemplo  11  sino  la  regia  general  de  la  ecuacion  (11),  habriamos  obtenido  una  cx- 
presion  mds  complicada,  como  la  siguiente: 

X  2x  -  3  _  x(x-  -  1)  +  (x2  +  3x  +  2)(2x  -  3) 

x2  +  3x  +  2  x2  -  1  (x2  +  3x  +  2)(x2  -  1) 

3x2  _|_  3j,2  _  gjj-  _  ^  2,(x^  +  x"  —  2x  —  2) 

“  (x2  +  3x  +  2)(x2  -  1)  “  (x2  +  3x  +  2)(x2  -  1 ) 

Ahora  enfrentamos  un  problema  mds  complicado,  expresar  este  cociente  en  su  mini¬ 
ma  expresion.  Siempre  es  mejor  buscar  primero  factores  comunes  entre  los  de- 
nominadores  de  las  expresiones  por  sumar  o  restar  para,  si  se  encuentran,  utilizar 
su  mcm. 


■  Ahora  resuelva  el  problema  35. 


Cocientes  mixtas 


Cuando  aparecen  sumas  o  restas  de  expresiones  racionales  como  numerador  o  de- 
nominador  de  un  cociente,  se  dice  que  tenemos  un  cociente  mixto.  Por  ejemplo. 


X 


y 


X 


X  +  2 


son  cocientes  mixtos.  Simplificar  un  cociente  mixto  significa  escribirlo  como  una  ex¬ 
presion  racional  rcducida  a  su  minima  expresion.  Podemos  realizar  esto  considerando 
al  numerador  y  al  denominador  del  cociente  mixto  en  forma  separada,  realizando  las 
operaciones  adecuadas  y  simplificando  los  resultados.  Siga  este  procedimiento  para 
simplificar  la  expresion  racional  resultante. 


2  Siniplith  (irinn  di  idcienics  nu.xios 

1+1 

X 

Simplificar  el  cociente  mixto:  T 

1  -  - 


I  '.csliijii 
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A'  A'  A 


A  A  A' 


■  Ahora  resuelva  el  problema  39. 
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A  +  I 

^  _  A  +  I  A 

A  —  1  A  A  -  1 

A 

_  (a  +  1)a  _  A  I 
a(a  —  1  )  A  —  1 


I  - 

.  -  i  ■ 

Ejercicio  A.  1 

En  los  problemas  del  I  al  10  realice  las  operuciones  indicudas.  Exprese  cada  respuesta  como  uii  polinomio. 


1. 

(IOa^  -  8a‘)  +  (3a'  -  2.V-  +  6) 

2. 

3(a2 

-  3a  4  1)4  2(3a-  4  A 

3. 

(a  +  af  -  X- 

4. 

(A  - 

af  -  A- 

5. 

(a  +  8)(2a  +  1 ) 

6. 

(2a  - 

-  I)(a4  2) 

7. 

(a^  +  a  -  1  )(a^  ^  a  +  1  ) 

8. 

(a2  i 

-  2a  4  1  )(a-  -  3a  4  4) 

9. 

(a  4  If  -  (A  -  1)'' 

10. 

(A  + 

1  )■'  -  (a  4  2)-'' 

En  los  problemas  II  al  20,  determine  el  cociente  y  el  residua.  Verifique  su  trabajo  comprobando  que 


(Cociente)(divisor)  +  Residue  =  Dividendo 


11. 

4a-’ 

-  3a-  4  A  4  J 

dividido  entre 

.r 

12. 

3a-'’ 

7  1 

—  A-  4  A 

-  2 

dividido  entre 

X 

13. 

4^’ 

-  3a2  4  A  4  1 

dividido  entre 

;r  +  2 

14. 

3a-'’ 

7  1 

—  A-  4  A 

-  2 

dividido  entre 

.V  -l-  2 

15. 

4a-'’ 

-  3a2  4  A  4  1 

dividido  entre 

-  4 

16. 

3a^ 

-  A-  4  A 

—  T 

dividido  entre 

.V  -  4 

17. 

4a’’ 

-  3.A-  4  A  4  1 

dividido  entre 

1 

.X- 

18. 

3a’ 

-  a”  4  A 

-  2 

dividido  entre 

7 

X" 

19. 

4.A-'’ 

-  3a’’  4  a  4  I 

dividido  entre 

.x^  +  2 

20. 

3a-'’ 

—  A‘  4  A 

-  2 

dividido  entre 

X“  +  2 

En  los  problemas  del  21  al  30  factorice  cada  polinomio  en  forma  cornpleta.  Si  el  polinomio  no  se  puede 
factorizar,  indique  que  es  primo. 


21. 

a”  -  2a  -  15 

22. 

7 

X“  - 

1 

23. 

a.x-  —  4a 

24. 

b.x-  4  14/)^a  4  45i’-’ 

25. 

A-’  - 

-  27 

26. 

a”  4  27 

27. 

3a2  4  4a  4  I 

28. 

4a-- 

+  3x  ~  1 

29. 

a'’  -  a’ 

30. 

A«  -  A-’ 

En  los  problemas  del  31  al  34,  realice  la  ope  radon  indicada  y  simplifique  el  resultado.  Deje  su  respuesta 
en  forma  factorizada. 


31. 

3.A  -  6 

A‘  -  X  —  6 

32. 

9a  -  25 

1  -  a” 

5x 

A^  -  4 

2a  -  2 

o^ 

1 

o 

33. 

4x-  -  1 

A-  -  4a 

34. 

12 

A^  -  1 

A-  —  16 

2a  ^  1 

7 

X - X 

4a  -  2 

En  los  problemas  del  35  al  42  realice  las  operaciones  indicadas  y  simplifique  el  resultado.  Deje  su  respuesta 
en  forma  factorizada. 


A^ _  A 

A-  -  7a  +  6 


A _ 1 

-  3  ^  .v’  T'  5a  -  24 


35. 


a’  -  2a  -  24 


36. 


.V 
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37. 


2 

+  ,.r  -  6 


X  -  4 

X-  —  Tj;  +  1 


39. 


A' - 

A 


A  +  ■ 


40. 


A+  1 


A 


41. 


3  -  ■ 


A  +  I 


42. 


1 

3a  -  — 


(a  -  1  )’ 


Radicales; 

exponentes 

racionales 


Rakes  cuadradas 

Obtenemos  el  cuadrado  de  un  numero  real  cuando  lo  elevamos  a  su  segunda  po- 
tencia.  El  procedimiento  inverso  de  elevar  al  cuadrado  consiste  en  determinar  ima 
raiz  cuadrada.  For  ejemplo,  como  6^  =  36  y  (  —  6)^  =  36,  los  numero.s  6  y  -6  son 
raices  cuadradas  de  36. 

El  sfmbolo  V  ,  llamado  signo  radical,  para  denotar  la  rafz  cuadrada  prin¬ 
cipal,  no  negativa.  Asf  =  6, 


Raiz  cuadrada  principal  En  general,  si  a  es  un  numero  real  no  negative,  el  numero  no 

negativo  b  tal  que  =  a  es  \a  raiz  cuadrada  principal  de  a  y  se 
denote  por  b  =  v'a. 


Los  siguientes  comentarios  son  importantes: 

1.  Los  numeros  negatives  no  tienen  rafz  cuadrada  (en  el  sistema  de  los  numeros  reales),  ya 
que  el  cuadrado  de  cualquier  numero  real  es  no  negativo.  Por  ejemplo,  \  -4  no  es  un 
numero  real  pues  no  existe  un  numero  real  cuyo  cuadrado  sea  —4, 

2.  La  rafz  cuadrada  principal  de  0  es  0,  ya  que  0^  =  0.  Es  decir,  Vo  =  0. 

3.  La  rafz  cuadrada  principal  de  un  numero  positivo  es  positiva. 

4.  Si  c  a  0,  entonces  (Vc)^  =  c.  Por  ejemplo,  (V2)^  =  2  y  (VS)-  =  3. 


(a)  =  8  (b)  =  1  (c)  (Vl4)2  =  1.4 

Los  ejemplos  1(a)  y  (b)  son  muestras  de  rakes  cuadradas  perfectas.  Asf, 
64  es  un  cuadrado  perfecto,  ya  que  64  =  8^;  y  es  un  cuadrado  perfecto,  ya  que 
16  W  ■ 

En  general,  tenemos 

=  |a|  (1) 


Observe  la  necesidad  del  valor  absolute  en  la  ecuacidn  (1).  Como  >  0,  la  rafz 
cuadrada  principal  de  estd  definida  siempre,  sin  importar  que  a  >  0  o  a  <  0.  Sin 
embargo,  como  la  raiz  cuadrada  principal  es  no  negativa,  necesitamos  del  valor  ab¬ 
solute  para  garantizar  que  el  resultado  sea  no  negativo. 


(a)  V'(2.3)2  =  |2.3|  =  2.3  (b)  V(-2.3)2  =  |-2.3|  =  2.3  (c)  V?  =  |a| 
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Raices  «-esimas 

Definimos  la  rai'z  n-esima  principal  de  un  numero  real  a,  denotada  como 
sigue: 

RolZ  n-esima  principal  =  h  significa  a  =  h",  donde  a  >  0  y  /;  >  0  si  n  es  par  y  a,  h  son 

numeros  reales  arbitrarios  si  n  es  impar 


Observe  que  si  a  es  negative  y  n  par,  entonces  X/a  no  esta  definida.  Cuando 
esta  definida,  la  raiz  n-esima  principal  de  un  numero  es  unica. 

El  simbolo  ''Va  para  la  rafz  n-esima  principal  de  a  se  suele  llamar  radical;  el 
entero  n  es  el  indice  y  a  el  radicando.  Si  el  fndice  de  un  radical  es  2,  \/a  es  la 
raiz  cuadrada  de  a  y  omitimos  el  indice  2,  escribiendo  solo  Va.  Si  el  indice  es  3, 
es  la  raiz  cubica  de  a. 


^  =  2  =  2  ^'"^=-4  ^'i6  =  5 

ya  que 

8  =  23  64  =  26  -64  =  (-4)3  ^ 

Estos  son  ejemplos  de  raices  perfectas.  Asi,  8  y  —64  son  cubos  perfectos, 
ya  que  8  =  23  y  —64  =  (—4)3;  2  es  una  raiz  sexta  perfecta  de  64,  ya  que  64  =  2®; 
y  I  es  una  raiz  cuarta  perfecta  de  -g,  ya  que  =  (5)^. 

En  general,  si  n  >  2  es  un  entero  positive  y  a  es  un  numero  real,  tenemos  que 


Vo”  =  a. 

si  n  es  impar 

(la) 

=  |a|. 

si  n  es  par 

(lb) 

Observe  la  necesidad  del  valor  absolute  en  la  ecuacion  (lb).  Si  n  es  par,  entonces 
a"  es  positive,  sin  importar  que  a  >  0  o  a  <  0.  Pero  si  n  es  par,  la  rafz  n-esima  prin¬ 
cipal  debe  ser  no  negativa.  De  ahi  el  uso  del  valor  absoluto  para  obtener  un  resul- 
tado  no  negative. 


(a)  ^  =  4 
(d)  <3(^  = 


Propiedades  de  las  ecuaciones 

Sean  n  >  2  y  m  >  2  enteros  positives  y  ay  b  numeros  reales.  Si  todos  los  radicales 
estdn  definidos,  tendremos  las  siguientes  propiedades: 


(b)  "^(-3)3  =  -3  {c)^=2 

|-3|  =  3  (e)\/^=|x| 
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t  J  E  \\  I*  I.  ()  5 


SoiLiciiin 


<'ab  = 

(2a) 

|1§ 

11 

1 

(2b) 

=  (Va)'" 

(2c) 

in /  , —  )un— 

v  a  =  V  a 

(2(1) 

En  el  caso  de  los  radicales,  la  palabra  “simplificar”  significa  eliminar  tie  es- 
los  cualquier  rafz  perfecta  que  aparez.ca  como  factor.  Veamos  algunos  ejemplos  de 
aplicacion  de  la.s  regla.s  anteriores  para  .simplificar  radicales. 

ifKin  :/  n:-  =  ir<iles 

Simplificar  cada  expresion.  Suponga  que  todos  los  radicales  con  variables  esian 
definidos. 

(a)  (b)  (c) 

(a)  =  Vl6  •  2  =  VT6V2  =  4V2 

(b)  V  Sx"*  =  V 8x-’  ■  X  =  '^(2x)^  •  X  =  '^(2x)-’  =  2x'^x 

I  ...  :  I.  . 

vuh‘-  pi'ii  .-If. 

(c)  =  ■<fx  =  \x\<fx 


ll 


(d) 


8x^ 

273-2 


(e) 


/.r^y 


■  Ahora  resuelva  los  problemas  I  y  15. 

Racionalizacion 


Cuando  los  radicales  aparecen  en  cocientes,  es  una  practica  comun  reescribir  el  eo- 
ciente  de  modo  que  el  denominador  no  contenga  radicales.  Este  procedimientn  os 

la  racionalizacion  del  denominador. 

La  idea  es  determinar  una  expresion  adecuada  de  modo  que,  al  ser  multipli- 
cada  por  el  radical  en  el  denominador,  el  nuevo  denominador  no  tenga  radicales. 
For  ejemplo. 


.SI  EI.  R.\l)It  AE  ES  Ml  LIIPLICA.MOS  POR  PARA  OHTENER  EL  PRODl'Cll)  SIN  RADR  Al.I.S 


V3 

x'y  3 

\  4 

V2 

\  8  2 

\'.i  +  1 

\/3  -  1 

(V3)-  -  1-  =  3  -  1  =  2 

\  2  - 

V2  t  .3 

(V  2)=  3'  -  2  -  9  -  7 

\  5  --  V  3 

V  5  -  Va 

(\  .3)-  -  (\  3)-  -.3-3  =  2 

L 
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listed  estara  en  lo  correcto  si  advierte  en  la  lista  que,  despues  del  segundo 
tipo  de  radicales,  el  producto  notable  para  las  diferencias  de  cuadrados  es  la  base 
para  determinar  el  factor  por  el  cual  multiplicar. 


6  R(u 

■ioiiiili. 

’i'/l  »•  ‘ 

'!  lie  (k'l 

Racionalizar  el  denominador  de  cada  expresion 

4 

\/3 

V^-2 

(a) 

V2 

(b) 

(c)  ~  ,  y  >  0 

\  '  y  -b  2 

nliicion  (a) 

4 

V2  “ 

4 

\/2 

_y2  _ 

V2 

4\/2  4V2  ^ 

(V2)2  2 

(b) 

I; 

V3 

.ji-. 

V3 

^^4 

V3^ 

^  ■ 

■  ^ 

\y8  2 

Mulliplicanut  pt  i 

\  ; 

Vy  -  2  V~x-2  \G-2  (Vx  -  2f 

^^^Vy  +  2~Vy+2  V^-2"^  (V'x)2  -  2- 

_  {V~xf  -  4Vx  +  4  _  y  -  4V^  +  4 
y  -  4  ""  ,v  -  4 


Ecuaciones  con  radicales 

Cuando  la  variable  de  una  ecuacion  aparece  en  una  ruf?  cuadrada,  cubica,  etc.,  es 
decir,  cuando  se  encuentra  dentro  de  un  radical,  tenemos  una  ecuacion  radical,  bin 
ciertos  casos,  una  operacidn  adecuada  transformara  una  ecuacion  radical  en  una  li¬ 
neal  0  cuadratica.  El  procedimiento  mas  comun  consiste  en  aislar  el  radical  mas 
complicado  a  un  lado  de  la  ecuacion  y  despues  eliminarlo  elevando  ambos  miem- 
bros  a  una  potencia  igual  al  fndice  del  radical.  Pero  debe  tencrsc  cuidado  ya  que 
pueden  aparecer  soluciones  cxtranas.  Asf,  al  trabajar  con  ecuaciones  radicales,  siem- 
pre  debemos  vcrificar  las  soluciones  aparenles.  Veamos  un  cjeinplo. 
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Resolver  la  ecuacidn  V2jc  —  4  —  2  =  0 

La  ecuacion  contiene  un  radical  cuyo  mdice  es  3.  Lo  aislamos  del  lado  izquierdo: 

'^2x  -  4  -2  =  0 
^2x  -  4  =  2 

Ahora  elevamos  cada  lado  a  la  tercera  potencia  (ya  que  el  indice  del  radical  es  3) 
y  despejamos: 

(^2x  -  4)3  =  2^ 

2jc  -  4  =  8 

2jt  =  12 
X  =  6 

Verificacion:  ''2^2(6)  —  4  —  2  =  ''^12  —  4  —  2  =  Vs  —  2  =  2  —  2  =  0 
La  solucidn  es  x  =  6. 

Ahora  resueJva  el  problema  37. 


Exponentes  racionales 

Los  radicales  sirven  para  definir  exponentes  racionales. 

Si  a  es  un  numero  real  y  n  >  2  es  un  entero,  entonces 

a''"  =  (3) 

siempre  y  cuando  {/a  exista, 


(a)  4'/2  ^  =  2  (b)  {-2iy'^  =  =  -3 

(c)  8'^2  =  Vs  =  2V2  (d)  16'^3  =  Vl6  =  2^ 


Qm/n  Si  a  es  un  numero  real  y  my  n  son  enteros  sin  factores  en 
comun,  n  >  2,  entonces 

a'"'"  =  =  (V«)'''  (4) 

siempre  y  cuando  {/a  exista. 


Haremos  dos  comentarios  con  rcspecto  a  la  ecuacion  (4): 
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1 .  El  exponente  m/n  debe  estar  en  su  minima  expresidn  y  n  debe  ser  positive. 

2,  A1  simplificar  se  puede  utilizar  Vi?"  o  (Va)"'.  For  lo  general,  es  preferible  calcular 
primero  la  raiz. 

Es  posible  demostrar  que  las  leyes  de  los  exponentes  son  vdlidas  para  expo¬ 
nentes  racionales. 


Simplificar  cada  expresion.  Expresar  la  respuesta  s61o  con  exponentes  positives. 
Suponga  que  las  variables  son  positivas. 

,,  (2t  +  +  5)-’° 

~  O')  - (2,  +  5)-« - 


/2x''2\ 

-3 

/  \ 

3  (y2/3)3  y2  y2 

1  ) 

V2x'/2j 

(2x'/2)3  22(x''2)3  8x 

(b)  (V^V  2)i/2yi/2j 

=  x^'^y-^'^x-^y^'^  =  (x2'V-')(y-3/V>/2) 


(c) 

(d) 


/9x2yl/3Y/2 

/9x2-(>/3)\I/2 

/  9x5/3' 

^1/2  9l/2('j^S/3)l/2 

_  3x5/6 

1  x'«y  ] 

yl-(lt3)  j 

1  . 

yl/3 

t2x  -f  -b  S')- '^2 

_ /9^  c\(l/3)-(l/2)-(-3/4) 

(2x  +  5)-3/4 


=  (2jc  +  5)(4-6  +  9)/I2  =  (2^  +  5)7/12 


Ahora  resuelva  el  problema  57. 

Los  siguientes  dos  ejemplos  muestran  un  poco  del  dlgebra  que  deberd  saber 
manejar  para  resolver  ciertos  problemas  de  cdlculo. 


Escribir  la  expresidn  como  un  cociente  unico  que  solo  tenga  exponentes  positives. 
(V  -b  l)'/2  +  ^  .  1('^2  +  J)-|/2  .  2;,; 

(x2  -b  1)'^2  -f  _)(■  .  -!-(jc2  -b  l)-'^2 . 2x  =  (x2  -b  1)*^2  _| - A - 

2  (x2+l)''2 

_  (x2  -b  1)'^2(-^2  1)1/2  +  _y2 

(x2  -b  1)'^2 
_  (x2  -b  1)  -b  x2 
(x2+l)''2 

^  2x2  +  y 

(x2+  l)'/2 
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Factor:  +  1)  +  lx''"' 

-..li  LMoti  Primero  buscamos  factores  comunes  a  los  dos  terminos.  Observe  que  2  y  son 
factorcs  comunes.  Asi 

Ax'''^(2x  +  1)  +  Ix'^'^  =  2jr'/-^[2(2x  +  1)  +  xj 

=  2x''^{5x  +2)  ■ 


Ejercicio  A.2 


En  los  problemas  del  I  al  20  simplifique  cada  expresion.  Suponga  que  todos  los  radicales  con  variables 


estdn  definidos. 


1. 

Vs 

2. 

5. 

Vvx'’ 

6. 

Vvv 

9. 

A^/x' V 

10. 

V?v 

13. 

17. 

V  36x 

(Vsvg)"- 

14. 

1  0 

2x  -  3  /  X _ 

\.y. 

V  zy*  +  3X-'’  \ 

Vt^ 

4. 

\21.d 

32x3 

8. 

X 

\  9x 

\  8V 

.  xV 

12. 

3xv3 

V  xy3 

\  Slx-’y^ 

V3V\'T2x 

(ViVio)'’ 

16. 

V5xV20? 

_  ~  I  ^  1  1  I 

20.  3/  — - 3. - ^ 

\  X-  +  2a-  +  1  \  X  +  I 


En  los  problemas  del  21  al  26  realice  la  operacion  indicada  y  simplifique  el  resultado.  Suponga  que  todus 
las  variables  presentes  son  positivas. 

21.  (3V6)(2V2)  22.  (5v'8)(-3V3)  23.  (V3  +  3)(V3-I) 

24.  (\'5  -  2)(V5  +  3)  25.  (Vx  -  1)^  26.  (Vx  +  V5)= 


En  los  problemas  del  27  al  36  racionalice  el  denominador  de  cada  expresion.  Suponga  que  todas  las 
variables  presentes  son  positivas. 


27. 

31. 

35. 


I 

\  2 
V3 

5  -  \  2 

V  X  1  h  —  Vx 

V  X  +  /)  +■  Vx 


28. 

6 

29. 

3 

30. 

\  3 

1 

\''5 

\  8 

32. 

V2 

33. 

2  -  V5 

34. 

V3  - 

2:  -  33.  — - ^  34.  — ^  - 

V7  +  2  2  +  3V5  2\'3  +  3 


Vx  +  h  +  Vx  —  h 
Vx  +  h  —  \  X  —  h 


En  los  problemas  del  37  al  40  resuelva  cada  ecuacion. 


37. 

\'2i  1  =  1 

38.  \  it  1 

r  4  =  2 

39. 

Vl5  -  2x  = 

X 

40.  V 12 

—  .V  =  .V 

En  los  problemas 

del  41  al  52  simplifique  cada  expresion. 

41. 

g2/3 

42. 

43/2 

43. 

(-27)1/3 

44. 

163“ 

45. 

lt)3/2 

46. 

643« 

47. 

9-  3/2 

48. 

25  3/2 

49. 

(9 

UJ 

50. 

8  1 

51. 

\o  1  oo 

52. 

(f)  “ 
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En  los  problemas  del  53  al  60  simplifique  cada  expresion.  Exprese  su  respuesta  solo  con  exponenies 
positivos.  Suponga  que  las  variables  son  posltivas. 

53.  54.  x-'^x^'-x~^'‘*  55.  (.r’y*)''-'’  56. 

57.  (..v2v)''^(jf.V-)-"  58.  (xy)‘^4(.vV)''-  59.  ( I6x2y- 60.  (4x-'.v'«)-‘’'2 


En  los  problemas  del  61  al  66,  escriba  cada  expresion  coino  un  unico  cociente  donde  solo  aparezcan 
exponentes  positivos  o  radicales. 


61.  -  ■  ,„+2(l+x)'^2 

(I  4  x)''- 

-  I 

A-  1  4-  X  -  X  ■ 


2VI  l-X 


63. 

65. 


1  +  X 

(x  +  4)''2  2x(x  4-  4)^''- 


X  4-  4 


62. 


64. 


+  1/2 

2x''2 

Vx“  +  I  —  X  ■ 


2v _ 

2\/.?+T 


x2  +  I 


(g  _  ^2)1/2  .(.^,2^9  _  1/2 

66.  - ^ - ^ - 

9  “  X- 


En  los  problemas  del  67  al  70  factorice  cada  expresion. 
67.  (x + X  •  f(x  +  1)' '2 
69.  6x''-(x2  +  X)  -  8x’'2  -  8x'« 


68.  (x^  +  +  X  ■  +  4)^ 

70.  6x‘'2(2x  +  3)  4-  x’'2  .  g 


2x 


Completar  el 
cuadrado;  la 
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Completar  el  cuadrado 

Comencemos  con  un  resultado  preliminar.  Supongamos  que  queremos  resolver  la 
ecuacidn  cuadratica 


x^  =  p 

(1) 

donde  p  >  0  es  un  numero  no  negativo.  Procedemos  como  sigue: 

0 

II 

1 

(N 

."•’'inir-  loriiui  .ihtiiu  1 

(x  —  Vp)(x  4-  Vp)  =  0  I-  -4. 

•ri/pnu  ;  '<*'  im. 

ik 

X  =  Vp  0  X  =  —  Vp  1--- 

Asf,  tenemos  el  siguiente  resultado: 

Si  x“  =  p  y  p  >  0,  entonces  x  = 

Vp  0  X  =  -  Vp. 

(2) 

Observe  que  si  p  >0  la  ecuacion  x^  =  p  tiene  dos  ecuaciones:  x  =  Vp  y 
X  =  ^Vp.  Por  lo  general,  abreviamos  estas  soluciones  como  x  =  ±Vp,  que  se  lee 
como  “x  es  igual  a  mas  menos  la  rafz  cuadrada  de  p",  Por  ejemplo,  las  dos  solu¬ 
ciones  de  la  ecuacion 

x2  =  4 


son 


X  =  ±\4 


Ap^ndice  A  Repaso  de  digebra 


y  como  V4  =  2,  tenemos 

X  =  ±2 


El  conjunto  soluci6n  es  {—2,  2). 

No  confunda  las  dos  soluciones  de  la  ecuacidn  =  4  con  el  valor  de  la  rai/ 
cuadrada  principal  de  4,  que  es  V4  =  2.  La  raiz  cuadrada  principal  de  un  niiincro 
positivo  es  unica,  mientras  que  la  ecuacion  =  p,  p  >  0,  tiene  dos  soluciones. 


Resolver  cada  ecuacidn. 

(a)  x^  =  5  (b)  (x  —  2)^  =  16 

(a)  Utilizamos  el  resultado  de  la  ecuacidn  (2)  para  obtener 

x2  =  5 
X  =  ±\/5 

X  =  Vs  o  X  =  -  Vs 
El  conjunto  solucion  es  {— Vs,  Vs). 

(b)  Utilizamos  el  resultado  de  la  ecuacidn  (2)  para  obtener 

(x  -  2)-  =  16 

X  -  2  =  ±Vl6 

X  —  2  =  VT6  o  X  —  2  =  —  Vr6 
x-2  =  4  x-2=-4 

X  =  6  X  =  —2 

El  conjunto  solucidn  es  (—2,  6}. 

Ahora  presentamos  el  metodo  completar  el  cuadrado.  La  idea  subyacente  de 
este  mdtodo  es  “ajustar”  una  expresidn  cuadrdtica,  ax^  +  bx  +  c,  para  convertirla 
en  un  cuadrado  perfecto  (el  cuadrado  de  un  polinomio  de  primer  grado).  For  ejem- 
plo,  x^  +  6x  +  9  y  V  —  4x  +  4  son  cuadrados  perfectos,  ya  que 

x‘  +  6x  +  9  =  (x  +  3)^  y  x^  —  4x  +  4  =  (x  —  2)^ 

^Cdmo  ajustar  la  expresidn  cuadratica?  Sumando  el  nurnero  adecuado  para 
crear  un  cuadrado  perfecto.  For  ejemplo,  para  que  x^  +  6x  sea  un  cuadrado  perfecto 
sumamos  9. 

Observemos  varios  ejemplos  para  completar  el  cuadrado  cuando  el  coeficicntc 
de  x^  es  1 : 


INICIO 

SUMA 

RESULTADO 

.E  i-  4x 

4 

X-  ^  4x  +  4  =  ( 

X  -r  2)2 

X-  +  IZv 

36 

+  I2x  +  36  ^ 

=  (x  +  6)2 

X-  -  6x 

9 

x-  6x  +  9  =  ( 

X  3)2 

X'  +  X 

1 

4 

X-  +  X  *  j  =  lx 

^Observa  el  patrdn?  Como  el  coeficiente  de  x^  es  1,  completamos  el  cuadrado 
sumando  el  cuadrado  de  la  mitad  del  coeficiente  de  x: 
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INICIO 

SUMA 

RESULTADO 

/mV 

1  .  V 

.x^  +  m.x 

(tJ 

x~  +  mx  +  yJ  = 

Ahora  resuelva  el  problema  1. 

El  siguiente  ejemplo  ilustra  la  forma  de  utilizar  este  procedimiento  para  re¬ 
solver  una  ecuacion  cuadrdtica. 


Resolver  completando  el  cuadrado:  -I-  5jr  -I-  4  =  0 


Este  procedimiento  se  comienza  siempre  reordenando  la  ecuacion  de  modo  que  la 
constante  se  encuentre  del  lado  derecho: 

-I-  5jr  -1-  4  =  0 
X-  -f  5a:  =  —4 


Como  el  coeficiente  de  es  1,  podemos  completar  el  cuadi'ado  del  lado  izquierdo 
sumando  (2  •  5)^  =  For  supuesto,  en  una  ecuacidn,  lo  que  sumemos  del  lado 
izquierdo  debe  sumarse  tambidn  del  lado  derecho.  Asi,  sumamos  en  ambos  lados: 


A  = 


-t-  5a 


-  25  ^  _4  ,  25 
4  ^  ^  4 

5'l2  ^  9 
21  4 

-I-  2  =  4-  9 
^  2  — V4 


A  4-  5  =  +3 
A  -r  2  —2 


A  = 


_  _5 


2=  -1 


.  =  -5  _  3 
A  2  2 


=  -4 


El  conjunto  solucion  es  ( —4,  —  1 ). 


Ahora  resuelva  el  problema  7. 


Resuelva  completando  el  cuadrado:  2x^  -I-  8a  —  5  =  0 
Primero,  reescribimos  la  ecuacion: 

2a2  -  8a  -  5  =  0 
2a2  -  8a  =  5 

Despues,  dividimos  entre  2  para  que  el  coeficiente  de  x^  sea  1.  (Esto  nos  permite 
completar  el  cuadrado  en  el  siguiente  paso.) 

A^  —  4a  =  I 

For  ultimo,  completamos  el  cuadrado  sumando  4  en  cada  lado: 

—  4a  +  4  =  §  -I-  4 

(A  -  2)2  =  f 

2  =  +  13  ^ 

A  z  -  V  2  -  2 
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Dejaremos  nuestra  rcspuesta  en  esta  forma  compacta,  Asi',  el  conjunto  solucidn  cs 

{2  -  V^/2,  2  +  V26/21. 


Nota:  Si  queremos  una  aproximacidn  de  estas  soluciones  con,  digamos,  dos  cifras  decimalcs, 
utilizamos  una  calculadora  para  obtener  {  -0.55,  4.55). 

■  Ahora  resuelva  el  problema  11. 

La  formula  cuadratica 

Podemos  utilizar  el  metodo  de  completar  el  cuadrado  para  obtener  una  formula  gene 
ral  y  resolver  la  ecuacion  cuadratica 

ax^  +  bx  +  c  =  0,  (3  4=  0 

Como  en  los  ejemplos  2  y  3,  reordenamos  los  terminos: 

ax^  +  bx  =  —c 

Como  a+0,  podemos  dividir  ambos  lados  entre  a  para  obtener 

x^  H - X  = - 

a  a 

Ahora  el  coeficiente  de  es  1.  Para  completar  el  cuadrado  del  lado  izquicrdo 
sumamos  el  cuadrado  de  la  mitad  del  coeficiente  de  x;  es  decir,  sumamos 

/I  bV  b^ 


en  cada  lado. 

Entonces 

2^  b  ,  b^-  b^  c 

a  Acr  Aa^  a 

(  b  V  b^  -  Aac 
2a  I  “  '  Aa^ 

Si  b-  —  Aac  s  0,  podemos  aplicar  el  resultado  de  la  ecuacidn  (2)  para  obtener 
b  I  b-  —  Aac 


_  b  yb —  4ac  _  —b±  vb-  —  Aac 
^  la  ~  2a  2a 

^Que  sucede  si  b^  —  4ac  es  negative?  Entonces  la  ecuacion  (3)  establece  que  la  cx- 
presidn  de  la  izquierda  (un  numero  real  al  cuadrado)  es  igual  a  la  expresion  de  la 
derecha  (un  numero  negativo).  Como  esto  no  puede  suceder  para  los  numeros  realcs, 
concluimos  que,  si  b'^  —  4ac  <  0  la  ecuacidn  cuadrdtica  no  tiene  solucidn  real. 
Ahora  enunciaremos  la  formula  cuadratica 

Considere  la  ecuacidn  cuadratica 


ax^  +  bx  +  c  =  0,  a  =1=  0 


Si  b-  —  Aac<0,  esta  ecuacidn  no  tiene  solucidn  real.  Si  b^  —  Aac  s  0,  la  solucidn 
(soluciones)  real(es)  de  esta  ecuacidn  estd(n)  dada(s)  por  la  formula  cuadratica: 
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Formul.  •  jiUiaiii  u 


X  = 


—  b  ±  \/ —  Aac 
2a 


(4) 


Ejercicio  A.3 

En  los  problemas  del  I  al  6  indique  el  numero  que  debe  sumarse  para  completar  el  cuadrado  de  cada 
expresion. 

].  X-  —  4x  2.  x‘  —  2x  3.  X-  +  ^ 

4.  X-  —  |x  5.  X-  —  §x  6.  X-  -  fx 

En  los  problemas  del  7  al  12  resuelva  cada  ecuacion  completando  el  cuadrado. 

7.  x2  +  4x  ~  2 1  =  0  8.  x2  -  6x  =  1 3  9.  x^  - 

10.  x~  +  lx  =  \  11.  3x2  +  X  -  i  =  0  12.  2x2  -  3x  =  I 


Apendice  B 


DISPOSITIVOS  DE  GRAFICACION 


B.l 

B.2 


B.3 

B.4 

B.5 


La  pantalla 

Trazado  de  graficas  de  ecuaciones  mediante  dispositivos  de 
graficacion 

Las  funciones  TRACE,  ZOOM-IN  y  BOX 
Pantallas  cuadradas 
Aproximaciones 


La  pantalla 


Todos  los  dispositivos  de  graficacion  (es  decir,  todas  las  calculadoras  graficas  y  todos 
los  paquetes  de  software  para  graficacion  por  computadora)  delinean  grdficas  de  ecua¬ 
ciones  trazando  puntos  en  una  pantalla.  La  propia  pantalla  consta  de  rectangulos  muy 
pequenos,  llamados  pixeles.  Entre  mas  pi.xeles  tenga  la  pantalla  mejor  sera  la  resolu- 
cion.  Muchas  calculadoras  gnificas  tienen  48  pixeles  por  pulgada  cuadrada  y  una  gran 
parte  de  las  pantallas  de  computadora  tienen  de  32  a  108  pixeles  por  pulgada  cuadrada. 
Cuando  el  punto  por  localizar  se  encuentra  dentro  de  un  pixel,  este  se  activa  (se  en- 
ciende).  De  este  modo,  la  grdfica  de  una  ecuacion  es  una  coleccion  de  pixeles.  La 
figura  1  muestra  la  grdfica  de  y  =  2x  obtenida  en  una  calculadora  grafica  T185. 


La  pantalla  de  un  dispositive  de  graficacidn  desplegara  los  ejes  coordenados 
de  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares.  Sin  embargo,  usted  debe  establecer  la 
escala  de  cada  uno  de  los  ejes.  Tambien  debe  indicar  los  valores  mas  pequenos  y 
mis  grandes  de  x  y  y  que  desee  incluir  en  la  grafica.  A  esto  se  le  llama  establecer 
el  RANGO  y  da  como  resultado  el  rectangulo  de  vision  o  ventana. 

La  figura  2  ilustra  una  ventana  tipica. 


FIGURA  2 
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Si  conoccmos  la  cscala  utilizada  en  cada  eje,  podremos  determinar  los  valo- 
res  mi'nimo  y  maximo  de  x  y  y  mostrados  en  la  pantalla  contando  las  marcas.  Ob- 
sei-ve  de  nuevo  la  figura  2.  Para  una  escala  de  1  en  cada  cje,  los  valoies  minimo  y 
maximo  de  x  son  —  10  y  10,  respectivamente;  los  valores  minimo  y  maximo  de  y  son 
tambien  -10  y  10.  Si  la  escala  es  2  en  cada  eje,  entonces  los  valores  mi'nimo  y 
maximo  dc  .v  son  —  20  y  20,  respectivamente,  al  igual  que  los  de  y. 

De  manera  similar,  cuando  conoccmos  los  valores  minimo  y  maximo  de  .v  y 
y  podemos  determinar  las  escalas  utilizadas  contando  las  marcas  desplegadas.  En 
nuestras  ilustraciones  inostraremos  los  valores  mi'nimo  y  maximo  de  x  y  y  para  que 
Listed  conozca  el  RANGO  establecido, 

Para  seleccionar  la  ventana  debemos  dar  valores  a  las  expresiones  siguientcs: 

Xmin:  el  valor  mas  pequefio  de  x 

Xmax:  el  valor  mas  grande  de  x 

Xscl:  el  numero  de  unidades  por  marca  en  el  eje  x 

Ymin:  el  valor  mas  pequeno  de  y 

Ymax:  el  valor  mas  grande  de  y 

YscI:  el  numero  de  unidades  por  marca  en  el  cje  y 

La  figura  3  ilustra  estos  valores  para  una  pantalla  tipica. 


FIGURA  3 


/max 


L;  'iyxL:;::;::::-':'-:-;::;;':  ■ 

/min 


Xmax 


Tenga  cuidado  al  elegir  una  ventana.  Si  es  demasiado  pequefia  puede  cxcluir 
algunas  partes  importantes  de  la  grafica;  si  es  demasiado  grande  la  grafica  puede  dis- 
torsionarsc.  La  figura  4  mueslra  la  grafica  de  y  =  — +  8  para  diferentes  ventanas. 


FIGURA  4 
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Seccion  1 


La  pantalla  829 


Como  lo  ilustra  la  figura  4,  la  eleccion  de  una  ventana  es  fundamental  para 
oblcncr  una  grafica  completa.  Pero,  ^como  obtener  la  mejor  vista  de  una  grafica'^ 
Y.  lo  mas  impoitante,  gcomo  interpretamos  lo  que  vemos?  Por  lo  general  cslo  re- 
quiere  de  cierto  conocimiento  de  las  propiedadcs  de  una  ecuacion,  lo  dial  iremos 
estudiando  al  avanzar  en  este  libro. 

Algunos  dispositivos  de  graficacidn  tienen  una  funcion  integrada  que  piopor- 
ciona  en  forma  automatica  una  grafica  completa.  Para  aquellos  que  no  tienen  esta 
caractcristica.  en  la  seccion  2  del  apendice  anali/arcmos  una  forma  de  obtener  una 
grafica  completa  mediante  la  funcion  ZOOM-OUT. 


Ejercicio  B.1 

En  los  problemas  del  1  al  6  elija  valares  para  RANGE  de  modo  que  las  pumas  dados  se  encueniren  deniro 
de  la  ventana. 

1.  (-10,  5),  (3,  -2),  (4,  -I)  2.  (5,  0),  (6,  8),  (-2.  -3) 

3.  (40,  20),  (-20,  -80),  (10,  40)  4.  (-80.  60),  (20,  -30),  (  - 20,  -40) 

5.  (0.  0),  (100,  5),  (5,  1.50)  6.  (0,  -  I ),  ( 100.  50),  (- 10,  30) 

En  los  problemas  del  7  a!  16  determine  los  valares  para  RANGE  uiiUzados  en  cadu  ventana. 

7.  4  8.  2 


-6' - - - - - - - - ^ - ^6  -3' - ■ - ■ - - ^ - - - ^3 


-4 


2 
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9. 


10. 


10 


-9 


-3 


-4 


-10 


11. 


-6 


8 


6 


-8 


12. 


4 


-12 


12 


13.  3 


'tt 

. 

\. 

t  '  ■  1 

-1 


14. 


4 


-12 


9 


15. 


3  L _ : _ ^ ^ _ : _ : _ J9 

2 


16. 


8 


-22 


-10 


Trazado  de  graficas 
de  ecuaciones 
mediante 
dispositivos  de 
graficacion 


La  mayoria  de  las  herramientas  de  graficacidn  requiere  de  los  siguientes  pasos  para 
desplegar  la  grafica  de  una  ecuacidn: 


PASO  I 
PASO  2 
PASO  3 


I'V.SO  4: 


Despejar  y  en  t^rminos  de  x  en  la  ecuacidn. 

Elegir  la  ventana. 

Entrar  al  modo  grffico  de  su  dispositivo  de  graficacidn.  For  lo  general,  la  pan- 
talla  desplegarS  y  =  ,  indicando  que  debe  introducir  la  expresidn  que  con- 

tiene  a  x  obtenida  en  el  PASO  1.  (Consulte  su  manual  para  introducir  en  forma 
correcta  la  expresidn;  por  ejempio,  y  =  x-  podn'a  ser  captada  como  x''2,  conio 
o  asf  X  x'^  2). 

Ejecute  el  programa. 
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.1  K  M  P  (1  I  liti-iuld  lie  III  <U' inh- iTKdcion  itwiliaiUi’ tm  :it  .‘h.uici: 

Trace  la  grdfica  de  la  ecuacion:  6x^  +  3y  =  24 

SoliiciiUl  I'ASO  Despejamos  y  en  t^rminos  de  X. 

6x^  +  3y  =  24 

3y  =  -6x-  +  24 
y  =  -2x^  +  8 

l'\S<)  2  Elegimos  una  ventana,  Utilizaremos  la  siguiente. 

Xmin  =  —5 
Xmax  =  5 
Xscl  =  I 
Ymin  =  — 10 
Ymax  =  20 
Yscl  =  2 


'  En  mode  grSfico,  introduzca  la  expresidn  -2x'  +  8  despu6s  del  indicador 

v  = 

l’\S()  -4  Ejecute 

La  pantalla  deberd  verse  como  en  la  figura  5. 


FIGURA  5  20 


fhnr. 'V4  4W^V^  ■ 

-10 


Ahora  que  hemos  visto  la  grafica  de  3;  =  +  8,  tal  vez  quisieramos 

trazarla  de  nuevo  con  los  valores  siguientes: 

Xmin  =  —5 
Xmax  =  5 
Xscl  =  1 
Ymin  =  — 10 
Ymax  =  10 
Yscl  =  1 

La  figura  6  muestra  la  grafica  asf  obtenida.  Observe  la  mejon'a  con  respecto  a  la 
grafica  de  la  figura  5. 
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FIGURA  6 


10 


En  cieitos  dispositivos  de  graficacidn  es  posible  recoirer  la  grafica  hacia  airiba, 
hacia  abajo,  hacia  la  izquierda  o  hacia  la  derecha,  para  apreciarla  en  todas  sus  pailcs, 
en  lugar  de  establecer  otros  valores  para  una  nueva  ventana.  Con  ese  corrimiento  la  es- 
cala  continua  siendo  la  misma;  solo  cambian  los  valores  rm'nimo  y  maximo. 

I  .  J  I‘,  M  I*  I  ()  2  L'  1  ‘ic  l(i\  i  rt>l!  h’^  ../  /</  if  ///;;.'.  ■ 

Trazar  la  grdfica  de:  y  =  .r*  —  8 

Si)luci('>n  Como  ayuda  para  poder  elegir  la  ventana  detcrminamos  las  intersecciones  con  los  ejes: 

Si  .r  =  0,  entonce.x  >■  =  —8.  La  intcrseccidn  con  el  eje  y  es  -8. 

Si  y  =  0,  entonces  —  8  =  0  o  x  =  2.  La  intcrseccidn  con  el  eje  .v  es  2. 

Como  las  intersecciones  con  los  ejes  son  (2,0)  y  (0,  —  8)  y  queremos  incluir  estus 
puntos  en  la  grafica,  dcbcmos  utilizar  los  valores 

Xmin  =  -5 
Xmax  =  5 
XscI  =  I 
Ymin  =  —20 
Ymax  ;=  10 
YscI  =  5 

La  figura  7  muestra  la  grafica. 


FIGURA  7  10 
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E  J  K  !V1  P  L  O  3  h  '\f Hi  r  i'unt  ohie  '«  r  iiiui  .:nijit  ii  i  '‘inpli'ii: 

Trazar  la  grafica  de  la  ecuacion  3'  =  -  I  lx-  -  I90.v  +  200  con  los  siguienles 

valores  para  la  vcntana; 


Xmin: 

-12 

Xmax: 

12 

Xsd: 

4 

Ymin: 

-200 

Ymax: 

200 

Yscl: 

100 

Si>li;i‘i('n  La  figura  8  muestra  la  grafica. 

FIGURA  8  200 


Observe  lo  irregular  de  la  grafica.  Queda  claro  que  la  escala  3'  no  es  adecuada 
puesto  que  la  grdfica  parece  tener  dos  intersecciones  con  el  eje  x.  Sin  embargo,  como 
veremos  en  el  capilulo  5,  un  polinomio  de  grado  3  puede  tener  una  0  ires  intersec¬ 
ciones  con  el  eje  x.  Utilizamos  esta  propiedad  de  la  ecuacion  para  concluir  que  exis- 
te  una  tercera  interseccion  con  el  eje  x  que  no  aparece  en  la  figura.  La  grafica  no 
esta  completa  pero  aplicando  la  funcion  ZOOM-OUT  podemos  obtenerla. 

Despues  del  primer  ZOOM-OUT,  obtenemos  la  figura  9. 


FIGURA  9 


400 


Observe  que  duplicamos  los  valores  minimo  y  mdximo,  mientras  que  la  es¬ 
cala  es  la  misma.*  Tambicn  observe  que  podemos  ver  las  tres  intersecciones  con  el 


'•'En  algunO-S  disposilivos  dc  graficacinii  el  factor  per  (Hiiision  para  ulilizar  ZOOM-Of  T  c.s  4.  lo  que 
signil'ica  que  los  valores  minimo  y  maximo  originalcs  scran  mulliplicados  por  4.  Pero  uslcd  lambicn 
puede  cstablecer  el  factor  que,  ademas.  no  tienc  que  ser  el  mismo  para  .v  y  y. 
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eje  X.  Sin  embargo,  aun  no  podemos  ver  las  partes  superior  e  inferior  de  la  gnifica. 
De  nuevo  utilizamos  ZOOM-OUT  para  obtener  la  grdfica  de  la  figura  10. 

FIGURA  10  800 


Ahora  podemos  ver  casi  toda  la  grafica  con  excepcidn  de  la  parte  inferior.  Por 
lo  tanto,  otro  ZOOM-OUT  posiblemcnte  no  nos  mostrard  la  grifica  completa.  Para 
ello  ajustamos  mejor  RANGE.  Despues  de  experimentar  un  poco  obtenemos  la  figura 
11,  una  grdfica  completa, 

FIGURA  11  800 

y  =  U  -  \  \x-  -  \90x  +  200 

-16 

RANGE 
xMin  =  -16 
xMax  =  24 
xScI  =  4 
yMin  =  -2000 
yMax  =  800 

yScI  =  200  _2ooo  ■ 


Ejercicio  B.2 


En  los  problemas  del 


1 

Ymin  =  -8 
Ymax  =  8 
Yscl  =  1 
2.  y  =  x-2 
6.  y  =  2x~2 
10.  y  =  -  2 

14.  y  =  2x^  -2 
18.  3x-2y  =  6 


Xmin 

=  -10 

(d)  Xmin  =  —5 

Xmax 

=  10 

Xmax  =  5 

Xscl 

=  2 

Xscl  =  1 

Ymin 

=  -8 

Ymin  =  -20 

Ymax 

=  8 

Ymax  =  20 

Yscl 

=  2 

Yscl  =  5 

3. 

=  —X  +  2 

4. 

>.  =  -X  -  2 

7. 

>’ 

=  —2x  +  2 

8. 

ON 

1 

1 

II 

11. 

y 

=  -x^  -E  2 

12. 

1 

1 

15. 

y 

=  -2x2  -E  2 

16. 

y  =  -2x2  -  2 

19. 

- 

3x  -E  2y  =  6 

20. 

1 

U) 

1 

II 

<75 

1  al  20  trace  la  grafica  de  cadu  ecuacion  utilizando  los  siguientes  valores  de  RANGE: 
Xmin  =  —5  (b)  Xmin  =  — 10  (c) 

Xmax  =  10 
Xscl 


(a) 

Xmax  =  5 
Xscl  =  1 
Ymin  =  —4 
Ymax  =  4 
Yscl  =1 

1.  ,y  =  X  +  2 
5.  y  =  2x  +  2 
9.  y  =  x^  +  2 
13.  y  =  2x-  +  2 
17.  3x  +  2y  =  6 


En  los  problemas  del  21  al  40  trace  la  grafica  de  cada  ecuacion.  Indique  la  ventana  utilizada  y  trace  la 
grafica  en  papel. 

21.  3x  -E  5y  =  75  22.  3x  -  5y  =  75  23.  3x  +  5y  =  -75  24.  3x  -  5y  =  -75 

25.  >-  =  (x-10)2  26.  y  =  (x+\0)-  27.  >'  =  ,U-100  28.  y  =  .U-E100 


29. 

-E>4  =  100 

30. 

,1-  =  164 

33. 

+  3y2  =  900 

34. 

X-  -E  4y-  =  1600 

37. 

oo 

1 

II 

38. 

>•  =  +  I8.V 
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31. 

3x2  +  y2  =  900 

32. 

4x2  +  ^,2  =  1600 

35. 

II 

1 

o 

36. 

y  =  x2  (Ox 

39. 

y  =  x~  —  36x 

40. 

y  =  x2  -E  36x 

Las  funciones 
TRACE,  ZOOM-IN 
y  BOX 

I  J  I  M  P  I  O  I 


La  funcion  TRACE 

La  mayor  parte  de  los  dispositivos  de  graficacidn  permiten  moverse  de  un  punto  a 
otro  en  la  grafica,  desplegando  en  la  pantalla  las  coordenadas  de  tales  puntos.  Esta 
caracteristica  es  la  funcidn  TRACE. 

,J  h-  /'A' \(  /  ■■  -ji  - 

Trazar  la  grafica  de  la  ecuacidn  y  =  —  8  con  la  ventana  siguiente,  Utilizar  la  fun- 

cion  TRACE  para  localizar  varios  puntos  sobre  la  grafica.  En  particular,  localizar 
la  interseccidn  con  el  eje  x. 


RANGE 
xMin  =  -5 
xMax  =  5 
xScI  =  1 
yMin  =  -20 
yMax  =  10 
yScI  =  5 

'>■•1111  ii  '.  Trazar  la  grafica  de  la  ecuacidn  y  =  —  8. 


FIGURA  12  _ 10 


y;... 

-20 


Active  la  funcion  TRACE.  A1  mover  el  cursor  a  lo  largo  de  la  grafica  se  des- 
plegaran  las  coordenadas  de  cada  punto.  Justo  antes  de  alcanzar  el  eje  x,  la  pantalla 
se  vera  como  en  la  figura  13.  (Su  grifica  puede  verse  un  poco  diferente  a  la  mostrada 
aqui  a  causa  de  las  diferencias  en  los  dispositivos  de  graficacidn.) 


FIGURA  13 


En  la  figura  13,  el  valor  negative  de  la  ordenada  indica  que  todavia  estamos 
debajo  del  eje  x.  La  figura  14  muestra  la  siguiente  posicion  del  cursor. 
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FIGURA  14 


_ . _ 

/  ‘ 

,1 

J:=£.0fi3Hg£0fi3E 

El  valor  positive  de  la  ordenada  indica  que  ahora  estamos  sobre  el  eje  x.  Esto 
significa  que  entre  estos  dos  punlos  la  grafica  cruzo  el  eje  x.  La  interseccion  con  cl 
eje  X  se  encuentra  entre  1.984 126984 1  y  2.0634920635.  ■ 


La  funcion  ZOOM-IN 

La  mayor  parte  de  los  dispositivos  de  graficacidn  tienen  una  funcidn  ZOOM-IN 
para  proporcionar  mejores  aproximaciones. 


Trazar  la  grdfica  de  la  ecuacidn  y  =  x^  —  8  y  utilizar  la  funcidn  ZOOM-IN  para 
mejorar  la  aproximacidn  del  ejempio  1  cn  la  interseccidn  con  el  eje  x. 

-S',  jkic'iun  Utilizamos  la  ventana  del  ejempio  1 ;  trazamos  la  grdfica  de  la  ecuacidn  y  con  TRACE 
logramos  que  el  cursor  se  acerque  a  la  interseccidn  con  el  eje  x.  Vease  la  Figura  15. 


FIGURA  15  10 


1,/. 

x=1.9BHlc:BgBHl 

V=-.lBB9gBH7:-:g 
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Activamos  la  funcidn  ZOOM-IN.  La  figura  16  muestra  el  resultado. 


FIGURA  16 


Mueva  el  cursor  hacia  arriba.  La  figura  17  muestra  el  resultado. 
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FIGURA  17 


FIGURA  18 


Obsei-ve  la  mejona.  Ahora  sabemos  que  la  interseccion  con  el  eje  .v  se  en- 
cuentra  entre  1.9841269841  y  2.003968254.  Realizamos  otro  ZOOM-IN.  La  figura 
18(a)  muestra  el  resultado.  La  figura  18(b)  resulta  de  mover  el  cursor  hacia  abajo. 


(b) 


Ahora  sabemos  que  la  interseccion  con  el  eje  .v  se  encuentra  entre  1 .9990079365  y 
2.003968254.  ■ 

La  funcion  BOX 

La  mayor  parte  de  los  dispositivos  de  graficacion  tienen  una  funcion  BOX  que  per- 
mite  centrarse  en  una  parte  especffica  de  la  grafica  de  una  ecuacion. 


K  .1  K  M  P  I  ()  3 


i\,i  Ji-  in  /-.  -  I/?  ;A' 

Trazar  la  grafica  de  la  ecuacion  y  =  —  8  y  utilizar  la  funcion  BOX  para  mcjorar 

la  aproximacion  del  ejemplo  1  en  la  interseccion  con  el  eje  x. 


.Soliicion  Con  la  ventana  del  ejemplo  1,  trace  la  grafica  de  la  ecuacion.  Active  la  funcion 
BOX.  (En  algunos  dispositivos  hay  que  colocar  el  cursor  en  una  esquina  del  rec- 
tangulo  y  despues  trazar  los  lados  del  rectangulo  hasta  la  esquina  opuesta  en  dia¬ 
gonal.)  Vease  la  figura  19. 

FIGURA  19  10 


-20 
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Una  vez  ejecutada  la  funcidn  BOX,  el  rectSngulo  se  convierte  en  una  ventana. 
La  figura  20  muestra  el  resultado. 

FIGLIRA  20  2  26 


Ahora  puede  utilizar  TRACE  para  obtener  las  aproximaciones  de  la  figura  21. 


Pantallas 

cuadradas 


Para  obtener  una  visidn  no  distorsionada  de  la  pendiente,  hay  que  utilizar  la  misma 
escala  en  cada  eje.  Sin  embargo,  la  mayor  parte  de  los  dispositivos  de  graficacitin 
tienen  una  pantalla  rectangular.  Debido  a  esto,  el  uso  del  mismo  rango  para  x  y  y 
produce  una  vision  distorsionada.  Por  ejemplo,  la  figura  22  muestra  la  gr^fica  de  la 
recta  y  =  x  que  une  los  puntos  (—4,  —4)  y  (4,  4). 


FIGURA  22 


Range 
xMin  =  -4 
X  Max  =  4 
xScl=  2 
yMin  =  -4 
y  Max  =  4 
yScl=  2 


(-4,-4)  -4 


Esperamos  que  la  recta  bisecte  al  primer  y  tercer  cuadrantes  pero  no  resulta 
asi.  Necesitamos  ajustar  la  seleccion  para  Xmin,  Xmax,  Ymin  y  Ymax  para  obtener 
una  pantalla  cuadrada.  En  la  mayor  parte  de  los  dispositivos  de  graficacion  esto 
se  logra  ajustando  la  proporcion  de  a:  a  y  a  3:2.*  En  otras  palabras, 

2(Xmax  —  Xmin)  =  3(Ymax  —  Ymin) 

*AlgLinos  dispositivos  de  grancacidn  tienen  integmda  una  funcion  que  despliega  automaticamente  una 
pantalla  cuadrada.  Por  ejemplo,  la  T185  ticne  una  funcion  ZSQR  que  hace  esto.  Otros  dispositivos  re- 
quieren  una  proporcidn  distinta  a  3:2  para  cuadrar  la  pantalla;  la  HP48G  requiere  una  raz6n  de  1:2  para 
hacerlo.  Consulte  su  manual. 
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l.jvnipl->^  i!i 

r:trir- 

■■  '/;;;  pniilttiTn  ixtltlctlli-^ 

ciniit  nidus 

(a)  Xmin  = 

-3 

(b)  Xmin  =  —6 

(c) 

Xmin  =  —6 

Xmax  = 

3 

Xmax  =  6 

Xmax  =  6 

Xscl  = 

1 

Xscl  =  2 

Xscl  =  2 

Ymin  = 

-2 

Ymin  =  -4 

Ymin  =  -4 

Ymax  = 

2 

Ymax  =  4 

Ymax  =  4 

Yscl  = 

1 

Yscl  =  2 

Yscl  =  1 

La  figura  23  muestra  la  grafica  de  la  recta  y  =  xe.n  una  pantalla  cuadrada  des- 
plegada  a  partir  de  los  valores  dados  en  el  ejemplo  1(b).  Observe  que  ahora  la  recta 
bisecta  al  primer  y  tercer  cuadrantes.  Compare  esta  ilustracidn  con  la  figura  22. 


FIGURA  23 


(-4,-4)  -4 


Ejercicio  B.4 

En  los  problemas  del  1  al  8  determine  cudles  valores  de  RANGE  producen  una  pantalla  cuadrada. 


Xmin  =  -3 

2. 

Xmin 

=  -5 

3. 

Xmin  =  0 

4. 

Xmin  =  -6 

Xmax  =  3 

Xmax 

=  5 

Xmax  =  9 

Xmax  =  6 

Xscl  =  1 

Xscl 

=  1 

Xscl  =  3 

Xscl  =  2 

Ymin  =  —2 

Ymin 

=  -4 

Ymin  =  —2 

Ymin  =  —4 

Ymax  =  2 

Ymax 

=  4 

Ymax  =  4 

Ymax  =  4 

Yscl  =  1 

Yscl 

=  1 

Yscl  =  2 

Yscl  =  1 

Xmin  =  —6 

6. 

Xmin 

=  -6 

7. 

Xmin  =  0 

8. 

Xmin  =  -6 

Xmax  =  6 

Xmax 

=  6 

Xmax  =  9 

Xmax  =  6 

Xscl  =  1 

Xscl 

=  1 

X.scl  =  1 

Xscl  =  2 

Ymin  =  —2 

Ymin 

=  -4 

Ymin  =  -2 

Ymin  =  -4 

Ymax  =  2 

Ymax 

=  4 

Ymax  =  4 

Ymax  =  4 

Yscl  =  .5 

Yscl 

=  1 

Yscl  =  1 

Yscl  =  2 

9.  Si  Xmin  =  —4,  Xmax  =  8,  y  Xscl  =  1,  ^cdmo  debemos  elegir  Ymin,  Ymax,  y  Yscl  de  inodo  que  la  pantalla  con- 
tenga  al  punto  (4,  8)  y  sea  cuadrada? 

10.  Si  Xmin  =  —6,  Xmax  =  12,  y  Xscl  =  2,  ^cdmo  debemos  elegir  Ymin,  Ymax,  y  Yscl  de  modo  que  la  ventana  con- 
tenga  al  punto  (4,  8)  y  sea  cuadrada? 
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Aproximaciones 


K  J  K  M  P  L  ()  1 


En  la  practica.  al  resolver  ecuaciones,  es  raro  que  obtengamos  soluciones  exactas. 
For  lo  general,  lo  mejor  que  podemos  esperar  es  una  solucion  aproximada,  En  esia 
seccion  analizaremos  la  forma  de  utilizar  un  dispositivo  de  graficacidn  para  aproxi- 
mar  soluciones  de  ecuaciones.  Desarrollaremos  un  algoritmo  en  el  que  cada  apli- 
cacidn  sucesiva  del  mismo  produce  una  cifra  decimal  adicional  de  exactitud. 

Comencemos  con  un  ejemplo  que  muestra  el  significado  de  escribir  un  nunicro 
“correcto  hasta  n  cifras  decimales”, 

l:\t  ritiirii  tit  un  minifru  ii>n< ftn  lui.sia  n  t  ijra.s  ihi  initil-  • 


ESCRIBIR  EL  NUMERO 

1/7 

x2 

77 

Correcto  hasta 

1  cifra  decimal 

0.1 

1.4 

3.1 

Correcto  htista 

2  cifras  decimales 

0.14 

1.41 

3.14 

Correcto  hasta 

3  cifras  decimales 

0.142 

1.414 

3.141 

Correcto  hasta 

4  cifras  decimales 

0.1428 

1.4142 

3.1415 

Correcto  hasta 

5  cifras  decimales 

0.14285 

I.4I421 

3.14159 

Correcto  hasta 

6  cifras  decimales 

0.142857 

I.4I42I3 

3.141592 

Como  muestra  el  ejemplo,  correcto  hasta  n  cifras  decimales  indica  el  deci¬ 
mal  que  sc  obtiene  al  interrumpir  una  sccuencia  numcrica  despues  de  la  n-csima 
cifra  decimal. 

El  siguiente  ejemplo  muestra  los  pasos  a  seguir  para  aproximar  la  solucion  de 
una  ecuacidn  mediante  un  dispositivo  de  graficacidn. 


t  J  E  M  P  I  ()  2 


Solia  .im 


FIGURA  24 


Range 
xMin  =  -1 
xMax  =  8 
xScI  =  1 
y  Min  =  -2 
y  Max  =  8 
y  Scl  =  1 


dc  un  tli\/)'>siiivii  th  frnfirtu  ii<r.  ptirt'i  aprt-'dnutr  ’•■ilut  innf-  tit  n 

:  '  Un  -nn 

Determinar  la  menor  de  las  dos  soluciones  de  la  ecuacidn  x-  —  6x  +  7  =  0.  Expre- 
sur  la  respuesta  correcta  hasta  dos  cifras  decimales. 

Las  soluciones  de  la  ecuacidn  .v“  —  6x  +  1  =  0  son  iguales  a  las  intersccciones  del 
eje  ,v  con  la  funcidn  f(x)  =  x-  —  6x  +  7.  Primero  trazamos  la  grafica  de  la  funcidii 
/con  una  cscala  de  1  en  cada  cje. 

La  figura  24  muestra  la  grafica 


-2 


La  menor  de  las  dos  intersecciones  con  el  eje  .\r  (soluciones  de  la  ecuacidn) 
esta  entre  1  y  2.  (Recuerde  que  Xscl  =  1).  Asf,  la  menor  de  las  soluciones  a  la 
ecuacidn,  correcta  hasta  0  cifras  decimales,  es  .r  =  1. 

A  continuacidn,  utilizamos  la  caracterfstica  BOX  sobre  la  grafica,  dc  .x  =  I  a 
.Y  =  2  y  de  y  =  —  1  o  ,v  =  I .  Vease  la  figura  25. 
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Range 
xMin  = 
xMax  = 
xScI  = 
yMin  = 
y  Max  = 
y  Scl  = 


Range 
xMin  = 
xMax  = 
xScI  = 
yMin  = 
y  Max  = 
y  Scl  = 


Ajustamos  el  pai'ainetro  RANGE  de  mode  que  XscI  =  O.l  y  Ysc)  =  O.l. 
Trazamos  de  nuevo  la  grafica  de/  Vease  la  figura  26. 


La  interseccion  con  el  eje  x  esta  entre  1. 5  y  1.6.  (Recuerde  que  la  caja  era  de 
.t  =  1  a  X  =  2  y  Xscl  =  0.1).  Asf,  la  menor  de  las  soluciones  a  la  ecuacion,  correcta 
hasta  1  cifra  decimal,  es  x  =  1.5. 

A  continuacion,  utilizamos  de  nuevo  la  caracteristica  BOX,  de  x  =  1 .5  a  x  =  1.6 
y  de  y  =  -0.1  a  y  =  0. 1 .  Vease  la  figura  27.  Ajustamos  el  parametro  RANGE  de  rnodo 
que  Xscl  =  0.01  y  Yscl  =  0.01  y  trazamos  la  grafica  de  f.  Vease  la  figura  28. 


La  interseccion  con  el  eje  x  esta  entre  1.58  y  1.59.  Recuerde  que  la  caja  era 
de  X  =  J.5  a  X  =  1.6  y  Xscl  =  0.01.  Asf,  la  menor  de  las  soluciones  a  la  ecuacion, 
correcta  hasta  2  cifras  decimales,  es  x  =  1.58.  ■ 

A  continuacion  describimos  los  pasos  a  seguir  para  aproximar  soluciones  de 
ecuaciones,  coirectas  hasta  el  numero  de  cifras  decimales  deseado. 
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FA>"  1  Para  resolver /(.r)  =  0,  trazamos  la  grSfica  de  la  funcidn  v  =  f(x)  en  una  ventana, 
con  Xscl  =  1  y  Yscl  =  1 . 

I'A:.-..  ^  Si  la  interseccidn  con  el  eje  x  esta  entre  x  =  cyx  =  c  +  Xscl,  utilizamos  la  ca- 
racten'stica  BOX  sobre  la  grat'ica,  desdex  =  c  hastax  =  c  +  Xscl  y  dey  =  —Yscl 
a  y  =  Yscl. 

PASO  Ajustamos  el  RANGE  de  modo  que  el  nuevo  Xscl  =  anterior  Xscl/10  y  el  nuevo 
Yscl  =  anterior  Yscl/ 10.  Trazamos  la  grSfica  de  / 

I'  -:  (  Repetimos  los  pasos  2  y  3  hasta  obtener  la  exactitud  deseada 


Si  la  interseccidn  con  el  eje  x  que  intentamos  determinar  parece  caer  en  una 
marca  sobre  el  eje,  entonces  deberia  evaluar  la  funcion  en  esa  marca.  Si  el  valor  es 
cero,  entonces  existe  una  solucidn  exacta.  Si  el  valor  no  es  cero,  usted  sabr^  si  la 
grafica  estd  sobre  o  debajo  del  eje  x  en  ese  punto  observando  el  signo  del  valor  en 
dicha  marca. 


Ejercicio  B.5 

En  los  problemas  del  1  al  6  escriba  coda  expresion  en  forma  decimal  redondeada  a  ires  cifras  decimales. 

1.  I  2.  3.  Vs  4.  Ve  5.  ^  6.  ^ 

En  los  problemas  del  7  al  12  utllice  un  dispositlvo  de  graficacidn  para  aproximar  la  menor  de  las  dos 
soluciones  de  cada  ecuacidn.  Express  la  respuesta  correcta  hasta  dos  cifras  decimales. 

7.  x^  +  4x  +  2  =  0  8.  x^  +  4x  —  3  =  0  9.  2x^  +  4x  +  1  =  0 

10.  3x2  +  5^  +  I  =  0  11.  2x2  -  3x  -  1  =  0  12.  Zx"-  -  4x  -  1  =  0 

En  los  problemas  del  13  al  20  utilice  un  dispositlvo  de  graficacidn  para  aproximar  las  soluciones  positivas 
de  cada  ecuacidn.  Express  la  respuesta  correcta  hasta  dos  cifras  decimales. 


13. 

x2  + 

3.2x2  _ 

-  16.83X  - 

5.31  =  0 

14. 

x2  3.2x2 

-  7.25x  - 

6.3  =  0 

15. 

Y*- 

1.4r*  - 

33.71x2 

23.94X  +  292.41  =  0 

16. 

X-'  +  l.lY 

-  7.46x2  - 

4.692X+  15.2881 

17. 

ttV 

-  (8.88 

77  +  1  )x2  - 

(42.06677  — 

8.88)x  -1-  42.066  =  0 

18. 

ttV 

-  (5.63 

77  +  2)x2  — 

(108.39277  - 

-  11.26)x  I-  216.784  =  0 

19. 

V  + 

19.5x2 

-  102lx  + 

1000.5  =  0 

20. 

x2  + 

14.2x2 

-  4.8x  -  12.4  =  0 

1.  -1  3.  -18  5.  -3  7.  -16  9.  0.5  11.  2  13.  2  15.  -1  17.  3  19.  No  hay  soluci6n  real  21.  (0,9)  23.  |0,  9)  25.  No  hay  solucion  real 

.......  43.  1-4,4]  45.2  47.  (-12,121  49.  | 

51.  No  hay  solucidn  real  53.  (-2,2)  55.  (-1,3)  57.  | -2,  - 1 . 0,  1 )  59.  (0,  4)*  61.  (-6,2)  63.  (-^-,3)  65.  (3,4)  67. 


83.  (0.59,3.41)  85.  (-2.80,  1.07)  87.  No  hay  solucion  real  89.  Soluci6n  real  repelida 

-2b  -b 


1.4  =  r  =  radio,  A  =  area  3.  4  =  s-\  4  =  area,  s  =  longitud  de  un  lado  S.  F  =  ma\  F  =  fuerza,  m  =  masa,  a  =  accleracion 

I.  T  =  Fd\  T  =  Trabajo,  F  =  fuerza,  d  =  distancia  9.  C  =  150a:;  C  =  costo  total,  a:  =  numero  de  m^quinas  lavaplatos 

II.  $1 1,000.00  seran  invertidos  en  bonos  y  $9,000.00  en  CD  13.  Katy  recibira  $400,000.00,  Mike  $300,000.00  y  Dan  $200,00.00 
15.  El  salario  por  hora  regular  es  $8.50  17.  El  equipo  obtuvo  5  louchdowns  19.  La  longitud  es  de  19  pies;  el  ancho  de  1 1  pics 

21.  (a)  Las  dimensiones  son  10  por  5  pies  (b)  El  drea  es  de  50  pies^  (c)  Las  dimensiones  son  7.5  por  7.5  pies  (d)  El  area  es  de  56.25  pies^ 
23.  Invertir  $31,250.00  en  bonos  y  $18,750.00  en  CD  25.  $1 1,600  fueron  prestados  al  8%  27.  Las  dimensiones  son  1 1  por  13  pies 
29.  Las  dimensiones  son  5  por  8  m  31.  Las  dimensiones  de  la  hoja  de  metal  deben  ser  4  por  4  pies 

33.  (a)  La  bola  golpea  el  suelo  despues  de  6  segundos  (b)  La  bola  pasa  por  la  parte  superior  del  edificio,  en  su  viaje  de  regreso,  despues  de  5  .segundos 

35.  El  precio  original  fue  de  $147,058.82;  la  compra  del  modelo  ahorra  $22,058.82  37.  La  libren'a  pag6  $44.80 
39.  Trabajando  juntos,  toma  12  minutos  41.  Collen  necesita  obtener  una  calificaci6n  de  85 
43.  El  apoyador  defensive  atrapa  al  ala  cerrada  en  la  yarda  45  45.  El  borde  tendrS  un  ancho  de  2.56  pies 

47.  Las  dimensiones  de  la  barra  de  dulce  reducida  son  1 1.55  por  6.55  por  3  cm  49.  El  borde  sera  de  2.71  pies  de  ancho 

51.  La  corriente  es  de  2.286  millas  por  hora  53.  Miguel  pasa  a  Daniel  a  1/3  de  milla  del  punto  de  arranqiie,  2  minutos  despues  que  inicio 

(Miguel)  la  carrera 
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55.  La  embarcacion  de  rescate  alcanza  al  barco  cn  2  boras  57.  La  bomba  auxiliar  inicia  a  las  9;45  a.m.  59.  La  tina  se  llenara  cn  I  bora 
61.  Lo  m^.s  que  puede  invertir  en  los  CD  es  $66,667.00  63.  La  velocidad  promedio  es  de  49.5  millas  por  bora 
65.  Poner  cl  precio  original  en  $40.00.  Con  un  50%  de  descuento  no  babra  ganancia. 


Ijmiiin  1.4 

1.  {x\.x  £210  [2,  X) 

- ^ - 


9.  {.v|jr  £  f)  0  It 


+■ 


4 

.4 


3.  {x\x  ■  -7)  0  (-7, 

- ^ ^ 


11.  (.v|3  £  j:  £  5)  0  [3,  5] 

- ^ ^ ^ 

3  ,3 


5.  {.v|.v£5)  o(-=c,  2] 

^ - ► 

2 

13.  {4£.v£31o[2.3] 

- ^ ^ - ► 

2  3 

3 


7.  1jc|j;  <  -20]  o  -20) 

► 

-20 


15.  1x1-2  <x<  5);  (-2,  5) 

- ^ ^ - - 

-2  5 


17.  1x1-3  <  X  <  3] ;  (-3,  3)  19.  lx|-3<3  <  x  < -4  o  3  <  x  <  2:] ;  (-cc_ -4)  o  (3,  ^o)  21.  {x'l-^s  <  x  <  -  I  0  8  <  x  < '^1;  ( 


-( - 3- 

-3  3 


- f- 

-4  3 


- f- 

-I  8 


23.  No  bay  solucibn  real  25.  lx|  1  <  x  <:»);( I ,  =<=)  27.  {x' -  ^  <  x  <  I  o  2  <  x  <  3));  1)  o  (2,  3) 


■f 


I 


4 - ^ - }■ 

I  2  3 


29.  lx|-l  <x  <0  0  3  <  x<  X]);  (-1,  0)  0  (3.  -=c)  31.  |x|-x  <x  <  -1  o  1  ■  x  <  x);  (-=c,  -|)  o  (1,  x)  33.  lx|l  < 


4 - } - f 


4 - f 


0  3 


-I  I 


35.  Ixj-x  <  X  <  -  1  o  1  <  x  <  x);  -  1)  0  (1,  X)  37.  Ixj-x  <  X  <  -  I  o  0  <  x  <  I );  (-x,  1)  0  (0,  1) 


- i- 

-I  I 


^ ^ 
-I  0  I 


39.  Ixj  -X  <x  < -I  o  1  <x<  X);  (-CC,  -I)  0  (1,  00)  41.  {x|-x  <x  <  2);  (-X,  2) 


- (- 

-I  I 


■4- 

2 


43.  lx|-x<x<  -3  o  -  I  <x  <  I  0  2  <x<  X);  (--X,  -3)  o  (-1,  1)  0  (2,  x)  45.  lx|-4  <x  <4);  (-4,  4) 

^ ^  ^ - ) - • 

-3-112  -44 


47.  I.vi-x  ^  X  < -4  o  4  <x  <  x|;  (-X,  ~4)  o  (4,  x)  49.  {x|  1  <  x  <  3 1 ;  (1 ,  3)  51.  Ir'-j  £  ;  £  2};  [-?,  2] 


- f 

-4  4 


- y 

1  3 


f 


2 

3 


53.  {x\-^  <  A-  ^  I  0  5  ^  jt  <  ^};  I]  0  [5.  3c) 


55.  1x1-1  <x  <  5I;  (-1,  |) 


57.  lx  -  2|  <  5;  lx||  <  X  <  3) 


+ 


I 


■4- 


3. 

2 


-x_  -I)  0  (8,  2; I 


X<x));  (I,  X) 

- i - >■ 
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59.  |.v  +  3|  >  2;  {xi-^  <  x  <  -5  o  -  1  <  A'  <  'k)  61.  |a:  -  98.6!  a  1.5;  x  £  97.I°F  o  .v  S:  Ifla.l^F 

63.  Desde  675.48  kvv/h  hasta  2500.88  kw/h,  inclusive  65.  Desde  $7457.63  ha.sta  $7857.14,  inclusive  67.  La  quinta  calificacidn  dcbe  ser  a  74 

69.  Para  /  entre  2  y  3  segundos,  2  <  /  <  3.  71.  Deben  vendersc  entre  10  y  50  relojes,  10  £  .r  £  50 

73.  )p-  -  a  ■  (x  -  Va)(.v  +  Va)  <  0;  — Va  <  x  <  Vrt  75.  jx|-  I  <  x  <  I  ) ;  (-  1 ,  I )  77.  (x|-=c  <  x  £  -3  o  3  £  x  <  ==);  (-'x,  -3)  o  [3,  =c) 

79.  {xi-4  £  x£  4);  [-4,  4]  81.  {x|-=c  <x  <  -2  o  2  <x  <  =);  (-^  -2)  o  (2,  =)  83.  -2  <  k  <  2 


1.8  +  5/  3.  -7  +  6/  5.  -6  -  1 1/  7.  6  -  18/'  9.  6  +  4;'  11.  10  -  5/  13.  37  15.  *  +  y  17.  I  -  2i  19.  ?  -  21.  -  +  C\/3/2)/ 

23.  2/  25.  -/  27.  /  29.  -6  31.  -10/  33.  -2  +  2/  35.  0  37.  0  39.  2/  41.  5/^  43.  5/  45.  (-2/,  2/)  ’47!"  (-4,4)' 

49.  13  -  2/,  3  +  2/)  51.  (3  -  /,  3  +  /)  53.  ( '  -  }/,  '  x  I/}  55.  { -  ii,  -  +  ?/)  57.  |-|  -  ^/,  -  j  +  ^,| 

59.  {2,-1  —  VS/',  —1  4-  V3/]  61.  (-2,  2,  —2i,  2i]  63.  (—3/,  —2i,  2i,  3/]  65.  Dos  soluciones  complejas  67.  Dos  soluciones  reales  y  diferenic.'H 

69.  Una  soluci6n  real  repetida  71.  2  -  3/  73.  6  75.  25  77.  z  +  z  =  (a  +  bi)  {a  ~  hi)  =  2a\  z  —  z  -  {a  bi)  —  (a  -  bi)  =  2bi 

79.  2  M  bi)  +  (c  +  di  )  =  (a  +  c)  ■*  (7?  -  d)i  =  (a  +  c)  -  (b  +  d)i  =  (a  -  bi)  +  {c  ~  di)  =  z 

k:  r<  f) 


1.  (a)  H  cuadrante 

(b)  Parte  posiliva  del  eje-x 

(c)  III  cuadrante 

(d)  I  cuadrante 

(e)  Parle  negativa  del  eje-y 
(0  IV  cuadrante 


4  =(-3.  2) 


. I 


-6  0 
C  =  (-2, -2)« 

£  =(0.-3)< 


D  =  (6,5) 


I  I  I  I  I  4>-- 


£  =  (6.  0) 
F=(6,  -3) 


3.  Los  punlos  esiaran 
sobre  la  recta  vertical 
siluada  2  unidadcs  a 
la  derecha  del  eje-y. 


-7 

4 

_l _ 1 _ 1 _ 1 _ 

1  , 

42.4) 

1(2.  1) 

1  1  1 

-4 

0 

i~'  O’, 

A 

'(2..  1) 

-  1 

1(2, -3) 

-4 

1 

5.  V5;(I,5)  7.  2\/2;  (0,  2)  9.  5;  (3,  -|)  11.  V^;(|,l)  13.  2V5;  (5,  -  I)  15.  2.625;  (1.05,  0.7)  17.  Vr/-' +  (|,  |) 


19.  d(A,  B)  =  Vl3 
d(B.  Q  =  \/l3 
d(A.  C)  =  V26 
(\/T3)2  +  (VIO)'  =  (V26)2 
area  =  unidades  cuadradas 

4  =  (-2,5)  '■/ 

21.  d(A.  B)  -  VV30  ■  ' 

d(B.  Q  =  VZe 
d{A.  O  =  VT04 

^fl  =  (l,3)  (\'26)2  +  (\  104)2  =  (VT3())2 

^  area  =  26  unidadcs  cuadradas  A  = 

-  C=(5.5) 

U'-'(V 

\  \  \  /  1  1  1  1  1  1 

-3  0 

-1 

3  ’  -6  0 

-  _2 

£  =  (6,0) 

23.  (2,  -4),  (2,  2)  25.  (-2.  0),  (6.  0) 


(b)  =  (-3,4) 

(3.4) 

29.  -7 

31. 

.V| 

33.  (a)  =  (-  3,  4) 

(c)  =  (3.  4) 

•  4 

— 

• 

3 

“ 

3 

• 

4 

— 

• 

_ 

(-2,  1) 

(b)  =  (2. 

1) 

~ 

1  1  1  1 

- 

1  1  1  1  / 

• 

1  1  1 

• 

1  1 

(b)  =  ( 

!,  !)• 

1  1 

-  •(!.  1) 

1  1  1 

1  1  1  1 

- 

1  1  1  i 

-4  0 

4 

-3  0 

~3  ^ 

.) 

0 

3 

-4 

0 

4 

1“ 

• 

- 

• 

(c)  =  ( - 

l.-D* 

-  •(a)  =  (l,-l) 

— 

(a)  =  (-2.-l) 

(c)=(2. 

-1) 

— 

(c)  =  (-  3.  -4) 

— 

(a)  =  (3,-4) 

(-3,-4) 

- 

(bl  =  (3.-4) 

•  -4 

• 

-3 

-3 

• 

-4 

• 

35.  (a)  (-1,0),  (1,0)  (b)  eje  X,  eje  y,  origen  37.  (a)  (-J,  0),  (?,  0),  (0,  I)  (b)  eje  x  39.  (a)  (0,0)  (b)  eje  y 
41.  (a)  (-1.5,  0),  (0,  -2),  (1.5,  0)  (b)  eje  y  43.  (a)  ninguno  (b)  origen  45.  x^  +  (y  -  2)-  =  4;  .v’  +  y-  -  4y  =  0 
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47.  (.V  -  4)2  +  ().  +  3)2  =  25;  .^2  (•  -  8a-  -I-  6j  =  0  49.  a2  +  >'2  ^  4.  ^-2  +  ,,2  -  4  =  0  51.  Cenlro  (2,  1);  radio  2;  (a  -  2)2  +  (y 

S3.  Centro  (J,  2);  radio  (a  -  ■;)2  +  (v  -  2)2  =  |  55.  (c)  57.  (b) 


59.  r  =  2; 

(h.  k)  =  (0,  0) 


61.  r  =  2; 

(h.  k)  =  (3,  0) 


63.  r  =  3; 

(/t,  k)  =  (-2.  2) 


{h,k)  =  (\.  -I) 


67.  r  =  5; 

(h.  k)  =  (3,  -2) 


4 

(-4.1  }(-2,  1) 

• - 

_l _ 1 _ 1 _ 

^  (2,  1)  (4,  1) 

/ 1 _ ^ 

#  tr 

r  • 

L  (2,  l)!4,-l) 

-A 

- 

(-4.  l)(-2,  I) 

-L 

-4y/  o' 


73.  (0,  0);  simeirica  con  respecio  al  eje  >'  75.  (0,  0);  simetrica  con  respecto  al  origen 
77.  (0,  9),  (3,  0),  (-3,  0);  simetrica  con  respecto  al  eje->’ 

79.  (-3,  0),  (3,  0),  (0,  -2),  (0,  2);  sim6trica  con  respecto  al  eje-A*,  al  eje->'  y  al  origen  81.  (0,  -21),  (3,  0);  no  hay  simeiria 
83.  (Ov  —4),  (4,  0),  (—1,  0);  no  hay  simeiria  85.  (0,  0);  simetrica  con  respecio  al  origen 

87.  (a)  (90.  0).  (90,  90),  (0,  90)  (b)  232.4  pies  (c)  366.2  pies  89.  d  =  50/  91.  +  >■"  Zv  +  4y  —  4168. 16  =  0 


if>  t.7 

1.  2  3.-1 


5.  Pendienie  =  -^ 


7.  Pendiente  =  -i 


9.  Pendiente  =  0 


11.  Pendiente  indefinida 


13.  Pendiente  = 


V3  -  3 


■  3.06  15. 


19. 

21. 

5 

P  =  {-L^) 

1  1  1 

1  1  1 

1  1  1  - 

-3  0 

1  1  -  -1 

3 

-3  0 

3 

-1 

-3 

- 

23.  .r  -  2y  =  0  o  y  =  Ir  25.  j:  +  >■  -  2  =  0  o  ,v  =  -.y  +  2  27.  2x  -  y  -  3  =  0  o  y  =  Zv  -  3  29.  J  +  2y  -  5  =  0  o  y  =  -ir  +  5 

31.  3a-  -  y  +  9  =  0  o  y  =  3a  -1  9  33.  2a  +  3y  +  1  =  0  o  y  =  — Jv  -  ^  35.  a  -  2y  +  5  =  0  o  y  =  ja-  +  J  37.  3a  -1  y  -  3  =  6  0  y  =  -3a  +  3 

39.  A  -  2y  -  2  =  0  o  y  =  >v  -  I  41.  a'  -  2  =  0;  no  hay  forma  pcndiente-intcrsoccion  43.  Zv  -  y  -f  4  =  0  o  y  =  2v  +  4  45.  2a  -  y  =  0  0  y  =  Iv 

47.  A  —  4  =  0  no  hay  forma  inlerseccion  con  el  eje-y  49.  2a  +  y  =  0  o  y  =  —2a  51.  A  -  2y  +  3  =  0  o  y  2  y  —  4  =  0oy  =  4 

55.  Pendienie  =  2;  interseccion-y  =  3  57.  y  =  2a  —  2;  Pendiente  =  2;  interseccion-y  =  —2  59.  Pendienle  =  1;  inlerseccion-y  =  2 


67.  Pendiente  indefinida;  no  hay  69.  Pendiente  =  0;  inter.seccion-y  =5  71.  y  =  a;  Pendiente  -  1;  inlcrscccion-y  =0 

interscecion  con  el  eje-v 
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73.  V  =  Iv;  Pendienie  =  inti.Tsccci6n-\  0 


75.  y  =  0  77.  (b)  79.  (d)  81.  x  -  y  +  2  =  0  o  y  =  .t  +  2  83.  ,v  +  3y  -  3  =  0  o  y  =  -  'x  +  1  85.  "C  =  i)(”p  —  32);  aprox.  21°C 
87.  (a)  P^-0.5x-  100  (b)  $400  (c)  $2400  89.  C  =  0. 108  I9x  +  9.06;  para  300  kWh.  C  =  $41 .52;  para  900  kWh,  ('  =  $106.43 


91.  (a)  X-  +  (mx  +  /;)-  = 

( I  +  +  hnhx  +  b"  -  r-  =  0 

Una  solucion  si,  y  solo  si,  el  diseriminante  =  0 
(Imh)-  -  4(1  +  in-)lb-  -  r^)  --  0 
■  46''  -i-  4r^  +  4mV2  ^  0 
x-(l  +  nr)  =  6’ 

93.  Vlx  +  4v  -  1 1\'2  y  12  =  0  95.  X  +  5v  +  1 3  = 


(b)  X  ' 


-hub 
2(1  +/«-) 
'  ~r^m 


b 

-  r-mi 


2lr/r^ 
+  6  =  — 


+  h 


(c)  Pendiente  de  la  recta  tangente  = 
Pendiente  de  la  recta  que  une  el 
centro  con  el  punto 

r-/b  I 

de  tangencia  = 


_ ,  ... _ 6‘ 

~  ir~  '  h 

0  97.  Todas  tienen  la  misnia  pendiente,  2;  las  rectas  son  paralelas. 


—  r  ~in/b  in 
99.  V  2 


(  cil  i<i\  t  sjiiu  iii- 

1.  equivalente  2.  identidad  3.  Diseriminante;  negative  4.  -a  5.  |.v|  6.  negative  7.  real;  imaginario;  unidad  imaginaria  8.  eje-y 
9.  cfrculo;  radio;  centre  10.  indetinida;  0  11.  //ii  =  m2;  "'1  ■  m^  =  —  I 

(  ii  rlii  <1 

1.  C  2.  C  3.  F  4.  C  5.  F  6.  C  7.  (a)  C  (b)  F  (c)  C  8.  C  9.  F  10.  F  11.  C 
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Ijen  ii  ii:-.  ■:  rrytsion 


1.  ^9  3.  6  S.  j  7.  5  9.  No  hay  soluci6n  real  11.  -y-  13.  |-2,  j)  IS. 


I  -  VT3  I  +  VTs 
4  '  4 


17.  [—3,3)  19.  No  hay  solucion  real 


21.  1-1,4)  23.  I  25.  |.v|4£j<=c)  27.  {A:i-f  £  a:  s  Vl  29.  {a|-23  <  a  < -7)  31.  (a|-4  <  a  <  j) 


33.  Ia'I— 2  <  A  £  4)  35.  {Al-rc  <  a  <  1  o  j  <  a  <  37.  {a|I  <  a  <  2  o  3  <  a  <  rc) 

39.  |a|-^.  <  a  <  -4  0  2  <  a  <  4  o  6  <  a  <  x)  41.  |a|-]  <  a  ^ 


45. 

55. 


’1-V3i  -1+V3/1 


125 


47. 


■I  -  Vl7  l_-t  V  17] 
4 


49. 


57.  ^7^]  59.  4  -  7/  61.  3  +  2/  63. 


4  ] 

'i  65.  1  67, 


1  -  V 777  I  -  W\i 
2  ■  2  ' 


51. 


1  -  V23/  1  !  V  23i' 
2  ’  2 


-46  +  9/  69.  2a +  >  -3  =  0  71.  a  +  3  =  0 


73.  A  +  5v  +10  =  0  75.  2a  -  3>  +  19  =  0  77.  -a  +  v  +  4  =  0 


53.  ^ 
.r 


85.  Centro  (J,  -2),  radio  =  3  87.  Centro  (1,  -2),  radio  =  V5  89.  Inierseecion:  (0,  0);  simctrica  con  rcspecto  al  cjc-.v 

91.  Intcrsccciones:  (0,  —1),  (0,  1),  (5,  0),  0);  siinetrica  con  respecio  al  eje-j:,  al  eje-y,  y  al  origen 

93.  Interseccion;  (0,  1);  simelrica  con  respecto  al  eje  y  95.  Inierseecion:  (0,  0),  (0,  —2),  (—  1, 0);  no  hay  simeirla 
97.  Si.  Puedc  ver  casi  229  milJas.  99.  El  avidn  puede  alcjarse  616  millas. 

101.  (a)  No  (b)  Olra  vez  Miguel  gana  (c)  Miguel  gana  por  25  cm  (d)  Miguel  debe  alineai'se  5.26316  metros  alras  de  la  Ifnca  de  iuranque  (e)  Si 


CAPfTULO  2  Ejcn  ii  iii  '  } 


1.  (a)  -4  (b)  -5  (c)  -9  (d)  -25  3.  (a)  0  (b)  7  (c)  -i  (d)  ys  5.  (a)  4  (b)  5  (c)  5  (d)  7 

7.  (a) -y  (b)-7  (c)  :  (d)j  9. /(O)  =  3;/(-6)  =  -3  11.  Po.sitivo  13.  -3,  6,  y  10  15.  {a]  -6  s  a  s  1 1 ) 

17.  -3,  6,  10  19.  3  voces  21.  (a)  No  (b)  3  (c)  14  (d)  {a|  a  4^  6|  23.  (a)  SI  (b)  (c)  -  1,  1  (d)  Todos  los  numeros  reales 

25.  No  es  una  funcion 

27.  Funcion  (a)  Dominio:  1a|  -  tt  £  a  £  tt};  Rango:  |>|  -  I  £  v  £  I  )  (b)  Intcrsccciones:  (-7r/2,  0),  (ttH,  0),  (0,  I )  (c)  eje  v 

29.  No  es  funcion  31.  Funcion  (a)  Dominio:  |a|  a  >  0);  Rango:  Todos  los  numeros  realcs  (b)  Interseccion:  (1,0)  (c)  Ninguna 

33.  Funcion  (a)  Dominio:  todos  los  numeros  realcs;  Rango:  |)jy  £  2)  (b)  Intersecciones:  (-3,  0),  (3,  0),  (0,  2)  (c)  eje  r 

35.  Funci6n  (a)  Dominio:  (aIa  ^  2);  Rango:  |.v|>  4=  1  )  (b)  Intcrsccciones:  (0,  0)  (c)  Ninguna 

37.  Todos  los  numeros  reales  39.  Todos  los  numeros  reales  41.  jAiA#-l,A4=  1)  43.  (a|a  4^  0)  45.  (AjA''4)  47.  -3|  o  |3,  rc) 

49.  I)  0  [2,  51.  /I  =  -y  53.  A  =  -4  55.  A  =  8;  indefinida  en  3 

57.  (a)  15.1  m,  14.07  m,  12.W  m.~ll.72  m  (b)  2.02  sec  59.  A(x)  =  61.  C(.v)  =  5a 

65.  (a)  C(a)  =  IOa  +  14  V.r-  -  10a  +  29,  0  <  a  <  5  (b)  C(l)  =  572.61  (c)  C(3)  =  $69.60 


costo  menor:  a  =  2.95  millas 
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67.  (a)  A{x)  =  (8.5  -  2.c)(ll  -  2a-),  (b)  0  fix  £  4,25,  0  £  4  £  93.5  (c)4(l)  =  58.5  pulgadas.^  4(  1 .2)  =  52.46  pulgadas.^  4(1.5)  =  44  piilgaday 

(d)  A(.v)  =  70  cuando  x  =  0.64  pulgadas;  4(x)  =  50  cuando  x  =  1.28  pulgada.s. 


69.  I.ll  segundos;  0,46  segundos  71.  Funci6n  73.  Funcion  75.  No  es  funcion  77.  Funci6a  79.  S6\o  h{x)  =  2x 

hji  n  a  11! 


1.  C  3.  E  5.  B  7.  F 

9.  (a)  Dominio:  {x|  -3Sx£4);  Rango:  (y|0£y£3)  (b)  Creciente  en  [-3,  0]  y  en  [2,  4];  decreciente  en  [0,  2]  (c)  Ninguna 

(d)  (-3,  0).  (0,  3),  (2,  0) 


11.  (a)  Dominio:  todos  los  numeros  reales;  Rango:  {y|0  <  y  <  ==)  (b)  Crcciente  en  (-==,  (c)  Ninguna  (d)  (0,  1) 

13.  (a)  Dominio:  (x|  -rr  £  x  £  tt]  ;  Rango:  (y|  -  I  s  y  •“  1| 

(b)  Crecienle  en  [-7r/2,  77/2|;  decreciente  en  |-t7.  -7r/2)  y  en  [7r/2,  Tr|  (c)  Impar  (simetrica  con  respecto  al  origen) 

(d)  (-TT,  0),  (0,  0),  (it,  0) 

15.  (a)  Dominio:  (x-jx  #  2);  Rango:  (y|y  9^  I )  (b)  Decreciente  en  (-<»,  2)  y  en  (2,  x:)  (c)  Ninguna  (d)  (0,  0) 

17.  (a)  Dominio:  {aIx  /  0);  Rango:  todos  los  numeros  reales  (b)  Decreciente  en  (-=,  0)  y  en  (0,  ^)  (c)  Impar  (d)  (-1,  0),  (I,  0) 

19.  (a)  Dominio:  |xlx  ^  —2,  x  s*  2);  Rango:  {yl-^:  <  y  £  0  y  I  <  y  <  9;) 

(b)  Creciente  en  (-'<9,  -2)  y  en  (-2,  0];  decreciente  en  [0,  2)  y  en  (2,  =0)  (c)  Par  (d)  (0,  0) 

21.  (a)  Dominio:  (x|  —4  £  x  £  4);  Rango:  (y|0  £  y  £  2)  (b)  Creciente  en  [  —  2,  01  y  [2,  4];  Decreciente  en  |“4,  —2)  y  [0,  2]  (c)  Par 

(d)  (-2,  0),  (0,  2),  (2,  0) 

23.  (a)  2  (b)  3  (c) -4  25.  (a)  4  (b)  2  (c)  5 

27.  (a)-2r  +  5  (b)  -Zf  -  5  (c)  4x  +  5  (d)  Zr  -  I  (e)  - -!  5  =  — ^  (f)  - ' - 

X  X  2x  r  5 


29.  (a)  2x2  _  4  (b)  -2x2  +  4  (j.)  „  4  (j)  gx-  -  I  Zv  +  14  (e)  ^  (f)  — - 

X-  2x —  4 

31.  (a)  -.r*  +  3x  (b)  -.v'  +  3x  (c)  Sx-’  -  6x  (d)  x'  -  9x2  +  24x  -  18  (e)  -'r  -  -  (f)  - 

X  X  X 


3x 


33.  (a)  -- (b) 

+  1 


■  -  3 


— —  (c)— f- —  (d)-r  , 

.v2  -  I  4x2  +1  "  ^2  -  6x  -  10  x2  +  1 


(e) 


(f) 


35.  (a)|.vl  (b)  -lv|  (c)2|.vl  (d)  |,v  -  3|  (e) -r^  (0 'r 


37.  (a)  1  -  -  (b)  - 1  -  -  (c)  M  (d)  1  +  — ^  (e)  1  +  x  (f) 

X  X  2x  X  —  3  X  4  1 


39.  3  41.  -3  43.  3x  +  1  45.  .v(x  +  1)  47. 


-I 

X  +  1 


49. 


\  X  *  1 


51.  Impar  53.  Par  55.  Impar  57.  Ninguna  59.  Par  61.  Impar  63.  Cuando  mucho  uno 


65.  (a)  Todos  los  numeros  reales  (c) 
(b)  (0,  -3).  (1,0) 

(d)  Todos  los  numeros  reales 
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69,  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (0,  0) 

(d)  (yj  -  X  <  <  0) 


73.  (a)  U|-  ^<a-s2) 
(b)  (2,  0),  (0.  X'l) 
(d)  {y|()  y<cc] 


77.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (0,  0) 

(d)  b’l  -  =o<  y  £  0) 


81.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (0,  0),  (-1,0) 

(d)  Todos  los  numeros  reales 


85.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (0,  I) 

(d)  1-1,  1) 


(c) 


71.  (a)  Ui2SA'<  =0) 
(b)  (2,  0) 

(d)  (,y|0  £>■<-) 


75.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (0,  3) 

(d)  (>'|3  £  y  <■  =e) 


79.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (0.  0) 

(d)  Todos  los  numeros  reales 


83.  (a)  [x\-  2Sx<^} 
(b)(0,  1) 

(d)  (y|0  <  >■  <  X) 


87.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (,v,  0)  para  0  £  jt  <  1 
(d)  Conjunio  de  enteros  pares 


4 


89.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (-2,  0),  (0,  4),  (2,  0) 

(d)  {v/v£01 


91.  2  93.  2jc  +  /i  +  2  95.  J[x)  = 


si  -1 

si  0  <  a:  £  2 


(Son  posibles  otras  respueslas.) 


91.  m 


—X 

-X  +  2 


si  A  £  0 
si  0  <  A  £  2 


(Son  posibles  otras  respuestas.) 


99.  No;/(-2)  =  8  y/(2)  =  6 

101.  Cada  grafica  cs  la  de  y  =  x^,  pero  desplazada  verticalmente.  S\  y  =  x^  +  k,  k  >  0,  el  desplazamiento  es  k  unidades  hacia  arriba;  Si  y  =  a^  +  k. 
1  <  0,  el  desplazamiento  es  l]  unidades  hacia  abajo; 

103.  Cada  grafica  es  la  de  y  ~  {aI,  pero  comprimida  o  alargada.  Si  y  =  ijAj  y  k>  1,  la  grafica  es  alargada;  y  =  i(:|a|,  0  <  1  <  1,  la  grdfica  esta 
compriniida. 

105.  La  grafica  de  y  =  f(-x)  es  la  retlexidn  con  respecto  al  eje  y  de  la  grafica  de  y  =  /(a). 


109.  (a)  £(-a)  =  -ll/i-A)  +/(a)1  =  E{x)  (b)  0(-x)  =  ;i/(-a)  -/(a)J  =  -{\Jlx)  -/(-a))  =  -0(a) 

(c)  £(a)  +  0(a)  =  ;[/(a)  +  /(-a)J  +  \[jlx)  -/(-A)l  =  /(a)  (d)  Combinar  los  resultados  de  las  partes  (a),  (b)  y  (c). 

i.jt'ii  ii  iit  2  . 

1.  B  3.  H  5.  I  7.  L  9.  F  11.  G  13.  y  =  (a  -  4)^  15.  y  =  a"  +  4  17.  y  =  -a-"  19.  y  =  4,r’ 


RES10 


(d)  Cualquier  parte  de  la  grafica  de  y  =  que  este  abajo  del  ejc  x  esta  reflejada  con  respeclo  al  eje  x  para  obtener  la  grafica  de  v  =  L/(.v)|. 


1.  (a)  (/  +  g)(x)  =  5,v  +  1;  todos  los  numeros  reales  (b)  (/-  g)(x)  =  x  +  1\  todos  los  numeros  reales 

(c)  (/■  g){x)  =  6x^  -  X  -  12;  todos  los  numeros  reales  (d)  (~\x)  =  todos  los  numeros  reales  x  =  i 

\gl  2x  -  3 

3.  (a)  (/  +  g)(jr)  =  2a*  +  a  -  1;  todos  los  numeros  reales  (b)  (/-  g)(x)  =  -2x~  +  a  -  1;  todos  los  numeros  reales 

/  f\  A  —  1 

W  (/■  S)W  ^A-*  ~  2a^;  todos  los  numeros  reales  (d)  —  (a)  - {aIa  ¥=  0) 

\gJ  _  2a-^ 

5.  (a)  (/+  g)(x)  ~  Va  +  3a  -  5;  {a|a  0)  (b)  (/-  g)(x)  =  Va  -  3a  +  5;  1a|a  2  0|  (c)  (/■  g)(x)  ^  3a\''  v  -  5Va;  (a|a  2  0) 

[  /'  \  X* 

(d)  P-  (A-)=  — |A|A2  0,A9t5| 

7.  (a)  (/+  g)(A)  -  I  +  — ;  {a|a  +  0)  (b)  (/*■  g)(x)  =  I;  |a|a  *  0)  (c)  (/ ■  g)(A)  -  +  -r;  {a|a  ^  0}  (d)  f"](A)  =  a  +  I;  {a|a  ^  0} 

X  XX  J 

9.  (a)  (/+  g)(A)  =  (a|a  St  §)  (b)  if-  g)(x)  =  (-^k  *  l)  (c)  {f-  g)M  =  2^’  I'^k  ^  ') 

(d)  W(A)  =  (a|a  *  0,  I)  11.  g(A)  =  5 -lx 

\g)  4a 


17.  (a)  98  (b)  49  (c)  4  (d)  4  19.  (a)  97  (b)  (c)  J  (d)  -2 

23.  (a)  I,  (b)  ^  (c)  1  (d)  i  25.  (a)  I  (b)  VTs/S  (c)  (d)  0 

27.  (a)  (/  o  g)(A)  =  6a  +  3  todos  los  numeros  reales 

(b)  (g  /)(a)  =  6a  +  9  todos  los  numeros  reales 

(c)  (/ ° /){a)  =  4a  +  9  todos  los  numeros  reales 

(d)  (g  0  g)(A)  =  9a  todos  los  numeros  reales 


21.  (a)  2V2  (b)  2V2  (c)  1  (d)  0 

29.  (a)  (/  og)(A)  =  3a-  -I-  I  todos  los  numeros  reales 

(b)  (.?  I  )(a)  =  9xr  4-  6a  +  I  todos  los  numeros  reales 

(c)  (/ o /)(a)  =  9a  4-  4  todos  los  numeros  reales 

(d)  {g  o  g)(A)  =  todos  los  numeros  reales 
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31.  (a)  {j  f.)(x)  =  \  -  I;  {x  I  lx|  a  1 )  33.  (a)  (/  =  g)(x)  =  |  ^ 

(b)  {g  =/)(.v)  =  X  -  I;  (x  I  |x|  a  1 1  (b)  Cg  o/)(x)  =  I  ’ 

(c)  (f°f){x)  =  {x  I  X  a  0)  (c)  (/°/)(x)  =  --;{x  \  x  i=  - 

X 

(d)  (g  ”  g)(x)  =  x'*  -  2v’;  todos  los  numeros  reales  (d)  (g  »  g)(x)  =  x;  {x  |  x  7^  0] 


33.  (a)  (/  o  g)(x)  ^  - — -\{x  I  X  -  1,  X  0}  35.  (a)  (/  ^  g)(x)  ^  x;  {x  |  x  ^  0) 

1  '  X 
X  "T  1  I 

(b)  C?  ° /)(x)  = - :-,{x  I  X  7^  -  I.  X  7^  I )  (b)  (g  » /)(x)  =  |x|;  todos  los  numeros  rcalos 


37.  (a)  if  o  g)(x)  =  ^  {x  |  x  #  -  ) 

(b)  (g  °/)(x)  -4t  +  3  --  ‘ |x  I  X  7^  -  } 

2x  V  3  2x  '  3 

(c)  (/°/)(x)  (x  I  X  7t=  -  ,  X  ■/  -  1 

6x  •  1 1 


(c)  ( r°/)(x)  =  — ;{x  I  X  9^  —  1,  X  0)  (c)  if  ° f)ix)  =  x^  todos  los  numeros  reales 

X 

(d)  ig  °  g)(x)  =  x;  (x  I  X  7^  0]  (d)  ig  «  g)(x)  =  's/x;  {x  |  x  a  0) 

39.  (a)  (/  °  g)(x)  =  acx  +  ad  +  6;  todos  los  numeros  realcs 
\  (b)  ig  “ /)(x)  =  acx  +  be  +  d\  todos  los  numeros  reales 

(c)  if  ° f)W  =  +  ab  +  b\  todos  los  numeros  reales 

(d)  ig  “  g)(x)  =  c^x  +  cd  +  d',  todos  los  numeros  reales 


(d)  ig  “  g)(x)  =  4x  +  9;  todos  los  numeros  reales  (d)  ig  »  g)(x)  =  c^x  +  cd  + 

41.  if  o  gXx)  =figix))  =/(^)  =  2i\x)  =  x;  ig  o/)(x)  =  gifix))  =  g(2x)  =  j(2x)  =  x 

43.  if  o  g)(x)  =/(^)  =  =  x;  ig  °/)(x)  =  gCx-^)  =  ^  x’  =  x 

45.  if  o  g)(x)  =/(  l(x  +  6))  =  2[{ix  +  6)]  -  6  =  X  -r  6  -  6  =  x;  (g  »/)(x)  =  g(2x  -  6)  =  l(2x  -  6  +  6)  =  x 

47.  (/  o  g)ix)  -  fc)j  =  r/  ^(x  -  l7)  +  b  =  x;  (g  o/)(x)  =  g(ax  +  b)  -  -^^ax  +  -  It  j  =  x 

49.  (/  «  g)( X)  =  1 1 ;  (g  °/)(x)  =  2  51.  (/“  (g  «  /i))(x)  =  5  -  3x  -I-  4V 1  -  3x  53.  ((/  +  g)  °  h)ix)  =  9x^  -  6x  +  3  +  V I  -  3x  55.  F  =  f  g 


51.  H  =  h  of  59.  q  =  f  o  h  61.  P  =  f°f  63.  /(x)  =  x"*;  g(x)  =  2x  +  3  65.  /(x)  =  Vx;  g(x)  =  x^  +  x  +  1  67.  /(x)  =  jt;  g(x)  =  I - - 


69.  /(x)  =  frxlJ;  g(x)  =  ,v-  +  1  71.  ~3,  3  73.  5(r(0)  =  '^5.  C(W(/))  =  15000  +  800,000;  -  40,000;^  77.  C  = 


2V'l00-p 


U.7.  y  —  I  1^  I  I ,  —  A  I  1  /X.  wJ  /  o.  f  /  j  i 

79.  Ya  que/y  g  son  impares,/(-x)  =  -fix)  y  g(-.x)  =  -g(x);  (/  “g)(-.r)  =/(g(-x))  =/(-g(x))  =  -figix))  =  -(/  °g)(x);  asi  qiie,/  og  es  impar. 


1.  Uno  a  uno 
3.  No  es  uno  a  uno 
5.  Uno  a  uno 


F 

/ 

/  PO--')’ 


/  /(1.0)2 


/  (-2.-2) 


(1.2)  /' 


2 

_ I _ I _ ^ 

'  /" 
/ 

/ ''  y  ‘ 

-2  / 

I  ^  * 

/ 

/ 

/ 

“  / 

/ 

/ 

^  -2 

_  I 

y 

T 

13.  figix))  =/(3(x  -  4))  =  3[3(x  -  4)J  +  4  =  x;  gi^x))  =  gfix  +  4)  =  3[(3x  +  4)  -  4]  =  x 

15.  figix))  =  4l~  +  2  I  -  8  =  x;  gifix))  =  ^  f(sM)  =  FTs)^  -  8  =  x;  gifix))  =  V^'  -  8)  +  8  =  x 


=  82:-  3x 
+  4  -3  r  8 


25.  f-'ix)  =  ^-- 
■^  4  2 


2-^  -  3 

x+  4 


fir'ix))  =  4  ±-::-  +  2  =  x 


f-'i/M)  ■ 


4x  + 2  _  J_  ^ 

4  2  ^ 


Dominio/=  Rango/  '  =  (-7=,  cc) 
Range /  =  Dominio /^'  =  “) 


JJ.x/  =  4x  +  2 
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27. /-'W  =  V'.)C  +  i^_  n 

/(/  'W)  =  ^  1)’  ^  ■  /  • 

./  '(/W)  =  -  I  +  I  =  x  -  //. 

Dominio/=  Rango/"'  =  (-^,  =o)  f' 

Rango /  =  Dominio /“'  =  (-=°,  i  i  ]  /'' J  ' 

f(x)=x^ 


K  !(>:)=  J  'rt)  =  j 


31.  r'W  : 


/(/-:(,))  =  _  =  ,  ^  _ 

4 

r'(i(x))  =  —  =  x  ^ 

4/.V 

Dominio /=  Rango/'"  '  =  Todos  los  niimeros  reales  excepto  0 
Rango/=  Dominio/”'  =  Todos  los  niimeros  realcs  excepto  0 

7  —  '\r 

35.  f-\x)  =  - - ^ 


/(/”'W)  ^ 


3  +  1---^ 

j: 


29.  f-'{x)  =  Vx  -  4 
/(/■'W)  =  (Vx--4_)'^-  4  =  x 
f~'(f(x))  =  U''  -  4)  -  4  =  V?  =  j.v|  = 

Dominio /  -  Rango /“'  =  [0, 

Rango /  =  Dominio /“'  =  |4, 


-'■A  i  />’- 


/■'fA)=v'r  4 


33. /-'W  =  —  - 


y±l  -  2 

X 


/(/-'W)  = 


/-'(/W)=-  ■ 


37.  f-'(x)  =  Vir  -  2 


Dominio /=  Rango /  '  =  [  —  2,  =“) 
Rango /  =  Dominio/”'  =  [0,  “) 


/ 

/  - 

s 

h 

x=2 

4  ' 

"  A  \ 

_ I _ I _ I  \ 

II 

\ 

n'  I 

I 

=  Todos  los  niimeros  reales  excepto  2 
=  Todos  los  niimeros  reales  excepto  0 

lf  =  x 

2  =  !v  +  2|-2  =  x 

r'(fix})  = 


2 

3  r  X 


Dominio /=  Rango /  '  =  Todos  los  niimeros  reales  excepto  “3 
Rango  /  =  Dominio  /” '  =  Todos  los  niimeros  reales  excepto  0 


39.  r'(x)  =  - 


f(f-'(x))  ■- 


41./-'W  =  fi— 

2x  -  3 

,  . 

/(/  'W)  =  4  4\  ^  =  X 

42x-  3  “  ^ 


2x- 

X  -  1 

r'U(x))=  —y: - 


/  (/W)  -  ^/3,v4  4\  _  ^ 
Ur-3  ■ 


Dominio /=  Rango/  '  =  Todos  los  niimeros  reales  excepto  1 
Rango/=  Dominio/''  =  Todos  los  niimeros  reales  excepto  2 


Dominio /=  Rango /  '  =  Todos  los  niimeros  reales  excepto  i 
Rango /=  Dominio/''  =  Todos  los  niimeros  reales  excepto  5 
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~?r  --  1 

43./  '(X)  - 

X  -  2 

x-2 

f{f-'(x))  =  — ITTT 

X  -  2 


X  i-  2 

r'(M)=  2x^3 

X  -  2 

Dominio  /=  Rango  /“' 
Rango  /=  Dominio  /"' 


+  2 


=  X 


2 


=  Todos  los  numeros  reales  excepto  —2 
=  Todos  los  numeros  reales  excepto  2 


45.  /-'(X)  = 


X 


r'(S(x)) 


=  X 


Dominio /  =  Rango /  '  =  (—a;,  “>) 
Rango /=  Dominio/"'  =  «>) 


47.  /  '(x)  =  — (x  -  b),  m  s*  0  49.  No;  siempre  que  x  y  — x  esten  en  el  dominio  de /  dos  valores  iguales  de  >',/(x)  y/(-x),  est4n  presentes. 
51.  Primer  cuadrante  53.  /(x)  =  |.t|,  x  a  0  es  uno  a  uno,  esto  puede  escribirse  como /(x)  =  x;/“'(x)  =  x 

55.  /(g(x))  =  |[|(x  -  32)]  +  32  =  x;  g(/(x))  =  +  32)  -  32]  =  x  57.  /(T)  =  gr-MTr^  59.  /"'  W  =  =  S\  a  =  -d 


1.  V{r)  =  lirr^  3.  R{x)  ^  +  IOOj:  5.  R{x)  —  +  2CU  7.  (a)  /1(a)  =  — +  200a  (b)  0  <  a  <  200  (c)  A  es  m^s  grande  cuando  x  *  100  yardas 


9.  (a)  C(x)  =  X  (b)  2l(x)  =  ai  ii_  =  IjA  i3_  (a)  =  V,r^  -  I5x^  +  64  (b)  d(0)  =  8  (c)  d(\)  =  =  7.07 

4Tr 

15.  d(x)  =  X  +  1  17.  d{l)  =  50;  19.  (a)  V{x)  =  x(24  -  2x)^  (b)  El  volumen  mayor  es  cuando  x  es  4 


40 

21.  (a) /4(x)  =  2x^  H - (b)  El  4rea  es  mfc  pequena  cuando  X  esti  cerca  de  2.15  23.  (a) /4(x)  =  x(  16  -  ,v^)  (b)  Dominio:  (x|0  <  x  <  4) 

’■  (c)  El  area  es  mayor  para  x  cerca  de  2.31 
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(d)  El  pen'metro  es  mayor  para  x  alrededor  de  1 .4 1 


25.  (a)  A{x)  =  4v(4  -  (b)  p(x)  =  4x  +  4(4  -  x^)'’^ 

(c)  El  area  es  mayor  para  jr  cerca  de  1 .41 


27.  (a)  C(r)  =  127rr^  +  ■ 


(b)  El  costo  es  menor  para  r  en  alrededor  de  3.75  cenlfmetros 


0 


10 


CumpU'ti’  I'll  lux  csi>iit  iii\ 

1.  independiente;  dependiente  2.  vertical  3.  par;  impar  4.  horizontal;  derecha  5.  g{f(x))  =  (g  °  f)(x)  6.  uno  a  uno  1.  y  =  x 

del  III  o  Itilsii 

I.  C  2.  C  3.  F  4.  C  5.  F  6.  F  7.  C 
I'Jcri  ii  ins  tie  irvisiiin 

1.  f(x)=  ~2x  +  3  3.  4  =  1 1  5.  (a)  B.  C,  D  (b)  D  7.  (a)/(-r)  =  (b)  -f(x)  -  {c)fix  +  2)  =  f 

J( - 4  X-^  -  4  x^  4x 

(6)  fix  ~2)  =  9.  (a)fi~x)  =  Vx-  -  4  (b)  -/(x)  =  -\4?^4  (c)  f(x  +  2)  =  V.7 +'^  (d)/(x  -  2)  =  vl-^.v 

x-  -  4x 

II.  (a)/(x)  =  (b)  -fix)  =  ic)  fix  +  2)  =  id)  fix  -  2)  =  -  13.  Impar  15.  Par 

X  X-  x^  +  4x  +  4  X —  4  X  -i-  4 

17.  Ninguno  de  los  dos  tipos  19.  (x|x  -  3,  x  3)  21.  (-o=,  2]  23.  (0,  =e)  25.  (xjx  -3,  x  1)  27.  [-l,=o)  29.  |0,  =“) 
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31.  (a)  Todos  los  numero.s  reales 
(b)  (0,  -4),  (-4,  0),  (4,  0) 
(d)  (v|  -4£  v<“l 


33.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (0,  0) 

(d)  {y\-^  <  y  s  0) 


(c) 


_1 

-3 


35.  (a)  (x|l  sx<a') 
(b)  (1.  0) 

(d)  (yjO  £  y  <  *1 


39.  (a)  Todos  los  niimeros  reales 
(b)  (0,  4),  (2,  0) 

(d)  Todos  los  numeros  reales 


37.  (a)  {x\—^<xS  1)  (c) 

(b)(I.O),  (0,  I) 

(d)  {y\0<y<^] 


-5 


41.  (a)  Todos  los  numeros  reales  (c) 
(b)  (0.  3) 

(d)  {y|2£y<=) 


-3 


43.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  (0.  0) 

(d)  Todos  los  numeros  reales 


47.  (a)  {x\xi=  1) 
(b)  (0.  0) 

(d)  [  V  y  3"  I ) 


45.  (a)  |x|0  <  X  <  oo] 
(b)  Ninguna 
(d)  (y|0  <y  <  =0} 


49.  (a)  Todos  los  numeros  reales 
(b)  -  1  <  0  son  las 

intersecciones  con  el  eje-jc, 
0  es  la  intcrscccion-y 
(d)  Conjunio  de  los  enieros 


(c)  y, 
5 


_L 

-1 


0 

-I 


(c) 


1 


51.  /-'(.V) 


2£j;2 

5a-  -  2 


2| 


2-V+  3\ 
5a  -  2  j 


+  3 


5 


2a  +  3 
5a  -  2 


-  2 


=  A 


r'(m) 


2a  +  3 
5a  -  2 


+  3 


2a-  +  3 
^5a  -  2 


-  2 


=  A 


S3.  /-i(A)  =  ^^ 
;c 

/(/~'W)  =  — 


r'(/(A:))=  -  '  =A 

A  -  1 


Dominio /  =  Range/  '  =  Todos  los  numeros  reales  excepto  2/5 
Range/  =  Deminie /“'  =  Todes  los  numeros  reales  excepto  2/5 


77 

55.  /-'(A)  =  ^ 


Dominio /  =  Range /  '  =  Todos  los  numeros  reales  excepto  I 
Range /  =  Dominio /“'  =  Todos  los  numeros  realcs  excepto  0 


/“'(/(A))  ' 


(27/a-’)''-' 

27 


(3/a''-’)’ 

Dominio/ =  range/  ''  =  Todos  los  numeros  reales  excepto  0 
Rango/  =  Dominio /“'  =  Todos  los  numeros  reales  excepto  0 
57.  (a) -26  (b) -241  (c)  16  (d)  - 1  59.  (a)  VTT  (b)  1  (c)Vv  6  +  2  (d)  19  61.  (a)  J,  (b) 

63.  (/o  g)(A)  =  ;  (g  o/)(A)  =  (/o/)(a)  =  (g  o  j))^)  :  9a  -a  4 

3a'  T  ]  jr  2  —  A" 

65.  (/o  g)(j)  =  27a-’  +  3|a|  +  I ;  (g  o  f){x)  =  3j3A-’  -A  a  +  1 1;  (/»,/)(a)  =  3(3a’  +  a  +  1)’  +  3a’  +  a  +  2;  (g  o  g)(A-)  -  9|Aj 


67.  (/'»  g)(A)  7——;  (g  "/((a)  =  '^-77  ;  (/°/)(A)  =  a;  (g  =  g)(A)  =  A 

1  -  A  A  +  I 


69.  (a)  E3,3)  >) 

'  (b)  (-3, 3)  ■'/ 

’ 

«  3 

- 

\ 

- 

v=/f..j)V 

(-2,  i)V^ 

_ 

_ L_J _ LN, 

,  1  1  1 

-3  (0, 0) 

’  1  -3  (0. 0) 

-3 

\ 

“  \ 

(3,  -3) 

(3,  3) 

71.  T(h)  =  -0,0025/?  +  30  73.  5(a)  =  /tA(36  a’)’'’;  Dominio:  |a|0  <  a  <  6) 


"  .0 

1.  D  3.  A  5.  B  7.  E 


R  S  9 


49.  Precio:  $500.00;  ingrcso  maximo:  $1,000,000.00  51.  10,000  pies-;  100  por  100  pies  53.  2'000,000  55.  4’ 166,666.7 

57.  (a)  219.53  pies  (b)  170.02  pies  (c)  Cuando  la  altura  es  de  100  pies,  el  proyectil  esta  a  135.69  pies  del  acantilado  59.  8  p.m 
61.  18.75  meiros  63.  3  pulgadas. 


- =  =“  3.75  pies;  el  otro  lado  =  2.38  pies  69.  70  miembros 

6  -  V3 

)’o  +  >'2  —  2ali-  -I-  2c]  Area  =  ^{2ah^  +  6c)  =  -^O’D  +  4yi  +  >2) 
4>'|  =  4c  ] 


65.  Ancho  = - ~  5.6  pies;  longitud  ~  2.8  pies  67.  .v  = 

7T  -t  4 

71.  (7  =  6,  6  =  0,  c  =  2;  73.-  IS.  ah^  -  bh  +  c  =  yo 

/■«■)  =  -b  2  2  ^  ^  ^ 

ah^  +  bh  +  c  =  yi  ^ 


1.  Si;  grado  3  3.  Si;  grade  2  5.  No;  x  estd  elevada  a  la  -  1  7.  No;  x  esta  elevada  a  la  i  9.  Sf;  grade  4 


19.  7,  multipJicidad  I ;  —3,  mulliplicidad  2;  la  grafica  loca  al  eje  x  en  —3  y  lo  cruza  en  7  21.  2,  mulliplicidad  3;  la  grafica  cruza  el  eje  .r  en  2 
23.  — mulliplicidad  2;  la  grafica  toca  al  eje  x  en  —5  25.  5,  mulliplicidad  3;  —4,  mulliplicidad  2;  la  grafica  toca  al  eje  x  en  —4  y  lo  cruza  en  5 
27.  No  hay  ceros  reales;  la  grafica  no  cruza  ni  loca  al  eje  x 


29.  (a)  Intcrsecci6n-.r:  1 ;  inlerseccion-y;  1 

(b)  Toca  en  1 

(c)  y  = 

(d)  1 


(e) 

I 

-«<.r<l  I  I  <j<ec 

— ^ ^ ^ — 1  6  I 
-.1  0  I  3 

NumcTO  dc  pruch.i:  -I  ^  2 

Valor  de/:  4  I  I 

Gral'ica  de./ :  Arriba  dol  |  Arriba  del 
eje-v  I  cjc-i 


31.  (a)  Intcrsccciones-jr:  0,  3;  inlerseeci6n-y:  1 

(b)  Toca  en  0;  cruza  en  3 

(c)  ,y  =  JT* 

(d)  2 


(c) 


-6 


0<2  . 
0  I— L 

I 


-I  Sc 
I 


0 


Numero  dc  prueba:  -I 

Valor  dc  /;  -  4 

Giaficadc/;  Abajo  dd 
eje-.x 


I  2  I 
I  -1  I 

Absfo  del 
eje  r 


16 

.\rriba  del 
eje  X 


20 

-  1 

1(4,16) 

(0,  0) 

III. 

/(3,0) 

,  1  i  1  1  / 

-6  f 

(-1,-4)  4 

- 

(2,-4) 
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33.  (a)  Intersecciones-.v:  —4,  0;  intersecci6n->’:  0 

(b)  Cruza  en  -4,  0 

(c)  y  =  6x‘^ 

id)  3 


35.  (a)  Inlersecciones-jf:  —2,  0;  inierseccion-y:  0 

(b)  Cruza  en  -2,  loca  en  0 

(c)  _y  =  -4x^ 

(d) 2 


(e)  -4  <  A  <  0  (f) 


-6  I  0  6 


N'umcro  dc  pruc'hii.  -  I  4  I  1 

ValuiJc/-  751)  I  -96  |  M) 

GratK'.i  dc^;  ArriH.i  Abaji>  Amhdi 

del  eje  A-  del  e>c  V-  del  eje  r 


(e)  ^2<v<o  (f) 

-.'<.<■<-2  1- — I — -I  0-1 


Niimcrodc  prueba  i  -1  I  I 

Valordc,/;  ?-6  |  -4  |  -  12 

Grjfica  de /:  Amhu  Ahaju  Alxi|<> 

■del  €je  j  del  ejo  x  del  efe  x 


39.  Ax)  =  4,v  -  .f''  =  -x(x-  -  4)  =  -x(x  +  2)(x  -  2) 

(a)  Intcrsecciones-j:  -2,  0,  2;  interseccion-y:  0 

(b)  Cruza  en  —2,  0,  2 

(c)  y  =  -A 

(d) 2 


41.  (a)  Intersecciones-A-:  -2,  0,  2;  interseccion-v:  0 

(b)  Cruza  en  —2,  2;  toca  en  0 

(c)  y  =  x'’ 

(d) 3 


Niim-ro  dc  prij-lia  -3  I  -I  I  I  i  3 
Valor  dc):  45  |  3  |  3  |  45 

Orjricade^;  Arriha  Abaju  Abajo  ArriLv 
del  eje  \  del  eje  r  del  cje  v  ilcl  ejex 


Niimero  do  prueba:  -3  !  -1  I  1  I  ^ 

Valor  dey':  45  |  -3  |  -3  14' 

Grallca  dc/:  An'iba  Abajo  Abajii  Amhi 

del  eje  .t  dclejc.v  (Jclcjc.»  dcicjei 
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43.  (a)  Inlerseccioncs-jc;  0,  2;  intersecci6n-y:  0 

(b)  Toca  en  0,  2 

(c)  y  = 

(d)  3 


(e) 


0<x<2 


-«<A<0  I- — ’ — -I  2 

I  I 

- 1 - 1 - 6 — ♦ — 6 — ♦- 

?  I 

NiiniLTO  {ii:  prueha'  - !  Ill 

Vali.i  da  /■;  0  I  I  I 

Grjlicadi:/  Aniba  Amba 

ilcl  ejc  v  <Jcic(c.r 


<x  <  ^ 


3 

9 

AiTiha 
del  etc  .V 


45.  (a)  Intersecciones-d::  -1, 0,  3;  Interseccion-y:  0 

(b)  Cruza  en  -1,3;  toca  en  0 

(c)  y  = 

(d) 3 


(e) 


Numero  dc  pnicba 
Valor  de  f: 
Cranca  dc; 


- 1  <  .t  <  0 

,v  <  - 1  I I  0  < 

I  I 

— ^ — ♦-e-^ — ' — 4 


<3  I  3  <  .r  <  « 

I 

4—^ 


20 

Arnb.'i 
del  eje 


I  T 

I -3  I  2 

|-r,.l  -12 

AImJi)  .Abujo 
•  dclejcj-  delejc.r 


4 

SO 

.AiTihJ 
dc  I  eje  V 


(a)  IniLTsccciones-x;  -2,  0,  4,  6 

i;  inierseccion-v:  0  (e) 

-2  <0 

4  <.r  <6 

(b)  Cruza  en  —2,  0,  4,  6 

1  1  1 

1  1  1 

II 

-«<.v^-2 

1,1,1 

0  <x  <4 

6  <  X  <■  M 

(d)3 

1  i 

1  1 

- 6—* 

f  <1)  i 

1  <b  1 

4-^ 

-3 

•  0 

1  1 

1  1 

]  1 

7 

Nunicro  dc  piucba:  3 

1  1 

1  1 

2 

1  1 

1  ^  1 

7 

Valor  (Ic/:  ISO 

64 

189 

Graticadc/:  Amba 

1  Abajo  1 

Arriba 

1  Abajo  ' 

An-iba 

del  cjc  X 

Ide!  cjc  .yl 

del  L^c  .1 

idei  cjc  .ri  de)  cjc  x 

49.  (a)  lniersecciones-.r:  0,  2;  inlerseccion-y:  0 

(b)  Toca  en  0;  cruza  en  2 

(c)  y  = 

(d) 4 


(e) 


0  <2 


<.r  <0 


2  <x  <« 


— I — I — i — 4-^ 

-3  0  '  3 

I  I 

Nurricro  dc  piueba:  -I  i  I  i  3 

Valorde/:  -12  -4  lOS 

Gratlcadc/:  Ahajo  '  Abajo  '  AiTibu 

del  eje  .»  ide!  cic  vide)  cic  v 


51.  c,  e,  r  53.  c,  e 


55.  Intcrscccion-x:  0.83  57.  [ntcrsccci6n-j::  —1.06,  1.61 

puntos  de  relorno:  (—0.50,  —1.53),  (0.20,  —2.11)  puntos  de  retorno:  (  —  0.41,  —4.64) 


59.  IntercepciOn  r.  -0.97 


-5 


I.  Todos  los  numeros  reales  excepto  3  3.  Todos  los  numeros  realcs  cxcepto  2  y  —4  5.  Todos  los  numeros  reales  excepto  — i  y  3 

7.  Todos  los  numeros  reales  excepto  2  9.  Todos  los  numeros  reales 

II.  (a)  Dominio:  {x\x  +  2j;  Rango:  (y|>'  *  1 1  (b)  (0,  0)  (c)  >'  =  1  (d)  jr  =  2  (e)  Ninguno 

13.  (a)  Dominio:  |jr|A  *  0);  Rango:  Todos  los  numeros  reales  (b)  (-  I,  0),  (1,  0)  (c)  Ninguno  (d)  Ninguno  (e)  y  =  2x 

15.  (a)  Dominio:  (,r|,v  —2,  x  ^  2| ;  Rango:  (,v|-  :»:  <  y  £  0,  I  <  y  <  (b)  (0,  0)  (c)  y  =  I  (d)  x  =  -2,  x  =  2  (c)  Ninguno 


27.  Asi'ntota  horizontal:  y  =  3;  asmtota  vertical:  x  =  -4  29.  No  liene  asmtolas 

31.  Asfntota  horizontal:  y  =  0;  asfntotas  verticales:  x  =  I,  x  =  -  1  33.  Asmtota  horizontal:  y  =  0;  asfntota  vertical:  x  =  0 
35.  Asmtota  oblicua:  y  =  3x;  asi'ntota  vertical:  x  =  0 
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6. 


37.  1.  Interseccion-.r:  -1;  interseccion-)':  no  hay 

2.  No  tiene  simetria 

3.  Asmtotas  vcrticales:  a'  =  0,  x  =  —4 

4.  Asmtota  horizontal:  y  =  0,  intersecada  en  (-1,  0) 

5.  A  <  -4:  por  abajo  del  ejc-A 

—4  <  A  • .  —  I :  por  arriba  del  eje-A 
-  I  <  A  <  0:  por  abajo  del  eje-A 
A  >  0:  por  airiba  del  ejc-A 


39.  1.  Interseccion-A:  —I;  interseccion-y:  J 

2.  No  tiene  simeln'a 

3.  Asmtota  vertical:  a  =  -2 

4.  Asmtota  horizontal:  y  =  no  intersecada 

5.  A  <  -2:  por  arriba  del  eje-A 

-2  <  A  <  - 1 :  por  abajo  del  eje-A 
A  >  —  1 :  por  arriba  del  eje-A 


41.  1.  No  hay  intcrsccci6n-A;  iniersecci6n-y;  -j 

2.  Simctrica  con  respecto  al  eje-y 

3.  Asmtotas  verticales:  a  =  2,  a  =  -2 

4.  Asmtota  horizontal:  y  =  0,  no  intersecada 

5.  A  <  -2:  por  arriba  del  eje-A 

— 2  <  A  <  2:  por  abajo  del  eje-A 
A  >  2:  por  arriba  del  eje-A 


43.  I.  No  hay  intersecci6n-A;  interseccion-y:  —  I 

2.  Simelrica  con  respecto  al  eje-y 

3.  Asmtotas  verticales:  a  =  —  I ,  a  =  I 

4.  No  hay  asmtotas  verticales  ni  oblicuas 

5.  A  <  —  1:  por  arriba  del  eje-A 

-  1  <  A  <  1 :  por  abajo  del  eje-A 
A  >  1 :  por  arriba  del  eje-A 


45.  I.  Interseccion-A:  I;  interseccidn-y:  ^ 

2.  No  tiene  simetria 

3.  Asmtotas  verticales:  A  =  3,  a  =  -3 

4.  Asmtota  oblicua:  y  =  a,  intersecada  en 

5.  A  <  -  3:  por  abajo  del  eje-A 

-3  <  A  <  I :  por  arriba  del  eje-A 
I  <  A  <  3:  por  abajo  del  eje-A 
A  >  3:  por  arriba  del  eje-A 


47.  1.  Interseccion  (0,  0) 

2.  No  tiene  simetria 

3.  Asmtotas  verticales:  a  =  2,  a  =  —3 

4.  Asintota  horizontal:  y  =  I,  intersecada  en  (6,  1) 

5.  A<  —3:  por  arriba  del  eje-A 

-3  <  A  <  0:  por  abajo  del  eje-x 
0  <  A  <  2:  por  abajo  del  eje-A 
A  >  2:  por  airiba  del  eje-A 
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49.  1.  Intersccci6n  (0,  0) 

2.  Simeirfa  con  respecto  al  origen 

3.  Asi'motas  verticales:  x  -  -2,  jr  =  2 

4.  Asintota  horizontal:  y  =  0,  intersecada  en  (0,  0) 

5.  ,v  <  —2:  por  abajo  del  eje-tr 
-2  <  X  <  0:  por  arriba  del  eje-j: 

0  <  ;r  <  2:  por  abajo  del  eje-x 
X  >  2:  por  arriba  del  eje-jr 


51.  1.  No  hay  interseccidn-jr;  no  hay  interseccidn-y.'  | 

2.  No  tiene  simein'a 

3.  Aslntotas  verticales:  jc  =  —2,  ,r  =  I,  .v  =  2 

4.  Asintota  horizontal:  y  =  0,  no  intersecada 

5.  X  <  —2:  por  abajo  del  eje-x 
-2  <  X  <  1 :  por  arriba  del  eje-x 

1  <  X  <  2:  por  abajo  del  eje-x 
X  >  2:  por  arriba  del  eje-x 


53.  1.  Intersecciones-x:- 1,  I;  interseccidn-y:  | 

2.  Simetrica  con  respecto  al  eje  y 

3.  Ast'ntotas  venicales:  x  =  -2,  x  =  2 

4.  Asintota  horizontal:  y  =  0,  intersecada  en  (- 1 ,  0)  y  en  ( 1 ,  0) 

5.  X  <  -2:  por  arriba  del  eje-x 
—2  <  X  <  —  1 :  por  abajo  del  eje-x 
-  I  <  X  <  1 :  por  airiba  del  eje-x 

I  <  X  <  2:  por  abajo  del  eje-x 
X  >  2:  por  arriba  del  eje-x 


55.  I.  Intersecciones-x:  —1,4;  interseccidn-y:  —2 

2.  No  tiene  simetria 

3.  Asintota  vertical:  x  =  —2 

4.  Asintota  oblicua:  y  =  x  -  5,  no  intersecada 

5.  X  <  -2:  por  abajo  del  eje-x 

—2  <  X  <  —  1 :  por  arriba  del  eje-x 
—  1  <  X  <  4:  por  abajo  del  eje-x 
X  >  4:  por  arriba  del  eje-x 
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57.  I.  Intersecciones-A':  -4,  3;  interscccion-y:  3 

2.  No  liene  simeln'a 

3.  Asi'nlota  vertical:  x  =  4 

4.  Asintola  oblicua:  y  =  ar  +  5,  no  inteRecada 

5.  .V  <  -4:  por  abajo  del  eje-x 
—4  <  X  <  3:  por  arriba  del  eje-x 

3  <  X  <  4:  por  abajo  del  eje-x 
X  4:  por  arriba  del  eje-x 


59.  1.  Interseccioncs-x:  —4,  3;  intcrseccidn-y:  -6 

2.  No  liene  simetria 

3.  Asi'nlota  vertical:  x=  -2 

4.  Asi'nlola  oblicua:  y  =  x  -  1 ,  no  intersccada 

5.  X  <  —4:  por  abajo  del  eje-x 

-4  <  X  <  —2:  por  arriba  del  eje-x 
-2  <  X  <  3:  por  abajo  del  eje-x 
X  >  3:  por  arriba  del  eje-x 


61.  1.  Interseccioncs-x:  0,  1;  intersecci6n-y:  0 

2.  No  liene  simeln'a 

3.  Asi'nlola  vertical:  x  =  -3 

4.  Asintola  horizontal:  y  =  1,  no  intersecada 

5.  X  <  —3:  por  arriba  del  eje-x 
-3  <  X  <  0:  por  abajo  del  eje-x 

0  <  X  <  I :  por  arriba  del  eje-x 
X  >  1:  por  arriba  del  eje-x 


63.  4  debe  ser  un  cero  del  denominador;  por  lo  tamo,  x  -  4  debe  ser  un  factor. 

65.  No.  Cada  una  de  las  funciones  es  un  cociente  de  polinomios,  pero  no  escritos  en  los  lerminos  mas  simples.  Cada  funcidn  estd  indefinida  para  x  =  I . 
67.  Valor  mi'nimo:  2.00  en  x  =  1.00  69.  Valor  mi'nimo:  1.88  en  x  =  0.79 


71.  Valor  minimo:  1.75  en  x  =  1.31 


73.  c,  d 
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1./(2)=I2  3. /(3)  =  99  5. /(~3)  =  -138  7. /(I)  =  7  9. /(- 1 , 1)  =  -0.3531  11.  ^(.v)  =  .v- +  x  +  4;  fi  =  12 

13.  q{x)  =  3.V-  +  1 1.V  +  32;  «  =  99  15.  q(x)  =  -  3,r’  +  5,r  -  15x  +  46;  /?  =  -  138  17.  q(x)  =  4x^  +  4;^  +  +  x-  +  2x  +  2;  «  =  7 

19.  9(x)  =  0.1x2  -  0. 1  lx  T  0.321;  «=  -0.353!  21.  q(x)  =  x^  +  x-^  +  x- +  x  +  1: /{  =  0  23.  No;/(2)  =  8  25.  Sf;/(2)  =  0 

27.  Si;/(-3)  =  0  29.  No;/(-4)  =  1  31.  Si;/(5)  =  0  33.69  35.-4  37.  15  39.  [(3x  +  2)x  -  5]x  +  8 

41.  [(3x  —  6)x  ■  X  —  5Jx  +  10  43.  (3x  •  x  •  x  —  82)x  ■  x  ■  x  +  27  45.  [(4x  ■  x  —  64)x  ■  x  •  l]x  ■  x  —  15  47.  I(2x  —  l)x  ■  x  +  2]x  —  1 

49.  10.064  51.  -0.1472  53.  -105.738  55.  -134,326  57.  3.8192  59.  k  =  5  61.  -7  63.  Si/(x)  =  x"  -  c",  entonces/(c)  =  x"  -  c"  =  0. 

65.  (a)  201,498  nanosegundos  (b)  101 ,499  nanosegundos 


1.  7;  3  0  1  positivos;  2  o  0  ncgativos  3.  6;  2  o  0  positives;  2  o  U  negalivos  5.  3;  2  o  U 
9.  5;  0  positivos;  3  o  1  negatives  11.  6;  1  positivos;  1  negatives  13.  ±1,  ±'  15. 

9.  ±i,  ±i±l,  r2  21.  *1.  ±1,  ±2,  ±4  23.  2;^,  ii,  ±i,  ±5,  ±  1,  ±2  25.-3 

29.  -1.  l;/(x)  =  (X  +  l)(x  -  l)(x2  +  2)  31.  i;/(x) 

y  -  O'  2  2)(x  +  l)(x  -  1)2  35.  -V2/2.  V2/2,  2; /(x)  =  4'(x  + 

1  -  V2)  41.  {5,  VI.  -  VI)  43.  (-3,  -2)  45.  -} 

49.  ( 


U,  Z.  U  U  pUMlIVUS,  _  -  _ 

13. 

19.  ±; 

27.  U/(x)  =  2(x  -  2)(.v2  +  1) 

33.  -2,-1,  1,  l;/(.v)  =  (x  +  2)(x  +  l)(x 
39.  I5,  -1  +  V2, 

47.  (|,  0);  (0,-1) 


-  i'/(0)  =  ~  I.  por  abajo  del  eje-x 
1  <  X  <  f(  I )  =  2,  por  arriba  del  eje-x 


45. 

1.  0);  (1,  0);  (0,  -2) 


1,  ±3  17.  ±1,  ±2,  ±l 

1,  2]  fix)  =  (X  +  3)(x+  l)(x-  2) 

,  ,  4(x  -  })(x  -  ^)(x2  -b  2) 

\/2/2)(x  -  V2/2)(x  -  2)(x2  4-  |)  37.  {  -  1,  2) 


-  l,/(-2)  =  18,  por  arriba  del  eje-x 
—  1  <  X  <  l,/(0)  =  —2,  por  abajo  del  eje-x 
1  <  X  <  =:,/(2)  =  18,  por  arriba  del  eje-x 
(simetrica  con  respecto  a!  eje->') 


51.  (-3,0);  (1.0);  (0,  -2) 

-sc  <  x<  -i,/(-  1)  =  9,  por  aniba  del  eje-x 
—  j  <  X  <  1,7(0)  — ■  —2,  por  arriba  del  eje-x 
1  <  X  <■  —  9,  por  arriba  del  eje-x 

(simetrica  con  respecto  al  eje-v) 


53.  (-1,  0);  (-2,  0);  (1,  0);  (0,  2) 

-  xj  <  X  <  -2,/(-3)  =  32,  por  arriba  del  eje-x 
-2  <  X  <  -  l,/(-l)  =  -yl,  por  abajo  del  eje-x 

-  1  <  X  <  l,/(0)  =  2,  por  airiba  del  eje-x 
1  <  X  <  '^,fi2)  =  12,  por  arriba  del  eje-x 


55.  (2,  0);  (-V2/2,  0);  iV2l2,  0);  (0,  2) 

<  X  <  -\/2/2,/(-  1)  =  —9,  por  abajo  del  eje-x 
-y 2/2  <  X  <  VinjiO)  =  2,  por  arriba  del  eje-x 
V2/2  <  X  <  2,/(l)  =  —3,  por  abajo  del  eje-x 
2  <  X  <  o=,/(3)  =  323,  por  arriba  del  eje-x 


57.  {-2,  2,  -I,  1)  59.  -1,1 


I  -y/y 
2 


V3/ 


61. 


-2,2,^^3',-~3  +  ^]  63.11, 
2  2  ' 


65.  5 


67.  No  (utilice  el  leorema  de  los  ceros  racionaies)  69.  No  (ulilice  el  teorema  de  los  ceros  racionales)  71.  7  pulgadas. 

73.  Todos  los  ceros  racionales  poienciales  son  enieros.  En  consecuencia,  r  es  un  entero  o  una  raiz  no  racional  (y,  por  lo  lanto,  irracional), 
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75. 


+  hy^  +  cy  +  d  =  Q  77.  K  - 

jH 


bV 


bV 


b 


3b 


x^-~x^  +  3i -\x-  —  +  b< 
3  I  9  i  27 


X  -  —  I  +  b\x  ~  +cU'-—  +rf  =  0 


+  d  =  0 


,  2bx  ^  h^\  ^ 

XT - +  —  +  cjr  ■ 

3  9 


+  qH- 


-3  _  £1  . 

27 


3  b^  ,  b^  b^  be  ,  ^ 

3  -  —j:  +  ex - +  — * - l-rf  =  0 

3  27  9  3 


±  + 


27 


+  c 


eleccion  +  signo 


I  27 


+  o'  =  0 


/7  =  B  +  /ai . 

V  2  V  4  27 


79.  X  =  H  +  K\  ahora  utilice  los  resultados  de  los  problemas  77  y  78  81.  p  =  3,  q  =  -14;  3  =  "i/l  +  5\  2-r  "^7  -  5V'2 

83.  p  =  -6,  q  ==  4\  X  =  V4  -  8  +  V-2  -  \/4^i  =  V - 2  +  21  +  <''-2  -  2/;  o  -  6.v  +  4  =  (a  -  2)(a-  +  2a  -  2)  =  0;  ,v  =  2; 

-2  -  V4  3-  8  ^ 

A  -  — =  -  I  ±  Vi? 

2 


Ejercicii  ' 

1.  -lyl  3.  -3y7  5.  -5  y  2  7. /(O)  =  -  1  ;/(l)  =  10  9. /(-5)  =  -58;/(-4)  =  2  11. /( 1.4)  =  -0.17336; /( 1.5)  =  1.40625 
13.  1.15  15.2.53  17.0.21  19.  -4.04  21.  1.15  23.  2.53  25.  -1.00,0.21  27.  -4.04,0.35,0.69 

E;:  ■■  rin  ..,7 


I.  4  +  /  3.  -/,  1  -i  5.  -1,  -2i  7.  9.  2  -  /,  -  3  +  i 

II.  Los  ceros  que  son  numeros  complejos  deben  aparecer  en  pares  conjugados;  o  un  polinomio  de  grade  impar  con  coeficientes  reales  debe  tener  al 

menos  un  cero  real. 

13.  Si  el  cero  rcstanle  fuera  complejo,  entonces  su  conjugado  tambien  sen'a  un  cero. 

15.1,--  +  —/,---—/  17.-4  +  /  19.  -1  +  5/  21.  -4  +  4/  23.-18  -16/  25.16  -18/  27.38  +  31/ 

2  2  2  2 

29.  +  (- 1 1  -  2i)z^  +  (40  +  16/)z  -  48  -  32/  31.  -  3z^  +  (3  -  i)i  -2  +  2/ 

33.  +  (2/  -  6)z3  +  (8  -  12/)z^  +  (6  +  18/)z  -  9 

(  “xplctV  I  pill  l< 


1.  parabola;  vertice  2.  Residuo;  dividendo 
9.  A  =  - 1  10.  3  -  4/ 

:eri<'  (»  /((/.'(' 

1.  F  2.  F  3.  C  4.  C  5.  C 


Ljerrit  ins  tt<-  n  y:yiiiii 


3.  f(c)  4.  /(c)  =  0  5.  cero  6.  ires;  uno;  dos;  ningun  7.  ±1,  8.  y  =  1 
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29.  (a)  Intersecciones-A':  -3.  -1,  1;  interscccion-y: 

(b)  Cruza  en  —3,  -  1 ;  toca  en  1 

(c)  .)'  = 

(d)  3 


3 


- 1  - 1  <  I  <  1 


— i — i  6  i  d)  i  6 - 1 — ^ 

-4  I  I  0  I  4 

Nijrni;rij  dc  prucrKi:  -4  j -2  j  0  !  2 

Valor dc;;  75  !  I  3  j  15 

Grdlicj  dc/:  Ainha  Aba^o  .Arriha  An'iba 
del  eje  A  del  eje  r  del  eje  v  del  eje  .x 


(0 


(-4,75) 


(-3,0) 

(-2,-9) 


31.  1.  Interscccion-A:  3;  no  hay  intersecci6n-y 

2.  No  hay  simclna 

3.  Asmtota  vertical:  a  =  0 

4.  Asi'ntota  horizontal:  y  =  2,  no  la  interseca 

5.  A  <  0:  arriba  del  eje-A 

0  <  A  <  3:  abajo  del  eje-A 
A  >  3:  arriba  del  eje-.v 


33.  I.  Interseeci6n-A:  —2;  no  hay  interseccion-y 

2.  No  hay  siinetn'a 

3.  Asmtolas  vcnicales:  a  =  0,  a  =  2 

4.  Asi'ntota  horizontal:  y  =  0,  la  interseca  en  (  —  2,  0) 

5.  A  <  -2:  abajo  del  eje-A 

—  2  <  A  <  0:  arriba  del  eje-A 
0  <  A  <  2:  abajo  del  eje-A 
A  >  2:  arriba  del  eje-A 


35.  I.  Intersecciones:  (-3,  0),  (2,  0),  (0,  I) 

2.  No  hay  simetn'a 

3.  Asintotas  verticales:  a  =  —2,  a  =  3 

4.  Asi'ntota  horizontal:  y  =  1,  la  interseca  en  (0,  I) 

5.  A  -  -3:  arriba  del  eje-A 

-3  <  A  <  -2:  abajo  del  eje-A 
-2  <  A  <  2:  arriba  del  eje-.v 
2  <  A  <  3:  abajo  del  eje-A 
A  >  3:  arriba  del  eje-A 


37.  1 .  interseccion  (0,  0) 

2.  Simdtrica  con  respecto  al  origen 

3.  Asintotas  verticales:  a  =  —2,  .v  =  2 

4.  Asinlola  oblicua:  y  =  .v,  la  interseca  en  (0,  0) 

5.  A  <  "2:  abajo  del  eje-.v 

-2  <  A  <  0:  arriba  del  eje-A 
0  <  V  <  2:  abajo  del  eje-A 
A  >  2:  aiTiba  del  eje-.v 


39.  1.  Intersecci6n  (0,  0) 

2.  No  hay  simetria 

3.  Asmtota  vertical:  x  ^  I 

4.  No  hay  asintolas  horizontal  ni  oblicua 

5.  -v  <  0:  arriba  del  eje-,v 

0  <  -v  <  1 :  abajo  del  eje-jr 
X  >  1 ;  arriba  del  ejc-.r 


41.  c/(x)  =  8x^  +  5x  +  6;  R=  10  43.  ^^(x)  =  x’ 


6. 


4x2  +  8x  -  15; /?  =  29  45. /(4)  =  47,105  47.4,2 


49. 


t;±i. 


51.  -2,  l,4;^x)  =  (x+ 2)(x  -  l)(x  -  4) 


53.  1,  mulliplicidad  2;  — 2;/(x)  =  4^x  ~  2)  (2:  +  2) 
61.  Intersecciones-x:  —2,  1.4 
Interseccibn-y:  8 

Arriba  del  eje-x:  — 2  <  x  <  1 ,  4  <  x  <  =0 
Abajo  del  eje-x:  — ^  <  ,v  <  —2.  1  <  x  <  4 


55.  2,  multiplicidad  2;/(x)  =  (x  -  2)2(x2  -1-  5) 
63.  Intersecciones-x:  -2,  ^ 
Intersecci6n-y:  2 
Arriba  del  eje-x:  —  2  <  x  <  ^ 

Abajo  del  eje-x:  <  x  <  -2 


57. 


67.  Interseceiones-x:  -3,  2 
Inierseccion-y:  —6 

Arriba  del  eje-x:  <  x  <  -3,  2  <  x  <  x 

Abajo  del  eje-x:  -3  <  x  <  2 


69.  Intersecciones-x:  -3,  -1.  1 

Interseccion-y:  -3 

Arriba  del  eje-x:  <  x  <  ~3.  -  I  <  x  < 

Abajo  del  eje-x:  — 3<x<— I,  — 4<x<  I 


71. /(O)  =  -1;/(1)  =  1  73. /(O)  =  -l;/(l)  =  I  75.  -2  y  2  77.  -3  y  5  79.1.52 

81.  0.93  83.  4  -/  85.  -I,  1  -  ;  87.  /(z)  =  z"*  -(5  4-  i)z^  +  (7  +  5i)z^  -  (3  +  7/)z  +  3/ 

89.  /(z)  =  z’  -  (6  4-  Oz-  +  (I  I  '■  5i)z  -  6  -  6/  91.  ?(.r)  =  x^  4-  5x  4-  6;  /?  =  0  93.  |  -3,  2)  95.  (^.  1 

97.  /(.r)  =  [(8x  -  3)x  +  llx  -  6;y(1.5)  =  15.75  99.  J(x)  =  [(x  -  2)x  ■  x  4-  I )x  -  1 ; /(1 .5)  =  -  1 .  1 875 

101.  1  es  una  cola  superior;  —2  es  una  cola  inferior  103.  (2,  2)  105.  3.6  pies 
109.  (a)  par  (b)  positives  (c)  par  (d)  0  es  un  cero  de  multiplicidad  par  (e)  8 


,  0  0  positives;  2  o  0  negatives 


{-3.  2]  59.  (-3,  -1,  -j,  1) 

65.  Intersecci6n-,r:  2 
Intersecci6n-y:  20 
Arriba  del  eje-x:  toda  x 


-  1,  I  <  X  < 
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1.  (a)  11.212  (b)  11.587  (c)  11.664  ( 
5.  (a)  21.217  (b)  22.2)7  (c)  22.440  ( 

19.  '+  21 


"‘■aUi..; 


37.  (a)  56%  (b)  68%  (c)  70%  (d)  R 


39.  (a)  5.414  amperes,  ' 
9.443  amperes  (e) 


41.  (a)  9.23  X  10 


43.  n  =  4:  2.7083;  n  = 

45  ./(Jf  +  h)-  fix)  ^ 
h 


(b) 


51.  /(I)  =  5,/(2)  =  17,/(3)  =  257, /(4)  =  65,537; 
/(5)  =  4,294,967,297  =  641  x  6,700,417 


49.  (a)  senh(-A)  =  i(e  ^  -  e') 

=  -ke'  -  e-^ 

-  -  senh  x 


Lj*  ■’  n  i(» 


1.  2  =  log3  9  3.  2  =  log,  1.6  5.  2  =  log,.,  A7  7.  .v  =  Iog2  7.2  9.  V2  =  log,  tt  11.  x  =  In  8  13.25  =  8  15.  o*  =  3  17.  3'  =  2 

19.  2'  5  -  M  21.  (V2)'  TT  23.  =  4  25.  0  27.  2  29.  —4  31.  j  33.  4  35.  3  37.  (x|x  <  3)  39.  Todos  los  numeros  reales  excepto  0 

41.  {x|.r< -2  ox>  3)  43.  {x|j  >  0,  x  I )  45.  {xjx  <  -  I  o  x  >  0)  47.0.511  49.30.099  51.  V2  53.  B  55.  D  57.  A  59.  E 


71.  (a)  n  =  6.93  de  modo  que  se  necesitan  7  cristales  (b)  n  =  13.86  de  modo  que  se  necesilan  14  crislales 
73.  fa)  iJ  =  127.7  de  modo  que  tomard  casi  128  di'as  (b)  <7  =  575,6  de  modo  que  tomarS  casi  576  dlas 
75.  fi  =  2.29  de  modo  que  el  tiempo  entre  inyecciones  es  de  2-2j  horas 


77.  0.2695  seg;  0.8959  seg. 


79.  (a)  Ji  =  20.07  (b)  91%  (c)  0.175  (d)  0.08 

81.  y  =  20  e0,02.si.  y  =  gg  2  es  pronosticado 


Ejcri'ii  ii)  4..^ 


\.  a  +  b  3.  h-  a  5.  a  +  1  1.2a  +  b  9.  ifn  +  2b)  11.  - 

a 

17.  log  X  +  logfx  +  2)  -2  logfx  +  3)  19.  }  Infx  -  2)  +  ^  Infx  + 
23.  logju^/  25.  -|  logi/2  X  27.  -2  Infx  -  1)  29.  log2[xf3x - 


13.  2  Inx  +  ^  Infl  -  x) 

1)  -  5  Infx  +  4)  21.  In  5 

2) ^]  31.  lo&r 


25x'^ 


f2x  +  3)'- 


15.  3  log2  X  -  log2(x  -  3) 

+  In  X  +  ^  Infl  -  3x)  -  3  Infx  -  4) 
1  33.  2.771  35.  -3.880 


RES34 


37.  5.615  39.  0.  874  41.  lo&tr  +  -V'i-  -  1  +  \og^(x  -  Vr“  -  1)  =  log;,L(.v  +  -  l)(.v  -  vV  -  1)]  =  \og^[^  -  (x^  -  D]  =  loga  1  =  0 

43.  In  (1  +  e~')  =  ln[e"'(t'  +  1)]  =  In  +  In  (<■  +  I)  =  2.Y  +  ln(l  + 

45.  >'  =  f{_x)  =  log„  ,v;  a>'  =  x;  '  =  .v;  -y  =  logi/,,  j:;  -f{x)  =  logi/„  x  47.  f(AB)  =  log„  AB  =  log„  4  +  log„  B  =  f(A)  +  /(B) 

^{2x  +  1)''* 

■  (A-  -  4)'« 

63.  Si  A  =  log,,  M  y  B  =  logo  N,  entonces  a''  =  M  y  =  N.  Entonce.s  logo  (MIN)  =  log„  ((/■Icfi)  =  log„  =  A  -  B  =  log,,  M  -  log,,  N. 


49.  y  =  Cx  51.  y  =  Ca(a  +  1)  53.  y  =  55.  y  =  Ce  +  3  57.  y 


59.  3  61.  I 


Eji  n  irio  4.4 

1.  \  3.  |-2\/2,  2V2)  5.  16  7.  8  9.  3  11.  5  13.  2  15.  (-2,4)  17.  21  19.  |  21.  {-v"2,  0,  V2| 


23.  1 


V6  V6 

— .  1  +  ■  3 


25.  0  27.  2  29.  0  31.  ^  33.  3.322  35.  -0.088  37.  0.307  39.  1.356  41.  0 


63.  0.56  65.  (0.39,  1.00)  67.  1.31  69.  1.30 

Ejciricii)  4.5 

1.  $108.29  3.  $609.50  5.  $697.09  7.  $12.46  9.  $125.23  11.  $88.72  13.  $860.72  15.  $554.09  17.  $59.71  19.  $361.93 

21.  5.35%  23.  26%  25.  64%  compuesto  anualmente  27.  9%  compuesto  mensualmente  29.  104.32  men.sual;  103.97  men.sual 

31.  61.02  mensual;  60.82  mensual  33.  15.27  anos  0  15  afios  4  me.ses  35.  $104,335  37.  $12,910.62  39.  Alrededor  dc  $.30.17  por  accion  0  $3017 

41.  9.35%  43.  No  completamenle.  Tendra  $1057.60.  El  segundo  banco  da  una  mejor  canlidad,  ya  que  usted  obtiene  $1060.62  despu^s  de  1  ano 

45.  Listed  obtiene  $11,632.73;  su  amigo  $10,947.89 

47.  (a)  El  intends  es  de  $30,0(X).00  (b)  El  interes  es  de  $38,613.59  (c)  El  interns  es  de  $37,752.73.  Es  mejor  interns  simple  al  12% 

49.  (a)  $1364.62  (b)  $1353.35  51.  $4631.93 
59.  (a)  6. 1  anos  (b)  1 8.45  anos  (c)  mP  p(\  +  - 


m  =  (  1  +  - 
n 


m  =  In 

.  .  f 

,  r\ 

1  —  =  «/  In 

1  +  - 

1 

"1 

In  m 


n  1«  (I  +  7;) 


Ejcn  ii  io  4.6 

1.  34.7  dias;  69.3  di'as  3.  28.4  anos  5.  94.4  anos  7.  5832;  3.9  di'as  9.25,198  11.  9.797  g  13.  Hace  9727  anos  15.5:18  p.m. 

17.  18.63‘'C;  25.I°C  19.  7.34  kg;  76.6  boras  21.  26.5  di'as. 

Ejen  if  io  4. 7 

1.  70  dccibcles  3.  1 1 1 .76  decibeles  5.  lOW/m^  7.  4.0  en  la  nscala  de  Richter 

9.  70,794.58  mm;  el  terremoto  de  San  Francisco  fue  11.22  veces  mas  intense  que  el  de  la  Ciudad  de  Mdxico. 

Coniph'lr  -I)  Ins  ('A/x/clti.v 

1.  (0.  I)  y  (I,  a)  2.1  3.4  4.  suma  5.1  6.7  7.  a  >  0  8.  (1.  0)  y  (a,  1)  9.1  10.7 

Cii  rtn  0  lal'.o 

1.  C  2.  C  3.  F  4.  F  5.  C  6.  F  7.  F  8.  C 
Eji  ii  i<  <’i  I-  vi.'.iiiii 


1.-3  3.  V2  5  .  0.4  7.  ’j''  log4  . 


9.  In 


—  I  =  -2  ln(A  +  1)  11.  loc. 

(A  +  1)2  ' 


4a2 


((A  i-  3)(a  -  2)1'' 


13.  y  Ce-' 
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3,..  33.[-  35.4  3,.„«,  3,.  3  4,.  53  43,  [-3,  S)  45.-,  47.  -0,»,  49,  -,.323 

51.  3229.5  m  53.  7.6  mm  de  mercurio  55.  (a)  37.3  watts  (b)  6.9  decibeles 

57.  (a)  71%  (b)  85.5%  (c)  90%  (d)  Casi  1.6mcses  (e)  Cast  4.8  meses 

59.  (a)  9.85  afios  (b)  4.27  anos  61.  $41,669  63.  80  decibeles  65.  hacc  24,203  anos 


CAPfTULOS  /,/, 


13.  15.  ^  17.  -  ~  19.  7T  21.  ^  23.  60'  25.  -225°  27.  90°  29.  15°  31.  120°  33.  5  m  35.  6  pies  37.  0.6  radian 

39.  — »  1 .047  pulgadas.  41.  0.30  43.  -0.70  45.  2.18  47.  5.93  49.  179.91°  51.  587.28°  S3.  114.59°  55.  362.11°  57.  40.17°  59.  1.03 

61.  9.15°  63.  40°  19' 1 2"  65.  18°  15' 18"  67.  19°59'24"  69.  37r  =  9.4248  pulgadas.;  Stt  =  15,7080  pulgadas.  71.  a,  =  4,  radian/s;  c  =  .'rcm/s 
73.  452.5  rpm  75.  37.7  pulgadas.  77.  2292  mph  79.  j  rpm  81.  2.86  mph  83.  1.152  millas  85.  1037  mph 

Ljcri  u  ii' 

1.  sen  8  =  <,  cos  0  ■  tan  6  =  -j,  esc  0  =  4,  sec  =  -f,  cot  8  =  -j 

3.  sen  0  -3y'T3/13,  cos  0=2  \  13/13,  tan  8  =  -i  esc  6  =  -\  13/3,  sec  8  =  \ 43/2,  cot  9  =  -^ 

5.  .sen  8  =  \'2J2,  cos  6  =  -- V2/2,  tan  9  =  1,  esc  0  =  -  V2,  sec  8  =  -V2,  col  6  =  1 

7.  sen  8  =  -2\  13/13,  cos  8  =  -3VJ3/I3,  tan  8  =  I  esc  0  =  -Vi3/2,  sec  8  =  -VT3/3,  cot  8  =  ^ 

9.  sen  8  =  -5,  cos  8  =  i.  tan  8  =  — j,  esc  8  =  -J,  sec  8  =  v,  cot  8  =  -j 
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11.  |(V2+I)  13.2  IS.  I  17.  V6  19.4  21.0  23.0  25.  2V2  ^4V3/3  27.  - 1  29.1 

31.  sen(277-/3)  =  V3/2,  cos(2w/3)  =  lan(27r/3)  =  -Vs,  csc(277/3)  =  2V3/3,  560(277/3)  =  -2,  cot(27r/3)  =  -  V3/3 

33.  sen  150“  =  1,  cos  150'  =  -V3/2.’ian  150’  =  -  V3/3,  esc  150“  =  2,  sec  150°  =  -2V3/3,  cot  150°  =  -V3 

35.  sen(-7r/6)  -5,  cos(-7r/6)  =  V5/2,  tan(-77/6)  =  -V3/3,  csc(-7r/6)  -  -2,  sec(~7r/6)  2\/3/3,  cot(-77-/6)  =  -VI) 

37.  sen  225“  =  -V^/2,  cos  225°  =  -V2/2,  tan  225°  1,  esc  225°  =  -V  2,  sec  225°  =  -V2,  cot  225°  =  1 

39.  sen(577/2)  =  1,  cos(57j-/2)  =  0,  tan(577/2)  no  esta  dennida,  csc(57r/2)  =  1,  sec(57r/2)  no  esta  definida,  cot(57r/2)  =  0 

41.  scn(—  180°)  0,  cos(—  180°)  =  —  1,  tan(—  180°)  =  0,  csc(—  180°)  no  esta  definida,  sec(—  180°)  =  —  1,  cot(—  180°)  no  esta  definida 

43.  scn(377/2)  =  -  I,  cos(37r/2)  =  0,  tan(37r/2)  no  estd  definida,  csc(377/2)  =  -  I,  sec(377/2)  no  esta  defindia,  cot(3'n'/2)  =  0 

45.  sen  450°  =  I,  cos  450°  =  0,  tan  450°  no  esta  definida,  esc  450°  =  1,  sec  450°  no  esta  definida,  cot  450°  =  0  47.  0.47 

49.  0.38  51.  l.W  53.  0.36  55.  0.31  57.  3.73  59.  1.04  61.  5.67  63.  0.84  65.  0.02  67.  0.93 

69.  0.31  71.  V3/2  73.  {  75.  |  77.  V3/2  79.  V3  81.  \/3/4  83.  0  85.  -0.1  87.  3  89.  5 

91.  R  =»  3 10.56  pies,  W  ~  77.64  pies  93.  /?=  19,542  m, //  =  2278  m  95.  (a)  1.2  .sec  (b)  1.12  sec  (c)  1.2  sec 

97.  (a)  1.9  h  (b)  1.69  h  (c)  1.63  h  (d)  1.67  h  99.  16.56  pies 


1.  \'2I2  3.  1  5.  I  7.  VI  9.  \  2/2  11.  0  13.  VI  IS.  V3/3  17.  II  19.  IV  21.  IV  23.  II 

25.  tan  0  =  2,  co^  0  =  s,  sec  fl  =  V5,  esc  0  =  Via  27.  tan  0  =  Via,  cot  0  =  VI,  sec  0  =  2 VI/3,  esc  0  =  2 

29.  tan  0  =  -  V  2/4,  cot  0  =  -2V2,  sec  0  =  3V2/4,  esc  0^-3 

31. ■  tan  0  =  0.2679,  cot  0  =  3.7322,  sec  0  =  1.0353,  esc  0  =  3.8640 

33.  cos  0  =  —  I-.,  tan  0  =  -  esc  0  ^  j'l  sec  0  =  -y,  cot  0  ~  -  ,2 

35.  sen  0  =  tan  0  =  4.  esc  0  =  —\,  see  0  =  —4-,  cot  0  ^ 

37.  cos  0  =  -  [5.  tan  0  - - cot  0  =  — *j*,  sec  0  =  —  j?,  esc  0  =  '5^ 

39.  sen  0  =  2V2/3,  tan  0  =  -2V2,  cot  0  =  -\'2/4,  see  0  =  -3,  esc  0  =  3V2/4 

41.  cos  0  =  -\'"5/3,  tan  0  -  -2V5/5,  cot  0  =  -Via,  sec  0  =  -3V5/5,  esc  0  -  ? 

43.  sen  0  —  — V  3/2,  cos  0  =  1,  tan  0  =  —  V'3,  cot  0  =  — V''3/3,  esc  0  =  — 2'V  3/3 
45.  sen  0  =  cos  0  =  -3,  cot  0  ■  s,  sec  0  =  V.  esc  0  = 

47.  sen  0  =  vTo/10,  cos  0  =  -3VT0/IO,  cot  0  =  -3,  sec  0  =  -VTo/3,  esc  0  =  VIo  49.  3/2  51.  -VI/3  53.  2 

55.  -1  57.-1  59.  v'2/2  61.  0  63.  -V  2  65.  2V  3/3  67.  -1  69.  -2  71.  1  -  V2/2  73.  1  75.  1  77.  0  79.  0.9  81.  9 

83.  15.8  minutos  85.  En  los  multiplos  impares  de  77/2  87.  En  los  multiplos  impares  de  7r/2  89.  0 

91.  Sea  P  =  (a',  v)  el  punlo  sobre  el  ciYculo  uniiario  que  correspondc  a  6.  Considere  la  ecuacion  tan  6  =  y/x  =  a.  Entonces  v  ax.  Pero  a"  +  y-  -  1  de 
modo  que  .v^  ^  a^x^  =  I .  Si,  a'  =  ±  l/\  I  a~  y  y  =  t.a/'V  1  t  r/-;  esto  es,  paj'a  cualquier  numero  real  a,  hay  un  punlo  P  —  (a,  y)  sobre  cl  cfrculo 
uniiario  para  el  que  laji  0  =  ^7.  Hn  oira.s  palabras,  <  tan  0  <  ^,  y  el  range  de  la  funcion  tangenle  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros  rcalcs. 

93.  Suponga  que  existe  un  numero  p,  0  <  p  <  Itt,  pai’a  el  que  scn(0  +  p)  =  sen  0  para  loda  0.  Si  0  =  0,  enionces  sen(0  +  p)  -  sen  p  =  sen  0  =  0; 

de  modo  que  p  =  it.  S\  0  =  7r/2,  entonces  sen(7r/2  +  p)  -  scn(7r/2).  Pero  p  =  tt.  Asf,  scn(37r/2)  =  ~l  =  scn(7r/2)  =  I.  Esto  es  imposible.  El 

numero  posilivo  mas  pequeno  p  para  el  que  sen(0  +  p)  =  sen  0  para  loda  0  por  lo  lanto  p  ”  277. 

95.  sec  0  =  l/(cos  0);  ya  que  cos  0  tiene  periodo  2it,  as!  tambidn  sec  0 

97.  S\  P  =  (a,  b)  cs  el  punto  sobre  el  ci'rculo  unitario  que  corresponde  a  0,  entonces  Q  =  (  —  a,  —b)  es  el  punto  sobre  el  circulo  unitario  que  concs- 

ponde  a  0  +  TT.  Asf,  tan(0  +  77)  =  (—b)l{  —  a)  b/a  =  tan  0;  esto  es,  el  periodo  de  la  funcidn  tangente  es  77. 

99.  Sea  P  =  (a,  b)  el  punto  sobre  el  circulo  unitario  que  corresponde  a  0.  Entonces  esc  0  =  \/b  =  l/(sen  0);  sec  0  =  \/a  =  l/(cos  0);  cot  0  =  alb  = 
\l(bla)  =  l/(tan  0). 

101.  (sen  0  cos  <^)-  +  (.sen  0  sen  4V  *  cos^0  =  sen°  0  cos^  rp  +  sen°  0  sen-  cp  +  cos^  0  =  sen^  0(cos^  (p  +  sen-  (p)  4-  cos-  0  =  sen-  0  +  cos-  0  =  1 


1.  sen  0  =  ,1,  cos  0  |I.  tan  0  =  esc  0  =  sec  0  -  cot  0  ■  'I 

3.  sen  0  2\/T3/13,  cos  0  =  3vT3/l3,  tan  0  -  ^  esej  =  V  13/2,  sec  0  =  V  13/3,  cot  0  -  J 

5.  sen  0  =  V3/2,  cos  0  =  tan  0  =  VI,  esc  0  =  2V3/3.  sec  0  =  2,  cot  0  =  V'.3/3 

7.  sen  0  =  V6/3,  cos  0  =  VI/3,  tan  0  =  VI,  esc  0  =  V  6/2,  sec  0  =  VI,  cot  0  =  VI/2 

9.  sen  0  --  V5/5,  cos  0  2VI/5,  tan  0  =  esc  0  =  VI,  sec  0  =  \  5/2,  cot  0  =  2  11.  30°  13.  60°  15.  30°  17.  7r/4  J9.  77/3 

21.  45°  23.  77/3  25.  60°  27.  |  29.  Vl/2  31.  -2  33.  -VI  35.  VI/2  37.  VI  39.  41.  -\/I/2  43.  -V3  45.  VI 

47.  0  49.  1  51.  0  53.  0  55.' I  57.  (a)  ^  (b)  ^  (c)  3  (d)  3  59.  (a)  17  (b)  J-  (c)  4  (d)  ^ 

61.  (a)  !  (b)  15  (c)  4  (d)  63.  0.6  65.  0  67.  20° 

2  I 

69.  (a)  T(0)  =  I  +  - -  -  - - -  (b)  0  =  bl.91°  para  el  menor  liempo;  el  menor  tiempo  es 

^  T  =  1.62  horas.  Sally  csl;i  en  cl  camino  durante  0.9  horas. 


0 

0  90^ 
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(d)  10.4  min 


71.  (a)  10  min  (b)  20  min  (c)  UQ)  =  5  1 


1 


1 


3  tan  8  sen  6 j 

(e)  T  es  menor  para  8  =  70.5“;  el  menor  tiempo  es  9.7  min;  .v  =  177  pies 


0  >- . 

0"  90“ 


75.  e 

0.5 

0.4  0.2 

0.1  0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 

sen  6 

0.4794 

0.3894  0.1987 

0.0998  0.0100 

0.0010 

0.0001 

0.00001 

sen  9 

e 

0.9589 

0.9735  0.9933 

0.9983  1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

sen  9 

— ~ —  se  aproxima  a 

I  cuando  $  se  aproxima  a  0 

77.  (a)  \OA\ 

=  loci  =“  1 

;  Angulo  OAC  4  Ang 

ulo  OAC  •  180“  -  0  =  180° 

;  Angulo  OAC  =  0/2 

(b)  sen 

9  -  - 

-oci  - 

iCDl;  cos  8  ---|  r 

'  |OC| 

HOOl  (C)lan|  =  g[  = 

sen  0 

sen  0 

1  +  jOD| 

1  ^  cos 

9 

79.  h  =  X  \.an  8  y  h  =  (\  -  x)  tan  n6;  asi,  .r  tan  £<  (1  -  x)  tan  n9  y  x  = 


81.  (a)  Area  AOAC  |jOC'||Ar|  = 


•-.|  =  1.  !M.  M  = 


tan  n8 _ 

tan  9  -  tan  n8 


~  i  sen  a  cos  a 


(b)  Area  AOCB  =  ii8C!|OC|  -  =  \\OB\^  sen  /3  cos  /3 

\Od\  ‘Oo\ 

(c)  Area  AOAB  “  pD||OA|  =  -  'AOB\  sen(a  +  /3)  (d)  ^  =  \OB\ 

(e)  Qlilice  la  sugerencia  y  los  resuliados  de  las  partes  de  la  (a)  a  la  (d). 

83.  sen  a  ~  um  a  cos  a  =  cos  /3  cos  a  =  cos  /3  tan  =  sen  /3;  sen“  a  +  cos^  a  =  1,  Asi, 

son-  a  *  lan^  j8  =  1 

SOD"  B 
sen^  a  f  - :r'~ 

cos^  /3 


1 


o  sen-  a 

sen^-  a  H - 

1  -  sen^  a 


1 


:n~  O'  —  sen"*  a  +  sen^  a  =  \  —  sen- 
sen"*  a  —  3  sen^  a  +  1  =  0 

3  _V5 

sen-  or  2 

3  -  A'S 
sen-  or  =  2 


V  ’  2 


i.jfn  icif  .5  . 5 

1.  a  =  13.74,  f  14.62,  o  =  70“  3.  *  =  5.03,  c  »  7.83,  a  =  50“  S.  o  =  0.705,  c  =>  4.06,  /3  =  80“  7.  b  ==  10.72,  c  =  1 1.83,  (3  =  65  ' 

9.  =  3.08,  a  =  8.46,  a  =  70“  11.  c  “  5.83,  a  59.0°,  /3  =  31.0“  13.  =  4.58,  a  =  23.6“,  p  =  66.4“  15.  1.72  piilgadus..  2.46  pulgadas 

17.  6.10  pulgadas  o  8.72  pulgadas.  19.  23.6“  y  66.4“  21.  70  pies  23.  985.9  pies  25.  137  m  27.  20.67  pics  29.  449.36  pies  31.  80.5’  3.3.  30  pies 
35.  530  pies  37.  555  pies  39.  (a)  1 12  pies/seg  76.3  mph  (b)  82.4  pics/seg  56.2  mph  (c)  menores  a  18.8“  41.  (a)  130“  (b)  103.4“  43.  14.4 
45.  (a)  3.1  mi.  (b)  3.2  mi  (c)  3.8  mi 

47.  (a)  cos  -  ^^0  _  2ggQ  0  (d)  2O6  mi  (e)  2990  millas 

2  3960  +  h  7920  3960  I-  h 
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C  'nmpivic  Ids  f  sp:li  :r 

1.  angulo;  lado  inicial;  lado  terminal  2.  radianes  3.  ir  4.  complementario  5.  coseno  6.  posicion  estandard  7.  45°  8.  2ir,  tt 

Cit’rio  II  falsi) 

1.  F  2.  C  3.  F  4.  C  5.  F  6.  F 

Eji  n  iviiis  lie  rfvisiiiii 

1.  3Tr/4  3.  tt/IO  5.  135°  7.  -450°  9.  ^  11.  ?,V2I2  -  4V33  13.  -3V2  -  2V3  15.  3  17.  0  19.  0  21.  1  23.  1  25. 

27.  —  1  29.  I  31.  cos  6  =  tan  0  -tj,  esc  0  =  -4.  sec  9  =  1,  cot  9  =  -^  33.  sen  fit  =  - cos  9  =  -  esc  9  —  | sec  6  =  -  5’, 

35.  sen  9  =  ?.  cos  9  =  -5,  tan  6  =  -  4,  esc  9  ~  j,  cot  0  =  -j  37.  cos  9  =  -f,,  tan  9  =  -y,  esc  0  =  j’,  sec  9  =  -y.  cot  9  - 

39.  cos  6  tan  0  =  -is,  esc  9  =  sec  0  =  j^,  cot  0  = 

41.  sen  9  =  -  vTo/10,  cos  0  -  -  3vTo/IO,  esc  0  =  -  vTo,  see  9  =  10/3,  cot  0  =  3 

43.  sen  0  =  -2V2/3.  cos  0  =  tan  0  =  -2V2,  esc  0  =  -3\'^/4,  cot  0  =  yV2/4 

45.  sen  9  =  V5/5,  cos  0  =  —2s/5/5,  tan  9  =  —\,  esc  0  =  \/5,  sec  0  -  —  V5/2  47.  a  =  70°,  ft  =  3.42,  a  ~  9.4 

49.  fl  ~  4.58,  a  =  66.4°, /3  ~  23.6°  51.  7r/3  pics  53.  1 14.59  revoluciones  por  hora  55.  839  pies  57.  23.32  pies  59.  2.15millas 


CAPfTULO  6  Eji'n  ii  io  6.  / 


1.  0  3.  —77/2  £  X  s  7r/2  5.  1  7.  0,  w,  2Tr  9.  sen  x  =  I  para  x  =  — 3-77/2.  77/2;  sen  x  =  —  I  para  x  =  —77/2,  377/2 


27.  Las  grallcas  son  igualcs;  si  29.  y  =  sen  cox  tienc  periodo  277/co. 


r.ft‘1'1  it  ill  ° 

1.  Amplitud  =  2;  periodo  =  277  3.  Amplitud  =  4;  periodo  =  77  5.  Amplitud  =  6;  periodo  =  2  7.  Amplitud  -  periodo  =  4tt/3 
9.  Amplitud  =  y  periodo  =  3  11.  F  13.  A  15.  H  17.  C  19.  J 


1 

cot  0  :  js 
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33.  d  =  5  cos  TTl  35.  d  =  6  cos  2/  37.  d  =  5  sen  irt  39.  d  =  6  sen  2i 

41.  (a)  Armonico  simple  (bj  5  cm  (c)  2ttI3  segundos  (d)  3I{2tt)  oscilaciones  por  segundo 

43.  (a)  Armonico  simple  (b)  6  m  (c)  2  segundos  (d)  j  oscilaciones  por  segundo 

4S.  (a)  Armonico  simple  (b)  3  m  (e)  47rsegundo.s  (d)  l/(47r)  oscilaciones  por  segundo 

47.  (a)  Armonico  simple  (b)  2  m  (c)  1  segundos  (d)  I  oscilacion  por  segundo  49.  es  cercana  a  1 

Eji-n  irif  ■;.4 


1.  0  3.  I  5.  sec  .r  =  I  para  x  =  —2'rT,  0,  2tt\  sec  .r  =  -  I  pai'a  x  =  —tt,  tt  1.  —3nl2,  -~ttI2,  7r/2,  37r/2  9.  —3^/2,  -  7r/2,  ttH,  3ttI2 

13.  B 


I  'h  I 


'i  J  V  i' 

iWl  iW' 


:iwi  iwi 


1 1/1 


11.  D 


17. 


19. 


31.  (a)  L  =  3/cos  6  +  4/sen  6=3  sec  6  +  4  esc 


(d)  L  es  niinimo  cuando  6 


0.83,  L(0.83)  =  9.86  pies 


L'irrririi'  6..> 


1.  0  3.  -7r/2  5.  0  7.  tt/A  9.  ttB  11.  5v/6  13.  0.10  ^5.  J.37  17.  0.51  19.  -0.38  21.  -0.12  23.  1.08  25.  V2/2  27.  -V3/3 

29.  2  31.  V2  33.  -Vlfl  35.  2\/3/3  37.  \/2/4  39.  V5/2  41.  -\'l4/2  43.  -3VT0/10  45.  Vs  47.  0.58  49.  0.10  51.  0.57 
53.  0.43  55.  0.37 

57.  Sea  6  =  tan“ '  v.  Entonces  tan  6  =  e,  -  ttI2  <  6  <  ttH.  Ahora,  sec  6  >  0  y  tan^-  6  +  1  -  sec^  6.  Asf,  see  6  =  sec(tan~ '  e)  =  V I  +  i  ’. 

59.  Sea  Q  =  cos* '  v.  Entonces  cos  0=i2,  0^  y  tan(cos“'  v)  =  tan  0  -  — — =  yj. — 1_ 

cos  6  cos  6  V 

61.  Sea  6  =  sen” '  v.  Entonces  .sen  6  =  \\  —  ttH  <  0  <  7r/2,  y  cos(sen” '  v)  =  cos  0  =  \  I  sen-^  0  =  V  1  —  i-, 

63.  Sea  a  =  sen”'  v  y  =  cos”'  v.  Entonces  sen  a  =  v  =  cos  /3,  de  modo  que  ex  y  ft  son  angulos  complemeniaiios.  Asf,  a  +  ft  =  ttH. 

]  I  —  TT  '7T  —  77"  7T 

65.  Sea  a  =  tan“ '  — .  Entonces  —  =  tan  a,  ■  —  <  a  <  — ,  o'  #  0.  Sea  /3  =  lan“ '  e.  Entonces  v  =  tan  fS, - <  /S  <  — .  fl  ¥=  0.  Asi.  tan  « Ian  /3  =  1 

V  V  2  2  2  2 


de  modo  que  tan  a  =  cot  /3.  Asf,  a  +  (}  ■ 


67.  1.32  69.  0.46  71.  -0.34  73.  2.72  75.  -0.73  77 

87. 


2.55  79.  77.6  pulgadas  81. 


-r  .f  <  1  83.  -  77/2  <  .V  £  77/2 


.■  v’A  - 


1.  y  =  3  sen  m  2.  3;  77/3  3.  y  =  .5a'  4.  -  1  ^  a  £  1 ;  —  -nl2  a  y  77/2  5.  0  6.  movimiento  armonico  simple  7.  \  =  cos  .f,  y  =  sec  a 
8.  y  =  sen  a,  y  =  tan  a,  y  —  esc  a,  y  =  col  a 


RrS'Va 


1.  C  2.  C  3.  F  4.  F  5.  C 


1.  Amplilud  =  4;  Periodo  =  Itt  3.  Amplilud  =  8;  Periodo  =  4 

5.  Amplilud  -■  4  7.  Amplilud  =  2  9.  Amplilud  -  \  11.  Amplilud  ^ 

Periodo  =  271/2  Periodo  =  4  Periodo  =  47T'/3  Periodo  2 

Desfasamienlo  =  0  Desfasamienio  =  —  I/tt  Desfasamiento  =  2rr/2  Deblasamiento  =  6/7t 


y  =  -X 


33.  tt/I  35.  Tr/4  37.  5tt/6  39.  V2/2  41.  -V3  43.  2V3/3  45.  J  47.  -S 
49.  (a)  Armonico  simple  (b)  6  pies  (c)  -iT-segundos  (d)  I/tt  oscilacioncs  por  segundo 

51.  (a)  Armonico  simple  (b)  2  pies  (c)  2  segundos  (d)  j  oscilaciones  por  segundo 

53.  (a)  120  (b)  (c)  e* 


T 

CAh  <  f 


1. 

5. 

7. 

11. 

15. 

17. 

19. 

21. 

23. 

27. 

31. 

33. 


.1  I  .  cos  e 

CSC  w  ■  cos  »  =  -  ■  cos  9  = - =  cot  ( 

sen  6  sen  0 

r.,  ^  /II  sen  0  ,  cos  6 

cos  6(tan  0  +  cot  0)  =  cos  0i - r  + 


cos  0  sen  6 


3.  1  +  tan^(— 0)  =  1  +  (—tan  f))-  =  I  +  tan^  0  =  sec^  0 

J  serf  6  +  cos^  0\  I 

■  cos  0\ - - —  =  -  =  CSC  0 

cos  0  sen  0  /  sen  0 


tan  0  cot  0  —  cos^  0  =  — _  ^pj.2  g  =  j  _  (.gs^  0  =  sen^  0  9.  (sec  0  —  l)(sec  0  +  I )  =  sec^  0  —  1  =  tan^  0 
cos  0  sen  0 

(sec  0  +  tan  0)(sec  0  -  tan  0)  =  sec^  0  -  tan^  0=1  13.  sen^  0(  1  +  corf  0)  =  sen^  0  csc^  0  =  sen-  0(  — — |  =  ] 

V  sen-  0 /' 

,  (sen  0  +  cos  0)-  +  (sen  0  -  cos  0)-  =  sen^  0  -F  2  sen  0  cos  0  +  cos^  0  -F  sen^  0  -  2  sen  0 cos  0  +  cos-  0 

=  sen-  0  +  cos-  0  -I-  sen^  0  -I-  cos-  0  =  I  -F  1  =  2 
sec’  0  -  sec^  0  =  sec-  0(sec^  0  -  1)  =  ()  -I-  tan-  0)tan^  0  =  tan''  0  -F  tan^  0 

I  sen  0  1^  sen  0  J_-F  sm  0  _  )  — sen^  0  _  cosj^  0  _  cos  0 

cos  0  1  ■■  sen  0  cos  0(1  -f  sen  0)  cos  0(1  =  sen  0)  1  sen  0 


sec  0  -  Ian  0  =  „ 

cos  0  cos  0  cos  0  1  ■■  sen  0  cos  0(1  -f  sen  0)  cos  0(1  =  sen  0)  1 

3  sen^  0  +  4  cos^  0  =  3  sen’  0+3  cos^  0  +  cos^  0  =  3(sen^  0  +  cos^  0)  +  cos^  0=3  +  cos^  0 

j  _l_  1  cot  0  I 

cos^  0  ,  I  sen-  0  ,  ^  1  +  tan  0  cot  0  cot  0  cot  0 

■  =  1  =  - 1  -  ( 1  -  sen  0)  =  sen  0  25. 


1  +  sen  0 


1  -  sen  0 


1  —  tan  0 


I  - 


I 


_  _  _  1 

cot  0  -  1  cot  0  1 


sec  0 
CSC  0 


sen  0 
cos  0 


'A"’:'  ^  +  tan  0  =  ^  +  tan  0  =  tan  0  +  tan  0  =  2  tan  0  29.  - 

1/sen  0  cos  0  I 


cot  0 
1  +  sen  0 


cot  0 


1  + 


1 


CSC  0 


CSC  0  +  I 
CSC  0 


sen  0 


I 


—  sen  0  ^  COS  0_  _ 
cos  0  1  -  sen  0 

sen  0  I 


( I  —  sen  0)-  F  cos^  0  1—2  sen  0  --  sen-  0  F  cos-  0 


CSC  0  '  1 
CSC  0  CSC  0 

2  -  2  sen  0  2(1-  sen  0) 


CSC  0  - 
CSC  0  - 


sen  0  -COS  0  sen  0  -cos  0 
sen0 


COS  0(1  -  sen  0) 

_ _  1 

_  cos  0 
sen  0 


cos  0(1  —  sen  0) 


cos  0(  I  -  sen  0)  cos  0(  1  -  sen  0)  cos  0 


2  sec  0 


35.  (sec  0  -  tan  0)-  =  sec-  0  -  2  sec  0  tan  0  +  tan^  0 


cot  0 
I 


COS'^  0  cos-  0  CO  s’  0 


37. 

39. 

41. 


cos  0  I  sen  0 
I  —  tan  0  1  -  cot  0 


cos  0 


cos  0 


sen  0 


1  - 


sen  0 
CO  s  0 


I 


cos  0 
sen  0 


2  sen  0  sen- 0  1  —  2  sen  0  +  sen^  0  (I  ~  sen  0)^ 

cos^  0  I  -  sen^  0 

_ (1  -  sen  0rf _ 1  —  sen  0 

(1  —  sen  0)(l  F  ^c[i  0')  ]  0 

COS  0  sen  0  cos-  0  sen-  0 

-  _|_  -  —  }- 

cos  0  .sen  0  sen  0  —cos  0  cos  0  —  sen  0  sen  0  —  cos  0 


COS-  0  -  sen  ^  0 
cos  0  - 


_ _  sen  0  ^  cos  0  ^ 

1  —  sen  0  cos  0  1  +  sen  0 


cos  a  sen  0 

_  (cos  0  —  sen  0)(cos  0  -  sen  0) 
cos  0  -  sen 

scnj^l  =  sen  0)  +  cos^  0  sen  0  +  sen^  0  +  cos-  0 _ sen  0  I  I  _  1 

cos  0(  1  +  sen  0)  cos 


sen  0 

— '  sen  0  +  cos  0 


43. 


45. 


cos  0(1  +  sen  0)  cos  0(1  s-  sen  0)  cos  0(1  +  sen  0)  cos  0 

tan  0  I  sre  0  —  J  _  tan  0  +  (sec  0  I )  t^0  ^  ts^0  —  0  _  tan^  0  +  2  tan  0(sec  0  —  1)  +  sec-  0  —  2  sec  0  --  1 

tan  0  —  sec  0+1  tan  0  —  (sec  0  —  I )  tan  0  +  (sec  0  —  1 )  tan-  0  —  (sec^  0—2  see  0  ■  I ) 

sec^  0  —  I  -  2  tan  0(sec  0  -  1 )  -  sec^  0  -  2  sec  0  ^  1  _  2  sec-  0-2  sec  0-2  tan  0(sec  0^1) 

see-  0  -  1  -  sec-  0  -r  2  sec  0  —  1 

_  2  sec  0(scc  0  -  1)  -  2  tan  0(sec  0  -  1)  _  2(sec  0  -  1  )(sec  0  +  tan  0) 

2(sec  0—1) 

sen  0  cos  0  sen^  0  —  cos-  0 

_  cos  0sen0  _  sen-  0  -  cos^  0 

I 


tan 

0- 

cot 

0 

cos 

0  ' 

sen 

tan 

0  + 

cot 

0  ^ 

sen 

1  + 

cos 

0 

cos 

0 

sen 

0 

sen 

0 

cos 

0 

tan 

0_  _ 

cot 

0 

cos 

0 

sen 

tan 

0  - 

cot 

0 

sen 

0 

cos 

0 

co.s 

0 

sen 

0 

sen-  0  -  cos-  0 
cos  0  sen  0 


cos  0  sen  0 


2(sec  0-1) 

=  sen^  0  -  cos^  0 


-  2  t  2  sec  0 
sec  0  +  tan  0 


I  sen"^  0  -  cos-  0  =  sen^  0  -  (1  -  sen^  0)  =  2  sen^  0  -  1 


1 


47.  — 


sec  0  F  lan  0 
cot  0  +  cos  0 


cos  0  cos  0 
cos  0  ^  cos  0s^n0 
sen0  sen  0 


cos  0  sen  0 

sen  0  _l_  *  sen  () 

cos  0 


cos  0  -F  cos  0  sen  0 
sen  0 


I  sen  0  sen  0  _  sen  0  1 

cos  0  cos  0(1  +  sen  0)  cos  0  cos  i 


tan  0  sec  0 


RES45 


49. 


51. 


1  —  Ian-  8  _  I  tan^  0 
1  -  tan^  9  sec-  6 

J _ 

sec  9  —  CSC  6  _  cos  9 
sec  6  CSC  8 


)  tan-  9  ,  „  sen-f)/cos^  9  ^  t  n  ,,  7  m  ->  i  a  ^ 

^  -  — : —  =  cos"^  9  —  ,  =  cos-  9  —  sen-  9  =  cos'  6  —  ( I  —  cos''  9)  ~  2  cos''  9  —  1 

sec-  9  sec-  0  1/cos^  9 

1 

sen6 


sen  9  —  cos  9 
cos  (?sen  9 


I 


S3,  sec  9  —  cos  9  = 


55. 

57. 

59. 


I 


I  1 

cos  9  sen  9  cos  9  sen  9 

_  cos-  9  1  cos-  9  sen^  9 

cos  9  cos  9  cos  9 

1  I  +  sen  9  I  \  —  sen  9 


sen  9  —  cos  9 


.  sen  9 

.  ■  sen  9  ■  =  sen  0  tan  S 

cos  9  cos  9 

2  sec-  9 


1  -  sen  0  1  sen  9  (1  -■  sen  0)(1  '  sen  9)  1  —  sen-  9  cos'  9 

sec  9  _  sec  9  ^  1  +  sen  9  ^  wc  0U_  *-  sen  ^  _  s^fl(l  *  sen  9)  _  I  sct  0 

1  -  sen  0  1  -  sen  0  1  -  sen  0  1  -  sen-  0  cos^  0  cos^  0 


(sec  9  —  tan  0)’  ■  I  _  sec-  0-2  sec  0tan  9  r  tan^  0  ■ 
CSC  0(sec  0  --  Ian  0)  I 


2  _  2  sen  9 

2  sec-  9  —  2  see  9  tan  0  cos'  0  cos^  0 


sen  0\  cos  0 


sen0  \ 
cos  0 


1  /  I  -  scn0 


sen  0l  cos  0 


sen  0 


sen  0COS  0 


2  —  2  ser^  sen  0  cos  0 
cos-  0  1  -  sen  0 


2(  1  -  sen  0)  sen  0 


2  sen  0 


61. 


63. 


cos  0  1  -  sen  0  cos  0 

sen  0  -  cos  0  sen  0  -  cos  0  sen  0(sen  0  a  cos  0)  -  cos  0(sen  0  cos  0)  sen'  9  +  sen  0i^os  0  -  sen  0  cos  0  s-  cos'  0 


2  tan  0 


cos  0 


sen  0 


cos  0  sen  0 


cos  0  sen  0 


cos  0  sen  0 
=  sec  0  CSC  0 


sen'  0  s  cos'  0  (sen  0  +  cos  0)(scn'  0  —  sen  0cos  0  -  cos'  0) 


sen  0  !■  cos  0 


sen  0  -I-  cos  0 


=  .sen'  0  0-  cos'  0  ~  sen  0  cos  0=1—  sen  0  cos  0 


67. 

69. 


cos-  0  —  sen'  0  cos'  0  —  sen'  0  cos-  0  sen-  0  ,  „ 

65.  ,  -  - = - T— —  = - T— - T--  =  cos-  0 

1  ■  tan-  0  I  scir  0  cos'  0  —  sen'  0 

cos'  0  cos'  0 

(2cos^0-I)2  f2  CO.S-- ^9  -  (sen"  0  *  COS' |9)]'-  ^  n  ^  n-  r  - 

cos'  0  -  .sen’  0  (cos-  0  -  sen'  0)(cos'  0  t-  sen-  0) 

I  '  sen  0  -■  cos  0  (I  sen  0)  cos  0  (I  -r  sen  0)  -I-  eos  0  _  1  "  2  sen  0  -e  sen'  0-2(1  ->  sen  0Xcos  0)  +  cos'  0 

1  -r  sen  0  -  cos  0  (I  s  sen  0)  -  cos  0  (I  -s  sen  0)  i  cos  0  1  !  2  sen  0  :  sen'  0  ~  cos'  0 

_  1  -  2  sen  0  +  sen'  0  t  2(  1  '  sen  0)(cos  0)  =  ( 1  —  sen'  0)  __  2  +  2  sen  0  ■■  2(1  7-  sen  0)(cos  0) 

I  2  sen  0  +  sen'  0  -  (1  -  sen'  0)  2  sen  0  t  2  sen'  0 

_  2^  ‘  sen  9)  -  2(  I  -  sen  0)(cos  0)  _  2(1  -•  _scn  01(1  -t  cos  0)  0 

2  sen  9(  1  +  sen  0)  2  sen  0(  I  -t  sen  0)  sen  0 

71.  (a  sen  0-1-0  cos  9)~  -*-  (a  cos  9  —  b  sen  0)'  =  cr  sen'  0  +  2ab  sen  0  cos  9  +  b-  cos'  0  4-  a'  cos'  0  —  lab  sen  0  cos  0  4-0'  sen'  0 

=  a'(sen'  0  4-  cos'  0)  4-  0'(cos'  0  4-  sen'  0)  =  a'  4-  0' 

tan  ff  -  tan  0  tan  a  +  tan  B  tan  a  4-  tan  B  ,  tan  a  tan  0 

73.  — -  '  = - ^  =  (tan  a  +  tan  B)  ■ - -  =  tan  a  tan  B 

cot  a  +  col  p  ^  I  tan  p  -  tan  a  tan  a  tan  0 

tan  Of  tan  0  tan  at  tan  0 

75.  (sen  a  4-  cos  0)'  4-  (cos  0  4-  sen  at)(cos  0  —  sen  a)  =  (sen'  at  4-  2  sen  at  cos  0  4-  cos'  0)  4-  (cos'  0  -  sen'  at) 

=  2  cos'  0  4-2  sen  at  cos  0  =  2  cos  0(cos  0  4-  sen  a) 
sen  0 , 


77.  In  j.sec  0]  =  In  |cos  0|  '  =  -  In  |cos  0!  78.  In  |sen  0j  In  jeos  0|  =  In 


cos  0 


I  =  In  |tan  0| 


79.  In  1 1  4-  cos  0|  4-  In  1 1  —  cos  0|  =  ln(|  I  4-  cos  0|  1 1  —  cos  0|)  =  In  1 1  —  cos'  0  In  |sen'  0|  =  2  In  |sen  0| 

i.jtn  ii  ii'  7.1 

—  a/i  —  1 

1.  ;[(\'6  V2)  3.  -\{V2  -  V6)  5.  -.1(V  2  t  VO)  1.  ^  =  2  -  V3  9.  +  V2) 


11. 

25.  (a) 


4 


1  4-  V  3 

=  \/6  -  V2  13.1  15.0  17.1  19.-1  21. 

V  6  +  V2 
4  -  3\/3 


m  2V5  ll\/5 

-\/3/2  23.  (a)  (b) 


2V5 

(c)  -  j  (d)  2 


10 


-3-4V3"  4  -  3\/3  ^  4  t  3\/3  2.5V3-(-48 

(b)  --  (c)  jQ  (d)  -  ^  ^ 


27.  (a)  -^(5  +  12V3)  (b)  ^(12  -  5V3)  (c)  -^(5  -  12X/3)  (d) 

I  T7  \  77  TT 

29.  sen  y  ^  ^  ~2  ^  =  1  ■  <^os  0  +  0  •  sen  $  =  cos  6 

31.  sen(7r  -  d)  =  sen  ttcos  $  -  cos  Trsen  0  =  0  •  cos  6  —  l)sen  0  =  sen  0 


-'MB  +-  I69V3 
69 


33.  sen(7r  +  6)  =  sen  tt-cos  6  +  cos  Trscn  6  =  0-  cos  6  +  (— l)sen  6  =  —sen  6 


35.  tan(77  —  0)  — 


Ian  77  —  tan  fl 
1  +  tan  77  tan  0 


0  -  tan  I 
~l  +  0 


=  —tan  0 


'3tT  \  377  377 

37.  senl  +  0  =  sen  cos  6  +  cos  sen  o  =  (—  l)cos  6  +  0  ■  sen  i 


-cos  0 


39.  sen(a  +  /3)  +  sen(ff  -  fj)  =  sen  a  cos  /3  +  cos  o-  sen  /3  +  sen  a  cos  j3  -  cos  q  sen  =  2  sen  a  cos  f3 

scnCa  +  6)  sen  a  cos  B  +  cos  a  sen  B  sen  a  cos  B  cos  a  sen  B 

41. - = - ^ - - - ^  ^  ^  =  I  +  cot  a  tan  p 

sen  a  cos  /3  sen  a  cos  p  sen  a  cos  p  sen  a  cos  p 


cosfa  -t-  B)  cos  a  cos  B  —  sen  a  sen  B  cos  a  cos  l3  sen  a  sen  B 

43. - = - - ^ - ^  = - ^  ^  =  1  -  tan  a  ta.i  /3 

cos  a  cos  p  cos  a  cos  p  cos  a  cos  p  cos  a  cos  p 


sent  a  f  B")  sen  a  cos  6  +  cos  a  sen  B 
45. - -  = - —  = 


sen  a  cos  P  +  cos  a  sen  p  sen  a  cos  P  ^  cos  a  sen  P 
_ cos  a  cos  p _  _  cosacosp  cosacosB  _  Ijt}  tan  P 


sen(a  —  P)  sen  a  cos  P  -  cos  a  sen  P  sen  a  cos  P  cos  a  sen  P  sen  a  cos  P  cos  a  sen  p  tana  Ian  p 

cos  a  cos  P  cosacosP  cos  geos  P 

cos  a  cos  p  sen  a  sen  p  tos  a  c  os  p  _  ^en  a  sen  ^ 

costa  +  P)  _  cos  a  cos  P  —  sen  a  sen  p _ sen  a  sen  P _  _  sen  a  sen  P  sen  a  sen  p 


47.  cot(a  +  P)  ■ 


sen(a  +  P)  sen  a  cos  P  -  cos  a  sen  p  sen  a  sen  p  +  cos  a  sen J3  sen  a  cos  P  ^  cos  a  sen  p 

sen  a  sen  P  sen  a  sen  P  sen  a  sen  p 

col  a  cot  p^  1 
cot  p  —  cot  a 


49.  sec(a  +  p)  = 


I 


I 


1 _ 

sen  a  sen  P 


1  )_ 
sen  a  senp 


cos(a  -F  P)  cos  a  cos  P  -  sen  a  sen  P  cos^a  cos_p  -  sen  a  sen  P  cos  acos  P  _  sen  gsen  P 

sen  a  sen  P  sen  a  sen  p  sen  a  sen  p 

_  esc  a  CSC  p _ 

col  a  cot  P  —  1 

SI.  senta  —  P)  sen(a  +  P)  =  (sen  a  cos  P  —  cos  a  sen  P)(sen  a  cos  P  -F  cos  a  sen  P)  =  sen^  a  cos^  P  —  cos^  a  sen^  P 

=  (sen^  a)(l  -  sen^  P)  -  (I  -  sen^  a)(sen^  p)  =  sen-  a  -  sen-  p 
53.  sen(6  +  kir)  =  sen  0  cos  kv  +  cos  S  sen  1:77  =  (sen  0){-  1/  +  (cos  S)(0)  =  (-  1/  ■  sen  0.  k  cualquier  entcro 

55.  V3/2  57.  59.  61.  „  63.  5^(48  ~  25\/3)  65.  uVl  -  v-  vVl  -  67. 


69. 


-  V I  -  M-vr^ 


\/r 


nVl  -  ip  +  uVT 


5sCn(A'  +  /z)  —  sen  ,v  sen  x  cos  h  +  cos  x  sen  h  -  sen  x  cos  a'  sen  h  —  (.sen  a)(1  —  cos  h)  sen  h  I 

71. - ,  “  = - - ,  - - - - - - =  cos  X  ■  — ; —  -  sen  j:  • 

h  h  h  h  h 


■os  h 


73.  sen(sen  '  u  +  cos  '  u)  =  sen(sen  '  u)  cos(cos  '  u)  +  cos(sen  *  w)  sen(cos  ’  u)  =  {ii){u)  +  VT  —  w^V  I  -  +  1  —  w-  =  j 


75.  lan  —  no  est^  definida;  tan  ~  ~  Q 


-  0 


cos  S  „  tan  0^  —  tan  0i 

- :  cot  0  77.  tan  0  =  tan(62  -  0i)  “  - —  - 


;«2  -  /II] 


sen  9 


I  -  tan  01  tan  ((2  1  ■  m  1/172 


i'.jfnicin  "P 
1.  (a) 


(b)  s  (c)  \/lO/10  (d)  3\/l0/10  3.  (a)_J  (b)  (c)  2\/5/5  (d)  -Vs/S 

5.  (a)  -2V2/3  (b)  |  (c)  7^'  (d)  ^  7.  (a)  4V2/9  (b)  -I  (c)  V3/3  (d)  V6/3 


9.  (a)  ~l  (b)  I  (c)  y' 


10  -  VKI 


11.  (a)  I  (b) 


(d) 


_)  /]f>  *  J3  .y2  -  V2 


23.  seir  6  =  (sen-  Oy  = 


7(1  -  2  cos  29  +  cos^  26)  =  ~  -  t  cos  20  +  ^  cos^  20  ~  ^ - cos  20  +  , 

4  4  2  4  4  2  4l 


=  'T  ~  ^  COS  26  +  H-  y  cos  46  =  —  cos  26  +  cos  46 

4  2  8  o  o  2  o 
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25. 

27. 

31. 


sen  40  =  sen  2(20)  =  2  sen  20  cos  20  =  (4  sen  0cos  0)(1  -  2  sen-  0)  =  4  sen  0  cos  0-8  sen^  0cos  0  =  (cos  0)(4  sen  0-8  sen-^  0) 
16  sen*’  0-20  sen-^  0+5  sen  0  29.  cos'*  0  -  sen*  0  =  (cos-  0  +  scn^  0)(cos^  0  —  sen^  0)  =  cos  20 


■  tan  20  2tan^ 

1  -  tan’  0 


33.  sec  20  =- 


1 


cos  20  2  cos^  0  -  1 


37. 


cos  20 


39. 


41. 


43. 


,  0  I 
cot-  —  =  -  ■  — 

2  tan^(0/2) 


1  -  cos  0 
1  •  cos  0 


l^]^(0/2)  _  1  -  cos  0 

1  -  tan-(0/2)  ,  1  -  cos  0 

1  +  cos  0 


coi^  0  —  1 

1  ian“  6 

0 
.  0 

1 

cot*  0 

o 

CJ 

cot  0  cot*  0  -  1 

2  tan  & 

2/-  ‘  -1  “ 

2  ^ 

cot*  0 

2  2  cot  0 

(COt  0) 

cot  0 

1 

1 

_  sec*  0 

35.  cos* 

20  -  sen*  20  =  cos  2(20)  =  cos  40 

^  _  j 

2  -  sec*  0 

2  ■  sec*  0 

sec*  d 

sec*  0 

(cos  0  -  sen  0)(cos  0  +  sen 

0)  (cos  0  - 

-  sen  0)(cos  0  +  sen  0)  cos  0  —  sen  0 

sen*  0  r  cos* 

0  r  2  sen  0COS  0  (sen  0  -r 

COS  0)(scn  0  -r  cos  0)  cos  0  +  sen  0 

cos  0  - 

sen  0 

cos  0  sen  0 

sen 

0 

sen  0  sen  0  cot  0  -  1 

cos  0  - 

sen  0 

cos  0  1  sen  0  cot  0  +  1 

sen  0 

sen  0  sen  0 

2 

1  -  cos  0 

1  +  _^ 

sec  0  -  1 

1  +  cos  0 

see  0 

sec  0 

sec  0  b  1 

.sec  0  sec  0  i-  1 

1  —  cos  0 

1  1 

sec  0  -  1 

sec  0 

sec  0  —  1  sec  0  -  1 

sec  0 

sec  0 

1  +  cos  0  - 

( 1  -  cos  0) 

1  +  cos  0 

2  cos  0  I 

+  cos  0 

-  cos  0 

1  +  cos  S  + 

1  —  cos  0 

I  +  cos  0 

2 

cos  0 


sen  30  cos  30  sen  30 cos  0  -  cos  30  sen  0  scn(30  -  0)  2  sen  20 

sen  0  cos  0  sen  0cos  0  “  i(2  sen  0cos  0)  ”  5*=** 


47.  tan  30  =  lan(0  -  20)  ^ 


tan  0  +  tan  20 
1  -  tan  0  tan  20 


tan  0  + 


2  tan  0 

1  —  tan-  0  l^n  0  -  tarr*  0  -  2  tan  0  3  tan  0j^tan*  0 

I  -  3  tan-  0 


tan  0(2  tan  0) 
1  -  tan-  0 


1  -  tan^  0-2  tan^  0 


V3/2  51.  53.  f  55.  57.  5  59.  y  61.  4  63.  -|  65.  A  =  ih  (base)  +  jh  (base)  =  s  cos  ~  •  s  sen  ~  =  s-  —  =  '.v-  sen  0 


TT  / - = - y  Tf  V  z.,  / - ^ ^ 

69.  sen  tt  =  ~T~  V 4  -  V  6  -  V2;  cos  ~  =  v  4  +  V  6  -  V  2 
24  4  24  4 


71. 


sen^  0  +  sen^(0  +  120°)  +  scii^(0  +  240")  =  sen*  0  +  (sen  0  cos  120°  +  cos  0sen  120°)*  +  (sen  0  cos  240°  +  cos  0  sen  240°)* 

,  !  1  v'3  \3  /  I  V3  \3 

=  sen*  0  +  I  sen  0  "  cos  0]  +  |  -y  sen  0  -  cos  0] 

=  sen*  0  --  s(3V3  cos*  0-9  cos*  0sen  0  +  3V3  cos  0sen*  0  -  sen*  0)  -  j(sen*  0  +  3\/3  sen*  0cos  0  +  9  sen  0cos*  0  +  sVs  cos*  0) 
=  j  sen*  0  -  I  cos*  0sen  0  -  4isen*  0  -  3  sen  0(1  —  sen*  0)]  =  jj(4  sen*  0  -  3  sen  0)  =  sen  30 


73. 

75. 


Y(ln  1 1  -  cos  20|  -  In  2)  =  In 


'  1  -  cos  20|  . \ii 


2 


In  |sen*  0j''*  =  In  |sen  1 


(a)  R 


oV2  . 


V'O 

16 

iv|V2 

32 


(sen  0  cos  0  -  cos*  0)  ■ 


(sen  20  -  cos  20-1) 


V.3V2H 
16  (2 


1  +  cos  20 


—  sen  2  0  -  '  y 


0  =  67.5°  hace  miximo  a  /f 
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1.  5(cos  26  —  cos  66)  3.  5(sen  66  +  sen  26)  5.  5(cos  86  +  cos  26)  1.  |(cos  6  —  cos  36)  9.  i(scn  26  +  sen  6)  11.  2  sen  6 cos 

13.  2  cos  36cos  6  IS.  2  sen  26cos  6  17.  2  sen  6sen(6/2)  19.  =  2  sen  29cos{ — ^  g 

2  sen  26  2  sen  26 


2  sen  26 


=  cos(-6)  =  cos  6 


22  "  46  ^  sen  26  _  2  sen  36  cos  6  _  sen  36  _  23  ^  ~  1)5  _  2  sen  26  sen(-  6)  _  sen  1  g 

cos46  +  cos  26  2  cos36cos6  cos  36  '  ’  sen  6  sen  36  2  sen  26cos(- 6)  cos  6 

25.  sen  6  (sen  6  +  sen  36)  =  sen  6[2  sen  26  cos(-  6)]  =  2  sen  26  sen  6  cos  6  =  cos  6(2  sen  26  sen  6)  =  cos  6|2  ■  |(cos  6  -  cos  36)] 
=  cos  6(cos  6  -  cos  36) 

sen  46  +  sen  86  2  sen  66  cos(-26)  _  sen  66  _ 

cos46  '  cos  86  2  cos66cos(  26)  cos  66 

29  ^n  46  +  sen  86  2  sen  66 cos(  — 26)  _  st^66  cos  26  ^  _  _  tan  66 

sen  46  — sen  86  2  sen(  — 26)  cos  66  cos  66  —sen  26  tan  26 


sen  Q  '  sen  fi 


■  -  B  a  -  fi 

cos - — 

2  2 


■  -*  B  a  -  I 

—  cos - ' 

2  .  2 


sen  a  sen  /3 
cos  a  cos  /3 


2  = 


ct>s  Cf  s-  cos  p  r,  n  n  ^ 

^  _  a  -  B  a  ~  B  a  *  B 

2  cos - ^  cos - ^  cos  — 

2  2  2 

35.  1  +  cos  26  +  cos  46  +  cos  66  =  (I  +  cos  66)  +  (cos  26  +  cos  46)  =  2  cos’  36  +  2  cos  36  cos(-  6)  =  2  cos  36(cos  36  +  cos  6) 

=  2  cos  36(2  cos  2  6  cos  6)  —  4  cos  6  cos  26  cos  36 

37.  >■  “  2  sen  2061  trt  cos  357'm 

39.  sen  20  +  sen  2;6  +  sen  2y  =  2  sen(a  +  fi)  cos(a  -  (i)  +  sen  2y  =  2  sen(a'  +  fi)  cos(a  -  |8)  +  2  sen  -ycos  7 

=  2  sen(7r  —  7)  cos(cr  —  fi)  +  2  sen  7 cos  7=2  sen  7cos(a  —  fi)  +  2  sen  7 cos  7=2  sen  7|cos(Qf  - 

/_  a  —  fi  +  y  a  —  fi  —  y\  77  —  2)3  2a  —  77  /77 

“  2  sen  "y  2  cos  ~  —  — ^  l  =  .j.  Cpn  ^/rr^c  - ^ —  rT\c  -  — :  A  cpn  '\/r'r\tl  —  (• 


=  4  sen  7  cos ' 


2a  —  77  /  77 

cos  :  -  4  sen  7  cos  ~  - 


-  fi)  +  cos  7l 


/3  cos  a 


=  4  sen  7  sen  fi  sen  a 
sen(a  —  fi)  -  sen  a  cos  fi  —  cos  a  sen  /3 
sen(a  +  fi)  -  sen  a  cos  fi  +  cos  a  sen  fi 
senfa  -  fi)  +  sen(a  +  /3)  =  2  sen  a  cos  fi 

sen  a  cos  )3  =  -l|  sen(a  +  fi)  +  sen(a  —  fi)] 

a  +  B  n  —  B  IT  i  n  ^  B  a  -  B\ 

"  —s  — cos  -  =  2  •  -  cos— — = - ' 


43.  2  cos 


I  :  Viri.. 


w 

cos  2  "  cos  a  +  cos  fi 


1.77/6,577/6  3.577/6,1177/6  5.77/2,377/2  7.77/2,777/6,1177/6  9.2^1^,17714  11.477/9,877/9,1677/9  13,0,4115168,77  -  0.4115168 

15.  1.3734008,77  +1.3734008  17.  2.6905658,277  -  2.6905658  19.  1.8234766,277  -1.8234766  21.77/2,277/3,477/3,377/2 

23.  77/2,  777/6,  1 1  77/6  25.  0,  77/4,  577/4  27.  Tr/4,  577/4  29.  0,  77/3,  77,  577/3  31.  77/2,  377/2  33.  0,  277/3,  477/3 

35.  0,  77/3,  277/3,  77/2,  477/3,  77,  577/3,  377/2  37.  0,  77/5,  277/5,  377/5,  477/5,  77,  677/5,  777/5,  877/5,  977/5  39.  77/6,  577/6,  377/2  41.  77/3,  577/3 

43.  No  es  una  solucion  real  45.  No  es  una  solucion  real  47.  77/2,  17x16  49.  0,  77/3,  77,  577/3 

51.  5  -1.29,0  53.  2  -2.24,0,2.24 


_2 
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57.  -1.30,  1.97,3.83  59.  0.59  61.  1.25  63.  -1.02,  1.02  65.  0,2.14  67.  1.34  69.  (a)  60°  (b)  60°  (c)  A(60°)  =  I2V3  pulgadas  cuadraclas 
71.  2.02,4.91  73.  28.9°  75.  Sf;  varia  desde  1.27  hasta  1.34  77.  1.47 

79.  Si  9  es  el  Angulo  de  incidencia  original  y  (f?  cs  el  Angulo  de  refraccidn,  entonces  (sen  0)(sen  (f))  =  n2.  El  Angulo  de  incidencia  del  rayo  que  sale 
tambi^n  es  <^,  y  el  fndice  de  refraccion  es  l/ni.  Asi,  9  es  el  Angulo  de  refraccion  del  rayo  que  sale. 

CoinpIt’U  Ids  rspiii  ins 

1.  identidad;  condicional  2.  —  3.  +  4.  sen^  0;  2  cos^  6:  2  sen-  0  5.  1  —  cos  a 

Cii-rtD  D  itil.sD 

1.  C  2.  F  3.  C  4.  F  5.  F  6.  F 
i’jen  U  ii’-,  (If  revisiiin 


1.  tan  0  cot  0  -  sen^  0=1-  sen-  0  =  cos^  0  3.  cos^  0(1  -I-  tan^  0)  =  cos-  0sec-  0  ^  1 

5.  4  cos^  0  +  3  sen-  0  =  cos^  0  +  3(cos^  0  +  sen^  0)  =  3  +  cos^  0 

1  -  cos  0  sen  0  _  (I  ■“  0)^  t  sen^  0  I  2  cos  0  -  cos^  0  +  sen^  0  1^1  —  cqs^0) _ 

sen  0  I  -  cos  0  sen  0(1  —  cos  0)  sen  0(1  -  cos  0)  sen  0(1  -  cos  0)  ^  ^ 


cos  0 _ 

cos  0  —  sen  0 


cos  0 
cos  0 


cos  0  —  sen  i 


cos  0 


1  - 


sen  0 
cos  0 


1 

1  -  tan  0 


11. 

13. 

15. 

17. 

19. 

21. 

23. 

25. 

27. 

31, 


_ c.sc  0 

1  +  CSC  0 


1 

sen  6 


1 


1 


1  -  sen  0  1  -  .sen  0  1  -  sen  0 


1  +  • 


sen  0 


CSC  0  —  sen  0  = - - 

sen  0 

1  -  sen  0 


1  !  sen  0  1  1  sen  0  1 

1  sen-  0  cos^  0 


sen  0  =  — 


sen  0  1  -  sen-  0 

cos  0 


cos-  0 


=  cos  0  ■ 


.  =  cos  0(1  -  sen  0)  , 

sec  0  I  sen  0 


cot  0  —  tan  0  : 


£OS^ 

sen  0 


sen  0  sen  0  sen  0 

1  -  sen  0  cos  0(1  -  sen^  0)  _  cos^  0  _ 
1  sen  0  ~  1  -r  sen  0 

.sen  0  _  a>^  0^  sen^  0  _  1  —  2  sen-  0 
cos  0 


cos  0cot  0 


sen  0COS  0 


sen  0COS  0 


cos(fv  1  S)  cos  n  cos  B  -  sen  n  sen  B  cos  n  cos  B  sen  a  sen  B 
- 1 - t±L  = - 1: - ^ - e  , - „ - c  o  _  ,21,  „ 

cos  q:  sen  p  cos  a  sen  p  cos  a  sen  p  cos  a  sen  p 


co^(a  —  §)  _  cos  a  cos /3  r^’nQ'sen/3  cos  ajtos /I  sen  a  sen  /3 


cos  a  cos  p 


( I  +  cos  0)[  tan  Y I  =  I  2  cos 


cos  a  cos  fi 

,  _0\  sen(0/2) 
’  2  )  cos(0/2) 


cos  or  cos  p  cos  a  cos  p 


1  +  tan  or  tan  p 


o  0 

^  2  sen  Y  cos  —  ^ 


sen  0 


s  2  cot  0cot  20  =  21 


cos  9\/ cos  20\  2  cos_0(coi^  0  -  scn~  0)  _  cos^  0  -  sen^  0 


sen  0  A  sen  20 


2  sen-  0COS  0 


sen^  0 


1  -  1 


1  -  8  sen^  0  cos^  0=1-  2(2  sen  0  cos  0)^  =  1  -  2  sen-  20  =  cos  40  29. 


sen  20  +  sen  40  _  2  sen  30cos(— 0) 
cos  20  1' cos  40  2  cos  30cos(-0) 


tan  30 


“  lan  ^  130  30  -  ^  “  tan  0  tan  30  =  tan  30  tan  0  -  tan  0  tan  30  =  0  33.  j(V6  -  V2)  35.  i-(V6  -  Vd) 

cos  20+ cos  40  2  cos  30  cos(- 0) 


37.  i  39.  y'2  + V2  =  ‘  -M  5V^/26  (h)  2\/5/5 

43.  (a)  «  (b)  (c)  (d)  ^  (e)  5^  (f)  (-g)  VS/26  (b)  -VIo/10 

45.  (a)  jb)  (c)  (d)  -f-|  (e)  (f)  -j;,’  (g)  2V13/13  (h)  -VlO/lO 

47.  (a)  (~V3  -  2\  2)/6  (b)  (1  -  2V6)/6  (c)  (-\V  +  2V2)/6  (d)  (- \/3  -  2V2)/(1  -  2V6)  =  (8V2  +  9V3)/23  (e)  -V3/2 
(D  -I  (g)  V3/3  (h)  \/3/2  49.  (a)  1  (b)  0  (c)  (d)  No  deFtnido  (e)  4V'5/9  (D  -5  (g)  V^/6  (b)  -  VoViT^^^Vs/e 

51.  7r/3,  57r/3  53.  3'77-/4,  57r/4  55.  37r/4,  77t/4  57.  0,  7r/2,  tt,  3ttI2  59.  1.1197695,  tt  —  1. 1197695  61.  0,  tt  63.  0,  27t/3,  tt,  47r/3 
65.  0,  7t/6,  5'Tr/6  67.  tt/6,  7tI2,  577/6  69.  ttI2,  tt 
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CAPmJLO  8  l.ji'iviciit  (S’.  / 

1.  a  =  3.23,  b  -  3.55,  o:  '  40°  3.  o  =  3.25,  c  =  4.23,  /3  =  45°  5. 
9.  -y  =  120°,  b  =  1.06,  c  =  2.69  11.  a  =  100°,  a  =  5.24,  r  --  0.92 
17.  Un  triingulo:;  =  .30. 7°,  y  =  99.3°,  c  =  3.86  19.  Un  triangulo: 
23.  Dos  iriangulos;  yi  =  30.9°,  a\  =  129.1°,  0|  =  9.08  o  72  =  149.1° 


7  =  95°,  c  —  9.86,  a  =  6.36  7.  a  =  40°,  a  =  2,  c  =  3.06 
13.  iS  =  40°,  a  =  5.64,  fe  =  3.86  15.  7  100°,  a  =1.31, 

7  =  36.2°,  a  =  43.8°,  a  =  3.51  21.  No  hay  triangulo 

,  a'2  =  10.9°,  ai  —  2.21  25.  No  hay  triangulo 


27.  Dos  triangulos;  a,  =  57.7°,  /J,  =  97.3°,  h,  =  2.35  0  caj  =  122.3°,  ft  =  32.7°,  ft  =  1.28 


29.  (a)  La  estacion  Able  esta  a  143.3  millas  del  barco  y  la  estacion  Baker  a  135.6  millas. 


31.  1490.5  pies  33.  381.7  pies  35.  (a)  169  millas  (b)  161.3° 


43. 


a  -r-  b 


45. 


h  .scno’ 
sen 


c  sen  y 
h  scn[i8n° 


.scnj3  _  sen  a+  sen  (S 
sen  y  sen  y 


2  sen  - 


37. 


84.7°;  183.7  pics 
a  —  (B 


(b)  Aproximadamente  41  minutos 
39.  2.64  millas  41.  1.88  millas 


0 


sen 


y  y 

2  sen  —  cos 
2  2 


y  y 

sen  —  cos  — 
2  2 


cos  s(a  —  (8) 
sen  57 


(J3-'  7)1 


sen  /3 


sen  fi 


47.  sen  /3  =  sen(Angulo  AB'C)  =  b/{2r): 


sen  j8 


(sen  /3  cos  7  +  cos  /3  sen  y)  =  b  cos  7  + 


1 


sen  /3 


cos  /3  b  cos  7  +  e  cos  /3 


— ;  el  resultado  se  deduce  usando  la  ley  de  los  senos. 
2r 


lijcn  i<  ii)  1S.2 

1.  b  =  2.95,  a  =  28.7°,  7  =  106.3°  3.  c  =  3.75,  a  =  32. 1°,  =  52.9°  5.  a  =  48.5°,  /3  =  38.6°,  7  =  92.9° 

7.  a=  127.2°,  /3  =  32.1°,  7=  20.7°  9.  c  =  2.57,  a  =  48.6°,  /3  =  91.4°  11.  a  =  2.99,  fi  =  19.2°,  7=  80.8° 

13.  b  =  4. 14,  a  =  43.0°,  7  =  27.0°  15.  r  =  1 .69,  a  =  65.0°,  /3  =  65.0°  17.  a  =  67.4°,  /3  ~  90°,  7  =  22.6° 

19.  a  =  60°,  (3  =  60°,  7  =  60°  21.  (a  =  33,6°,  =  62.2°,  7  =  84.3°  23.  (a  =  97.9°, /3  =  52.4°,  7  =  29.7°  25.  70.75  pies 

27.  (a)  12’  (b)  220.8  mph  29.  (a)  63.7  pies  (b)  66.8  pies  (c)  92.5°  31.  (a)  492.6  pies  (b)  269.3  pies  33.  342.3  pies 
35.  .Al  usar  la  ley  de  los  cosenos:  A 


2s(2s  —  2c)  _  I  s{s  ~  c) 
yj  4ab  yj  ab 


39. 


cos  a 
a 


cos  |8  ,  cos  7  6°  +  ^  -a  c-  —  b-  ^  a-  +  6°  —  +  ft  —  cr  -  *  c-  —  b^  +  a-  +  b^  —  c° 

h  c  2abc  2abc  2abc  labc 


r.Jt  .■■  ■iric  (S'.  3 

1.  2.83  3.  2.99  5.  14.98  7.  9.56  9.  3.86  11.  1.48  13.  2.82  15.  1.53  17.  30  19.  1,73  21.  19.90  23.  19.81  25. 

27.  A  =  ^ nh  sen  y  = -a  sen  yf  "  S'^ft/^sen  7  ^9^  o.92  31.  2.27  33.  5.44  35.  0.84  37.  A  =  -  sen  0) 

2  2  1  sen  o;  y  2  sen  a 

f  j.  n  irin  S,  ! 


b=  1.31 


,2  ft  +  (.2 
2m  he 


$5446.38 
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(a)  (5, -47r/3)  {a)  (2, -2tt)  (a)  ( I , -37r/2)  (a)  (3, -SwM) 

(b)  (-5,  577/3)  (b)  (-2,  77)  (b)  (-1,377/2)  (b)  (-3,  777/4) 

(c)  (5,87r/3)  (c)  (2,277-)  (c)  (l,57r/2)  (c)  (3,  ll7r/4) 

21.  (0.3)  23.  (-2,0)  25.  (-3V3',  3)  27.  (\/2, -\/2)  29.(~\.V3/2)  31.  (2.0)  33.  ( -2.57.  7.05)  35.  (-4.98, -3.86)  37.  (3, 0) 

39.(1.77)  41.  (V2, -77/4)  43.(2,77/6)  45.(2,47,-1.02)  47.(9.3,0.47)  49.  =  ]  51.  r- cos^  0  -  47  sen  0  =  0  53.  .sen  20  =  I 

55.  7  cos  B  4  57.  r-  +  v-  —  .v  ^  0  o  (,v  -  /)’  +  .v’  =  j  59.  (.v-  +  v-)*®  -  .v  =  0  61.  jt’  l  y-  =  4  63.  y-  ‘  8(,r  +  2) 

65.  d  =  \  V'2  cos  02  —  7i  cos  01 1-  +  (77  sen  Bi  -  r\  sen  0|)-  -  V  7,-  +  75  2ri72  cos(02  -  0i) 

1.  Circulo,  radio  4,  centre  en  el  polo  3.  Recta  que  pasa  por  el  polo  formando  un  angulo  de77-/3  con 


el  eje  polar 
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1. 


63. 


r  =  2a  sen  8 
r-  ■-  2ar  sen  6 
=  lay 

+  y^-  lay  =  0 
+  (y  -  a)^  =  a- 

Cfrculo,  radio  a,  centro  en  (0,  a) 
en  coordenadas  rectangulares 


r 


2a  c 


1^  -  2ar  ( 


=  lax 

x^  -  lax  +  y^  =  0 
(x  -  a)^  +  y‘  = 
Ci'rculo,  radio  a,  centro 
en  coordenadas  rectangi 


=  cos(Tr  -  8) 

=  -cos  8 

No  es  equivalente;  la  prueba 
r-  =  senCrr  -  8) 

1^  =  sen  8 
Prueba 


(-r)^  =  cos(~e) 

=  cos  8 

falla  Hacer  oira  prueba 
(-r)^  =  sen(-0) 

=  —sen  0 

La  nueva  crueba  falla 


4\/2(cos  315“  +  /  sen  3 15°) 


5(cos  306.9“  ■>-  /  sen  306.9°) 


\'13(C0S  123.7°  +  /  sen  123.7°) 


13.  -l+\/3/  15.  2V2-2V2/  17.  -3(  19.  -0.035  +  0.197/  21.  1.97  +  0.347/ 

23.  zw  =  8(cos  60°  +  /  .sen  60°);  zjw  -  ^-(cos  20°  +  /  sen  20°)  25.  zw  =  l2(cos  40°  +  /  sen  40°);  zJw  =  ;f(cos  220°  +  /  sen  220°) 

27.  ’H’  =  4|  cos  +  /  sen  —  =  cos  —  +  i  sen  ^  29.  zw  =  4V2(cos  15°  +  /  sen  15°);  z/w  =  V2(cos  75°  +  /  sen  75°) 

\  40  40  /  IV  40  40 

31.  32(-l  +  V3/)  33.  32/  35.  f(l  +  V3i)  37.  ^^^(-1  +  /)  39.  4(-l  +  /)  41.  -23  +  14.15/ 

43.  V2(cos  15°  +  /.sen  15°),  V  2(cos  135°  +  /  sen  135°),  '72(008  255°  +  /  sen  255°) 

45.  S/8(co.s  75"  +  /  sen  75°),  'TsCcos  165“  -*  /  sen  165°),  V8(cos  255"  t  /  sen  255°),  '78(cos  345°  +  /  sen  345°) 

47.  2(cos  67.5°  +  /  sen  67.5°),  2(cos  157.5  +  /  sen  157.5°),  2(cos  247.5“  +  /  sen  247.5°),  2(cos  337.5°  +  /  sen  337.5°) 

49.  cos  18°  +  /  sen  18°,  cos  90°  +  /  sen  90',  cos  162°  +  /  sen  162°,  cos  234°  +  /  sen  234°,  cos  306°  +  /  sen  306° 

51.  I,  /,  -  1,  -/  53.  Vease  la  fOrmula  (8);  |c.*|  =  Vn  para  toda  k.  55.  Vease  la  fomiula  (8).  Las  4.  estin  separadas  por  un  angulo  de  Itt/h. 


Ejr 

iin/ixiJUiiiii 


i  .iniptch  fspai  iiis 


1.  Senos  2.  Cosenos 


3.  de  Heron  4.  polo;  eje  polar  5.  2  6.  r  -  2  cos  9  1.  el  eje  polar  (eje  x)  8.  magnitud  0  mddulo;  argumenlo 


Cii  itu  (I  uilso 


1.  F  2.  C  3.  F  4.  C  5.  F  6.  C 


l-jcn  iciDx  (If  rcvixion 


1.  y  =  100°,  b  =  0.65,  c  =  1.29  3.  /3  =  56.8°,  y  =  23.2°,  b  =  4.25  5.  No  hay  triSngulo  7.  b  =  3.32,  a  =  62.8°,  y  =  17.2° 

9.  No  hay  triangulo  11.  r  =  2.32,  a  =  16.1°,  /3  =  123.9°  13.  ^  =  36.2°,  y  63.8°,  c  =  4.56  15.  a  =  39.6°,  /3  -  18.5°,  y  =  121.9° 

17.  Dos  triangulos:  /3|  =  13.4°,  yi  =  156.6°,  Ci  =  6.86;  jii  =  166.6°,  ji  =  3.4°,  <'2  =  1.02  19.  a  =  5.23,  /S  =  46°,  y  =  64°  21.  1.93 

23.  18.79  25.  6  27.  3.80  29.  0.32 

31.  (33/3/2,5)  33.  (1,V3)  35.  (0,3) 


37.  (3V2,  37r/4),  (-3V2, -7r/4)  39.  (2,  - 7r/2),  (-2.  7r/2)  41.  (5,  0.93),  (-5,  4.07)  43.  3/'^  -  6r  sen  9  =  0  45.  r^(2  -  3  sen- 6»)  -  tan  9  =  0 
47.  r*  cos  9  =  4  49.  .v-  +  —  2y  =  0  51.  +  y^  =  25  53.  x  +  3y  =  6 
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65.  Ax-  +  Dx  +  Ey  +  /'  =  0,  A  0 
Ax~  +  Dx  =  -Ey  -  F 
D  E  F 
A 


A'' 


IL\-  =  _  A ,  _  Z  + 

2a]  ,4-''  4 


4,4- 


,v  + 


JLX'  =  -Il,  + 

24/  A^  4A^ 


X  4-  - 


(a)  S\  E  =A  0,  emonccs  la  ecuacion  puede  escribirse  como 
_o  y  _  £/  _  -  44f\ 

24  j  4  y  44£  j 
Esta  es  la  ecuaci6n  de  una  parabola  con  Venice  en 
(  —  D/2A,  (D^  —  44f)/(44£')  y  eje  de  simetria  paralelo  al  eje-y. 
(b)-{d)  Si  £  =  0,  la  grafica  de  la  ecuacion  no  liene  puntos  si 
D-  —  AAF  <  0,  es  una  recta  vertical  si  -  4AF  =  0, 
y  son  dos  rectas  verticales  si  D~  —  AAF  >  0. 


i.ji'i'i  iciti  y..’ 
1.  C  3.  B 


69.  (a)  Aa  +  Cy  +  F  —  0  Si  4  y  C  son  del  mismo  signo  y  F  es  de  signo  opueslo.  entonces  la  ecuacidn  toma  la  forma 

^  ~  ^  x^/{  —  FIA)  +  y^/{  —  F/C)  =  1,  donde  -F/A  y  -F/C  son  posiiivos,  Esta  es  la  ecuacion  de  una  elipse  con 

cenlro  en  (0,  0). 

(b)  Si  A  =  C,  la  ecuacion  puede  escribirse  como  +  y~  =  —F/A.  Esla  es  la  ecuacion  de  un  circulo  con  cenlro  en  (0,  0)  y  radio  igual  a  V  -FM. 

'Ljrri'iiif  ■ 


1.  B  3.  A 

c  7  I 


7.  ^  =  1 

lb  20 


9.  -  -  —  =  I 

9  16 


V|  =(-l,0)Y\  /  v,  =  (l,0) 

f-,=.  3,0)  U  />,  =  ao) 


11/  L\t(0,-2N2) 


FI 


rr  \ 


^  (0, 4)  ^  ■' 


(-2n5,0)  I  \ 

V|  -N  -/ 

>'  '  '  '>e- 

"‘I  / 


F  \ 

/  I  (2-,5,0) 


I  :  X  I 

F=(0,-6)(>-  V  =  (0,-4) 


\i  \  :  /  / 

F  =(-5,0)|  .'',=,'3.0) 

Fx-'\  ■ 


y*-  j-‘- 

11.  = - —  =  I 

36  9 


^2  y2 


F,  =  (0,3■^.3) 


(-3.0) 

1  ill  1  \ 

1(33) 

F|  1  ^  1  1 

3 

1 — ^ 

T  = 

F  ,=((),  VsS)' 


‘^V  {0.  2\2)  y  ''-  -" 

)/,=,  .2.2,0)  \  \  /  |f  v,  =  (2.2,0) 

4 11 1  I  ;yi  I  r  4  / 

F  =(-4,0)1  /  _\  1  F,  =  (4,0) 


X  ^K0.-2.'2)\ 


- 4^-- 

/-,=(-20,0,^\ 


(0.  -2) 


17.  —  -  2_  =  ] 

4  16 


19.  - - V'  = 

9 


21.  = 

25  25 


r  “  / 1/ 

V  =(-2.0)  I  ^  /  ll  I',  =  (2,0) 


F,  =  )-2..3  0)  1|  /  p  \  |X  ,  =  .2..3,  0) 


y  l(0,-4)V 


F,  =  (0,  .  10) 


,,,!•; 

“/I 
i  1 

V-'3(«‘3) 

1  1  1 

-4  (-1,0)*  , 

0)  4  ' 

1/ 

-\l 

=(0,-3) 

F 

i-  =(0,-\'lf)) 

-73 


/■,  =  (().  5\2) 

^  ■  \  = 


/4 

\ 

-  ^  1 

\ 

-  /  , 

1  1  N 

T'l  1  1  1  i 

),0^^ 

^\(5.0)T 

3 

-  1 

- _ i 

I'l  =  (0,  .>)  u\/  ^  f(y  Sv2) 


53.  (a)  El  barco  alcanzarS  la  costa  en  un  punlo  a  64.66  millas  desde  la  estacion  macstra.  (b)  0.00086  scgundos  (c)  (104,  50) 

55.  (a)  450  pies  57.  Si  e  es  cercana  a  I,  la  hiperbola  es  angosta;  si  e  es  muy  grande,  la  hiperbola  es  muy  ancha 

r’  I  V'  1 

59.  ^ - y-  =  1 ;  asi'niotas  y  =  ±  — x  -  V  -  •  i  asi'ntotas  =  ±  — x 

4  ■  2  4  ■  2 


61.  Ax^  +  Cy-  +  F=0 
Ax^  +  Cy?-  =  -F 


Si  A  y  C  ticnen  signos  opuestos  F  0,  esta  ecuacion  puede  escribirse  como  x^l{-FIA)  +  y?l(-F/C)  =  1,  donde 
-F/A  y  -F/C  son  de  signos  opuestos.  Esta  es  la  ecuacion  de  una  hipdrbola  con  cenlro  en  (0,  0).  El  eje  transverse 
es  el  eje-x  si  -F/A  >  0;  el  eje  transverse  es  el  eje-y  si  -F/A  <  0. 


1.  Parabola  3.  Elip.se  5.  Hipdrbola  7.  Hiperbola  9.  Ci'rculo  11.  x  =  V2/2(x' -  y'),  y  =  V2/2(x' +  y') 

13.  X  =  V2/2(x'  -  y' ),  y  =  V2/2(x'  +  y')  15.  x  =  {(x  -  VSy' ),  y  =  V3x'  +  y' )  17.  x  =  V5/5(x'  -  2y' ),  y  =  \/5/5(2x'  +  y' ) 

19.  X  =  Vl3/I3(3x'  -  2y'),  y  =  Vl3/13(2x'  +  3y') 

21.  0  =  45°  {reuse  el  problema  II)  23.  0  =  45°  (reuse  el  problema  13)  25.  0  =  60°  (reuse  el  problema  15) 


Hipdrbola 

Centro  en  el  origen 

HI  eje  transverse  es  el  eje-x’ 

Vertices  en  (  ±  1,0) 


Elipse 

Centro  en  el  origen  (0,  0) 
El  eje  mayor  es  el  eje  y' 
Vertices  en  (0,  ±  2) 


Elipse 

Cenlro  en  (0,  0) 

El  eje  mayor  es  cl  eje-x' 
Vertices  en  (  ±  2,  0) 
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27.  6  ~  63°  (veusc  el  problema  17) 
,v'2  =  8.v' 

Parabola 
Venice  en  (0,  0) 

Foco  en  (2,  0) 


29.  6  =  34°  (vctwe  el  problema  19)  31. 


El  ipse 

Centro  en  (2,  0) 

El  eje  mayor  es  el  eje-.v’ 
Vertices  en  (0.  0) 


'  'J 

^(2,-0 

33.  Hiperbola  35.  Hiperbola  37.  Parabola  39.  Elipse  41.  Elipsc 
43.  Consultese  la  ecuacion  (6):  A'  =  A  co.s*  9  +  B  sen  0cos  0  •  C  sen^  9 

B'  B(cos-  9  —  sen*  0)  +  2(C  -  4)(sen  9  cos  0) 

C  =  A  sen-  $  -  B  sen  9  cos  9  +  C  cos^  9 
D'  D  cos  0  +  sen  9 
E'  =  -  D  sen  0  +  t  cos  9 
F'  =  F 

45.  Utilicc  el  problema  43  para  delerminar  B'-  —  AA'C.  Despues  de  varias  cancelaciones,  B"  —  4A'C'  = 
47.  Ulilice  las  formulas  (5)  para  delerminar  =  Cv2  -  .C|)-  -t-  Cvs  —  _vi)°.  Luego  de  simpliFicai-.  (.r2  - 

l.jt  n  it  ir 


1.  Parabola;  la  directriz  es  perpendicular  al  eje  polar  1  unidad  a  la  derecha  del  polo. 

3.  Hiperbola;  la  directriz  es  paralela  al  eje  polar  y  unidades  abajo  del  polo, 

5.  Elipsc;  la  direciriz  es  perpendicular  al  eje  polar  !  unidades  a  la  izquierda  del  polo. 

7.  Parabola;  la  directriz  es  peipendicular  9.  Elipse;  la  directriz  es  paralela  al  11. 

al  eje  polar  1  unidad  a  la  derecha  del  polo.  eje  polar  *  unidades  arriba  del  polo. 


Pt 


:!iir 


•  Dii'LA  triz 

Eje 

polar 


13.  Elipse;  la  directriz  es  paralela  al 
eje  polar  8  unidades  abajo  del  polo; 
los  vertices  estan  en  (8,  irll)  y  (|,  3 nil). 


15.  Elipse;  la  directriz  es  paralela  17. 

al  eje  polar  3  unidades  abajo  del  polo; 
los  vertices  estan  en  (6,  ttI2)  y  (j.  3tt/2). 


19.  y-  -E  2n  -  I  =  0  21.  16,v-  a-  7y-  H-  48v  -  64  =  0  23.  3.v-  -  y-  +  IZr  +  9  =  0  25.  4.v‘  +  3,v-  - 

27.  9,v-  +  .“iy-  -  24y  -  36  =  0  29.  3.v=  7  4y-  -  IZv  -  36  =  0  31.  r  =  1/(1  -  sen  0)  33.  r  =  12/(5 

37.  Utilice  d(D.  P)  =  p  —  rcos  0  al  deducir  la  ecuacion  (a)  de  la  tabla  5. 

39.  Utilice  (7(0,  P)  =  p  +  r  sen  0  al  deducir  la  ecuacion  (a)  de  la  tabla  5. 


cot  20  =  9=37°' 

(x'  -  1)3  =  -60>'  -  5) 
Parabola 
Venice  en  (1,  j) 

Foco  en  (1,  j) 


B-  -  4AC. 

+  (}’2  -  .Vl)3  =  (x'2  "  A''i)3  +  (y'2  -  .V'l)3. 


Hiperbola;  la  directriz  es  perpendicular 
al  eje  polar  y  unidades  a  la  izquierda 
del  polo. 


Directriz 


Elipse;  la  directriz  es  perpendicular  al 
eje  polar  6  unidades  a  la  izquierda 
del  polo;  los  vertices  estan  en  (6,  0)  y 
(2.  77). 


Directriz 


16  v  -  64  =  0 

-  4  cos  0)  35.  r  =  12/(1  -  6  sen  0) 
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i  'oiuplcu  Ids  i  siuicios 

1.  parabola  2.  elipse  3.  hipdrbola  4.  mayor,  transverse  5.  eje  Y  6.  y/3  =  xl1\  ylh  =  —a/2  7.  cot  28  =  (A  —  C)/B 

8.  elipse;  paralela;  4;  abajo  9.  elipse 

(  irrlD  D  liiIsD 


1.  C  2.  F  3.  C  4.  C  5.  C  6.  C  7.  C  8.  C  9.  C  10.  F 


Ejcrcicios  de  revision 


1.  Parabola;  vertice  (0,  0),  foco  (—4,  0),  direciriz  x  =  4 

3.  Hipdrbola;  cenlro  (0,  0),  vertices  (5,  0)  y  (-5,  0),  focos  (V26,  0)  y  (-V^,  0),  asmtotas  y  =  jx  y  y  =  -jx 

5.  Elipse;  centre  (0,  0),  vdrtices  (0,  5)  y  (0,  -5),  focos  (0,  3)  y  (0,  -3) 

7.  =  -4(y  -  I):  parabola;  vertice  (0,  1),  foco  (0,  0),  direciriz  y  =  2 

9.  ^  hipcrbola;  cemro  (0,  0),  vertices  (V2,  0)  y  (— V2,  0).  focos  (VTo.  0)  y  (-vTo,  0),  asmtotas  y  =  2x  y  y  =  -2x 

2  8 

11.  (x  -  2)^  =  2(y  +  2):  parabola;  vertice  (2,-2),  focos  (2,  “|),  direciriz  y  =  — j 

13.  ^  (s  -  1)-  =  I:  hiperbola;  centre  (1,  2),  vertices  (1, 4)  y  (1,  0),  focos  (1,  2  +  VS)  y  (1, 2  -  VS),  asmtotas  y  -  2  =  ±  2(x  -  1) 


15.  ^  ^ ^  =  1:  elipse;  cenfro  (2,  I),  vertices  (5,  I)  y  (-1,  I),  focos  (2  +  Vs,  1)  y  (2  -  Vs,  I) 

17.  (x  -  2)-  =  -4(y  +  1 ):  parabola;  vertice  (2,-  1),  foco  (2,-2),  directriz  y  =  0 

19.  -■*' — ^ ^  =  1:  elipse;  centre  (1,-  I),  vertices  (I,  2)  y  (1,-4),  focos  (1,  -  1  +  V5)  y  (I,  -  I  -  VS) 
4  9 


27.  (X  -  2)^  =  ~4(y  +  3) 


29.  (x  +  2)‘ 


1 

3 


31. 


(X  I-  4^  ^  (y  -  5)-'’- 
16  25 


1 


(X  +  D-  _  (y  -  2)^  ^ 
9  7 


35. 


(X  -  3)- 

9 


=  1 
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37.  Parabola  39.  Elipse  41.  Pardbola  43.  Hiperbola  45.  Elipse 


47. 


=  I 


49. 


■  =  I 


Hiperbola 
Ccnlro  en  el  origen 
Eje  transvenso  el  eje  a’ 
Vertices  en  (  ±  1,0) 


Elipse 

Centro  en  el  origen 
Eje  mayor  el  eje  y' 
Vertices  en  (0,  ±  2) 


.2  4VT3  , 

51. 


Parabola 

Vertice  en  el  origen 

Foco  en  el  eje-r' en  (  — \  13/1.3,0) 


53.  Parabola;  la  directri?  es  perpendicu¬ 
lar  al  eje  polar  4  unidades  a  la 
izquierda  del  polo 


55.  Elipse;  la  directriz  es  paralela  al  eje 
polar  6  unidades  abajo  del  polo;  los 
vertices  son  (6,  ttH)  y  (2,  37r/2). 


57.  Hiperbola;  la  directriz  es  perpendicular 
al  eje  polar  I  unidad  a  la  derecha  del 
polo;  los  vertices  estan  en  (5,  0)  y 


(-2,  tt) 


Directriz 


_2  ,2  2  ,2 

69.  - '  =  1  71.  La  elipse  -  1  73.  j  de  pie  o  de  3  pulgadas  75.  19.72  pies,  18.86  pies,  14.91  pies 

5  4  16  7 

77.  (a)  45.24  millas  desde  la  estacion  principal  (b)  0.000645  segundos  (c)  (66,20) 


CAPhULOlO  Ejerdi  to  Ull 

1.  2(2)-(-l)  =  5y5(2)-b2(-l)  =  8  3.  3(2)  -  4(i)  =  4  y  ^(2)  -  3(i)  -  -i  5.  2^  -  |2  =  3y(2)(l)  =  2 

7.  ^  +  3(2)  =  6  y  0  +  9(2)^  =  36  9  3(1)  +  3(-l)  +  2(2)  =  4,  1  -  (- 1)  -  2  =  0,  y  2(- 1 )  -  3(2)  =  -8  11.  .v  =  6,  y  =  2 

13.  .r  =  3,  y  =  2  15.  a  =  8,  y  =  —4  17.  a  =  5,  y  =  — g  19.  Inconsistente  21.  a  =  1,  y  =  2  23.  a  =  4  —  2y,  y  es  cualquier  niimero  real 

25.  A  =  I,  y  =  I  27.  A  =  2,  y  =  I  29.  a  =  4,  y  =  3  31.  a  =  j,  y  =  5  33.  a  =  8,  y  =  2,  r  =  0  35.  a  =  2,  y  =  1,  ;  =  I  37.  Inconsistente 

39.  A  =  5;  2,  y  =  4z  -  3  donde  z  es  cualquier  niimero  real,  0  a  =  jy  +  j,  .“  =  donde  y  cs  cualquier  niimero  real,  o  y  =  gA  -  g,  ;  =  ^A  4-  g 

donde  a  es  cualquier  numero  real. 


RES67 


41.  Inconsistcnte  43.  jt  =  1,  v  =  3,  z  =  -2  45.  x  =  -3,  >■  =  j,  t  =  1  4,l.x  =  \,y  =  \  49.  a  =  48. 15,  y  =  15. 1 8 
51.  x  =  —21.47,  V  =  16.12  S3.  —  0.26,  =  0.06  55.  20  y  61  57.  15  por  30  pics  59.  Hamburguesa  con  queso  $  1 .5.5;  malteada  $0.85 
61.  22.5  libras  63.  Velccidad  promedio  del  viento  25  mph;  promedio  de  la  velocidad  en  el  aire  del  Piper  175  mph 
65.  80  juegos  de  $25.00  y  120  de  $45.00  67.  $5.56  69.  12,  15,  21  71.  /,  =  j",  /j  =  /,  -  '' 


73.  100  orquesta,  210  principales  y  19  asientos  de  galena 
hj  —  h2  _  -  m^h 


83.  A  = 


m2  —  m\ 


79.  b  =  c  =  j  81.  a  =  1 
85.  y  =  mx  +  /?,  .t  es  cualquier  numero  real 


7i 


1 


/•-/  ii  ii  ill  10.2 


‘1  -5 

5" 

3. 

‘2  3 

6" 

5. 

'0.01 

-0.03 

0.06 

7. 

■  1 

3 

- 1  1 

2  0 

10" 

5 

9. 

■  1 

1 

-1 

0  ■ 

4  3 

6 

4  -6 

-2 

0.13 

0.10 

0.20 

1 

1  2 

2j 

3 

-2 

0 

1 

- 1 

-3 

-5 

2" 

1 

-3 

4 

3" 

■  1 

-3  2 

-6" 

'  1 

-3 

1 

-2" 

11. 

0 

1 

6 

1 

13. 

0 

1 

-2 

0 

15. 

0 

1  -1  1 

8 

17. 

0 

1 

4 

2 

0 

0 

13 

36 

0 

0 

4 

15 

0 

-5  108 

-12 

0 

0 

39  , 

16 

19. 


1 

0 

0 


-3 

1 

0 


-2 

6 

64 


3 

-7 

-62 


C-'i 

rA=  1 

f  A  +  2z  =  - 1 

f  A,  =  1 

f  A|  +  4a4  =  2 

23.  y  =  2 

25.  y  -  4z  -  -2 

27.  As  +  .V4  =  2 

29.  At  +  As  +  3a4  =  3 

-f 

[o  =  3 

[  0  =  0 

[a's  +  2a4  =  3 

[  0  =  0 

consislente;  x  =  5,  v  =  -  1 

1  inconsistente 

consistente; 

consistente; 

consistente; 

A  =  -  1  -  2z, 

A]  =  1,  A2  =  4  -  A4, 

A|  =  2  -  4A4, 

y  =  -2  +  4z. 

II 

1 

A2  =  3  -  As  -  3A4, 

Z  es  cualquier 

X4  es  cualquier 

As,  A4  es  cualquier 

numero  real 

numero  real 

numero  real 

31.  A  =  6,  y  =  2  33.  a  =  2,  y  =  3  35.  a  =  4,  y  =  —2  37.  Inconsistente  39.  a  =  }.  y  =  |  41.  a  =  4  —  2y,  y  es  cualquier  numero  real 

43.  A  =  i  y  =  1  45.  A  =  y  -  J  47.  a  =  8,  y  =  2,  z  =  0  49.  a  =  2,  y  =  —  1,  z  =  1  51.  Inconsislenle 

53.  A  =  5z  —  2,  y  =  4z  —  3,  z  es  cualquier  numero  real;  o  a  =  |y  +  |,  z  =  £y  +  y  es  cualquier  numero  real;  o  y  =  yv  —  5,  z  =  (a  + 

y  es  cualquier  numero  real 

55.  Inconsistente  57.  a  =  1,  y  =  3,  z  “  —2  59.  a  =  —3,  y  =  1,  z  =  I  61.  a  =  j,  y  =  5,  z  =  1  63.  a  =  1,  v  =  2,  z  =  0.  w  =  I 
65.  y  =  0,  z  =  I  -  A,  A  es  cualquier  numero  real  67.  a  =  2,  y  =  z  -  3,  z  es  cualquier  numero  real  69.  a  =  y  =  z  -  || 

71.  X  =  -f  -  ;|z  -  y  =  -;  +  jz  +  yw.  donde  z  y  w  son  cualesquiera  numeros  reales  73.  y  =  -2a^  +  a  +  3  75.  /(a)  =  3a'  -  4a^  +  5 


77.  A  =  litres  de  15‘/<  H2SO4,  y  =  litres  de  25%  H^SOa,  z  =  litros  de  50%  HsS04:  P  "'7^ 

\y  =  250  — 

15% 

25% 

50% 

40% 

V  3 

0 

40 

60 

100 

10 

26 

64 

100 

20 

12 

68 

100 

79.  Si  A  =  precio  de  las  hamburguesas,  y  =  precio  de  las  papas  fritas,  z  =  precio  del  refresco, 
entop.ces  a  =  2.75  —  z,  y  =  0.68  +  yz,  z  es  cualquier  numero  real 


A  $2.15  $2.00  $1.85 

No  hay  suficiente  informacion:  v  $0.88  $0.93  $0.98 

z  $0.60  $0.75  $0.90 


Cantidad  inverlida  al  Cantidad  invertida  al 


7% 

9% 

11%  (b) 

7% 

.  9% 

11% 

0 

‘“Taooo”! 

"Toobo 

12,500 

-  12,500 

1,000  1 

1  8.000  ' 

11,000 

14,500 

'  8,500 

2000 

2,000  1 

6,000  1 

12.000 

16,.500 

4,500 

4000 

3,000  1 

4,000  1 

13,000 

18,750  1 

'  0 

6250 

4,000 

2,000 

14,000 

5,000  1 

0  1 

15,000 
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(c)  Todo  el  dinero  invertido  al  7% 
proporciona  $2100.00,  mis 
de  lo  que  cs  requerido 


89.  Si  a,  ^  d. 


0| 

"2 


^1 

&2 


C| 

C'2 


1 

a-, 


Ol 

^2 


— ' 

a. 

i  C2 

J 

. 

ai 

-aibi 


a\ 

~g2C| 

Ol 


+  C2 


~a2p\  bjcii 
Ol 


_£i 

«l 


■  1  Al 

1  b\ 

il 

1  0 

-  hiC2 

ai 

0  1 

77| 

—  O2C]  3-  <-2(7j  a  1 

0| 

0  1 

0| 

-QsCl  +  <-’2a\ 

0  1 

-02b\  +  byO] 
fliCi  +  C2(i\ 

0\  ~^2^\  ""  ^2^1 

-a2b\  +  /X2O1 

—02b\  +  bi^i] 

{cib2  -  C2bi)  =  -^{ctb2  -  C2bi),  V  = 


I 


0\b2~  «2^l 
Si  a\  =  0,  emonces  02  0,  b|  0,  y 

"  0  bi 
«2  &2 


O162  “  U2b\ 


{a\C2  ~  a2C\)  ' 


(0|C2  —  <32C|) 


1 

h 

C2_ 

1 

Ai 

i  £1' 

1 

0 

C\ 

02 

bi 

C2 

02 

02 

02 

02 

<•'2  , 

0 

b]  1 

Cl  1 

0 

b, 

C\ 

0 

1 

0 

1 

bi  _ 

<•'2  _  b2Cj_  _  cjb^ 
02  «2^l 

-o-n:t 
-02/21 


oob] 


Xl  ^ 

/'I 


l.'irn  ii  io  lap 

1.2  3.22  5.-2  7.10  9.-26  11.  2:  =  6,  >■  =  2  13.  2  =  3.  >' =  2  15.  x  =  8,  y  =  -4  17.  x  =  4,  y  -  -2  19.  No  cs  aplicable 

21.  x  =  /,  y  =  j  23.  X  =  y  =  ;  25.  x  =  5,  y  =  I  27.  x  =  j,  y  =  i  29.  x  =  1 ,  y  =  3,  ;  =  -2  31.  x  = -3,  y  =  !,  ;  =  1 

33.  No  cs  aplicable  35.  x  =  0,  y  =  0,  z  =  0  37.  No  es  aplicable  39.  x  =  5,  y  =  '  41.  —5  43.  {y  45.  0  o  —9  47.  -4  49.  12 

51.  8  53.  8 

55.  (y'l  -  ycl-t  -  (-Vi  -  ->^2))’  +  Uo’2  -  J^z.Vi)  =  0 

(.Vi  -  .''2)x  +  |X2  -  X|)y  =  X2.\'i  -  xiyy 

(X2  -xi)y  -  (X2  -  X|)yi  =  0’2  “  y\)x  +  xx)’]  -  Xiy2  -  (xy  ~  X|)yi 
(X2  -  X|){y  -  Vi)  =  (y2  -  yi)x  -  CV2  -  >’1)2:1 


“  . 

.Vi  = 

IV3  - . 

A'l) 

'  V- 

X  1 

57. 

.V" 

V  1| 

=  3: 

-2 

z  1  1 

=  O' 

-  z)(x- 

-  -  X 

«13 

0|2 

Ci\\ 

59. 

<■^3 

O22 

021 

(^33 

fliZ 

031 

=  ~ 

[0|  l/oizti.iz  ■ 

<•'11 

7712 

Oil 

61. 

<321 

7722 

021 

1 

1 

^32 

03\ 

V  I 


1 


I  +  r 


1 1 


I  =  x\v  -  2)  -  xO’^  -  Z-)  +  yz(y  -  z) 

1 

=  (y  -  z)(x-  -  x(y  +  z)  +  yzj  =  O'  “  z)I(2x  -  xy)  -  (xz  -  >■:)!  =  0’  '  z)l2:(x  -  y)  -  z(x  -  y)]  =  0’  -  z)(2'  -  y)(x  -  z) 
a\2 

^22  ^21  ~  <^\2{^22^2\  ~  '^.■?2^2l)  ~  ~  ^^^3^22) 

i  0^2  <3311 

”  L'^l  22^^33  ~  ^32'^A23)  ~  ^12(^21^33  ~  ^.31^23)  ^l.3(^2K^32  ~  ^3Kd22)J 

^7  I  2  ^7  i  I  I 

^22  ‘^21  “  ^1 1  {^22^31  ~  (^32^^21)  ~  ‘^12(^21^3  I  ~  ^31^21)  ^^11  (^2\^ 

(^32  <^3\\ 

—  0\\022(-^3\  ~  ^11^32^^21  —  ^12(0)  “I"  —  ‘^11^31^22  ~  ^ 


■  ^^33<322) 

^^11 

012 

Ci\3 

O2I 

022 

023 

7731 

O22 

O33 

03,022) 

RESSg 


13.  A-  1 ,  V  =  4;  A  =  -  1 ,  ,y  =  - 4;  A  =  2V2.  y  =  V2;  a  =  -2V2.  y  =  -  V2  IS.  a  =  0,  ,y  =  1 ;  a  =  - 

17.  A  =  0,  y  =  - 1 ;  A  =  'j,  y  =  19.  a  =  2,  y  =  5;  a  !,  y  =  t  21.  a  =  3,  y  =  2;  a  -  3,  y  =  -2;  A  = 

23.  A V  =  J;  A  1,  y  a  =  1.  y  =  ';  A  -y,  y  ’  '  25.  a  ■  \'2,  y  =  2V  2;  a  ^  V2,  y^ 

27.  No  hay  soluci6n;  cl  sislcma  cs  inconsisiente  29.  a  ~  y  =  2\  lU/3;  a  =  — y  :=  2\'lU/3;  a  --  ; 
31.  A  =  I,  y  =  1-;  A  ^  1.  y  =  '.  A  =  1,  y  =  1;  a  =  ■  1,  y  -[  33.  No  hay  solucion;  el  .sistema  a  in< 
35.  A  =  2,  y  1 ;  A  =  “2,  y  —  1 ;  a  =  V  3,  y  =  \  3;  a  ■  —  V3,  y  =  —\/3  37.  a  =  3,  y  =  2;  a  =  —3, 

39.  A  =  3.  y  =  I ;  A  =  - 1 ,  y  -  3  41.  a  =  0,  y  -2;  a  =  0.  y  =  1 ;  A  =  2.  y  =  -  1  43.  a  =  2,  v  =  8 
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31.  Acotada;  esquinas  en 
(0,  0),  (3,  0),  (2.  2),  (0,  3) 


37.  Acotada;  esquinas  en  (2,  0),  (5,  0), 

(2,  (0,  8),  (0,  2) 


33.  No  acotada;  esquinas  en  (2,  0),  (0,  4) 


39.  Acotada;  esquinas  en 
(10,  0).  (0.  5) 


3S.  Acotada;  esquinas  en  (2,  0),  (4,  0), 
('T.  t).  (0.  4),  (0.  2) 


45.  (a) 


+  V  £  50,000 
.V  a:  35,000 
y£  10,000 
.v>0 
y  a  0 


(b)  .1  =35,000 


47.  (a) 


49.  (a) 


30ji'  +  20>  i-.  1600 
2.V  +  3y  s  1 50 
A-  a  0 
.y  a  0 


(0,0) 


Ljcn  ii  iii 


1.  El  valor  maxitno  es  1 1;  el  mmimo  3  3.  El  valor  maximo  es  65;  e)  mi'nimo  4  5.  El  valor  maximo  es  67;  el  mi'nimo  20 
7.  El  valor  miximo  de  e  es  12,  y  ocurre  en  el  punto  (6,  0)  9.  El  valor  mi'nimo  de  z  es  4,  y  ocurre  en  el  punlo  (2,  0) 

U.  El  valor  maximo  de  z  es  20,  y  ocurre  en  el  punto  (0,  4)  13.  El  valor  mmimo  de  z  es  8,  y  ocurre  en  el  punto  (0,  2) 

15.  El  valor  maximo  de  es  50,  y  ocurre  en  el  punto  (10,  0)  17.  8  cuesta  abajo,  24  a  campo  traviesa;  $1760.00;  $1920.00 

19.  30  acres  de  soya  y  10  de  maiz;  la  ganancia  mdxima  es  $8,500.00  21.  ^  hora  en  la  maquina  I;  .51  boras  en  la  miquina  II;  $182.50 

23.  100  libras  de  came  de  res  y  50  de  caine  de  cerdo;  $97.50  25.  10  patines  de  carrera,  15  patines  arti'sticos 

27.  2  muestras  de  metal,  4  muestras  de  plastico;  $34.00  29.  (a)  10  de  primera  clase,  120  en  clase  turista  (b)  15  de  primera  clase,  120  en  clase  turista 

Cimplfh  lii\  <'\/)(/(  /tn 

1.  inconsistente  2.  matriz  3.  determinantes  4.  aumentada  5.  semipiano  6.  funcion  objetivo  7.  punto  I'actible 

C  ii-rlc  -  Uil.sd 


1.  F  2.  C  3.  F  4.  F  5.  C  6.  C  7.  C 


Jiierricio.',  dc  irvisiiin 


1.  X  =  2,  >■  =  -  1 

15.  x  =  2.y  =  3 
25.  jr  =  — ' 


U.v=-^  9.  x=-*.y=^ 


3.  X  =  2,  y  =  2  5.  X  =  2,  y  =  - 1  7.  x 

17.  Inconsistente  19.  x  =  - 1,  y  =  2,  z  --  -3  21.  x  =  5,  y  =  /q  23.  x  =  s,  y  =  i  z  =  ^ 
3,  y  =  — 3,  z  =  —V  27.  z  —  —  I.  X  =  y  +  1,  y  cualquier  numero  real  29.  x  =  1,  y  =  2,  z  =  —3,  /  = 
37.  X  =  2,  y  =  -  I  39.  X  =  2,  y  =  3  41.  x  =  -  1 ,  y  =  2,  z  =  -3  43.  x  =  y  =  - y;  x  =  -2,  y  =  1 

±.3(-_3  +  V^)  _  -j^-t  V265 


11.  X  =  6,  y  =  -1  13.  X  =  -4,  y  =  3 

31.  5  33.  108  35. 


45.  X  =  2V2, 


49.  X  =  Vl,  y 
53.  No  acotada;  esquina  en  (0,  2) 


^2,3' 

^  V2;  X  =  -2V2,  y  =  -V2  .  2  ,,  ^ 

-V2;  X  =  -  V2,  y  =  V2;  X  =  3V2,  y  =  -3V2;  x  =  -y\^,  y  =  51.  x  =  1,  y  =  - 1 


47. 


55.  Acotada;  esquinas  en  (0,  0), 
(0,  2),  (3,  0) 


57.  Acotada;  esquinas  en  (0,  1),  (0,  8), 
(4,  0),  (2,  0) 


-100 


63.  El  valor  mdximo  cs  32  cuando  x  =  0  y  y  =  8  65.  El  valor  mi'nimo  es  3  cuando  x  =  1  y  y  =  0 

67.  El  valor  miiximo  es  'f  cuando  x  =  1/  y  y  =.  'y  69.  10  71.  y  =  x'  -  j  x  +  I  73.  70  libras  de  cafe  de  $3.00  y  30  libras  dc  $6.00 

75.  I  pequefio,  5  mcdianos,  2  grandes  77.  24  por  10  pies  79.  4  +  V2  pulgadas  y  4  -  V2  pulgadas  81.  120V  10  pies 
83.  Catalina  obtiene  $10.00,  Miguel  $20.00,  Daniel  $5.00  y  Alejandra  $10.00  85.  Catalina:  4  boras;  Miguel:  2  boras;  Daniel;  8  boras 
87.  35  motores  a  gasolina,  15  motores  a  diesel;  15  motores  a  gasolina,  0  motorcs  a  diesel 


•''373 
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CAPhllLOII  rjcnh  i.^  H  I 


1.  1,2,  3,  4.  5  5.  1. -4,  9,  -16.  25  7.  I,  A  9.  X  n.  l/e,  2/eK  ye\  4/e\  5/e^ 

13.  +  I)  :S.  1/2"-'  17.  (  1)"+'  19.  (-IV'+'n  21.  a,  -  2,  n,  =  5,  a,  =  8,  04  =  1 1,  J5  =  14 

23.  a\  =  -2,  ((7  —  1,  =  1,  a4  =  4,  =  8  25.  a\  =  5,  07  =  10,  ti3  =  20,  ^  40,  05  =  80  27.  <7|  =  3,  07  =  3,  a3  =  j,  04  =  5,  05  =  | 

29.  ^1  =  1,  Qz  —  2,  =  2,  174  =  4,  <35  =  8  31.  a]  =  A,  tip  “  A  +  i:/,  c/.-i  =  A  +  2d,  ^  A  +  3d,  =  A  +  Ad 

33.  a,  =  V2,  02  -  \'2  >■  \  2,  a,  =  V2  +  V2~+  V2,  ^4  =  '\/2  +  V2  -I-  V2  +  vf,  as  =  A/  24-\/2  +  V2  +  V2  +  \/2 


35.  3  +  4  +  ■  ■  •  -I-  (n  f  21  37.  -!-  +  2  +  -  + 

2  2 


+  "'  39.  1  +  I  +  ^  + 

2  3  9 


±  41.1  +  1+.. 

3"  3  9  3" 

U  1  \  X-  3* 


43.  In  2  -  In  3  +  In  4  -  ...  +  (-1)"  In  n  45.  ^  k  47.  X  2  'm  X  T  .X 


59.  Una  sucesion  de  Fibonacci 

Ejvivu  ii*  I l.j 


I.  rf  =  1;  5,  6,  7,  8  3.  (1  =  2;  -3.  -  I,  1,  3  5.  d  =  -2;  4,  2,  0,  -2  7.  d --  -  i,  -3,  -1,  9.  d  =  In  3;  In  3,  2  In  3,  3  In  3,  4  In  3 

II.  (Is  =  14;  a„  =  3n  -  1  13.  as  =  -7;  fl„  =  8  —  3fi  15.  <75  =  2;  a„  =  f(/7  -  1)  17.  05  5V'2;  a„  =  V  2n  19.  fli2  =  24  21.  aw  =  “26 

23.  as  ~  a  A- lb  25.  a\  —  \3',  d  —  3',  ~  “16  r  3n  27.  Oi  =  —53;  c/  =  6;  t7„  =  —59  ■*-  6n  29.  =  28;  d  —  —2;  =  30-2/7 

31.  i7|  =  25;  rf=  2;  o„  =  27  -  2/7  33.  rfi  35.  ^(9  +  5/;)  37.  1260  39.324  41.  43.  1185  asientos 

45.  210  del  primer  color  y  190  del  segundo 

Ejercir'ut  II.J 


I.  /•  =  3;  3,  9,  27,  81  3.  r  =  i;  5.  /- =  2;  i, 1 ,  2  7.  r  =  2'";  2''^  2^\  2,  2‘*'.'’  9.  r  =  ];  i,  11.  Arilmaica;  d  =  1 

13.  Dc  ningun  tipo  15.  Arilin6tica;  tI  =  -^  17.  De  ningun  tipo  19.  Geometrica;  r  -  21.  Geonn^trica;  r  =  2  23.  Geomelrica; /- =  3 

25.  as  -  162;  a„  -  2  •  3""'  27.  aj  =  5;  a„  =  (- 1)"  _|(5)  29.  as  =  0;  a„  =  0  31.  a,  =  4V2;  </„  =  (V2)";  a„  =  27-2n  33.  uj  =  35.  ag  =  I 

37.  778  =  0.00000004  39.  -^d  -2")  41.  2(1  -(')"]  43.  1  -2"  45.  J  47.  16  49.  J  51.  53.  f  55.  -4 

57.  (a)  0.775  pie,s  (b)  Oclava  (c)  15.88  pies  (d)  20  pies  59.  $21,879,11 

61.  La  alternativa  2  tiene  como  rcsultado  la  ganancia  mayor:  S16’038,304.00;  la  altemativa  1  liene  como  resiiltado  la  ganancia  menor:  $14’700, 000.00 
63.  1.845  X  10'“^  67.  3,  4,  8,  23,  72  69.  A;  $25,250.00  anual  en  el  quinto  ano,  $1 12,742.00  en  total;  B;  $24,761.00  anual  en  el  quinto  ano, 

$1 16,801.00  en  total 

Ejenicio  11.4 


1.  (I) 
(11) 

3.  (I) 
(II) 

5.  (I) 

(11) 

7.  (I) 

(11) 

9.  (1) 

(II) 


11.  (I) 

(II) 


13.  (I) 
(ID 


RES74 


77  =  1:  2  •  1  =  2  y  1(1  +  1)  =  2 

Si  2  +  4  +  6  +  ■  ■  ■  +  2A'  =  A'(/c  +  I),  enionccs  2  +  4  +  6  +  '  ■  *  +  2^  +  2(^  +  ))  =  (2  +  4  +  6  +  ■  ■  •  +  2k)  +  2{k  +  1) 

=  k(k  +  I)  +  2(k  +  [)  =  k-  -h  3k  +  2  ^  {k  +  \)(k  +  2). 

/!  =  1:  1  +  2  -  3  y  ((1)(1  +  5)  =  1(6)  --  3 

Si  3  +  4  +  5  1  ••■  +  (<:  +  2)  =  \k{k  +  5),  entonces  3  +  4  +  5  +  ■■■  +  (/(:  +  2)  +[(/(+  1 )+  2]  =  [3  -  4  +  5  +  •■■  +  «:  +  2)]  +  (1;  + 
3)  =  \k(k  f  5)  +  A-  +  3  =  [{k-  +  Ik  +  6)  -  i(A  +  1)(A  +  6). 

// =  f:  3  •  I  -  1  =  2  y  ;(l)(3(l)  +  1]  +)  =  2 

Si  2  +  5  +  8  +  •  •  ■  +  (3’a  -  1)  =  \k{3k  +'l),  entonces  2  +  5  +  8  +  •  ■  ■  +  (3A  -  1)  +  [3(A  +  1)  -  IJ 

=  (2  +  5  +  8  +  •  ■  ■  -  (3A  -  D)  -  3k  +  2=  'jk(3k  +  1)  +  (3k  +  2)  =  {(3k^  +  7A  +  4)  =  ^(k  +  \)(3k  +  4). 

n  =  1:  2'“'  =  1  y  2'  -  I  =  1 

St  1  +  2  +  2-  +  ■  ■  •  +  2*-'  -  2*  -  I,  entonces  1  +  2  +  2^  +  ■  ■  •  +  2*~'  +  2l*+')-i  =  ( 1  +  2  +  2-  +  ■  •  •  +  2*^')  +  2*  =  2*  -  1  -  2‘  = 

2(2*)  -  1  2*+'  -  1, 

„  =  1:  41  I  =  1  y  .1(41  ~  l(  =  1(3)  =  1 

Si  1  +  4  +  4-  +  ■  ■  •  +  4*“'  =  5(4*  -  1),  entonces  1  +  4  +  4-  +  •  ■  ■  +  4*“ '  +  4'*'+'>^'  =  (l+4  +  4-  +  -''  +  4*'"')  +  4*  = 

i(4‘  -  1)  +  4*  ',|4*'  -  1  T  3(4*  )J  =  ^(4(4*)  -  1 1  =  1(4*  '  -  1). 

"  ■  1-2  2^1+1  2 


2  ■  3 

1 


3  ■  4 
1 


1-2  2-3  3-4 


k{k  -  1) 

j _ 

k(k^-  1) 


k  1,1  1  , 

- ,  entonces  -  H - + - + 

-  1  1-2  2-3  3-4 


1 


1 


1 


(k  -  1)(A  *-  2)  A  -  1  (k+  1)(A  •  2) 


k(k  +1)  (k  +  l)[(k  +  I)  -  1] 
1 


a  =  I:  I-  -  I  y  ■  I  •  2  ■  3  =  1 

Si  d  +  2=  +  3-  T  •  •  ■  +  A-  =  1a(A  +  1)(2A  +  1),  entonces  1-  +  2^  +  3^  +  ■  ■  •  +  A‘  +  (A  +  1)^  = 

(d  +  2^  +  3-  +  •  ■  •  -!  A-)  +  (A  +  D-  =  ^A(A  +  1)(2A  +  1)  +  (A  +  1)^  =  1(2A-*  +  9A-  +  13A  +  6)  =  ^(k  +  1)(A  +  2)(2A  +  3). 


15.  (I)  «  =  1:  5  -  1  =  4  y  1(9  -  J)  =  I  ■  8  =  4 

(0)  Si  4  +  .8  +  2  i-  ■  ■  ■  +’(5  -  k)  \k(9  -  k),  entonces  4  +  3  +  2  +  -'-  +  (5-/()  +  5-(A:+l)=[4  +  3  +  2  +  --  -  +  (5-i(:)]  +  5-(l:+l) 

=  {k(9  -  k)  +  4  -  k  =  {(-k~  +  lk  +  S)  =  1(8  -  k)(k  +  1)  =  \(k  +  1)[9  -  {k  +  1)]. 

17.  (I)  «  =  ):  1  •  (I  +  I)  =  2  y  !  •  I  ■  2  ■  3  -  2  " 

(II)  Sil-2  +  2'3  +  3-  4+  '-  -  +  <:(/(+l)  =  \k{k  +  \)  {k  +  2),  entonces 

1  ■  2  +  2  ■  3  .3  •  4  +  •  ■  •  +  /(:(/;  +  I)  +  (it  +  !)(<:  +  2)  =  [1  ■  2  +  2  ■  3  +  3  •  4  +  ■  ■  ■  +  /((/t  +  1)]  +  (1:  +  1)(1:  +  2) 

=  \k(k  +  \)(k  2)  +  (k+  \  ){k  +  2)  =  \(k  +  !)(/(:  +  2)(k  +  3). 

19.  (I)  /I  ^  1:  1^  +  I  =  2  es  divisible  emre  2. 

(II)  Si  A.-’  +  k  es  divisible  enlre  2,  entonces  (k  +  1)^  +  (A  +  1)  =  +  2A  +  I  +  A  +  I  =  (A^  +  A)  +  2A  +  2.  Como  k-  +  k  es  divisible  entre  2 

A  '  2  es  divisible  entre  2,  en  consecuencia,  (A  +  I  )^  +  A  +  I  es  divisible  enlre  2. 

21.  (1)  n  =  1:  P  —  1  +  2  =  2  es  divisible  entre  2. 

(II)  Si  k‘  -  A  +  2  es  divisible  entre  2,  entonces  (A  +  1)^  —  (A  +  1)  2  =  A^  +  2A  +  I  —  A  —  1  +  2  =  (A“  —  A  +  2)  +  2A.  Como  A"  —  A  +  2 

es  divisible  enlre  2  y  2A  es  divisible  entre  2,  en  consecuencia,  (A  +  1)^  -  (A  +  1)  +  2  es  divisible  entre  2. 

23.  (I)  ti  =  1 :  Si  .r  >  1 ,  entonces  jr'  =  j:  >  I . 

(II)  Suponga,  para  cualquier  numero  natural  A,  que  si  j:  >  I ,  entonces  >  1 .  Muestre  que  si  jr  >  1 ,  entonces  .r*+  1  >  I : 

■  x'  >  I  ■  x  =  x>  \ 


T 

jr*  1 

25.  (I)  n  =  I:  a  —  b  un  factor  de  a'  —  b'  =  a  —  h. 

(II)  Si  <!  —  fc  es  un  factor  de  a''  —  muestre  que  a  —  b  en  un  factor  de  fl*''*''  —  (/■*■':  a*'*''  —  M"*"'  =  a(a'‘  —  b^)  +  l/{a  —  b).  Como  a  —  b 
cs  un  factor  de  a'‘  -  b'‘  y  a  -  b  es  un  factor  de  a  —  b,  en  consecuencia,  ci  -  ft  es  un  factor  de 
27.  i;  =  1 :  1^  —  I  +  41  =  41  es  un  numero  prime. 

n  =  41 :  41  -  -  4 1  +41  =  1681  =  41^  no  es  un  numero  primo. 


29.  (I)  «  =  1  : 


1  -  r' 

a  •  \  =  a  y  a  ■ - =  a,  ya  que  r  ^  1 . 

1  -  r 


1  ~  \ 

(II)  Si  a  +  ur  +  «)-+•■•  +  =  u(-  — j,  entonces  a  +  ar  +  ai^  + 


r)  +  ar(l  —  r)  _  a  —  ar 


■ar^> 


■  ■  ■  +  ar^  '  +  a/-*-'  'I  '  =  (n  r  ur  +  an  + 

1  - 


+  +  ai^  = 


I  -  r  i  "  I  -  7-  I  -  r  \  1  -  r 

31.  (I)  77  =  3:  La  suma  de  los  angulos  de  un  triangulo  es  (3  -  2)  ■  180°  =  180°. 

(II)  Suponga,  para  cualquier  numero  entero  A,  que  la  suma  de  los  angulos  de  un  polfgono  convexo  de  A  lados  es  (A  —  2)  180°.  Un  pohgono 
convc.xo  de  A  +  1  lados  consiste  de  un  polfgono  convexo  de  A  lados  mas  un  triangulo  (vdase  la  ilustracion).  La  suma  de  los  angulos  es 
(A  -  2)  ■  180'  +  180°  =  (A  -  1)  •  180°.  Como  consecuencia  de  que  las  condiciones  I  y  II  .sc  satisfacen,  el  resultado  se  deduce. 


Ejerdiio  11.5 


1.  10  3.  21  5.  50  7.  1  9.  1.866  x  I0'°  11.  1.483  X  I0'°  13.  x'  -  5x-^  +  lO.v’  I  lOx^  +  5x  +  I 

15.  -  12.C  +  OOa-^  -  160r’  +  240+^  -  192x  +  64  17.  SIa-*  +  IOSa^  t-  54a-  •  12a  '  |  19.  a'O  c  5/a:®  +  lOyV  +  lO.yV  +  5y"y-  +  y'o 

21.  +  6V2a5'2  +  30a-  +  40V2a'’'’  +  60a  +  24V'Zr''=  +  8  23.  (ua)^  +  iby(u.xf  +  \Q{byf(ax)^  +  \Q{by)\axf  +  5{by)\u.x)  +  (by)^ 

25.  17,010  27.  -101,376  29.  41,472  31.  2835.r^  33.  314,928a^  35.  495  37.  3360  39.  1.00501 


41  f  ”  'l  —  77  1  77  1 

77  j  771(77  —  77)1  77  1  0  !  77! 


43.  2"  =  (  I  +  I  )” 


77 

77 


45.  I 


Lji'rcicio  //.6 


1.11,3,5,6,7,91  3.11,5,7}  5.  (1,6,9)  7.  { 1,  2,  4,  5,  6,  7,  8,  9]  9.  ( 1,  2,  4,  5,  6,  7,  8,  9)  11.  (0,  2,  6,  7,  8) 

13.(0,1,2,3,5,6,7,8,91  15.  (0,  1,  2,  3,  5,  6,  7,  8,  9)  17.(0,1,2,3,4,6,7,81  19.(0] 

21.  0,  (a},  (ft),  (c),  {d\,  (a,  6),  (a,  c],  {a,  c/),  \b,  c],  (A,  d],  (c,  d],  (a,  h,  c),  [b,  c,  d],  (a,  c,  d),  (a,  b,  d],  (a,  h,  c.  d]  23.  25  25.  40 
27.25  29.37  31.18  33.5  35.  175;  125  37.  (a)  15  (b)  15  (c)  15  (d)  25  (e)  40 
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Iji  n  irii’  // 

I.  30  3.  120  5.  I  7.  336  9.  28  11.  15  13.  1  15.  10,400,600 

17.  {ahc,  ahd.  abe,  acb,  cicd,  cue,  adb,  adc,  ade,  aeh,  aec,  aed 

bac,  bad,  bae,  bca,  bed,  bee,  bda,  hde,  hde,  bea,  bee,  bed 

eab,  cad,  cae,  eba,  cbd,  che,  eda,  cdb,  ede,  cea.  ceb,  ced 

dab.  dac,  dae.  dba,  dbc,  dbe,  dea,  deb,  dee,  dea,  deb,  dec 
eab,  eac,  ead,  eba,  ehc.  ebd,  eca,  ecb,  ecd,  eda,  edb,  edc  | ;  60 

19.  ( 123,  124,  132,  134,  142,  143,  213,  214,  231, 234,  241,  243,  312,  314,  321,  324,  341,  342,  412,  413,  421,  423,  431,  432);  24 

21.  {abc,  abd,  abe,  aed,  ace,  ade,  bed,  bee,  hde,  ede]',  10  23.  {123,234,  124,  134);  4  25.  15  27.  16  29.  8  31.  24  33.  60  35.  120 

37.  35  39.  1024  41.  9000  43.  P(5,5)  5!  =  120  45.  C(8,l)  •  C(15,l)  ■  C(4,l)  =  8  ■  15  ■  4  =  480  47.  336  49.  5,209.344 

51.362,880  53.90,720  55.1.156  X10'''’  57.15  59.  (a)  63  (b)  35  (c)  1 

F.ji  r-.  u  id  //.  ■' 

I.  5  =  (AA,  AS,  SA,  SS);  P(AS)  =  j,  T’lSA)  =  j  y  P(SS)  =  i. 

3.  5  =  I  AAl,  AA2,  AA3,  AA4,  AA5,  AA6,  ASl,  AS2,  AS3,  AS4,  AS5,  AS6,  SAl,  SA2,  SA3,  SA4,  SA5,  SA6,  SSI,  SS2,  SS3, 

SS4,  SS5,  SS6):  cada  resultado  tiene  la  probabilidad  de  y. 

5.  S  =  (AAA,  AAS,  ASA,  ASS,  SAA,  SAS,  SSA,  SSS);  cada  resultado  tiene  la  probabilidad  de  g. 

7.  S  =  { 1  Amarillo,  I  Rojo,  I  Verde,  2  Amarillo,  2  Rojo.  2  Verde,  3  Amarillo,  3  Rojo,  3  Verde,  4  Amarillo,  4  Rojo,  4  Verde) ;  cada  resultado  tiene 

la  probabilidad  de  as!  Pi2  Rojo)  +  P(d  Rojo)  =  ps  4 

9.  5  =  ( 1  Amarillo  Adelante,  I  Amarillo  Atras,  I  Rojo  Adelante,  1  rojo  Alras,  1  Verde  Adelante,  I  Verde  Alras,  2  Amaj-illo  Adelante,  2  Amarillo 
Arras,  2  Rojo  Adelante,  2  Rojo  Atras,  2  Verde  Adelante,  2  Verde  Alras,  3  Amarillo  Adelante,  3  Amarillo  Atrds,  3  Rojo  Adelante,  3  Rojo  Atras,  3 
Verde  Adelante,  3  Verde  Atras,  4  Amarillo  Adelante,  4  Amarillo  Alra.s,  4  Rojo  Adelante,  4  Rojo  Atras,  4  Verde  Adelante,  4  Verde  Atras);  cada  resuU 
tado  tiene  la  probabilidad  de  asf,  P(\  Rojo  Atras)  +  P{\  Verde  Atras)  =  24  = 

II.  S  =  { 1 1  Rojo,  1 1  Amarillo,  I  I  Verde,  12  Rojo,  12  Amarillo,  12  Verde,  13  Rojo,  13  Amarillo,  13  Verde,  14  Rojo,  14  Amarillo,  14  Verde,  21 
Rojo,  21  Amarillo,  21  Verde,  22  Rojo,  22  Amarillo,  22  Verde,  23  Rojo,  23  Amarillo,  23  Verde,  24  Rojo,  24  Amarillo,  24  Verde,  31  Rojo,  31  Amari¬ 
llo,  31  Verde,  32  Rojo,  32  Amarillo,  32  Verde,  33  Rojo,  33  Amarillo,  33  Verde,  34  Rojo,  34  Amarillo,  34  Verde,  41  Rojo,  41  Amarillo,  41  Verde,  42 
Rojo,  42  Amarillo,  42  Verde,  43  Rojo,  43  Amarillo,  43  Verde,  44  Rojo,  44  Amarillo,  44  Verde);  cada  resultado  tiene  la  probabilidad  de  _,g;  asf,  £  = 
(22  Rojo,  22  Verde,  24  Rojo,  24  Verde);  £(£)  =  n(£)/«(S)  = j's, 

13.  A,  B,  C,  F  15.  B  17.  '  19.  £(1)  =  PQ)  =  P(5)  =  P{2)  =  P(4)  =  P(6)  =  i  21.  0.7  23.  0.55  25.  27.  29.  31. 

33.  I  35.  (a)  0.57  (b)  0.95  (c)  0.83  (d)  0.38  (e)  0.29  (f)  0.05  (g)  0.78  (h)0.7l  37.0.000033068  39.  (a)  ^  (b) 

41.  (a)  0.00463  (b)  0.049  43.  =  7.02  X  10“'’;  0.183  45.0.1 

C- 


1.  sucesion  2.  aritmetica  3.  geometrica  4.  triangulo  de  Pascal  5.  15  6.  uni6n;  inlerseccion  7.  20;  10  8.  permulacion  9.  combinacidn 

10.  igualmente  probables 

r  It  .-  !>  d 

1.  C  2.  C  3.  C  4.  C  5.  F  6.  F  7 .  F  8.  C  9.  F  10.  C  11.  C  12.  F 
f  i  id 

1.120  3.10  5.336  7.56  9.  -t  j. -j,  ', -f  11.  2,  I.  1.  13.  3.  2.  15.2,0,2,0,2  17.  Aritmetica;  d  =  6;  j  (n  +  1 1) 

19.  Dc  ningiin  lipo  21.  Geometrica;  r  =  8;  7  (8"  —  1)  23.  Aritmclica;  d  =  4;  2n(n  —  1)  25.  Geomc'trica;  r  =  j;  6|I  —  (/)")  27.  De  ningiin  tipo 
29.  35  31.  1U.  .33.  9\  2  35.  5n  -  4  37.  n  -  10  39.  Z  41.  \  43.  8 
45.  (1)  n  =  I:  3  ■  I  =  3  y  ','(2)  3 

(II)  Si  3  +  6  4  9  +  •  ■  •  +  3£  =  >(*:  +  I).  enlonces  3  +  6  -  9  +  •  •  ■  +  3A'  -F  3(/r  +  I )  =  (3  +  6  -F  9  +  •  ■  •  +  3£)  +  (3£  +  3) 

-.i  'Uk  +  1)  +  (3/:  r  3)  =  'i'  +  :  +  i  =  l(k~  +  3k  +  2)  =  ](k  +  l)(£  +  2). 

47.  (1)  n  =  I:  2  ■  3'^'  =  2  y  3'  -  I  =  2  ' 

(U)  Si2  +  6-FI8-F---  +  2-  3*“'  =  3'  -  1,  entonces  2  +  6+I8-F---  +  2-  3*-'  +  2  ■  3''  ' 

■=  (2  +  6  +  1 8  +  ■  •  ■  +  2  •  3'  ' )  +  2  ■  3*  =  3*  -  1  +  2  ■  3'  =  3  ■  3'  -  I  =  3* '  '  -  1 . 

49.  (I)  n  =  \:  1-  ■  1  y  '(6  -  3  -  I )  1(2)  =  I 

(II)  Si  1'  +  4'  +  7'  +  ■  •  ■  -F  (31  2)'  U(6/l'  -  3k  -  1),  entonces 

-r  4:  +  7:  +  ■  .  ■  a-  (31  -  2)-  +  [3(i  +  I)  -  2]'  =  [1’  1  4'  +  7=  +  •  ■  •  4  (31  -  2)2)  4  (31  4  1)'  =  {k{6k'  31  -1)4  (31  4  ])' 

=  j(6l3  4  151'  4  1114  2)  =  1(1  4  l)(61-’  -  91  42)  =  /(I  4  l)f6(l  4  1)2  -  3(1  4  1)  -  1], 

51.  .r-'^  4  lOV*  r  40r’  4  80x'  80x  4  32  53.  32x2  4  240.t-  4  720,r'’ 4  lOSOx' 4  8 lOx  4  243  55.144  57.84  59.(1,3.5,6,7,81 

61.(3,71  63.(1,2,4,6,8,91  65.(1,2,4,5,6,91  67.17  69.29  71.7  73.25  75.60  77.128  79.3024  81.70  83.  91 
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85.  1,600,000  87.  216,000  89.  1260  91.  (a)  381,024  (b)  1260  93.  |  95.  97.  (a)  0.045  (b)  0.318  (c)  0.159 

99.  (a)  8  (b)  1 100  101.  (a)  (j)’  ■  20  =  pies  (b)  20  (3)"  pies  (c)  ^despues  de  la  decimotercera  vez?  (d)  140  pies  103.  (a)  0.68  (b)  0.58  (c)  0.32 


CAPmjL012  FLn'hio  12.1 


1. 

■4  4  -5 

3. 

'0 

12 

-201 

5. 

CO 

1 

-15' 

.  -  '  5  4  J 

_4 

8 

24  J 

L  7  0 

22. 

■-I3 

7 

-12' 

13. 

'25 

-9' 

15. 

-18 

10 

-14 

17. 

'-2  4  2 

8' 

4 

20  J 

.214 

6 

17 

-7 

34 

■3-3  r 

■  5  1  .1  ■ 

25. 

■  1  -1/a' 

27. 

-2  2-1 

29. 

111 
<».  i  4 

- 1  2/a 

ill 

L  J 

-4  5  -2 

3  _2  1 

L  7  1  7J 

'28 

4 

-9' 

23. 

9. 

■  1 

2 

3 

14 

22 

0 

-14“ 

-18 

28 

11. 

15 

22 

-11 

21 

34 

7 

-16“ 

-22 

22 

9 

2“ 

S  _ 

19. 

34 

47 

13 

20 

21. 

1 

-1 

—  1 ' 

2 

23. 

1 

-1 

3j 

31. 

X  =  3,  _y  = 

^  2  33.  .V  = 

-  5,y 

=  10 

35.  ..V 

=  2,  y 

=  -1 

2,l.x  =  iy  =  2  39.  ,v=-2,  y=l  41.  ;c  =  2/a,  >' =  3/a  43.  x  = 


3,  z  =  5  45.  a-  =  i,  y  = 


=  1  47.  a-  = 


49.  .y  =  y  =  1,  : 


53. 


51. 


4  2 

1  O' 

ri  i 

1  ^  1 

y  O' 

2  1 

0  1 

.  2  1 

1  0  1  _ 

0 

0 

-i  1  _ 

15 

3 

1  0“ 

-  1  M 

13  0“ 

[1  5  1 

T5  O' 

10 

2 

0  1 

10  2 

0  1  . 

0 

0 

-5  1  _ 

“  -3 

1  -1 

1 

0 

0“ 

1 

2  5 

0 

0 

1  “ 

“  1 

2 

5 

0 

0  r 

55. 

1 

-4  -7 

0 

1 

0 

1 

-4  -7 

0 

1 

0 

0 

-6 

-12 

0 

1  - 1 

1 

2  5 

0 

0 

1 

-3 

1  -1 

1 

0 

0 

0 

7 

14 

1 

0 

-V..V 


“  1  2  5 

0 

0 

“  1  2  5 

0  0  r 

0  1  2 

0  — -  - 
^66 

0  1  2 

0  — -  - 

^66 

0  1  2 

0  ^ 

7  ^  7  J 

0 

0 

0 

1  1  11 

7  6  4  2  _ 

“  0.02 

-0.04 

-0.01 

0.01  “ 

0.01 

0.05 

-0.01  “ 

-0.02 

0.05 

0.03 

-0.03 

0.01 

-0.02 

0.01 

59. 

0.02 

0.01 

-0.04 

0.00 

-0.02 

0.01 

0.03 

-0.02 

0.06 

0.07 

0.06 

57. 

L  -0.02 

61.  .y  =  4.57,  y  =  -6.44,  z  =  -24.07  63.  £  =  -  1 .1^9,  y_=  2.46,  z  =  8.27 

r  Si¥ 

65.  (a) 


500 

700 


350 

500 


400 

850 


500 

350 

L400 


700 
500 
850  J 


67.  Si  a  0, 


1 


(b) 

a 

d 


(c) 

o1 

1 


11,500 

17,050 


(d)  [0.10  0.05]  (e)  $2002.50 


a 

-ch  +  da 


-  0 
a 

-2L  I 

a 


b 

1 

0  — 

—  0 

1 _ _ 

i  _  ^ 

-b  1 

-- 

'  a 

0  ! 

a 

1  ^ 

0 

a 

ad  -  be 

~c 

ad  -  be 
a 

.  For  lo  Onto,  A  '  =  — 
0 

'  d 

—c 

-b' 

a 

~cb  -  da 

~  ch  -  da  3 

L  ! 

ad  —  he 

ad  —  be 

Si  a  =  0, 


0  - 
c 


I  n 


cb  c 

1  0 


'  '  0  ' 

d 

—  Jy(- 

-b  , 

-be 

,  1  1 

^  d 

-b' 

0  1 

L  1 

-c 

-be 

0 

.  Como  0  =  0,  D  =  ad  ~  be  =  —be,  de  modo  que  A  ~ 

-c 

a 

!2 

7 
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EJcrcirio  12.2 


1.  Propia 


3.  fmpropia;  I  +  ■ 

,V' 


9 _ 

-  4 


C  .  ■  C  ,  22.V-  I  ,  -2(.v  -  6)  n  -4  4  ,,  1  ,  " 

5.  Impropia;  5x  +  — ,  -  7.  Impropia;  1  i -  ■  9. - 1-  - 11. - 1 — 

x'-  -  4  (x  4)(,v  -  3)  X  X  —  1  XX- 


ijU  +  4) 


■  -  1  +  (x  -  1)-  17.  X  -  2  +  -f  2x  ^  4  (X  -  i)  +  (X  -  I)’  -  X  +  1  +  (x  +  I) 


tU-*  1) 


X  +  —  ■ 
X- 


i(x  +  4)  ^ 

X-  -V  4  25.  X  *  1  +  X-  +  2x  +  4  27.  3x  -  2  +  2x  ^  1  29.  x  -r  3  +  x  - 


2  35.  -3 


'  T  37. 


-ifiv 


X  -  3  X  +  I  X  —  2  X  -  1  (x  —  1)-  (.V-  -  lor  (x-  +  I6j 


V  39.  2x-  I 


F-l-E-D  13.  E  = -G  -  H  +  D  15.  x  =  0  17.12  19.  v  =  3i  +  4j  21.  v  =  2i  +  4j  23.  v  =  8i  -  j 

^  .  V2. 

43.  — —  I - j 

SVS.  4\/5.  8\-'5.  ^  2 

45.  V  =  I  I  0  V  = - .  -  I 


9.  X  =  A  11.  C  ^ 

25.  V  =  -i  +  j  27.  5  29.  V2  31.  \/T3  33. 


-J 


35.  V89  37.  V34  -  VTs  39.  i  41.  ji  - 


47.  {-2  +  V2[.  -2  -  V2I|  49.  460  kmh  51.  218  mph 


Ejcnicio  12.4 

1.  0;  0  3.  4;  "  S.  V3  -  1;  (V6  -  V2)/4  7.  24;  ^  9.  0;  0  11.  |  13.  v,  =  proyw  v  =  |(i  -  j),  v,  =  -^i  -  ij 

15.  Vi  =  proy„  v  =  -5(1  +  2j),  Vt  =  -  jj  17.  v,  ^  proyv  =  5(2!  +  j),  Vj  =  ji  -  ?j  19.  496.7  mph;  51.5°  sudoeste 

21.  8.7°  en  direccion  de  la  corriente;  1.5  min  23.  60°;  17.32  min  25.  2.68  pies-libras  27.  1732  pies-libras 

29.  Sea  u  =  fl|i  +  ^ij,  v  =  <32*  ^^2]^  w  =  03!  +  ^73].  Calcule  u  ■  (v  +  w)  and  u  ■  v  -  u  •  w. 

V  •  i  (  7T  \ 

31.  cos  a  =  ,(  ii'M.ir  =  V  •  i;  si  V  =  xi  +  yi,  enionces  \  ■  \  =  x  =  cos  a  y  v  •  j  =  y  =  cos - a  =  sen  a. 

l|v||||i||  ^  ^  [2  ) 

V  ■  i 

33.  V  =  (31  +  h}\  proyi  v  -  "ji^'  “  ‘  v  ■  j  =  ^7,  asi  v  =  (v  ■  i)i  +  (v  ■  J)j 

35.  (v  -  ffw)  -  w^v-w-oAv-w^v-w-  a||w|p  -  v  ■  w  -  j. — ^(|w|p  ~  0  37.  0 


Complete  en  los  espneios 

1.  inversa  2.  ideniidad  3.  propia  4.  unidad  5.  0 

Cierta  o  fuLuf 

1.  F  2.  F  3.  F  4.  C  5.  C  6.  C  7.  C 


Ejerckios  de  revisidn 


'4  -41 

6  0" 

"4-3  0" 

00 

I 

00 

!.  _ 1 

"  .5  9  .3 

7  7  7 

1. 

3  9| 

3. 

I2  24 

5. 

I2  -2  -8 

7. 

9  2  -lO 

9. 

1  2 

11. 

1  1  2 
11^ 

0 

-6  I2 

I 

to 

I 

I _ 

00 

I 

•0 

-~6  .■?- 

3  J  J 

111 

15. 
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F .ciones  trigonometricas 

D-  un  “lurnero  real 


sen  t  =  b 

CSC  /  =  —,/)#  0 

b 


cos  t  =  a 


tan  /  =  — ,  a  0 

a 


sec  !  =  —,  a  ¥=  0  cot  t  =  —,  b  ^  0 


De  ‘jr  C'-gulo  gener 

r 


sen  9 


cos  6  =  — 
r 


tan  0  = 

cos  0 

cot  0  = 

CSC  0  = 

1 

sec  0  = 

sen  0 

sen  6 


cos  6 


cot  9  = 


tan  9 


sen^  9  -I-  cos^  9  =  1 
tan^  f?  -I-  1  =  sec^  9 
1  +  cot^  9  =  csc^  9 

Identidades  par  e  impar 


sen(  — 6)  =  —sen  6 
cos(~9)  =  cos  9 
tan(— 0)  =  —tan  0 


csc(-0)  =  -CSC  0 
sec(  — 0)  =  sec  0 
cot(-0)  =  -cot  0 


Formulas  de  sumo  y  resta 

sen(a  +  /3)  =  sen  a  cos  fi  +  cos  a  sen  /3 

sen(a  —  /3)  =  sen  a  cos  /3  —  cos  a  sen  /3 

cos(q;  +  /3)  =  cos  a  cos  (3  —  sen  a  sen  /3 

cos/a  —  (3)  =  cos  a  cos  (3  +  sen  a  sen  (3 

tan  a  -I-  tan  j8 

tan(a  +  B)  =  - - - 

^  1  —  tan  a  tan  f3 

tan  a  —  tan  ^ 

tan(a  —  (3)  —  ~  ;  — 

^  1  -H  tan  a  tan  /3 


Resolucion  de  triangulos 


tan  0  =  a  0 
a 


CSC  0  =  — ,  ^  ^  0  sec  0  —  a  cot  9  h  0 

b  a  b 


Identidades  trigonometricas 

■dentidodes  fi  mdamentale' 

sen  0  cos  0 


Cfrculo  unitario,  =  1 

0  =  t  radianes;  5  =  t  unidades 


■^b) 


Formulas  para 
medio  dnguio 
0  ' 


sen  —  =  ± 

2  I 


cos  —  =  ± 
2  ■' 


tanY=± 


]  —  cos  0 


'  1  -t-  cos  0 


1  -  cos  0 
1  +  cos  0 


Formulas  pare 
dnguio  doble 

sen  20  =  2  sen  0  cos  0 
cos  20  =  COS'  0  —  sen^  0 

cos  20  =  2  cos^  0  —  1 
cos  20  =  1  -  2  sen^  0 
2  tan  0 


tan  20  = 


1  —  tan^  0 


Formulas  suma  a  producto 

sen  a  sen  /3  =  ^[cos/a  —  /3)  —  cos/a  -H  (3)] 

cos  a  cos  (3  =  j[cos(a  —  f3)  +  cos(a  -I-  (3)] 

sen  a  cos  f3  =  5[sen(a  +  (3)  +  sen(a  —  (3)] 

Formulas  producto  a  suma 


a 

+ 

A 

a 

— 

A 

sen 

a 

-t- 

sen 

2 

sen 

2 

cos 

T 

a 

— 

A 

a 

-1- 

A 

sen 

a 

sen 

/3  = 

2 

sen 

2 

cos 

T 

a 

-1- 

A 

a 

_ 

A 

cos 

a 

-f- 

cos 

P  = 

2 

cos 

2 

cos 

Y 

a 

+ 

(3 

a 

_ 

cos 

a 

cos 

/3  = 

2  sen 

2 

sen  ■ 

2 

Ley  de  los  senos 

sen  a  sen  (3  sen  y 

a  b  c 


Ley  de  los  cosenos 

+  b^  —  lab  cos  y 


Formulas  de 

Circulo 

Triangulo 

Rectangulo 
Caja  rectangular 
Esfera 

Conicas 

Parabola  ‘ 

Elipse 


Hiperbola 


geometria 


r  =  radio,  A  =  Area,  C  =  Circunferencia 
A  =  Trn  C  =  Irrr 


b  =  base,  h  =  altura,  A  =  Area 
A  =  ^bh 


!  =  largo,  M’  =  ancho,  A  =  Area,  P  =  Pen'metro 
A  =  Iw  P  =  21  +  2w 


I  =  largo,  w  =  ancho,  h  =  area,  V  =  Volumen 

V  =  Iwh 

r  =  radio,  V  =  Volumen,  5  =  Area  de  la  superficie 

V  =  S  =  47rr^ 


